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Vorrede. 


Das  Werk,  dessen  ersten  Band  ieli  dem  mathematischen  Publi- 
cum  hierniit  vorlege,  will  eine  geordnete  Darstellung  derjenigeii  Tlieorie 
der  elliptisclien  Modulfanctionen  geben,  wie  sie  seit  nunnaelir  13  Jahren 
in  erster  Lime  durcli  die  wissenschaftlichen  Schopfungen  raeines  hoch- 
verehrten  Lehrers,  des  Herrn  Professor  Felix  Klein,  sodaun  after 
aueh  durcli  dessen  Unterrichtsthatigkeit  an  der  technischen  Hoch- 
schule  in  Munchen,  sowie  an  den  Universitaten  zu  Leipzig  und 
Gottingen  entstanden  1st.  Betreffs  der  Stellung,  welehe  das  vorliegende 
Werk  zu  frttheren  Publicationen  von  Hrn.  Klein  einnimnit,  darf  ich 
taich  auf  die  Vorrede  zu  dessen  ,;Vorlesungen  liber  das  Ikosaeder" 
beziehen;  die  vor  seehs  Jahren  im  gleichen  Verlage  erschienen  sind. 
Daselbst  ist  nachst  der  Tlieorie  des*  Ikosaeders  als  zweites  Glied  in 
der  Reihe  der  in  Aussicht  genoniinenen  grosseren  Veroffentlichungen 
die  Lehre  von  den  elliptisclien  Modulfunctionen  gekennzeichnet,  und 
dieser  wiirde  sich?  wofern  der  ganze  Plan  gelingt?  ktinftig  eine  Dar- 
stellung der  allgemeinen  Untersuchungeii  liber  eindeutige  Functionen 
mit  linearen  Transformationen  in  sich  aozuschliessen  habon?  welche 
die  Modulfunctionen,  wie  auch  die  Theorie  der  reguliiren  Korper  als 
besondere  Falle  uinfassen. 

Was  die  Stellung  der  Modulfunctionen  innerhalb  der  Gesarnt- 
entwicklung  der  niodernen  Matheinatik  angeht,  so  betraclitete  man 
dieselben  lange  Keit  nur  als  em  Nebenerzeugnis  dor  elliptischen  Func- 
tionen;  wo  ihre  Beriicksichtigung  insbesondore  zuni  Behufe  der  Trans- 
formationstheorie  von  Belang  war.  Ileutzutago  hat  sich  demgegeniiber 
die  Lehre  von  den  elliptischen  Modulfunctionen,  wie  wir  selaen  werden, 
dank  der  epochemachenden  Schopfungen  Rienaann's  xind  Galois',  ab- 
gelost  von  den  doppeltperiodischen  Functionen,  zu  einer  selbstandigen 
Theorie  entwickelt,  die  nun  ityrerseits  als  der  nattirlichste  Eingang 
in  die  Transformationstheorie  der  elliptischen  Functioned,  erscheint. 
Inzwischen  ist  es  dieso  Beziehung  zur  Transformationstheorie  der 
elliptischen  Functionen  kcineswegs  allein,  urn  deren  willen  die  Modul- 
functionen. gegonwartig  im  Vordergrande  des  functionentheoretischen 
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Interesses  steten.  Vielmelir  1st  die  hohe  Bedeutung,  die  wir  der  liier 
zu  gebenden  Theorie  der  elliptischen  Modulfunctionen  beilegen,  wesent- 
lich  aueh  darin  begriindet,  dass  uns  dieselbe  mit  den  ersten  ins  ein- 
zelne  zuganglichen  Beispielen  von  transcendenten  eindentigen  Func- 
tionen  mit  linearen  Transforniationen  in  sicli  versieht,  Beispiele,  bei 
denen  bereits  alle  diejenigen  Methoden  und  Gesichtspunkte  zur  Geltung 
kommen,  die  fur  die  allgemeinere  Theorie  dieser  letzteren  Functionen 
yon  Wichtigkeit  scheinen.  Die  weitere  Erforschung  dieser  Functionen, 
deren  Theorie  durch  die  beziiglichen  Arbeiten  von  Poincare  und  Klein 
nur  erst  begonnen  ist,  dtirfte  erne  der  wichtigsten  Aufgaben  fur  die 
nachste  Entwicklung  der  matheniatischen  Wissenschaft  sein;  dabei 
wird  dann  die  durchgebildete  Theorie  der  Modulfunctionen  als  Proto- 
typ  zu  gelten  haben. 

Fur  sich  selbst  betrachtet,  haben  wir  in  der  Theorie  der  Modul- 
functionen eine  mathematische  Disciplin,  die  sich  in  hohem  Masse 
durch  Reichtura  an  Beziehungen  zu  anderen  Zweigen  der  Matheinatik 
auszeichnet,  zur  ZaHentheorie;  zur  Algebra,  ja  selbst  zur  synthetischen 
Geometrie;  doch  muss  ich  hierbei  in  Anbetracht  alles  Naheren  auf 
die  nachfolgende  Darstellung  selbst  verweisen.  Auch  ist  jedenfalls 
ausgeschlossen,  dass  ich  bereits  bei  Gelegenheit  dieser  einleitenden 
Worte  aller  derjenigen  Autoren  gedenke,  deren  Untersuchungen  mittel- 
bar  oder  unmittelbar  auf  die  Entwicklung  der  Theorie  der  Modul- 
fuBctionen  von  Einfluss  gewesen  sind.  Ich  muss  auch  in  dieser  Be- 
ziehung  auf  die  spatere  Darstellung  verweisen;  wo  ich  allenthalben 
bemuht  gewesen  bin,  die  Bezugnahme  nicht  nur  auf  die  Elein'schen, 
sondern  iiberhaupt  auf  die  gerade  in  Betracht  kommenden  Original- 
arbeiten  moglichst  ausfiihrlich  zu  gestalten.  Ich  begmige  mich  hier 
vielmehr  damit,  die  Entstehungsgeschichte  des  hier  im  ersten  Bande 
vorliegenden  Werkes  zu  kennzeichnen,  wobei  ich  denn  nur  diejenigen 
Arbeiten  namhaft  zu  machen  habe,  welche  die  historische  Entwicklung 
in  unniittelbare  Beziehung  zu  demselben  gesetzt  hat. 

Die  Vorlesungen  von  Hrn.  Klein  hatten  zura  ersten  Male  in  den 
Jahren  1877 — 79  die  elliptischen  Modulfunctionen  zuin  Gegenstando 
wahrend  seiner  Lelirthatigkeit  in  Miinchen.  Die  Resultate  der  da- 
maligen  Untersuchungen  sind  in  erster  Linie  in  den  unter  p.  142  dos 
Textes-genannten  Abhandlungen  Klein's  aus  dem  Jahre  1878  veroffentlicht 
worden,  sodann  aber  auch  namentlich  in  der  p.  186  ausfiihrlich  citiorten 
Note  ,,Zur  Theorie  der  elliptischen  Modulfunctionen"  (1879).  Im  letzteren 
Aufsatze  kommen  bereits  in  gedrangter  Kiirze  alle  wichtigen  Gesichts- 
punkte zur  Skizzierung,  welche  das  Fundament  des  vorliegenden  ersten 
Bandes  geworden  sind. 
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In  der  angegebenen  Zeit  wurde  Hr.  Klein  bei  der  Durchfiihrung 
seiner  Untersuchungen  sehr  wesentlieh  durch  seine  damaligen  Schiller, 
die  Herren  Dyek,  Gierster  und  Hurwitz,  unterstutzt,  deren  beziig- 
liche  Arbeiten  ich  welter  unten  (zum  Teil  erst  im  zweiten  Bande)  anzu- 
,  geben  habe.  Unter  denselben  wandte  sicli  Hr.  Dyck  in  erster  Linie 
den  gruppentheoretischen  Problemen  zu,  die  er  mit  den  Hulfsmitteln 
geometrisclier  Anschauungen  und  Massnahinen  der  Untersucliung  unter- 
warf.  Hrn.  Gierster' s  erste  grossere  Arbeiten  bezogen  sich  demgegen- 
tiber  auf  die  arithinetische  Seite  dieser  gruppentheoretischen  Probleme, 
wahrend  sich  derselbe  weiterhin  den  schwierigen,  die  Classenzahl- 
relationen  betreffenden  zahlentheoretischen  Untersuchungen  zuwandte, 
auf  welche  ich  im  zweiten  Bande  hoffe  zuriickkommen  zu  konnen. 
Die  Untersuchungen  des  Hrn.  Hurwitz  nahmen  gleich  zu  Anfang  einen 
uoifassenderen  Standpunkt  ein,  insofern  sie  gleichinassig  die  gruppen- 
theoretischen  wie  functionentheoretischen  Gesichtspunkte  in  Betracht 
zogen.  Im  weiteren  aber  erstreckten  sich  die  Arbeiten  von  Hrn.  Hur- 
witz auf  diejenigen  zahlentheoretischen  Anwendungen  der  Modul- 
funetionen,  denen  sich  bereits  Hr.  Gierster  mit  grossem  Erfolge  ge- 
widinet  hatte.  Es  ist  zu  betonen,  dass  gerade  in  diesem  Gebiete  fur 
Hrn.  Hurwitz  die  in  den  Vorlesungen  des  Hrn.  Klein  uud  im  person- 
lichen  Verkehr  mit  ihm  gewonuenen  Anregungen  die  Quelle  zu  einer 
gltinzenden  Reihe  von  Veroffentlichungen  durchaus  originalen  Geprages 
geworden  sind. 

Unter  den  Leipziger  Vorlesungen  Klein's  nahm  diejeriige  fiber 
elliptische  Functionen  im  Wintersemester  1883/84,  sowie  in  dern  darauf 
folgenden  Sommersemester  in  ausgiebiger  Weise  auf  die  Theorie  der 
Modulfunctionen  Bezug.  Es  wurden  dabei  aber  nicht  so  sehr  die  im 
vorliegenden  Bande  zur  Darstellung  kommenden  Grundlagen  der  Theorie 
der  Modulfunctionen  berucksichtigt,  als  vielmehr  die  Anwendungen, 
welche  die  Modulfunctionen  auf  die  Transforrnatio.istheorie  der  ellip- 
tischen  Functionen  gestattet.  Solches  gelangt  dem^.  auch  in  der  jener 
Periode  entstammenden  (p.  5G8  ausfiihrlich  citierten)  Arbeit  Klein's 
uber  die  elliptischen  Normalcurven  zum  Ausdruck^  und  ebenfalls  be- 
herrscht  diese  Tendenz  die  zahlreichen  (im  zweiten  Bande  zu  nennen- 
den)  Arbeiten  der  daraaligon  Schulor  Klein's,  denen  auch  der  Unter- 
zeichnete  angehorte. 

Alsbald  nach  Abschluss  dieser  Leipziger  Periode  glaubte  Hr.  Klein 
an  die  Ausfuhrung  seines  Planes  gehen  zu  konnen,  den  ,,Vorlesungen 
fiber  das  Ikosaeder"  die  bereits  in  der  Vorredo  zu  dernselben  in.  Aus- 
sicht  gestellten  ,,Vorlesungen  tlber  die  Theorie  der  Modulfunctionen" 
folgen  zu  lassen;  und  in  diesem  Sinne  zog  derselbe  auch,  gelegentlich 


YI  Yorrede. 

seiner  ersten  Gottinger  Yorlesungen  in  den  Jahren  1886,  87  wieder- 
liolt  die  Modulfunctionen  in  Betraclit.  Aber  der  in  Fiille  daliegencle 
Stoff  erwies  sich  einstweilen  nocli  viel  zu  wenig  durchgebilclet  und 
gesichtet,  die  UmwandluBg  desselben  zu  eineni  georclneten  Ganzen 
verlangte  viel  zu  sehr  einseitige  Concentration;  als  dass  Hr.  Klein  bei 
seiner  ausgedehnten  Lehrthatigkeit  und  bei  seinen  rastlos  vorwarts 
strebenden  Forschungen  hierzu  die  Zeit  hatte  eriibrigen  konnen. 

So  wandte  sich  Hr.  Klein  im  Herbst  1887  an  den  Unterzeichneten 
mit  der  Aufforderung,  das  Geplante  zur  Wirklichkeit  zu  gestalten. 
Ich  hatte  mieh  bereits  im  Somraer  1887  wiederholt  mit  der  Absicht 
getragen,  bei  Hrn.  Klein  einen  hierauf  bezuglichen  Vorschlag  zu  niachen, 
und  kam  jetzt  der  geschehenen  Aufforderung  um  so  unbedenklicher 
nach,  als  ich  ja  der  kraftigsten  Unterstiitzung  meines  hochverehrten 
Lehrers  sicher  sein  durfte.  Wenn  ich  ubrigens  auch  bei  der  nun 
folgenden  Enfrwicklungsphase  des  vorliegenden  Werkes  niit  Ausfuhr- 
liehkeit  verweile,  so  fiihle  ich  mich  dazu  um  so  rnehr  bereehtigt,  als 
es  fur  mich  eine  nahezu  dreijahrige  ununterbrochene  Arbeit  gekostet 
hat,  um  aus  den  mir  zur  Verfiigung  stehenden  Hulfsmitteln  diesen 
ersten  Band  zu  gestalten. 

Es  gait  fur  mich  zuvorderst,  eine  geordnete  Disposition  des  ge- 
samten  Stoffes  zu  gewinnen;  ich  muss  in  diesem  Betracht  wieder  auf 
die  Darstellung  selbst  verweisen  und  fiige  sogleich  hinzu;  dass  icli 
mich  iiber  die  Disposition  fur  den  zweiten  Band,  welcher  die  ,;Weitcr- 
fuhrung  und  Anwendung  der  Theorie"  bringen  soil,  in  deni  vor- 
letzten  Paragraphen  des  gegenwartigen  Bandes  ausgesprochen  habe.  — 
Etwas  grundlicher  muss  ich  mich  liber  die  Methode  aussprechen,  die 
ich  bei  der  Gedankenentwicklung  innerhalb  der  einzelnen  Kapitel  be- 
folgte.  Ich  wiederhole  vorab,  dass  mir  alle  principiellen  Gesichts- 
punkte  und  Methoden  durch  die  Vorlesungen  und  Abhandlungen  Klem;8 
gegeben  waren;  aber  zur  directen  Darstellung  schienen  dieselben  nur 
in  sehr  ungleichem  Grade  geeignet  und  gaben  niir  vielfach  mehr  mir 
die  Directive,  nach  welcher  ich  nieing  Darstellung  einzurichten  hatte. 
Um  hier  deutlich  zu  werden,  sei  es  gestattet  ein  Beispiel  herauszu- 
greifen.  Ich  gedenke  vielleicht  des  zweiten  Kapitels  im  ersten  Ab- 
schnitt,  welches  von  den  Perioden  des  elliptischen  Integrals  erstor 
Gattung  handelt,  ein  Gegenstand,  der  eine  ganze  Reihe  verschieden- 
artiger  Darstellungen  auch  in  der  alteren  Litteratur  gefunden  hat. 
Dass  ich  hier  durchaus  mit  Riemann'schen  Methoden  zu  operieren 
hatte,  war  ja  von  vornherein  gegeben.  Aber  auch  so  boten  sich  mir 
noch  melrere  mogliche  Wege:  Erstlich  konnte  ich  das  ganze  Kapitel 
auf  rein  anschauliche  Betrachtungen  der  zweiblattrigen  Riemann'schen 
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Flache  mit  vier  Verzweigungspunkten  basleren  und  die  Veranderungen 
der  Invariante  J  dureh  Lagen'anderuiigen  der  Verzweigungspunkte  be- 
wirken.  Aber  eine  solehe  Darstellung  des  Kapitels,  die  icli  anfangs 
versuehte,  geniigte  mir  spaterhin  nicht  melir;  sie  ware  aueh,  wofern 
sie  das  Wesentliche  hatte  treffen  wollen,  zu  umfanglich  geworden. 
Ich  konnte  andrerseits  an.  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
ankniipfen  und  durch  ausschliessliches  Operieren  mit  der  Riernann'sclien 
P-F  unction  vorwarts  kommen.  Aber  dieser  Weg  erscliien  rnir  alsbalcl 
zu  einseitig  analytiscb  und  eben  darum  zu  wenig  anschaulich;  und  so 
glaubte  ich  schliesslicli  einen  Mittelweg  einschlagen  zu  sollen,  wobei 
mir  ubrigens  das  dritte  Kapitel  im  ersten  Absehnitt  der  Vorlesungen 
xiber  das  Ikosaeder  durcliaus  zum  Vorbild  diente.  Ich  wurde  ermiiden, 
wollte  ich  bier  nocb  weitere  derartige  Einzelausfiibrungen  anftigen- 
Genug,  dass  ieh  allentbalben  bestrebt  war,  mir  die  Resultate  der  ver- 
schiedenen,  jedesmal  in  Betracbt  kommenden  Abbandlungen  zu  einem 
Gesamtbilde  zu  verscbmelzen,  um  alsdann  das  letztere  in  einer  Art 
darzustellen,  die  mir  gerade  gut  scbien ;  nur  auf  diesem  Wege  glaubte 
ich  erreichen  zu  konnen,  dass  rneine  Arbeit  ein  einheitliches  Ganze 
vorstellt.  —  Dass  ich  iibrigens  im  Verlaufe  der  Darstellung  zahlreiche 
Lticken  durch  selbstandige  Untersuchungen  ausfullen  musste,  dass  ich 
endlich  filr  die  rein  redactionelle  Thlitigkeit  die  alleinige  Verantwortung 
tragen  muss,  brauche  ich  nur  nebenher  zu  bemorken.  Iin  crstercii 
Betracht  habe  ich  iibrigens  von  mir  herriihrcnde  Untersuchungen  als 
solehe  stets  durch  ausdrtickliche  Citate  gekennzeichnet. 

Fiir  die  Einzeldarstellung  habe  ich  allenthalben  die  auch  in 
den  Vorlesungen  tiber  das  Ikosaeder  niassgeblich  geweseiie  Tondena 
aufrecht  zu  erhalten  gesucht,  beini  Leser  keinerlei  spccifische  Vor- 
kenntnisse  als  bekannt  vorauszusetzen.  Das  hatte  ja  freilich  maucherlei 
Inconvenienzen  im  Gefolge:  ich  musste  vielfach  weiter  ausholen,  unter 
Zuriickdrangung  des  eigentlichen  Zieles  der  TJntersuchung;  wiederholt 
musste  Verzicht  darauf  geleistet  werden,  das  einfachste  Bild  eines 
Gegenstandes  zu  geben;  wenn  cin  anderes  elementarer  schien  u.  s.  w. 
Auch  die  grosse  Ausftihrlichkeit  der  Darstcllung  und  der  inductive 
Gang  der  Entwicklung  vom  Speciellen  zum  Allgemeinen  wurde  fast 
tiberall  um  der  leichteren  Verstandlichkeit  willen  innegehalten. 

Bei  rneinen  gesamten  Arbeiten  hat  mich  Hr.  Professor  Klein  in 
der  thatkriiftigsten  Weiso  unterstiltzt;  er  hat  meine  Plane  und  Aus- 
arbeitungen  durchweg  der  eingehendsten  Durchsicht  unterssogen,  die- 
selbon  niit  mir  besprochen  imd  mich  auf  mangelhafte  Stellen  aufmerk- 
saia  gemacht;  er  hat  endlich  die  gesamten  Correcttiren  dor  Druck- 
bogen  im  Verein  mit  mir  erledigt,  ;  Hatte  ich  schan  ohne  oine  solcho 
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Unterbtiitzung  z.  B.  die  Anfangskapitel  des  clritteu  Absclinitts  ilber- 
haupt  nicht  abfasseii  konnen,  so  sind  mir  meine  wiederholten  Reisen 
uacli  Gottingen  in  rein  ideeller  Beziehung  noeh  ungleich  wertvoller 
geworclen:  stets  habe  ich  mir  in  der  That  aus  der  geistvollen  Unter- 
haltung  und  Yortragsweise  meines  hochverehrten  Lelirers  neue  Kraft 
und  neae  Begeisterung  zum  Vorwartsarbeiten  heimgebracht.  —  Habe 
ich  mich  solcherweise  der  vollen  Teilnahnie  des  Hrn.  Klein  zu  erfreaen 
gehabt,  so  darf  ich  nun  auch  auf  der  anderen  Seite  in  seinem  Namen 
hier  anfuhren,  dass  er  das  vorliegende  Werk  als  die  gelungene  Aus- 
ffihrung  des  lange  gehegten  Planes  anerkennt. 

Dein  Herrn  Verleger  bin  ich  in  besonderer  Weise  zu  Danke  ver- 
pflichtet  sowohl  wegen  der  Bereitwilligkeit,  niit  der  er  wahrend  der 
Drueklegung  auf  alle  darauf  bezuglichen  Wiinsche  einging,  als  auch 
der  wurdigen  Ausstattung  halber;  die  er  dem  Buche  gegeben.  —  Was 
endlich  den  zweiten  Band  anlangt7  so  hoffe  ich  denselben  in  1  */2  bis 
2  Jahren  nachfolgen  lassen  zu  konnen. 

Braunschweig,  den  12tea  August  1890. 

Robert  Pricke. 
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Erster  Abschnitt. 


Einfiilirimg  in  das  Studium  der  elliptischen  Modulfanctionen. 

Die  nachfolgende  Darstellung  der  Eigen  sell  af ten  cler  elliptisehen 
Modulfuuctioncn  1st  eiiio  erweiterte  Fortsetzung  der  Tlieorie  des  Iko- 
saeders.  Dnter  dieser  Bezeiclmung  mogen  liier  im  engeren  Sirine 
diejenigen  Entwicklungen  zusammengefasst  sein,  welclie  den  ersten 
Abschnitt  der  ,?Vorlesungeu  liber  das  Ikosaeder"  bilden*).  Ftir  den 
Zweck  dieser  einleitenden  Worte  brauclien  wir  nicht  sclion  naher  auf 
die  Art  dieser  Fortsetzung  Bezug  zu  nehruen  5  nur  class  sie  eine  enveiterte 
Fortsetzung  ist,  wollen  wir  hier  ausdrttcklich  betonen.  Bereits  der 
Name  der  ,,elliptisehen"  Modulfunctionen  wird  andeuten,  dass  unsere 
kiinftigen  Bntwicklungen  zu  den  elliptischen  Funetionen  tiberhaupt  in 
cugster  Beziehung  stehen.  Mit  Riicksicht  hierauf  ist  es  sehr  wiinschens- 
wert?  beim  Loser  die  Kemitnis  dieser  Fuuctionen  in  iliren  Grundeigcn- 
sebaften  voraussetzen  zu  diirfen**).  Gleichwolil  erfordern  es  verselne- 
dene  Riicksichtiiahmeu,  dass  wir  hier  dennoch  ini  ersten,  zweiten  und 
fiinften  nachfolgenden  Kapitel  auf  einzelne  Teile  der  Theorie  der  ellip- 
tischen  Funetionen  ausftihrlicber  eingehen.  Toils  schien  dies  zur  be- 
quornen  lliickbeziehung  in  den  sptlteren  Abschnitt  en  dieses  Buches 
erforderlich;  toils  aber  auch  bieteii  uns  die  vorliegenden  Lehrbxicher  liber 
elliptische  Funetionen  die  Darstellung  einiger  wichtigen  Entwicklungen 
nicht  in  der  Gestalt,  wie  wir  sie  hier  wiinschen  niiissen.  Dies  gilt 
vornehmlich  von  den  invarianteutheoretischen  Gesichtsptinkten,  welche 

*)  F.  Klein,  Vorlesungen  tiler  das  l/tosarder  und  die  Auflostwg  der  Gleichungen 
voin  f'finf'ten  Grade  (Leipzig  1884).  Wir  citioren  dieses  Buch  lairz  als  ,,Ikos.". 

**)  Da  cs  sich  hier  wesontlicli  um  dio  Gestalt  handolt,  welcbo  Woiorstrass 
fiir  die  Thoorie  der  ellii)tisclien  Functionon  goschafTon  hat,  so  konnon  wir  ala 
Hilfsmittel  fiir  das  Studium  deraolben  nur,  nonuon:  Schwarz,  Jforwieln  und  Ltehr - 
stits&e  gum  Qebrauclw  der  elliptischen  Funetionen  (GOttingon,  seit  1885);  H  alp  hen, 
Traitc  ties  fonctions  elliptiques  et  de  Icurs  applications  Bd.  T,  IT  (Paria,  1886,  1888). 

Kloln-Vrioleo,  TMortnlfimoliowcm.  1 
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das  Kapitel  1  zur  Darstellung  bringt*).  Viel  eher  schon  hatten  wir 
uns  fur  das  zweite  Kapitel,  das  von  den  Perioden  des  elliptischen 
Integrals  erster  Gattung  handelt,  auf  die  beziigliche  Darstellung  in 
Halphen's  Werke  berufen  konnen.  Indessen  erschien  die  Aufnahme 
dieses  Kapitels  schon  uni  des  gleiehrnassigen  Zusamnienlianges  unserer 
Entwicklung  willen  notwendig.  Sollen  wir  diesen  kurzen  tlberblick 
iiber  den  ersten  Abscknitt  noch  weiter  fortsetzen,  so  bringt  Kapitel  3 
durch  Aufnalime  einer  gewissen  Gattung  conformer  Abbildungen  eine 
zusammenfassende  und  zugleich.  vorlaufig  abschliessende  Auffassung 
der  bis  dahin  iiberhaupt  durehlaufenen  Entwicklung  zu  Wege.  Auf 
dieser  Grundlage  konnen  wir  in  Kapitel  4  die  beiden  Hauptprobleme 
entwickeln,  uni  welche  es  sich  fiir  uns  bei  den  elliptischen  Modul- 
functionen tiberhaupt  handeln  soil.  Kap.  5  ist  im  wesentlichen  eine 
Zusanimenstellung  von  Formeln  iiber  doppeltperiodische  Functionen. 

*)  Die  Invariantentheorie  hat  in  neuerer  Zeit  namentlich.  auch  noch  durch 
Hereinnahme  der  Covarianten  im  Gebiete  der  elliptischen  Functionen  bcdeutend 
an  Rauna  gewonnen;  man  vgl.  Klein:  Uber  hyperelliptische  Sigmafunctionen  (Math. 
Ann.  Bd.  27,  1886)  sowie  Pick:  Zur  Theorie  der  elliplischen  Functionen  (Bd.  28 
der  Annalen,  1886),  auf  welche  Arbeiten  dann  auch  Halphen  im  zweiten  Bande 
seines  gen.  Werkes  Bezug  nimmt.  Diese  die  Covarianten  betrefFendon  Entwicklungen 
bleiben  im  Texte  ausser  Betracht. 


Erstes  Kapitel. 
Von  den  Invarianten  der  Tbiquadratischen  binaren  Form. 

§  1.     Die  Form  /(#1;  #2)  V-iv3L  ^h.re  irrationalen  Invarianten* 

Fur  die  biquadratische  binare  Form  wird  im  folgenden  die  iibliche 
Bezeichnungs  weise  : 

(1)  ffa,  *«)  —  **£  +  46*^  +  6<^V  +  ±d»i*f  +  e*f 
gebraucht,   die  wir?   wo   es  wunschenswert  ist;   dureh  die  Substitution 
$i  =  09  #2  =  1   in  nichthomogene  Gestalt  unisetzen.     Als  Tnvarianten 
dieser  Form  definiert  man  gemeinhin  nur  diejenigen  Ausdrucke,  welche 
rational  aus  den  Coefficienten  zusamniengesetzt  sind  und  die  Invarianten- 
eigenschaft  liaben.    Aber  wir  werden  sehr  bald  Beispiele  dafiir  kennen 
lernen,   dass   auch.  algebraisclie   Functionen  der  Coefficienten  den  Cka- 
rakter  von  Invarianten  besitzen  konnen.    Diese  werden  wir  als  irratio- 
nale  Invarianten  bezeichnen  und  den  rationalen  gegentiber  stellen.    Es 
ist  im  folgenden  Paragraphen  geradezu  unsere  Absicht,  von  den  ein- 
faclisten  irrationalen  Grossen  dieser  Art  den  Ausgang  zu  nehnien,  um 
dann   von  hieraus   spaterhin  z.  B.    auch  zum  Studium   der  rationalen 
Invarianten  fortzusclireiten. 

Der  folgende  Gedankengang  fuhrt  zu  einigen  und  insonderheit  zu 
den  einfachsten  irrationalen  Invarianten.  Rationale  Functionen  der 
Wurzeln  der  Gleichung  f<=0  sind  nur  dann  auch  rational  in  den 
Coefficienten  a,  &  .  .  .,  wenn  sie  die  Wurzeln  symmetrisch  enthalten. 
Konnen  wir  demnach  rationale,  dber  unsymmetrisclie  Verbindungen  der 
Wurzeln  herstellen,  welche  Invarianteneigenschaft  besitzen,  so  werden 
dieselben  sicher  Grossen  der  gekennzeichneten  Art  darstellen. 

Wir  spalten,  tun  dieses  naher  zu  untersuchen^  f(f^9  %)  unter 
Gebrauch  einer  homogenen  Schreibweise  in  seine  Lin  earf  actor  en: 

(2)  •  M,  ^ 


Aus  den  acht  Grossen  ^W  setzen  sich  die  fttnf  Coefficienten  <»;  6  ... 
in   leicht   erkennbarer   Weiso    zusammen.     Die   0^   bleiben  tlbrigens 

i* 
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insoweit  willkurlicli,  als  man  g^,  *,«  noch  rait  cleni  gemeinsamen 
Factor  vt  behaften  darf,  wo  dann  die  vier  v,  nur  der  einen  Bedingung 
zu  genugen  liaben,  em  der  Einheit  gleiches  Product  zu  ergeben. 

Olme  selion  sogleich  nacli  den  Invarianten  zu  fragen,  uiitersuchen 
wir  vielniehr  vorab,  wann  liberhaupt  eine  rationale  Function  der  #//<>, 
welche  in  den  Grosseu  e^\  s^  der  einzelnen  Reihe  homogen  ist,  nur 
von  den  funf  Coefficienten  a,  I ...  der  Form  /'  abhangt.  Bei  der  Will- 
kurliehkeit  der  Factoren  vt)  von  denen  wir  soeben  handelten,  muss 
imsere  Function  der  £//'>  in  jedern  der  folgenden  Grossensysteme  p^l\  g^ 
die  gleiche  Ordnung  aufweisen  als  ini  erston  gJV,  &}l\  weil  soust  init 
anderer  Wahl  der  v;  eine  Wertauderimg  der  Function  eintreton  vvilrde. 
1st  die  Ordnung  in  der  einzelnen  Grossenreihe  s^,  ^  die  wf*,  KO 
lehrt  die  Beziehung  der  g^  zu  den  Coefficienten,  clafs  die  in  Ilede 
stehende  Function  der  sk®  als  Function  der  Cocfftcienten  alleln  (jcclcntct 
werden  kann  mid  in  ihnen  liomogen  von  der  wtcn  Dimension  ist. 

Als  Specialfalle  nennen  wir  erstlich  solclie  rationale  Functioncn; 
in  denen  die  vier  Eeihen  gfl,  gj'>  symmetriscli  entlialten  siucl.  DJOHO 
liefern  tins  die  rationalen  Functionen  der  Coefficienten.  Daneben  siiul 
besoaders  wiclitig  die  gcmgen  rationalen  Functionen  der  ^(/)-  Sie  ergolxsn 
solche  algebraische  Functionen  tier  Coefficienten,  die  fiir  enclliclio  Werte 
derselben  stets  aucli  endlicb.  sincl  und  die  demnacli  aJs  ycmw  afyrt 
Functionen  der  funf  Coefficienten  a,  I,  e,  d,  c  sir  lestirfmcn  stud. 

§  2.     Die  irrationalen  Invarianten  A,  J>,  C  dor  Form  /'. 

Wir  suclien  nun  zu  Invarianten  der  Form  /"  dadurcli  ssu 
dass    wir  siniuliane  Invarianten   ihrer  Liuearfacloren   suiistollen.     Als 
solche  kennen  wir  von  vornherein  die  Deteriuinanteii: 

(1)  (i,  70  =  */->*/*>  —  ^^W. 

Sie  andern  sicli  bei  linearer  Substitution  von  ffi9  £%  tun  die  Kub- 
stitutionsdeterminante  r  als  Factor.  1st  also  die  fur  die  transfer- 
inierte  Form  entsprechend  gebildete  Doterminante  (?,  ti)'7  «o  liat  man 

(<f*)'-r.  (.',*) 

d.  li«  (i,  J&)  ist  vom  Gewichte  1.  Determinanten  der  bozoiclmoioii  Art 
konnen  wir  im  ganzen  sechs  angeben,  wofern  wir  den  Zoichonwoclisci 
oiner  einzelnen  Determinate  als  keine  wesentliche  Jindorung 

Wir  wahlen  die  sechs  Ausdrucke: 

(1,  2),     (1,  3),    (1,  4),    (3,  4),     (4,  2),    (2,  53), 
und  liaben  dann  zwischen  ihnen  die  Identitat  zu  nennou: 

(2)  (1,  2)  (8,  4)  +  (I,  8)  (4,  2)  +  (1,  4)  (2,  3)  «  0. 
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Nacli  den  Satzen  cles  vorigen  Paragraph  en  ist  die  eiiizelne  dieser 
Deterniinanten  noch  keiue  irrationale  Invariaute  von  f\  dean  sie  weist 
nur  zwei  von  den  vier  Reihen  s^,  z^  auf.  Aber  es  ist  sofort  deut- 
lich;  dass  es  nur  der  Multiplication  von  7,wei  Deterniinanten  beclari^ 
die  keiuen  ihrer  oberen  Indices  gernein  haben,  uni  auf  gewunschte 
Functionen  der  af  &;  c,  d,  e  zu  konimen.  So  erhalten  wir  ini  ganzen 
als  Invarianten  von  /'  die  drei  Producte,  welehe  gerade  als  Grlieder  der 
obigen  Identitat  (2)  auftreteu.  Wir  bezeicimen  dieselben  abkiirzend 
durcli  A9  J3  und  G: 

(3)  ^  =  (1,2)  (3,  4),     JB  =  (1,3)(4,2),     6'=  (1,  4)  (2,  3). 
Diese  drei  Invarianten  sind  dann  durch  die  Relation  verkniipft: 

(4)  A+S  +  G^O 

und  geben  iibriyois  l>ei  Aiitiiibimy  linearcr  Substitution  auf  $1}  s%  mi  den 
Glekliunycn  Anlass: 

(5)  A'  —  **  A,     B'  =  >*B,     G'  =  r*C, 

unter  r  wieder  die  Substituitionsdeterminante  verstanden. 

Die  Quotienten  der  A}  Bf  C  sind  die  eiufachsten  absolutes  In- 
varianken  von  f.  Verselien  wir  sie  mit  deni  negativen  Zeichen,  so 
erhalten  wir  diejenigen  Grossen;  welclie  man  in  der  Geometric  als 
Dojipelverhaltnisse  der  vier  durcli  /'=0  dargestellten  Punkte  einer 
Ucraden  zu  bezeichnen  piiegt.  Schreibt  man  etwa 

If  =  ^ » 

so  Undeii  sich  aus  (4)  fur  die  sechs  niogliclien  Quotienten  cler  A,  J>*;  G 
die  Ausdriicke: 

_A         .  _Jl__i  —^L—Lr-1 

B         *>  A          I  >  A  ~       l~~  > 

^  —     f         _  •?.  _   «L       _  JOL  —  1  _ 
c'     i~~  i"  >        o  —  ~i  _  r  >        B  ~  L     *> 

worin  wir  in  bekannter  Weise  die   sechs  zusaniniengehorigen  Worto 
dcs  DoppclverhtLltnisses  von  vier  Punkten  vor  uns  haben*). 

Boacliteii  wir  noch  den  Fall,  dass  irgend  zwei  cler  vier  Linear- 
lactoren  von  f  einander  gleich  werden.  Die  Folge  ist  offeiibar,  class 
eine  der  Invariauten  A,  J3,  C  verschwindet,  wahrend  die  beiden  anderen 
cntgegengesetzt  gleich  werden.  Von  den  sechs  Werten  des  Doppel- 
verhaltnisses  werden  jzwei  gleich  0?  zwei  gleich  1  und  zwei  gleich  oo. 

*)  Man  vgL  clio  Lehrbuchor  der  neuoron  Goometrio  oder  auoh  der  Invarianton- 
thcorio  wio  z.  B.  Clobsoh,  Tkeorie  der  bintbrcn  Formen  pag.  169  f. 
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§  3.    Verhalten  der  A}  B,  G  bei  Anderung  der  Factorenfolge  voa  f. 

Es  soil  liier  vor  alien  Dingen  untersuclit  werden,  in  welclier  Weise 
sich  die  A,  B}  G  modificieren,  falls  man  eine  Anderung  in  der  Reihen- 
folge  der  Linearfaetoren  von  /'  eintreten  lasst.  Diese  vier  Faetoren, 
die  wir  iui  Anschluss  an  die  Bezeichnungsweise  der  Deteruiinanten 
dureh  1,  2,  3,  4  benennen,  gestatten  24  verschiedene  Permutationen, 
welche  eine  Gruppe  bilden*).  Es  ist  dieselbe  in  bekannter  Weise 
holoedrisch  isoinorpli  niit  der  Grruppe  der  Oktaederdrehungen  and  be- 
sitzt  wie  diese  eine  ausgezeiclmete  Untergruppe  vierter  Ordnung,  die 
Vierergruppe.  Es  sind  einfach  die  folgendeii  vier  geraden  Permu- 
tationen 


2, 
3, 
4, 


2, 
1, 
4, 
3, 


3, 

4, 
1, 
2, 


4 
3 
2 


die  identisehe  Permutation  als  solche  mitgerechnet;  welche  diese  Vierer- 
gruppe bilden.  Bei  den  vier  Penmitationcn  diescr  Viercrymppe  blclben 
unsere  drei  Invarianten  A,  B,  C  wlllg  ungeanderk,  wie  man  aus  ihror 
Definition  (3)  §  2  sofort  entnimmt. 

Die  Substitutionen  der  Vierergruppe  vermogen  eincn  oinzeliicu 
Linearfactor  2.  B.  1  darch  jeden  andern  zu  ersetzen,  und  zwar  ist  ew 
eine  bestiramte  Substitution  aus  der  Zahl  cler  vier,  welche  den  Ersatz 
von  1  durch  einen  bestimnit  vorgeschriebeneu  andercn  Factor  leistet. 
Es  folgt,  dass  wir  alle  Jinderungen  der  A,  B,  C  kennen  lemon  worden, 
wenn  wir  den  Index  1  an  seiner  Stelle  lassen  und  auf  die  droi  iibrigen 
die  sechs  dann  noch  moglichen  Vertauschungen  ausiiben.  Wir  Htellcn 
das  Resultat  hier  sofort  in  Form  einer  Tabelle  ausanimcn,  clereu  Ein- 
richtimg  wohl  keiner  weiteren  Erlanterung  bedarf: 


I 

i, 

2, 

3, 

4 

A, 

£, 

'C 

II 

i, 

3, 

4, 

2 

#, 

0, 

A. 

(0 

III 

i, 

4, 

2, 

3 

o, 

A, 

li 

IV 

i, 

2, 

4, 

3 

-A, 

£1 

-  13 

V 

i, 

4, 

3, 

2 

-o, 

-li, 

—  A 

VI 

i, 

3, 

2, 

4 

-B, 

-A, 

-  C 

*)  Hier  kommen  nun  aogloich  die  Entwicklnngen  aus  ,,Ikoa."  J  Kap,  I  sun- 
Geltung,  insbesondere  §§  5,  7. 
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Die  Ay  B,  C  erfahren  soinit  bei  den  seclis  Permutationeu  der 
letzten  drei  Linearfaetoren  ihrerseits  selbst  Umstellungen,  welche  sogar 
jenen  vollig  analog  gebaut  sein  wiirden,  falls  nicht  in  den  drei  letzten 
Reihen  das  negative  Zeiclien  auftrate.  Aber  es  ist  gar  nicht  schwierig, 
auch  diese  kleine  Unannehmliehkeit  dadurch  zu  tiberwinden,  dass  wir 
als  drei  neue  Invarianten  A,  B7  f  die  Differenzen  der  A,  JB,  G  in 
folgender  Weise  einftihren: 

(2)  A  =  B  -  C,     B  =  O  -  A,     r  —  A  —  3. 
Dieselben  sind  dann  clurch  die  selbstverstandliehe  Eelation: 

(3)  A  +  B  +  r  =  0 
verknupft  uud  drueken  die  A,  B,  O  in  der  Form  aus: 

3^=  _  B  +  T,     3i'  =  —  T  +  A,     3(7=  —  A  +  B. 
In  der  That  setzt  sich  nun  unsere  obige  Tabelle  in  diese  um: 


I 

1, 

2, 

3, 

4 

A, 

B, 

r 

II 

1, 

3, 

4, 

a 

B, 

r, 

A 

III 

1, 

4, 

2, 

3 

r, 

A, 

B 

IV 

1, 

2, 

4, 

3 

A, 

r, 

B 

V 

1, 

4, 

3, 

2 

r, 

B, 

A 

VI 

1, 

3,. 

2, 

4 

B, 

A, 

r 

Die  Invarianten  A;  B,  f  erfahren  also  bei  den  Vertauschungen  der  Linear- 
factoren,  tvelcJie  1  (odor  auch  irgend  einen  andcrn  Factor)  fest  lassen, 
gerade  samtlictie  uberliaupt  mogliche  Vertauscliungen. 

§  4.     Aquivalenz  zweier  Formen  bei  ungeanderter  Factorenfolge. 
Brste  kanonischo  Form  von  /'. 

Die  Bedeutuug  der  Invarianten  A,  J3,  C  konnen  wir  hier  zweck- 
inassig  clurch  Hesprechung  eines  Problems  erliiutern,  das  einen  der 
Hauptzielpunkte  aller  Invariantentheorie  abgiebt.  Nennen  wir  zwei 
Formen  dann  iiquivalent?  wenn  sie  aus  einauder  durch  lineare  Trans- 
formation der  Variabelen  hervorgehen,  so  ist  das  gemeinte  Problem 
zu  entscheiden,  ob  zwei  vorliegende  Fornien  /  und  f  aquivalent  sind, 
und7  wofern  dieses  zutrifft,  alle  linearen  Substitutionen  anzugeben,  die 
/'  in  f  iiberffthren.  Die  letztere  Aufgabe  kommt  dann  aui*  die  andere 
zuriick,  die  linearen  Substitutionen  der  Variabelen  zu  bestimmen,  die 
f  in  sich  tiberffthren. 

Sei  nun  wieder  f  unsere  biquadratische  binare  Form  und  sei  die- 
selbe  nach  (2)  §  1  in  Linearfaetoren  zerfallt.  Die  soeben  aufgeworfenen 
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Fragen  werdeu  alsdaun  geracle  dureh  die  Invarianten  Ay  B?  O  beant- 
wortet,  falls  wir  die  liellicnfolge  der  Linear  factor®*  ds  unverHnHcrllcli 
(jtyeben  eracltfen.  Es  hat  dies,  wie  wir  sogleicli  selieu  werden,  semen 
Grund  durin,  class  wir  im  Stande  siud,  /'  vennoge  einer  linearen  Sub- 
stitution der  Deterniinante  1  in  eine  kunouische  Form  umzusetzeii,  in 
welcher  die  Invarianten  A,  B,  C  oder  aucli  z\vci  unter  ilmeii,  was 
zufolge  f4j  §  2  auf  dasselbc  lunauskomnit,  iii  eiufaelister  Weise  die 
Coefficienten  bilden. 

Wir  schicken  tier  die  selbstverstiindliche  Bemerkung  voraus,  duss 
jede  biquadratische  binare  Form  bei  ungeandorter  Factorenfolge  in 
sicL.  iibergeLt  bei  Anwendung  vou  eiuer  der  vier  Substiiutioiicu 

^  =  i«#i}     %'  —  t<4     (a  —  0,  1,  2,  8). 

Die  Deterrninante  dieser  Substitution  ist  ( —  1)%  also  +•  1  odor  —  1, 
je  naclideni  a  gerade  oder  tmgerade  ist.  Haben  wir  uun  irgcud  eine 
Substitution  der  Determinante  r,  welclie  f  in  eijie  kaiionischo  Form 
uberfuhrt,  so  konnen  wir  aus  dieser  eiueu  Substitution,  iiideui  wir  die 
reeliten  Seiten  ilirer  Foraieln  um  i(*  als  Factor  niodiUcieron,  Im  gansson 
vier  versehiedene  Substitution eu  ableiten,  die  f  in  die  frugliclic  kano- 
niselie  Form  iiberftiliren.  Dabei  liaben  oftenbar  z\vrei  dieser  Substitu- 
tionen  die  Determmante  -}~  r}  die  beiden  andoren  —  r.  Wir  wollcu 
vier  solche  Substitution  en  in  der  Folge  immer  ziusiiiumeuJkisseiKl  als 
jfiicr  S'ltbstitiitiowen  der  Dderm-inante  +  rfe  bezeiclinen. 

Nun  betrachten  wir  die  vier  speciellen  Subslitutioiien  dor  l)et<ir- 
minante  +  1 


(l,  4)  V(4,  2 

Es  soil  darin  (f,  ft)  wicder  die  zweigliedrigo  Dotcnuiuanlu  dew  §  a 
sein,  wahrend  wir  das  Vorzeiclicn  der  Wurzol  (/(v;  k}  Kir  jodo  dor  drei 
in  (1)  eingehenden  Determinanten  nach  Willkttr  wsililon  l<<>imeji.  Jllino 
kurze  RecLnung  ergiebt  dann  ftir  die  in  ilire  Facturen  K(krlogtt5  Form  /' 
die  transfprmierte  Gestalt: 

(2)  f  -  y,  (y,  -  2/0  (Ay,  +  Hy^  y, . 

Hiermit  sincl  wir  zu  derjcnigcn  Gestalt  gekornmen,  die  wir 
als  erste  Icanonische  Form  von  f  bezeiclmen  wollon. 

An  (2)  kniipfen  wir  nun  folgende  Losung  dcs  . 

von  f  mit  einer  zweiten  Form  f  bei  Aufrechterhalttmg  dor  Factoreu- 
folge.  Wir  denken  uns  /"  durch  eine  (1)  vollig  analogs,  Subatitutioii 
auf  die  Form  gebracht: 


I,  1.    Yon  den  Invarianten  der  biquadratirichen  binaren  Form.  9 

/"  =  a:  o;  -  y/)  (Ary;  +  %'y.;-)  a; 

und  unterwerfen  /'  und  /''  in  clieser  ersten  kanonisclien  Form  der 
Discussion.  Soil  es  eine  lineare  Substitution  der  y1;  y±  von  der  Deter- 
ininante  /•  gebeu,  welclie  /'  clerart  iu  /'  trail  sformiert,  dass  dabei  der 
erste  Factor  von  /'  in  den  ersten  voii  /"  n.  s.  w,  iibergeht,  so  iniissea 
zuvorderst  infolge  der  In  variant  en  n  at  ur  der  A,  B,  0  die  Bedingungen. 
besteien: 

A'  =  r*A,     V  =  r*B,     C'  =  r*G, 

vou  denen  iibrigens  jede  die  Folge  der  beiden  andereu  itst.  Treffen 
dtesc  Bcdinyunyen  su,  so  ist  aucli  jcdesmal  f  mit  f  iinter  Aufrecliterlialtung 
der  Fadorenfolge  aquicalent,  indem  nanilich  die  eine  Form  in  die 
andere  iibergeht  durch  die  vier  Substitutionen  der  Determinante  +  r : 

yi  —  **  V*'  2/1 1   y/ — l<<  Vr  ^  • 

Fur  den  vorliegenden  Zweck  sincl  die  Invarianten  A?  B,  f  ebenso 
brauchbar  wie  Ay  £,  C.  Wir  konnen  deranach  unser  Resultat  ancli 
daliin  aussprechen,  class  zwci  gegelcne  Formen  factoremueisc  mit  eimmdcr 
{equivalent  sind,  wcnn  Hire  Ijczilgliclicn  Invarianten  A';  B';  f  resp.  A;  B;  f 
mlt  cinander  proportional  sincl: 

(3)  A'=r2A?     B'  =  r*B,     r=y"r. 

Ist  diese  Bedingnng  erflillt?  so  giebt  es  vier  Substitutionen  der 
Determinante  +  '>>  welclie  f  in  f  in  verlangter  Weise  iiberfuhren. 

§  5,     Von  der  Aquivalenz  einer  Form.  /'  mit  sioli  selbst. 

Atisgeriistct  mit  den  Resultaten  des  vorigon  Paragraplieii  konnen 
wir  nun  weiter  die  Frage  nacli  der  JLquivalenz  einer  Form  mit  sicli 
selbst  leiclit  zur  Entsclieidung  bringen.  Die  Anzahl  der  Substitutionen; 
welche  eine  Form  bei  unverlinderter  Factorenfolge  in  sich  iiberftiliren, 
war  vier;  sie  waclist  aber  bedeutend;  falls  wir  nicht  mehr  auf  die 
Keihenfolge  der  Lincarfactoren  aclitgeben.  Indem  wir  diese  Factoren 
einer  beliebigen  der  24  Permutationen  unterziehen,  komnien  wir  zu 
einer  netien  Gestalt  der  Form  f,  die  wir  zurn  Unterscliiecle  von  der 
ursprQuglichen.  mit  /"  bezeiclmen.  Es  gilt  dann;  die  Aquivalenz  von 
f  und  /"  im  Sinne  des  vorigen  Paragraphen  zu  eatschciden. 

Aber  die  Invarianten  von  /",  die  wir  durch  A',  B'7  f  bezeichnen, 
stellen  docli  nach.  (4)  §  3  nichis  anderes  als  eine  Permutation  cler  A;  B;  f 
selbst  dar.  Gehorte  nun  jene  Vertauschung  der  Linearfactoren  der 
oben  genannten  Vierergruppo  an?  so  ist  direct: 

A'  — A,   B'— B,  r  — r. 

Indem  kierdurcb.  die  Fordenmg  (3)  §  4  erfflllt  ist?   konnen  wir  fur 
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jede  binare  biquadratische  Form,  oline  auf  die  Reihenfolge  der  Linear- 
faetoren  nocli  welter  Gewicht  zu  legen,  seclizelm  Sulstitutionen  der  De- 
terminante  +  1  anyelen,  iuelclie  alle  die  Transformation  der  Form  in 
sick  leisten. 

Deuten  wir  f  geometriscli  durch  die  vier  /*==  0  entsprechenden 
Punkte  einer  Geraden,  so  lassen  die  vier  Substitution  en 

^'=^i?       */  — i«*a 

dieses  Punktquadrupel  vollig  unveranclert.  Es  werden  deninacli  die 
sechzehn  Transform ationen  der  Form  in  sich  auf  nur  vier  geometrisch 
versehiedene  zuriickkonimen.  Das  stinimt  denii  rait  dein  bekannten 
Satze  der  Geometrie  uberein,  dass  viw  Purilde  einer  Geraden  sicU  selbst 
immer  auf  vier  Weisen  projeetiv  sind. 

Im  allgemeineu  giebt  es  keine  weiteren.  als  jene  sechzehii  Sub- 
stitutionen,  die  f  in  sich  iiberfiihren.  Sollte  namlicli  aucli  eine  der 
Vierergruppe  nicht  angehorige  Permutation  der  Linearfactoren  von  /' 
auf  ein  f  fiikren,  das  mit  f  die  specielle  Aquivalenz  des  vorigen 
Paragrapheg  zeigt;  so  nitissten  nach  (4)  §  3  die  A;  B,  f  auch  mit 
einer  von  der  Identitat  verschiedenen  Permutation  ihrersclbst  pro- 
portional sein.  Wir  setzen  hierbei  voraus,  dass  keine  zwei  dor  vier 
Linearfactoren  von  f  rnit  einander  identisch  werden.  Die  Invarianten 
A,  B,  0  sind  dann  alle  drei  von  Null  verschieden  odor,  was  danselbe 
besagt,  keine  zwei  der  Invarianten  A,  B,  f  werden  mit  einander  idoniiscli. 

Unter  dieser  Voraussetzung  versucheii  wir  die  Invarianten  A,  B;  f 
in  der  Anordnang  II  in  (4)  §  3  der  urspriinglichen  Anordnung  pro- 
portional zu  setzen: 

B  :  T  :  A  =  A  :  B  :  f. 

Man  sieht  ohne  weiteres,  dass  dann  aucli  der  Anordnuug  III  cnt- 
sprechend 

T  :  A  :  B  =  A  :  B  :  T 

erfiillt  ist.  Die  Invarianten  haben  alsdann  solche  besonderen  Werlo,  daws 

A  :  B  :  T  —  1  :  Q  :  Q* 

wird?  unter  Q  erne  complexe  dritte  Einhoitswurzol  verstandou.  Per  Fall 
dieser  speciellen  Werte  der  Invarianton  heisst  dor  aqnianharmonisu/w. 
Neben  die  16  Substitutionen  der  Determinate  Hh  1 ;  welttkc  aueh  im  alt- 
gemeinen  Falle  die  Form  fin  sich  seHist  trans formicren ,  trctvn  Mvr  den 
Anordnungen  II  und  III  entsprechcnd  noch  ^oeitere  2  •  1(>  fkibsK/Jutftmrn 
der  Determinant  +  Q  leg.  +  $2,  welclie  gleiehfalls  f  in  sick  uberfuhren. 
Fallen  die  A;  B?  T  in  urspriinglicher  Anordnung  endlicli  mit  einer 
der  Anordnungen  IV;  V,  VI  proportional  aus;  so  ergiebt  «icli; 
eine  der  Invarianten  verschwindet,  wiihrend  die  beidoxi  anderon 
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gegengesetzt  gleich  werden.  Man  spricht  alsdanu  vom  Jiannonisclien 
Falle  und  hat  z.  B.  far  die  Anordnuag  IV 

A  =  — A,   B  =  —  r,   r  =  — B. 

Es  folgt  leiclit:  Im  liarmonisclien  Falle  liat  man  ausser  den  16  Stil- 
stit'iitionen  der  Determinants  +  1  dcs  allgemeinen  Falles  noch  iveitere 
16  Siibstitutionen  der  Dcterminante  +  i,  icelclie  die  Form  f  in  sicli  trans- 
fonnieren. 

§  6.     Von  der  Aqmvalenz  zweier  Gormen  bei  beliebiger 
Factorenfolge. 

Indein  wir  nun  das  am  Eingang  des  vierten  Paragraphen  auf- 
geworfene  Problem  iu  allgerneiner  Fassuug  besprechen  wollen?  werden 
wir  sogleich  sehen,  dass  uns  diese  Absicht  ilber  den  gegenwartigen 
Stand  unserer  invariantentheoretischen  Betrachtung  hinausfuhrt.  Soil 
nanalich  eine  Form  f  mit  den  Invarianten  A;  B,  f  einer  zweiten  Form  /'' 
init  den  Invarianten  A';  B'?  F"  aquivalent  sein;  ohne  dass  dabei  ins- 
besondere  der  erste  Factor  von  f  dem  ersten  von  /"  u.  s.  w.  ent- 
spricht,  so  werden  wir  zuvor  eine  Abanderung  der  Factorenfolge  von  f 
derart  treften  konnen;  dass  eben  diese  besondere  Aqnivaleuz  beider 
Fornien  wieder  zutrift't.  Unsere  Invarianten  A,  B;  f  werden  bei  dieser 
Umsetzung  von /'in  irgend  einer  der  seclis  moglichen  Arten  perniutiert. 
Durch  Heranziehen  oben  gewonneuer  Resultate  kommen  wir  somit  zu 
dem  Satze:  Die  Formen  f  und  f  sind  stets  dann  mit  einander  aqui- 
valent, wenn  sich  ein  Proportionalitatsfactor  y2  finden  llisst,  welcher 
die  drei  Grossen  A',  B';  f  mit  den  drei  anderen  A;  B,  f;  letztere  in 
irgend  einer  Reihenfolge  genornmen?  proportional  ersclieinen  lasst. 
Die  eine  Form  geht  alsdann  durch  16  Substitutionen  der  Determinante 
+  r  in  die  andere  iiber. 

Wollten  wir  diesena  Resultate  durch  Formeln  Ausclruck  verleihen, 
so  miissten  wir  offenbar  zunachst  seclis  neben  einander  stehende  Pro- 
portionen  zwischen  den  A',  B'  u.  s.  w.  hinschreiben,  von  denen  ini 
Einzelfall  dann  jedesmal  eine  zutreffen  wurde.  Diese  Unbequemlichkeit 
legt  uns  nahe;  zu  ihrer  Vermeidung  die  symmetrisdhen  Verbindungen 
der  A;  B,  f  in  die  Betraclitung  einzufuhren.  Wir  werden  solcher 
Weise  zu  den  rationalen  Invarianten  der  biquadratischen  binaren  Form  f 
gefuhrt  und  konnen  daun  mit  ihrer  Hilie  dem  hier  in  Rede  stehenden 
allgemeinen  JLquivalenzproblem  die  einfachste  Auflosung  verleihen. 
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§  7.     Die  rationalen  Invarianten  der  Form  f. 

Wenn  wir  die  A;  B,  f  als  Wurzeln  eiuer  cubischen  Uleichung 
ansehen,  so  erseheinen  dieaelben  durch  Hire  syinnietrischen  Verbin- 

dungeii  : 

G^  =  A     +B     +T, 

(1)  <7B  —  Bfrj-rA  +  AB, 

a.  =  ASF 

Yollig  bestiniuit.  Von  diesen  verscliwiudet  die  ersto  nacli  (3)  §  3  ideatiscli, 
wahrend  wir  fiir  C?a  und  G-3  bei  Einwirkung  liuearer  Substitutionen 
auf  f  die  Gleichungeu: 

(2)  O.'-^O,,       tf3'-^tfa 
bereclmen. 

Erinnern  wir  imy  Lieriiber  hinaus  an  die  Diirslellung  dor  imitio- 
Dalen  Invarianteu  durcli  die  Grosseu  ^(<);  ^a(/)  in  (3)  §  2,  so  Iblgt,  class 
&%  die  einzelne  Reihe  ^('>?  0aW  Loinogen  in  zweiter,  G^  uber  in  dritter 
Dimension  entlialt.  Da  wir  es  zugleich  boido  Male  mit  ganzou  ratio- 
nalen Verbindungen  der  ^  zu  thun  haben,  so  folgt  nacli  don  Er- 
orfcerungen  des  Paragraph  1  :  G%  imd  (?3  sind  ganise  rationale  Ifimcbionm 
der  Coefficientcn  von  f  mid  givar  entlialtcn  sic  diese&en  homoycn  Im  wvcUen 
leg.  dritten  Grade.  Tudem  wir  ihre  explicitc  Darstellung  in  den  CoeJ'- 
ficienten  bis  auf  den  nachsten  Paragraphen  veracliioben^  lasaon  wir  day 
erlialtene  Resultat  vorerst  noch  in  den  Sate  zusammen:  *Jcde  llncire 
l)i(iuadratisclie  Form  fiat  zwei  rationale  Invarianten  &$,  (r$  vom  Gcwiclilv 
mer  resp.  sccJis  und  liomogen  und  gan$  vom  sivtitcn  'be$.  drMan  Grade 
in  den  Coefficienten. 

Da  6?2  und  G%  die  drei  Invarianten  A;  B,  f  bis  auf  die  Keiheii- 
folge  vollig  bestinimen,  so  erganzen  wir  die  Lilcke  des  Ictzton  Para- 
graphen durch  den  Satz:  Zwei  Forinen  f  und  /"  Bind  stols  und  imr 
dann  einander  Equivalent  ?  wenn  ihre  bezugliclien  fnYariaiitou  G'8;  (J$ 
und  6r2';  Cr3'  eine  Grosse  r  zu  linden  geatatten,  die  den  JJedingungeu 
genUgt: 


Es  kommt  dies  ersichtlich  darauf  hinaus  ?  daw  filr  aqiwoalcnte 
die  absolute  Invariant 


itbereinstimmen  muss. 

Wir  kommen  hier  noch  einmal  auf  die  SpociuJfiillo  dos  §  5 
weil  sich  dieselben  niit  Hilfe  der  rationalen  Invarianten  in 
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Weise  kennzeichnen  lassen.    Auf  Grand  von  (1)  bereehnet  man  sofort: 
Die  Bedingung  des  dqiuanliarmonischen  Falles  ist 

G2  =  0, 

die  des  harmonisclien 

#3  =  0. 

Hat  f=  0  eine  Doppelwurzel,  so  verschwindet  das  Product  A  •  J?  -  C, 
welches  von  einena  nunierisclieii  Factor  abgeselien  sich  in  das  andere 
urnsetzt: 

(B-r>(r-A)(A-B). 

Aber  das  Quadrat  dicser  Grosse  ist  eine  ganze  symnietrische  Function 
von  A;  B;  f  und  da  her  mit  Rucksicht  auf  Cr1  =  0  eine  ganze  rationale 
Function  von  6?2  und  Gr3.  Wir  setzen  dieselbe  gleich  4  •  36:)-  A  und  bc- 
zeichnen  A  als  Discriminante  der  Ijindren  Itiyuadmtischen  Form  /'.  Eine 
leichte  E-echnung  ergiebt: 
(3)  —  4  -  36*  -  A  =  4<5a3  +  27  03*. 

§  8.     Die  rationalen  Invarianten  in  expliciter  Form. 

Mit  den  Grossen  6?2,  Gr$  haben  wir  zwei  weiterhin  sehr  wichtige 
Tnvarianten  gefunden,  deren  Darstelluug  in  den  Ooefficienten  der  Form  f 
nunmehr  angegeben  vverden  soil.  Hier  wiirde  es  eine  sehr  umfang- 
liche  Rechnung  werden,  wollten  wir  etwa  deni  Gange  der  bisherigen 
Entwickelung  gptreu  die  Cra;  6r3  zuniichst  als  synimetrisclie  Function  en 
der  8^,  $^  wirklich  hinschreiben  und  von  da  aus  ihre  Ausdrticke  in 
den  Coefficienteii  der  bintiren  Form  ableiten.  Vielniehr  wollen  wir 
cin  indirectes  Verfahren  einschlagen,  indeni  wir  ausscr  der  Invarianten- 
natur  von  Gr,2>  Grz  das  schon  bekannte  Eesultat  verwerten,  dass  dieso 
Grossen  homogen  und  gauz  voni  zweiten  resp.  dritten  Grade  in  den 
Coefficienten  von  f  sind.  Diese  Methode  ist  deshalb  gerechtfertigt, 
weil  die  Existenz  der  Invarianten  6r2;  (?3  nicht  erst  noch  bewiesen 
werden  muss.  Wir  zerlegeu  unsere  Entwicklung  in  drei  Schritte. 

Es  war  ausfiihrlich  geschrieben 


u   *   = 
Man  bilde  nun  erstlich   die  lineare  Substitution  der  Deterniinante  1: 

*i  —  «%.      ^=1-.^ 

unter  &  eine   bcliebige    Constante    verstanden.     Die   Coefficienten   der 
transformierten  Form  werden  ersichtlich 

tfa,     <$*!>,     c,    ~d,     ^c, 
wahrond  G$  und  (?3  durchaus  unverandert  bleiben  mlissen.    Nun  aind 
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diese  letztere  hoinogene  ganze  Combinationen  der  Ooefficienten  vom 
zweiten  bez.  dritten  Grade.  Dalier  folgt,  dass  G2  eine  lineare  Ver- 
Hndiing  der  folgenden  Ausdrucke  sein  muss: 

ae,     Id,  c2, 
Gs  dber  eine  gleiche  Y&rbindung  der  Grossen: 

ace,    led,     ad2,     We,  cs. 

Wir  denken  uns  zweitens  G2  und  GB  in  den  eben  genannten 
Grossen  linear  und  homogen  mit  unbestiminten  Coefficienten  auf- 
geschrieben  und  suchen  die  letzteren  durch  eine  zweite  lineare  Trans- 
formation von  der  Determinants  1,  bei  der  6?2,  6r3  wieder  unverandert 
bleiben  miissen,  zu  bestimmen.  Hierzu  empfiehlt  sich  folgende  Sub- 
stitution 

^i  =  2/i;     *2  =  ^  +  2/s- 

Die  Coefficienten  der  neuen  Form  sind  der  Reihe  Bach: 
a  +  4&+6c  +  4J+e;     t>  +  3c  +  3d  +  e,     c+2d  +  e,     d+e,    e. 

Indem  wir  die  neuen  Coefficienten  in  die  fur  G-%  und  O3  angescliriebenen 
Ausdriicke  eintragen  und  niit  den  ursprunglichen  Werten  von  G%,  G$ 
die  solchergestalt  entspringenden  neuen  Werte  bez.  identificieren,  finden 
wir,  dass  diese  Grossen  als  Functionen  der  Coefficienten  folgendermassen 
definiert  sein  miissen: 


(?3  «=  V(aee  +  2lcd  —  ad2  —  el2  —  cs). 

Dabei  bedeuten  Jc  und  Is'  nanierisclae  Factoren7  die  wir  nuu  drittens 
noch.  zu  bestimmen  haben.  Wir  gehen  zu  deni  Encle  auf  die  kano- 
nische  Form  zuriick: 

f 


und  berectnen  fiir  sie  die  in  den  beiden  Gleichungen  (1)  reclitor  Hand 
stehenden  Ausdrucke.     Man  findet: 

a  -      7.    A*  +  A:B  +  & 
(  G*~      ^  - 


3  _  — 

Der  Vergleich  mit  der  urspranglichen  Definition  von  G$  und  f/fi  (1)  §  7 

und  die  Beziehung  der  A,  JB,  C  zu  den  A,  B,  T  liefern  damx  loiclit  die 

nachfolgenden  ZcMwerte  fur  It,  Jc': 

(3)  fc  =  -  36,     *'  -.  432- 

Damit  ist  die  explicite  Darstellung  von  (72?  Gs  golcistoi 
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§  9.     Die  Invarianten  g29  g$  und  die  absolute  Invariante  J. 

Das  Wesentliche  an  den  Invarianten  6?2;  6rs  sincl  ersiclitlicli  nicht 
die  Factoren  7j;  ft',  sondern  die  mit  ihnen  nmltiplicierten  ganzen 
Functionen  der  Coeffieienten  a,  1)  .  .  .  .  Darum  wollen  wir  statt  6r2,  Cr3 
fortan  diese  gansen  Functional  selbst,  die  ivir  dann  g%,  gs  nennen,  als 
Invarianten  von  f  einfiihren*).  Wir  setzen  also: 
^  &  =  ae  —  Ud  +  Be?, 

g.6  =  ace  +  21)cd  —  ad2  —  tfe  —  c3  . 

Die  Discriminante  A,  welche  durch  (3)  §  7  definiert  ist;  nimmt  jetzt 
folgende  Gestalt  an: 
(2)  A  =  <72*-27<732. 

Vorubergeliend  haben  wir  auch  bereits  vorhin  eine  absolute  In- 
variante  aus  G2  und  6r3  zusamniengesetzt.  Als  solche  wollen  wir  fort-an 
den  Qiiotienten  g23  :  A  walilen  imd  bezeiclmen  iJm  durcli  J.  Wir  haben 
dann: 


"A"?          ~~  ~A~' 

zwei    Gleichungen,    die    wir    geineinsam    schreiben  in  der  einen  fort- 
laufenden  Proportion: 

(4)  Jr:Jr-l:l=^3 


Die    Beziehung    dieser   rationalen    absoluten   Lrvariante  J  zu    der 

fruher  bereits  erhaltenen  irrationalen  absoluten  Invariante  A  =  —  -^ 

jt> 

lesen  wir  oline  Miihe  aus  den  Formeln  (2)  des  vorigen  Paragraphen 
ab.  Wir  schreiben  die  entspringende  Gleichung  wieder  als  Proportion: 
(5)  Jr:Jr_l:l==4(A2  —  A+1)3:(2A8  —  3A2  —  3A  +  2)2:27A2(1—  A)2. 

Es  ist  dies  eine  in  der  Theorie  der  regularen  Korper  sehr  be- 
kannte  Gleichung.  Man  sehe  ;;Ikos."  pag.  44;  wo  die  sechs  Formen 
des  Doppelverhaltnisses 

-       i_      -  _  -    _  l_          i          n  —  i 

A>     K  >     *•         >  i  -.  ;i>    ^  —  1?        i 


*)  Die  weitorhin  oft  zu  brauchendcn  Invarianten  #2,  g&  findcn  sich  historiscli 
tinter  den  ersten  Beispielon  fiir  den  von  Cay  ley  concipierten  allgemeinon  Begriff 
der  Invarianten.  Man  seho  Cay  ley's  erste  Arbeit  im  „  Cambridge  Mathem. 
Journal"  Bd.  4  p.  193  (1845),  wo  thatsaohlich  diejenige  Invariant©  auflritt,  die 
wir  hier  <72  nennen.  Unmittelbaren  Anteil  an  diesen  ersten  Untersuchungen  hatto 
tibrigens  auch  Boole;  ihm  dankt  man  die  Kntdeckung  der  Invarianto  &,,  sowie 
den  Ausdruck  der  Discriminante  in  g%,  g^  Man  sehe  pag,  209  des  eben  ciiierien 
Bandes.  Cayley's  hier  in  Betracht  kommende  Arbeit  ist  wieder  abgedruckt  in 
dessen  Collected  MatJiematical  Papers  Bd,  I  p.  80—94  (Cambridge  1888). 


10  J,  1.    Von  den  Jnvarianten  der  biquatlratisehen  l>inliren  Form. 

zugleieh  aucli  in  ihrer  Eigeuschaft  als  die  sechs  Sulstltutionen  einer 
Dledergruppe  auftreten.  In  der  That  gelit  denn  auch  Gleichimg  (5) 
durch  die  Substitutionen: 


in  die  Gestalt  iiber: 


in  der  man  nun  die  gewolmtere  Form  der  Diedcryleiclmny  fur  n  =  3 
erkennt  (,;Ikos.«  p.  60). 

§  10.     Die  zweite  kanonisehe  Form  von  f. 

Wir  konnen  die  Bedeutung  der  Invarianten  <ya  und  #n  fur  die 
Frage  nach  der  Aquivalenz  zweier  Form  en  geradezu  zur  Anscluuumg 
bringen,  incleni  wir  liier  eine  zwcite  kanonisehe  Gestalt  fur  biquadra- 
tische  bintire  Formen  besprecheii^  clercii  Coefficieutcn  durcli  y%  und  //» 
in  einfachster  Weise  ausgeolriickt  sind.  Bei  der  Fonuulioruag  des 
folgenden  Satzes  wollen  wir  der  Ktirze  halber  die  Spccialfallo,  dass 
eine  dieser  Invarianten  verschwindet;  ausschliessen.  Wir  kounen  daiui 
beweisen:  F/me  Wjiiadratisclic  linarc  Form  f  mtt  clen  Tnvariantcn  //a  mid  //., 
Idsst  sicli  auf  16  Weiscn  mittels  linearcr  Sifb$tUnti<wvn  dcr  Dvtcrmi- 
nante  1  in  die  IwnoniscUe  GestaU  Lrinf/en,  die  wir  liwr  als  &  write  tw- 
geichnen: 

(1)  /"=  y*(*Vi*  —  fftVi  V*  —  //»»/)• 

In  derselben  ist  ya  einfacher  Linoarfactor,  e^s  werdcn  nicli  also  inir 
solche  Formen  f  in  die  Gestalt  (1)  setzen  lassen,  die  woni<j»"Htcti«  6'ww 
einfaclien  Linearfactor  bcsitzen. 

Es  ist  auch  hier  nicht  unsere  Absicht;  durcli  aiksfflhrlicho  Jtoch- 
imngen  die  wirkliche  Form  der  Substitution  auzugcbcii,  wolcho  eino 
allgemeine  Form  in  diese  speciello  Gestalt  iibor/>u(ulircn  vormogen. 
Vielmehr  wollen  wir  uns  durch  eiue  kurzo  indirecio  fcJchluHHwoiHo  von 
der  Richtigkcit  des  gerade  ausgesprochenen  Satscos  nb<sr/«oug<ni, 

Wir  setzen  den  Fall,  dass  eine  allgoxuoino  Form  /'  nut  ilow  In- 
varianten g^.  und  g$  mit  einer  spocicllen  f  fiquivalent  «ci,  vmi  cloron 
fiinf  Coefficienten  die  ersten  droi  diescn  Forderungon  ontHpntcluui  sollon: 
a'  =  0;  &'«*,!,  c'==0.  Zudem  rnoge  die  Aquivalcnx  (lurch  UJ  Hub- 
stitutionen  der  Determinante  -h  1  vermittclt  scin. 

Nach  den  gewonnenen  Stitzen  ist  dio  oitizigc  Jtodmgung,  dainit 
solches  zutreffend  ist;  die?  dass  g%  und  y^  auch  die  lavuriantou  von  f 
sind-,  denu  Formen  mit  denselben  Invarianten  g^  //,,  golimi  iu  oitmndor 
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iiber  durch   16  lineare  Substrhitioiien  der  Determinants  +  1.     Setzen 

wir  aber  in  die  dergestalt  zu  fordernden  Grleichuagen : 
g^  —  ae   —±l'd'  +  Zc'*, 
ff»  =  a'c'ef  +  2l'c'd'  —  a'd'*  —  l'*e'  —  c'3 

die  speciellen  Werte  der  ersten  drei  Coeffieienten  ein?  so  folgt: 
#2  —  —  4d',     93=  —  e', 

mid   somit   sind  wir  ftlr   die    zu   f  aquivalente  Form  f  genau  auf  die 

rechte  Seite  von  (1)  gefuhrt*). 

Wir   zerlegen  noch;   der  Bezeiehnung  von  Weierstrass  folgend, 

deu  cubisclien  Factor  von  f  in  (1)  in  seine  Liiiearfactoren**): 

(2)  2/2  (4^3  —  fej^a*  —g^}  —  4^/2 (^  —  ^ya)  (^  —  522/2)  (ft  —  ^3^2). 

Berechnen  wir  hier  nach  den  Angaben  von  §  2  die  Invarianten  -4;  1>,  C, 
so  kommt: 

(3)  ,1  =  _  4(e2  -  es),     ^=-4(63-^),     O=-4(6l-e3), 
sowie  durch  Ubergang  zu  den  A,  B?  f: 

(4)  ^  A  =  12^,     B  =  12^;     r=12<%. 

Die  Einftilirung  der  ^1;  ca;  %  deckt  sicli  also  irn  wesentlicben  niit  der- 
jenigeii  der  A,  B?  f?  was  fur  spater  festzuhalteu  isL 

§11.     Geometrisches  iiber  die  zweite  kanonische  Form. 

Wir  verweilen  nocli  einen  Augenblick  bei  der  geometrisclien  Be- 
deutung  unserer  neuea  kauonischen  Form.  Von  den  vier  Wurzeln 
von  /'==  0  hat  erne  im  neueu  Coordinatensystem  der  y±  :  y%  e^nc  gan^ 
specielle  Lage,  iudem  sic  nach  deni  Ujiendlichkeitspmikte  desselben 
(^a  =  0)  geworfen  ist.  Grleichzeitig  sind  die  drei  anderen  Wurzeln 
gegeben  durch: 
(1)  4?/xa  —  ffti/iy**  —  ffsiji*  —  0 

d.  i.  durch  eino  cubische  Gleichung  ftir  2/i:^f  ^n  welcher  das  zweite 
Glied  fohlt***).  Letx.fccrcm  Urustandc  zufolge  verschwindet  der  nach  ya 
genommene  Diilercutialquotieut  der  linken  Seitc  von  (1)  fur  «/2  =  0; 

J)  3)«r  harmoinsulio,  aowio  dor  aqnianharmoniHche  Fall  verhiill  sich  wio  der 
allgornomo,  imr  da«s  <lio  D'berfiiliruiig  in  <lio  kanouiKobu  Form  (1)  dann  durch 
2  .  1C,  boss.  3  .  1C  Substitutionon,  vormiltolt  wird. 

*>Jl)  Man  vgl.  Schwarz,  JFormcln  unit  Lehrsdtsse  vim  Gcbranche  der  e/Uptischen 
Functionm  papf.  12. 

***)  Indom  hier  der  Cooffioiont  von  2/tB  miinoriHch  i»t,  bleibfc  ausgesclilosaen 
(waB  boj  Anwonduu^  der  kunomsoheii  Form  in  Betracht  koramt),  dan$  oiner  dor 
droi  (1)  bcfrioiligeiulcn  Worto  von  ^  :  2/8  imondlicli  wird. 
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so  dass  die  lineare  Polare  des  Punldes  y%  =  0  in  Bezug  auf  das  Trlpel 
der  durcli  (1)  gegebenen  Pwikte  mit  y±  =  0  sMsamwenfciltt.  Damit  1st 
auch  fur  den  Nullpunkt  unseres  Go ordinatensys terns  die  geometrische 
Deutung  gewonnen. 

Indem  wir  in  bezeiclineter  Weise  eine  Wurzel  von/*=0  vor 
den  drei  iibrigen  bei  der  Legung  des  Ooordinatensystems  der  y  aus- 
zeichnen,  konnen  wir  dasselbe  in  vier  verschiedenen  Arten  wahlen. 
Es  ist  also  wesentlich  irrational.  Dabei  mag  es  befremden,  dass  sich 
die  Irrationalitat  nicht  schon  in  den  Ooefficienten  unserer  Normal- 
forni  ausspricht,  die  doch  rationale  Functionen  der  a,  &;  c,  d,  e  sind. 
Indessen  beachte  man  doch;  dass  jegliche  Form  durcli  16  Substitutionen 
der  Determinante  +  1  in  sicli  ubergefiilirt  wird,  von  denen  aber  nur 
vier  geometrisch  einen  verschiedenen  Effect  nach  sich  ziehen,  wahrend 
sich  die  tibrigen,  die  sich  analytisch  von  jenen  nur  durch  die  Factoren 
i«  der  Substitutionscoefficienten  imterscheiden;  geometrisch  mit  der 
Wirkung  jener  decken.  Bei  unseren  16  Substitutionen,  welche  die 
kanonische  Form  (1)  unverandert  wieder  erzeugen,  ninimt  mm  das 
Coordinatensystem  gerade  die  vierfach  verschiedene  Lage  an,  von  der 
wir  oben  sprachen. 

Ahnliche  Bemerkungen  hatten.  wir  bereits  bei  Gelogenlioit  der 
ersten  kanonischen  Form  zur  Sprache  bringen  konnen.  In  der  That 
wurde  bei  der  zu  derselben  fiihrenden  Substitution  jedem  der  vier 
Linearfactoren  von  f  eine  besondere  Kolle  zugewiesen,  was  mit  der  in 
dem  Factor  i*  liegenden  Vieldeutigkeit  zusammen  im  gan/,en  90  Trans- 
formationen  einer  gegebenen  Form  f  in  die  botreffcnde  Normalform 
er<nebt.  Trotzdem  hangen  die  Coefficienten  der  ersten  kanonischen 
Form  von  denen  der  ursprtinglichen  nur  sechswertig  ab.  Der  gleiche 
Erklarungsgrund  wie  obeii  fiihrt  uns  Qberhanpt  zu  clem  allgoiuciucn 
Satze,  welche  Normalform  von  f  wir  auch  zu  Qrunde  legcn  wollon: 
Die  Angalil  der  Transformatiwwn,  welclie  f  in  cine  Normalform  'fiber- 
fuhren,  ist  immer  16-mal  grosser  dls  die  Vieldeutiykett  der  dabti  cnt>~ 
springenden  Coefficienten. 

§  12.     Dritte  kanoaische  Form  von  /. 

Es  soil  noch  eine  dritte  kanonische  Form  von  /'  besprochcn  wordcM), 
die  wir  hier  nnter  Benutzung  einiger  geometrischer  Slltzc  sowio  der 
Eigensehaften  der  Vierergruppe  einluhren.  Wir  kntlpfen  au  den  bc- 
kannten  Satz,  dass  zwei  auf  einer  Geraden  gogobeno  Punktepaaro 
eindeutig  zwei  andere  Punkte  bestimmen,  welche  die  Eigenschaft  liabeii, 
die  Punkte  jedes  der  gegebenen  Paarc  harmonisch  zu  tronnon.  Ab<ir 
das  f(^l^^)=sss^  entsprechende  Punktquadrupcl  kann  man  auf  drei 
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Weisen  in  zwei  Punktepaare  spalten,  und  jeder  dieser  Spaltungen  wird 
in  eben  bezeichneter  Weise  ein  neues  Punktepaar  der  Geraden  zu- 
geordnet  sein. 

Bei  den  vier  geometriscla  versehiedenen  Transforniationen  des 
Punktquadrupels  f  =  0  in  sich  erleiden  die  vier  Punkte  desselben 
die  oben  genannten  Perrnutationen  der  Yierergruppe,  und  es  1st  sofort 
ersielitlick,  dass  eine  einnial  gewaklte  xmter  den  drei  Spaltungen  des 
Quadrupels  in  zwei  Punktepaare  bei  diesen  vier  Transfonaationen  durch- 
aus  stets  wieder  in  sich  tibergelien  muss  (cf.  §  3j.  Darait  aber  bleibt 
aiien  das  jeder  Spaltung  entspredbende  harnionisck  trennende  Punkte- 
paar, vielleiekt  abgesenen  von  einer  Vertausckung  der  beiden  Punkte 
des  einzelnen  Paares,  bei  den  vier  in  Rede  stelienden  Transforniationen 
feat.  Soldier  festWeibender  Ptmlctepaare  finden  wir  also  auf  der  Geraden 
insgesamt  drei. 

Nun  bilden  andrerseits  jene  vier  linearen  Substitutionen  des  Quo- 
tienten  ^  :  0%  eine  Vierergruppe  linearer  Substitutionen  einer  Yer- 
anderlichen,  auf  deren  bekannte  Eigenschaften  wir  jetzt  zuruckgelien. 
Dabei  wollen  wir,  da  doch  auch  die  conrplexen  Werte  des  Quotienten 
0L :  ^2  hier  zuzulassen  siiid,  niclit  niehr  von  einer  Geraden  mit  dem 
binaren  Coordinatensystem  der  *1;  ^2;  sondern  fur  den  Augenblick 
unter  engeni  Anschluss  der  Bezeiclmungsweise  an  die  vorliegemden 
Verlaaltiiisse  von  der  complexen  Ebene  ^  :  *a  sprecken.  Dann  ist  es 
von  ;;Ikos/'  p.  12;  13  lier  bekannt,  dass  es  in  der  complexen  Ebene  von 
*i :  ^2  gerade  nur  ein  Tripel  von  Punktepaaren  giebt,  das  gegenuber 
den  vier  Substitutionen  der  Vierergruppe  in  soldier  Weise  fest  bleibt; 
wie  wir  das  soeben  an  jenen  drei  Paaren  harmonisch  trennender  Punkte' 
erkannten. 

Damit  ist  die  gegenseitige  Lage  unserer  drei  Punktepaare  erkannt, 
und  nun  ist  es  das  Einfacliste,  wenn  wir  das  Ooordinatensystem  der 
^i?  #*  derart  wahlen,  dass  nach  iibliclier  Projection  der  Ebene  ^  :  #> 
auf  die  Kugelflliche  gerade  die  Figur  zn  Tage  koinmt3  welcke  den  Er- 
orterungen  in  ;,Ikos."  p.  12,  13  zu  Grande  liegi  Unsere  drei  PunMe- 
paare  werden  dann  die  EndpunUe  der  drei  Axen  ernes  der  Kugel  eon- 
centrischen  rcgularen  OMaeders  und  lekommcn  somit  imter  yilnskiyster 
Lageruny  der  Werle  von  #  —  #L  :  0%  die  Argumenle 

&  =  0,     005       1,     1;      if      ~  i. 

Auf  das  solckergestalt  gewonnene  Co ordinatensy stein  ^,  ^2  grundeii 
wir  nun  unsere  neue  Normalform  ftir  /:  Stellen  wir  vorab  die  16  Sub- 
stitutionon  auf,  welche  dieselbe  in  sicli  iiberftihren  werden,  so  be- 
rechnen  sich.  diese  von  ;7Ikos."  p.  37  Formel  (21)  aus  ohne  Mtihe  als 
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5l'  =  ±  t«*i,     *,'  =  *"%> 

^  *,'  —  +  *"*»        V  —  •'"*!• 

Dementsprechend  werden  in  uaserer  dritten  kanonischen  Form  Ton  falle 
ungeraden  Potenzen  der  Variabelen  ausfallen,  und  uberdies  rniissen  die 
Coefficienten  von  e*  und  «,*  einander  gleich  werden.  J£o»  Ao* 
(2)  f  =  JtfC^  +  V)  +  6-NW, 

eine  Form,  die  ntan  offenlar  folgendermassen  in  ««»  Jbcfora*  sjwZ 

(3)  /•=  ff*2^X2  -  ^X3^2)  (f^  V  -     ft'^)' 

«rf  die  Unonisclie  Gestalt  von  f,  urn  die  es  ^ms  m  tJmn  war. 


§  13.    Weiteres  ftber  die  dritte  kanonisolie  Form.     Anschluss  an  die 
Theorie  der  regularen  Korper. 

Die  in  der  drittea  kanonischen  Form  auftretendcn  Coefficienten 
II,  N  oder  auch  ft,  f*2  konnen  wir  leicht  mit  den  rationalon  Turari- 
anten  &,  ff3  in  Yerbindimg  setzen.  Anwendung  der  Formelii  (1)  §  9 
ere  iebt  : 

(1)  ^ 

und  liieraus  folgt: 


Fiir  die  Discriminante  findet  man  wciter: 

(3)  16A  =  f*iW(f*i4  —  ^J1* 

Als  eine  ««w  absolute  irrationale  Invariantc  reilion  wir  (loin  A  den 
Quotienten  von  ^  und  ^  an: 

^=^- 
^        f*2 

Dieses  ^  erweist  sich  dana  auf  Grand  von  (2)  und  («),  BOWIO  (4) 
§  9  mit  J"  durch  die  Gleichung  verkniipft: 

(4)  ,7:  J-  1  :  1  -  fa*  +  IV  +  I)8  =  (^  ~  »»PH  "  ;>^'1  +  Oa 

:  108  p.*  fa*  '-  I}1. 

Das  ist  aber  die  OUaedcrgleictmng*},  und  somit  ist  /tt  alts  ttljjohraiBoho 
Function  24sten  Grades  von  J  die  Oktaederirrationalitilt. 

Den   Zusammenhang   zwisclieu  ^  und  A-   gewinnt   man   durcli  X 
spaltung  von  (3)  §  12  in  seine  Lin  earf  actor  en: 

(5)  /—  (^^ 


*)  Cf.  ,,Ikori.u  p.  CO  Formel  (6^1). 
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Unter  Einhaltung  dieser  Factorenfolge  komint  fur  die  Invarianten  A,  B,  C: 

^--G^-P,8)8,  B  --  4^  v,3,  c-w 

und  deinnacli  als  Beziehung  zwischen  A  und  tn: 


Damii  ist  aufs  neue  cine  Diedergleielviing*)  gefunden  und  zwar  diesmal 
die  fiir  n  —  2.  Oberhaupt  subsumieren  sich  demgeniass  die  zwischen 
den  drei  absoluten  Invarianten  J,  A,  ^  aufgefundenen  Beziehungen  oJme 
Ausnalmie  unter  die  Gleichungen  der  regularen  Korper. 

Handeln  wir  endlich  noch  von  der  Vieldeutigkeit  des  der  dritten 
kanonischen  Form  zu  Grunde  liegenden  Coordinatensystenis.  Jeder 
der  drei  Oktaederdiagonalen  wurde  bei  Legung  desselben  eine  besondere 
llolle  zugewiesen,  so  dass  wir  das  der  Form  (2)  §  12  211  Grunde  liegendz 
Coordinatensystem  $19  z»  auf  scchs  Weisen  icalilen  Iwnnen,  den  seehs  Per- 
mutationen  von  drei  Dingen  eutsprechend.  Das  entspricht  deni  Umstande, 
dass  rait  gegebener  Form  und  also  gegebenen  g^,  gz  die  Gleicliungen  (1) 
nacli  J/,  N  aufgelost  sechs  Losungssystenie  geben.  Infolge  des  Schluss- 
satzes  in  §  11  folgt  somit,  dass  sicli  jede  Form  f  durcli,  96  lineare  Sul- 
stitntionen  der  Determinante  +  1  in  die  dritte  /canonisc/ie  Form  seteen  lasst. 

Solches  konnen  wir  noch  weiter  verfolgen  an  der  vollends  in 
Liuearfactoren  gespaltenen  Form  (5).  Es  muss  9G  lineare  Substitu- 
tionen  der  Determinante  +  1  ^r  %>  ^a  geben,  welche  (5)  wieder  in 
eine  Form  dersolben  Gestalt  iiberfulireii.  Wir  konnen  die  96  Trans- 
ibrmationen  der  Formen  (5)  in  einander  dadurch  zum  Ansdruck  bringeD, 
dass  wir  bei  unveranderten  &19  &%  die  96  parallel  gehenden  linearen 
Substitutionen  der  Determinante  +  1  ^r  pl9  ^  aufsclirciben.  Mau 
bestatigt  leiclit?  duss  sie  von  der  Iblgenden  Gestalt  sind: 


Pi   =  e        P*>      fa'  *"  i  c  Pi  9 

rtia  rtnt 

(7)    yaft'  =  «T*  "  (ft  +  y^,   yaW  =  ±  <T  ™(*-/>ft  -  ft), 

(«-l,2,3,...,8;  /3—  1,2,3,4;  A,/—  1,2). 
Iminer  vier  dieser  Substitutionen  unterscheiden  sich  nur  durcli  die 
Poteiiz  von  i,  die  den  Substitutionacoefficienten  gemeinsam  ist.  Beino. 
Fortgaug  zum  Quotienten,  [i  ziehen  sich  daher  die  96  Substitutionen 
auf  nur  24  verschiedene  zusauinaen.  Dabei  Icommen  denn  die  24  Oldaeder- 
Siibstitutionen**}  &u  Tagei 


,          ?  fft 

*)  ,,ikos."  p.  60  Forme!  («0). 
**)  ,,IkoB."  p.  43  Formel  (31a). 
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Es  wtircle  natiirlich  moglieh  sein,  auf  dem  begonnenen  Wege  weiter 
zu  gelien  und  noeh  neue  irrationale  Invarianten  von  /  herbeizuschaffen. 
Inzwisehen  begniigen  wir  uns  mit  den  nun  gegebenen  Entwicklungen 
und  gehen  zu  deren  Anwendung  auf  das  elliptisehe  Integral  erster 
Gattung. 

§  14,     Normalformen  des  elliptischen  Integrals  erster  G-attung. 

Statt  mit  dem  elliptischen  Integral  erster  Gattung  operieren  wir 
hier  zweckniassiger  mit  dessen  Differential,  welehes  wir  in  cler  Form 

anschreiben: 

7 ds  _ 

(ill  •  —.- — -— =        ,     ;.    :---:--    --- 


Der  Ubergang  zum  Integral  erfordert  niclit  nielir  als  die  Feaileguug 
des  Integratioiisweges  auf  der  zweiblattrigen  Eiemaim;sclien  Flaclie, 
welche  man  der  Quadratwurzel  ini  Nenner  des  Differentials  ent- 
sprecliend  zu  construieren  hat.  Da  es  sleh  indessen  yorab  iiur  um  das 
Bildungsgesetz  des  Differentials  handelt?  so  lassen  wir  deu  Integrations- 
weg;  der  zuni  Integral  u  fuliren  wfirde,  ganz  ausser  Acht  und  bleiben 
also  kurzweg  bei  du. 

Anscliliessend  an  die  voraufgelienclen  Erorterungen  wcrdcii  wir 
librigens  auch  hier  die  homogene  Sclireibweise  ^  ,  x?a  statt  0  =  ^  bei- 
behalten,  so  class  wir  zu  setzen  haben: 


wahrend  der  Radicand  ini  Nenner  des   Differentials   direct,   in  unsere 
binare  biquadratische  Form  f(&19^  libergeht: 

(1)  du=*%&^s^ls*. 

Vf  (*„**) 

Diese  Schreibweise  giebt  uns  zuvorderst  daw  MitteJ,  das  Verhalteii 
von  du  gegentiber  linearen  Trausforniationeix  von  0  in  Exialxrung  zu 
bringen.  Komme  die  Substitution  der  Determinant  r: 

%  —  a*/  +  l*J,    ^  =  e*i  +  dsj 
zur  Austibungj  so  ist  erstlich: 

8td8i  —  0^%  —  rfa'dti  —  SideJ), 
walirend  f  libergelxen  mogo  in: 

W,<O-/X*i»*)- 

Demgeinass  findet  sicb  fllr  das  Differential: 

(2)  stvfjl*!'  —  Si'deS  ^      t 

'  ' 
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Das  elliptisclie  Differential  erster  Gattuny  verlicilt  sicli  demnacli  gegenitber 
linearer  Transformation  ivie  eine  Govariante  der  G-rundform  f  und  0war 
wie  eine  solclie  wm  Geiviclite  —  1  (vgl.Math.  Ann.  Bd.  XIV  (1878)  p.  112). 
Jede  kanonisehe  Form  von  f  liefert  uns  jetzt  eine  Normalform 
fiir  das  Differential  du,  und  da  wir  die  kauonischen  Gestalten  jederzeit 
durch  Substitutionen  der  Determinante  1  aus  der  allgemeinsten  Form  f 
herstellten,  so  geht  du,  ohne  noch  einen  Factor  anzunehmen,  direct  in 
die  beziigliehe  Normalform  fiber.  Stellen  wir  iiun  die  JSTormalfornien 
zusammen,  wie  sie  der  ersten,  zweiten  und  dritten  kanonischen  Form 
von  f  entsprechen  werden: 

T       ,1  ),  ___.  _  *B«g1          ^  dZ%  _ 


11.    /g/i- 

in.  du 


Hier  ist  aber  sehr  zu  betonen,  dass  die  Variabeln  %,  #2  jeder  eiuzelnen 
dieser  Formeln  besondere  Bedeutung  Laben?  indeni  sie  irnmer  durcii 
eine  besondere  Substitution  der  Determinante  1  aus  den  Variabeln  #1;  0% 
von  (1)  liervorgehen. 

Sollen  wir  uns  jetzt  der  sonst  ublichen  Schreibweise  anschliessen, 
so  ist  zuvorderst  wiederum  zurvickzukehren  zur  niclituomogenen  Schreib- 
weise  &.  Solclies  gentigt  aber  fiir  die  Formen  1  und  III  noch  nicht. 
I  und  111  namlicli  fiihren  zu  denjenigen  Nornialintegralen,  welche  auch 
bereits  die  altere  Theorie  kennt.  Dabei  fallt  es  denn  ins  Gewicht,  dass 
man  frtiher  nur  solche  Grossen  bei  den  Normalformen  beutitzte;  welche 
mit  unseren  absolitten  Invarianten  ubereinkommen.  Wir  werden  dem- 
gemass  die  rechten  Seiten  von  I  und  III  noch  so  umzugestalten  haben, 
dass  in  denselben  nur  noch  das  Doppelverhaltnis  /I  bez.  die  Oktaeder- 
irrationalitiit  fe  auftritt.  So  gewinnen  wir  die  Formen: 


IfTA  <•>          7  ^8 

111 .      Up*  *  au  = 


In  der  letztea  Formal  fuhren  wir  uberdies  noch  die  Substitution 

****  w 

aus,  wodurch  letzten  Endes  erhalten  wird: 
IIP.  —  dy 


«>4  ii.    Von  den  Invaiianten  tier  biqnadratischen  l>inilren  Form. 

§  15.     Benenntmg  der  Normalformen.     aesehicbtlielies. 

Wie  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  jetzt  vorliegt,  sind 
die  Fornieu  1%  IP  und  IIP  des  Differentials  erster  Gattung  die  wich- 
tigsten.  Die  ilinen  eutsprechenden  Integrate  fuhren  besondere  Be- 
nennungen,  von  denen  wir  liier  noch  handeln  wollen.  Aus  IP  ent- 
springt  durch  Integration  eine  Normalform  des  Integrals  erster  Gattung, 
diewir,  deni  allgemeinen  Gebrauche  folgend,  als  die  Weierstrass'sche 
benennen.  In  der  That  ist  Hr.  Weiers trass  der  Erste  gewesen,  der 
von  dieser  Integralform  beginnend  die  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen consequent  entwickelt  hat*). 

Es  schliesst  das  nicbt  aus,  (lass  die  namlicbe  Integralform  von 
anderen  sell  on  vorher  bemerkt  wurde.  So  finden  sich  in  einer  grossen 
Abhandlung  von  Eisensteiu**)  Formeln,  welehe  sich  auf  die  hier  in 
Rede  stehende  Normalform  des  Integrals  beziehon,  nur  class  die  Ju- 
variantennatur  der  hier  mit  g2  und  y9  bezeichneteii  Grossen  Biaenatciu 
selbstverstandlich  unbekannt  war.  Eisenstein's  Abhaudlung  iat  vicl- 
mehr  auf  der  doppelten  Periodicitat  basiert,  ein  rriucip,  das  claim 
hernach  auch  fur  Herrn  Weierstrass  bei  der  Gewimiimg  der  tundanien- 
taleu  Function  *(«)  wesentlich  zu  Gruudo  lag.  Aaf  dicse  iiitoresHauteii 
Beziehungen  zwischen  Eisenstein's  Abhanclkmg  und  Weierstrass'  Theorie 
koinmen  wir  spater  nochmals  znruck. 

Andrerseits  ist  Hr.  Herinite  seit  lange  vou  der  Invaritintcnthcorio 
aus  zur  Normalform  IP  gelangt,  nachdeni  ja  bereifcs  18-lf>  durch  Ouyloy 
und  Boole  die  Eutdeefcung  der  luvarianton  </a  und  //a  gescholion  wai% 
Hermite  teilte  Hrn.  Cayley  seine  auf  clio  Transformation  dew  Iniogrulri 
beztiglicheu  Entwicklungen  mit,  welcher  letztere  siedann  bei  Oelogoulieit 
zweier  Abbandlungen  ***)  weitereu  Kreisen  /jiigihiglich  niaclite.  Die 
Transformation  auf  die  Normalform  geacliielit  dorlsolbsfc  iibri^xuis 
nicht  vermittelst  linearer  Substitutionon,  wondem  vieliuohr  (lurch  Au- 
•wendung  einer  nierkwurdigen  Transformation  vierteu  (« radon,  ubor 
welehe  man  das  Nahere  in  der  zweiteu  der  ebon  gcnanuton  (Jayley'sehuu 
Arbeiten  findet. 

Die  Form  P  des  Differentials  du  fuhrt  auJ4  das  l(ioinau»;Hclio 
NormaUnteyrak 

*)  In  seinen  Berliner  Vorlcsungen. 

**)  Crenaue  Untersuclwng  der  uncndUclten  J>op$el$roflMcte,  nun  welchen  die 
eUiptiscJien  Funetionen  als  Quoticnten  asufiamtnengeMtet  smd}  Crello'H  Journal  IW.  ;jf> 
(1847)  oder  Eiscnstein'a  MatUom.  Abluintll.  (Berlin,  1847)  p.  iil». 

***)  Man  sehe  Or.  J.  Bd.  60  (1855)  p.  287,  sodann  lutmcintlich  ,,mr  t/ 
fornmles  jpoiw  la  transformation  des  integrates  cJliptigtueb",  Or.  J.  U<1.  f>5 
p.  23  u.  f. 
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eine  Benennung,  die  clarin  iliren  Grund  hat,  well  man  die  bei  Jacobi  uncl 
anderen  vorkonimenclen  Entwicklungen  immer  auf  Ia  als  Normalforni 
beziehen  muss,  wenn  man  den  allgemeinen  von  Riemann  in  der  Theorie 
der  Abel'sclien  Fimctionen  gegebenen  Defmitionen  gerecht  werden  -will. 
Dbrigens  ist  diese  Integralform  f  1)  auch  Jacobi  keineswegs  fremd.  Nur 
hat  derselbe  den  Sachverhalt  cladurch  unkenntlich  geinacht,  dass  er 
wiederholt,,  wenn  er  zu  einem  Integrale  (1)  kornrat,  um  Anschluss  an 
die  altere  Bezeichnung  von  Legendre  zu  erreichen,  die  sogleich  unter  (3) 
genannte  quadratische  Transformation  in  Anwendung  bringt.  tfbrigens 
ist  (1)  diejenige  Normalform  des  Integrals,  welche  der  Auffassungs- 
wei&e  der  neueren  synthetisehen  Geometric  am  uachsteu  stelit,  insofem 
das  Doppelverhaltnis  der  vier  Verschwindungspuukte  von  f  vorstellt. 
Die  Form  IIP  endlicli  ergiebt  das  Legendre'sche  Nbrvialintegral: 


Dass  man  dasselbe  durcli  Uneare  Transformation  von  g  erreiclien  kann, 
mid  dass  dabei  die  verschiedenen  Werte  der  Constanten,  die  wir  liier 
^  nennen,  sehr  einfacli  linear  niit  einander  zusaminenhangen,  hat  Abel*) 
wiederbolt  hervorgelioben.  Aber  es  ist  dann  wieder  Hr.  Cay  ley  ge- 
wesen,  der  von  der  Invariantentheorie  aus  dieser  Normalform  (2)  ge- 
reclit  wurde,  indeni  er  die  Bezieliung  derselben  zu  den  rationalen 
luvarianten  aufvvies**). 

Die  Ubereinstimmmig  mit  der  gewolnilichen  Schreibweise  wiirde 
tibrigens  erst  cladurch  erzielt  werden;  class  wir  in  (1)  und  (2)  Jc*  statt  K 
bez.  ft4  schreiben.  Die  Bedeutuug  dor  Grosse  7c,  so  wie  sie  in  der 
Litter  atur  auftritt,  erscheint  hieruacli  als  eine  doppelte.  Das  eine  Mai 
ist  Jc  die  Quadratwurzel  aus  clem  Doppelverhaltnis  A,  das  andere  Mai  das 
Quadrat  der  Oktaederirrationalitat  ft.  Dass  man  fiir  beide  Grossen  die- 
selbe  Bezeichnung  wahleii  koante,  hat  seinen  Grund  in  dein  Umstande, 
dass  das  Integral;  welches  wir  hier  das  Eiemann'  scho  nennon?  durch 
die  einfache  Substitution: 
(3)  ^'  =  2/2 

in  em  mit  2  multipliciertes  Lcgendre'sches  Integral  tibergeht: 

(&  r  __  ^         _  2  r  __  ^L^  „_  . 

^  J  Vo(i  -  o)  (1  -  la)          J  |/(l  -  y-)  (1  -»~^aj 


*)  Man  vgl.  2.  B.  die  none  Ausgabe  der  Abel'schen  Werke  von  Sylow  nnd 
Lie,  p.  469  Formel  (9). 

**)  Abschnitt  III  der  schon  gen.  Arbeit  in  Or,  J.  Bd.  55  p.  21  u.  f.,  woselbst 
sioh  die  Elomcnto  findon,  aus  doucn  man  die  Oktaedergleichung  aufbauen  kOnnte. 
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Da  wir  indessen  durcligangig  nur  lineare  Siibstitutionen  fur  die 
Transformation  des  Integrals  zugelassen  liaben,  so  konnen  vvir  der  so 
gewonnenen  Legendre'schen  Normalform,  in  deren  Nenner  das  Doppel- 
verhaltnis  A  auftritt;  wenigsteus  an  dieser  Stelle  nicht  Eechnung  tragen. 
Wir  werden  also;  um  Missverstandnisseii  zu  eiitgehen,  iiberhaupt  die  Be- 
zeichnung  Jc,  wo  es  aiagelit,  meiden  und  weiterhin  zwischen  clem  Doppel- 
verlialtnis  A  und  der  Oktaederirrationalitat  $i  unterscheiden.  Die  Be- 
zeichnung  }9Modul"  aber,  die  man  gewolmlieh  dem  7t  ausseliliesslich 
beilegt,  iiber  tragen  ivir  gleichformig  auf  die  (ibsoluten  Invar  tauten  J^  A,  ^ 
sowie  auf  eine  grosse  Keihe  weiterer  Grossen;  die  wir  spaterhin  keimen 
lernen  werden. 


Zweites  Kapitel. 
Von  den  Periodeu  des  elliptisclien  Integrals  erster  Gattuug. 

Im  vorigen  Kapitel  sind  melirere  Invarianten  der  biquadratisclien 
binaren  Form  eingefiilirt  und  in  ihren  gegenseitigen  Beziehungen  unter- 
sucht  worden.  Wie  wir  schon  oben  sagten,  wiirde  es  nicht  schwer 
halten,  die  Zalil  dieser  Invarianteu  auf  algebraischem  Wege  darch 
ueu  hinzukoinmende  noeh  weiter  zu  meliren$  doch  wiirden  wir  dadurch 
nur  unseren  sp*Ueren  Arbeitsstoff  teilweise  antieipieren.  Es  soil  dem- 
nach  die  weitere  Untersuchung  algebraisclier  Invarianten  hier  unter- 
broclien  werden,  wir  untersucnen  vielmehr  sie  tiberspringend  gewisse 
andere  Grossen,  die  den  Narnen  transcendenter  Invarianten  der  Ugita- 
dratisctien  "binaren  Form  verdienen.  Es  sind  dies  keine  anderen,  als 
die  Perioden  desjenigen  elliptischen  Integrals  erster  Gattung?  in  dessen 
Integrand  die  eben  gemeinte  Form  unter  dem  Quadratwurzelzeichen 
eingeht. 

§  1.     Paare  primitiver  Perioden  des  Integrals  erster  Gattung. 

Zuni  Zwecke  der  uachsten  flberlegungen  schreiben  wir  das  ellip- 
tische  Integral  erster  Gattung  in  der  nichthomogenen  Form: 

(1)  n  =  f—  ,      y  =  yaj~+  46?  +"  Qcf  +  4de  +  e . 

*/    y 

Znr  reclits  stehenden  Irrational itat  y  gehort  eine  liiemann'sche  Flacne; 
welclie  die  ^-Ebene  doppelt  iiberdeckt.  Die  vier  Yerzweigungspunkte? 
in  deneri  die  beiden  Blatter  dieser  Flache  zusammenhangen,  sind  die 
vier  Punkte  0,  in  denen  2/2  verschwindet.  Wir  denken  diet^e  vier  Punkte 
in  beliebiger  Ordnung  durch  Nummern  1,  2?  3,  4  unterscliieden  und 
nehmen  etwa  an;  dass  sicli  beide  Blatter  zwiscten  1  und  2  und  dann 
auch  zwischen  3  und  4  in  Verzweigungssclmitten  durclisetzen.  (VgL 
die  sogleich.  folgende  Figur.) 

Jeder  gescMossene  Wcg  anf  der  Jtiemann'schen  Flache  liefert  als- 
dann  fur  das  Integral  u,  wo  fern  wir  es  von  einem  PunJcte  dieses  Weges 
leginnend  uber  dessen  gan&e  Awsdehnuny  tvinfXlwen,  einen  Wert,  den  wir 


28         1,  2.    Von  den  Perioden  cles  elliptisclien  Integrals  erster  G-attung. 

als  elne  Periods  cles  Integrals  u  Ijezeiclinen.  Lasst  sich  der  in  Rede 
stehende  geschlossene  Weg  o]ine  Zerreissen  auf  einen  Punkt  zusaninien- 
zielaen,  so  wird  freilicli  der  zugehorige  Integralwert  verschwinden. 
Solclie  Wege  scliliessen  wir  daiier  von  der  Benemmng  der  Perioden- 
wege  aus. 

Insbesondere  zielien   wir  uns  jetzt   auf  der  Flaclie   einen  solchen 
Periodenweg,   der  imr  der  einen  Bedingung   geniigen   soil,   sich  selbst 


Sfig.  1, 

£ii>  itbct'Jcre'it8e)t.  Eiii  Beispiel  iwt  der  in  Fig.  J  mil  Krouzcu  vcr- 
seliene,  Tangs  weiues  Verlauis  im  anteren  JUatio  piuikiierte  Weg;  uber 
welclieu  das  Integral  u  in  der  Pfeilrichtung  gofiihrt  die  Periode  col 
geben  moge. 

Man  sehe  jetzt  den  beacbriebenen  Porioclenweg  alw  eiucii  QuerschnM 
der  PHiche  an.  Immer  ist  es  dauu  noch  moglich,  voiu  oin^n  UJ'er 
des  gezogenen  Querscbnitts  auf  gesehlosHener  Bahu  jaiuu 
liegenden  Ufer  ssu  gelangen;  ohnc  jenen  QuerHchnilt  xu  il 
Diese  neue  geschlossene  Bahn  kouiien  wir  daim  ersieJitlicb  anch  clorari 
annehmen,  dass  sie  sicn  selbst  nirgends  ilberkreu/A  So  x*  B.  loistot 
in  obiger  Figur  der  zwoite?  zur  Untersclicidung  voni  ersten  mil  ICrcison 
versenene  Weg  das  Verlangte.  Moge  das  Integral,  in  der  PiVulrichlunjj? 
liber  ihn  gefiilirt;  die  Periode  o2  liefern. 

Fuhren  wir  den  neuen  auf  G)2  fuhrenden  Wog  gloiehfallH  uls  (Jtior- 
schnitt   der   Kieniann'schon  FHiclie   ein,    so   int   diesclbo   nun    derari 


*)  Zur  n&hereri  Erliltitcmng  ziehe  man  ncTbon  Hi  cm  ami's 
naracnfclich  heran  C.  Neumann,  Vorlesunc/en  tiler  llimianria  Theoria  tier 
sclien  Integrate  (zweite  Auflago  ,  1884),  Doch  aind  die  H0gl<iich  am  ncnnoudun  pri- 
mitiven  Periodenpaaro  dori  nicht  in  Eiemann'B  ureprunglicher  Allgomoinlioit  ciu- 
gefuhrt,  an  der  wir  doch  im  Tcxfce  fostgchalton  habon, 
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zerschnitten,  class  jeder  dritte  nock  hinzukoramende  irgendwie  ge- 
zogene  Querschnitt  sie  in  getrennte  Stiicke  zerfallt.  Durcb.  jene  beiden 
Quersclinitte  ist  unsere  Flache  somit  in  eine  einfacfi  gusammenJiangende 
zerlegt. 

In  dieser  einfach  zusamnienhangenden  Flache  ist  aber  das  Inte- 
gral u  eine  eindeutige  Function  seiner  oberen  Grenze.  Es  finden  dabei 
in  selir  bekannter  Weise  fiir  diese  eindeutige  Function  in  gegeniiber- 
liegenden  Uferpunkten  jedes  der  beiden  Quersclinitte  Wertdifferenzeii 
statt;  die  langs  des  ganzen  Quersclinitts  constant  sind.  Fiir  den  Pall 
der  Figur  1  wird  diese  Differenz  langs  des  ersten  Quersclinitts  ca2, 
langs  des  anderen  o^  sein. 

Fuhren  wir  jetzt  das  Integral  von  festgewahlter  unterer  Grenze 
zu  einer  vorgeschriebenen  oberen;  so  sei  der  zwischen  beiden  Grenzen 
verlaufende  Integrationsweg  einrnal  ein  vollig  beliebiger  auf  der  im- 
zerschnittenen  Flaclie,  das  andere  Mai  auf  die  zerschnittene  Flaclae 
eingeschrankt.  Wabrend  wir  dort  u  als  Integral wert  erhalten,  nioge 
ini  zweiten  Falle  u  kominen.  Dann  ist  es  erne  bekannte  Folgerung 
aus  den  beschriebenen  Verlialtnissen,  dass 

(2)  Ur  =  U  +  ?%»!  +  W2G?2 

ist,  mit  ganeen  Zdlilen  mly  m2.  Zudera  ist  die  Vieldeutigkeit  des  zu 
der  unzersclmittenen  Flaclie  geliorigen  u  eine  derartige,  dass  in  (2) 
jecle  geivi'msclite  Combination  positive?  oder  negative?  ganger  Zaklen  ml9  m^ 
dnrch  yeeignete  Integrationsivege  und  swar  nodi  in  der  mannigfaltigsten 
Weise  erreickt  werden  Jsann. 

Nach  deni  eben  gewonnenen  Satze  liisst  sich  jede  Periode  des  In- 
tegrals u  aus  o?l7  ]c»a  in  der  Form  w^io,  +  w^Oa  darstellen,  mid  wir 
haben,  wofern  m1?  m^  alle  Conibinationen  ganzer  Zahlen  dureblanfeD? 
geradezu  die  Gesamtheit  der  Perioden  von  u  erbalten.  In  diesera  Sinne 
beissen  a>1?  caa  ein  Paar  prlmitiver  Perioden.  Unsere  beiden  obbescnrie- 
benen  Periodenwege,  wie  sic  z.  B.  in  Fig,  1  auf  die  besonderen  Perioden 
£»17  co^  fiihrten;  kouneu.  nun,  wic  man  Icicht  erkennt,  nocb.  in  dev 
niannigfaltigsteii  Art  gewahlt  werden,  so  dass  man  denu  auch  primi- 
tive Poriodeiipaare  in  mannigfaltigstor  Weise  erlialten  kann.  Wir 
wollen  eine  Beziehung  zwischeii  diesen  primitivou  Paaren  aufstellen. 
Sei  «?/,  <o/  ein  neues  Paar  primitiver  Perioden,  so  wird  sich  die 
Gesamtheit  der  Perioden  YOU  u  nunmehr  durch  (w/co/-!-  w/fi?/)  dar- 
stellen,  wo  m/;  m2f  alle  Combination  en  ganzer  Zahlexi  durchlaufen. 
Der  Wert  complex  (w/^i'  +  w^'o/)  wird  daher  in  seiner  Gesamtheit 
mit  dem  anderen  (%ox  +  wtt<»2)  geradezu  coincidieren.  Insbcsondere 
XQUS8  sowohl  G3/?  wio  <D/  eine  gaiizzahligo  Combination  von  <BI;  co^  sein: 

(3)  o?/  =  ac3i  +  $a>a;     03/« 
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Aber  auch  uragekehrt  nrussen  c?1;  o>2  ganzzahlig  in  co/;  o>/  darstellbar 
sein.  Die  Gleiehungen  (3)  sind  demnach  ganzzalilig  unikehrbar,  und 
wir  haben  den  Satz:  Bilden  neben  Ktly  Q2  au(^1  ^i?  &*'  e~in  P°>ar  iwimi- 
tiver  Perioden,  so  sind  in  den  zwiselien  ilmen  lestelienden  Gleicliwiyen  (3) 
«,  P,  7j  $  ganze  Zahlen  der  Determuiante  +  1: 
(4)  <zd  —  Pr  =  +l- 

§  2.    Die  Perioden  als  Invarianten.    AbhSngigkeit  von  den  rationalen 
Invarianten.     ITormiemng  der  Perioden. 

Wir  haben  bereits  in  §  14  des  voraufgelienden  Kapitels  ausfiilir- 
lich  erortert,  in  welchem  Siune  das  Differential  des  Integrals  n  eine 
Cwariante  der  Grrundfonn  f(#u  %)  Leissen  sollte.  Bs  war  das  eine 
Deutung  der  Gleichung: 


Wir  iutegrieren  jetzt  diese  Gleichung  iiber  einen  beliebigen  Perioden- 
weg,  den  wir  einerseits  auf  der  tiber  der  ^-Ebene  construierteo  liie- 
mann'schen  Flache;  sodann  entsprechend  auf  der  Flaohe  fiir  ]//'(*/>  $%} 
ziehen.  Moge  dabei 

y* 


und   entsprechend  fiir   die  transformierte  Flache  co'   erhalteu   werden, 

Dann  ist  nach  Gleichung  (1) 

(2)  o/  =  r-lo. 

Jede  Periode  des  Integrals  erster  Gattung  gcM  somit  l)ei  Awful  wrung  der  hicr 

in  Setraclit  getsogenen  linearen  Transformation  in  sick  sdbst  MMiplitierb 

mit  der  (  —  l)leu  Potent  der  Substiliitionsdeterwiinanle  nber.     Wir  konncn 

sie  denanach  eine  transcendente  Invariante  der   (Sr'undforM  /'  vom  Ge- 

wichte  (  —  1)  nennen.   Dabei  ist  sie  veraioge  ihrer  Delinition  honiogoii 

(1  \  ton 
—  YJ      Dimension  in  den  Coefficienten  der  Orundfbrin. 

Als  Invariante  ist  o  von  den  fiinf  Coefficienicn  von,  /'  imr  inwoweit 
abhangig,  dass  sie  auch  als  Function  von  //2  mid  ys  alloin  betrachtot 
werden  kann.  In  der  That  konnten  wir  ja  dxirch  linoaro  Triinsibr- 
mation  der  Determinant  e  1?  bei  welcher  jede  Periodc  co,  wic  wir  wahen; 
vollig  ungeandert  bleibt;  die  Weierstrass'fcichc  Normalfonu  ffir  das 
Integral  erhalten.  Alsdann  ist  aber 


es  hangt  also  o>  in  der  That  xmr  von  g$  und  //,,  ab.     Jotssl  iat  claw 
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Problem,  mit  dem  wir  uns  in  der  Folge  beschaftigen,  die  AWiangigMt 
der  Perioden  wn  den  rationales  Invar  ianten  g^fg^  des  ndlteren  sit  unter- 
suclien. 

Eine    erste  Erleichterung   bei   diesem   Unternehinen   scliaffen  wir 
uus  durcb  die  Substitution: 

*-•*'» 

wodurch  Gleichung  (3)  die  neue  Form  erhalt: 
(4) 


Wenn  wir  hiernaeb  die  Perioden  als  Functionen  der  beiden  un- 
abbangigen  Variabelen: 

(5)  Z=f,    J 

auffassen,  statt  sie  auf  g%,  g$  zu  bezielien,  so  ist  der  Erfolg  der?  dass  die 
Abhangigkeit  von  X  so  uberaus  einfacli  ist,  dass  wir  kein  Wort  mehr 
darliber  zu  verlieren  braucben  und  somit  nur  nocli  die  Abhangigkeit 
von  J  der  Betracbtung  nnterwerfen  nafissen. 

Es  kommt  dies  ersicbtlich  darauf  liinaus;  dass  wir  jede  Periode  G> 

durcb   den  Zusatzfactor  T/-^-  .;norinieren",    wodurcb   sie  zur  absoluten 

*    g$ 

Invariante: 


wird.  Als  solche  ist  die  normierte  Periode  Q  nur  nocli  von  der  eincn 
unabhiingigen  Variabelen  <J  allein  abbangig,  und  est  ist  die  Art  dieser 
Abhiingigkeit,  die  wir  nun  zu  untersuchen  liaben.  Wir  konnten  uns 
dabei  direct  der  Integralformen  der  Perioden  und  der  ibnen  zu  Grunde 
liegenden  gescblossenen  Wege  bedienen;  inzwischen  wiirden  wir  zur 
strengen  Durcbbildung  dieser  Method e  nocli  gewisse  andere  Hilfsmittcl 
der  Untersucbung  hotig  baben,  deren  Entwicklung  erst  dem  folgenden 
Kapitel  vorbebalten  bleibt. 

Wir  ziehen  hier  vielmebr  init  Vorteil  die  Thatsaclie  beran;  dass 
die  Perioden  als  Fimctionen  v(y^^  J  einer  linearen  Diff&rentialgleichung 
tsweitcr  Ordnunff  genugen.  Hierauf  weist  scbon  der  (Jmstand  bin,  dass 
sich  jede  Periode  Q  linear  urid  ganzzahlig  in  zwoi  primitiven  Q1?  Q2 
darstellt: 
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Differ 
'h  + 


Man  findet  hieraus  nainlicli  dureli  Differentiation: 
dQ 


dJ 

">  + 


uud  sodann  dureli  Elimination  von  m: 

~dJ*  +  TJ      \  n~~d&~~  "  nTflfaa" 
^~~dJ~~~~"1     dJ~ 

dJ*        dJ  dJ* 


0. 


^~dT-^  "dJ 

Nun  sielit  man:  die  beiden  hier  auftretenden  Coefficienten  liangen  zu- 
folge  der  Deternainantenform  ihrer  Nenner  und  Zahler  niclit  mehr  von 
der  besonderen  Auswabl  der  Perioden  Q1?  Qa  ab?  sondern  bleiben  die 
namliehen,  wenn  wir  irgeud  ein  anderes  Paar  Q/?  Q/  zur  Darstellung 
der  iibrigen  zu  Grunde  legen.  Sie  mtissen  also  vou  J  eindcutig  ab- 
hangen.  In  der  That  werden  wir  sogleicli  nacliwei«en?  dass  die  in 
Rede  stebenden  Coefficienten  rationale  Function.cn  von  J  sind. 

Indem  sieb.  so  zeigt,  dass  jede  beliebige  Periode  Q  der  Differential- 
gleichung: 


genugt?  haben  wir  den  Anschluss  gewoiinen  an  die  ausgebildele  Tlieorie 
dieser  Gleicbungen;  die  wir  deninacli  fdr  die  Lowung  uii»scrcr  Frago 
heranzielien  werden.  Somit  ist  miaero  ntlchste  Aufgabe?  die  wirkliche 
Form  dieser  beideu  rationalen  Coei'ficiente}!  r^  ra  iostzustellen*). 


*)  Statb  die  Perioden  eo,  wie  es  im  Texte  goacliah,  dureli  dou 

I/ ~  zu  absoluten  Invariauten  zu  maclaeu,  kaun  man  auch  andoru  ahnlic.li  ijo- 

'    02 

bildete  Factoren  in  Anwenclung  bringeB,  die  die  Cooi'itcuonton  dor  (h'imdfonn  /'  in 

der  Dimension    -  enthalton.  In  oiuor  woiterhiu noch  K\\  nunnonUon  Arboifc  von  Ji  runs, 
& 

liber  die  Perioden  der  elUptischen  Integrals  enter  und  sweitw  (Jaltung  (Dor pat  J875, 

<ty 

V  <t ft 

abgedruckt  Math.  Ann.  XX.VII),  ist  zn  soJchom  Zwooko  x,  B,  dor  factor    •  * !1    an- 

y* 

gowandt.    Von  der  Dimension  ---  in  den  Ooefficienten  von  f  int  ttuclx     J/A,  so 

2 

dass  man  auch  "(/A  -  o>  a.ls  normierto  Porioden  anntitston  kOmito.  @olchoH  lliut 
Klein  in  seiner  Arbeit:  Ul)er  die  Transformation  der  dlfytisc/tcn  l<\mctioncn  und 
die  Aufldsung  der  Gldchuwjen  5ton  Grades,  Math.  Ann,  Bd,  XIV  j».  Ill  (1H78J. 
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§  8.  Aufstellung  der  Differ entialgleidrung  fiir  die  normierten  Perioden. 

Wir  niiissen  hier  vorubergehend  auch  das  Integral  zweiter  Gattung 
brauchen,    das    wir    gleiehfalls    in    Weierstrass'    Normalforna    hin- 

schreiben: 

ydy       


Hier  ftiliren  wir  daiin   gleiehfalls  die  Substitution  y  =  —  &  aus?   mid 

9% 

es  mogen  nun  die  beideii  Integrale  der  ersten  und  zweiten  Gattung 
fiber  den  uamlichen  iibrigens  beliebigen  Periodenweg  gefulirt  die  Werte 
liefern: 

ads 


(1)  Q_   f !'._._,       _H=   C— 

J    I'&z*  +  g(s  +  1)  J     y4^8 

Zur  Abkurzung  ist  dabei 


gesetzt. 

Die  Quadratwurzel  ini  Nenner  der  beiden  Integranden  nennen  wir 
kurz  K  und  gewinnen  dann  durch  Differentiation  nach  gi 

dQ r_dff    r  sdc 

dg   ~         I    2JS:l          /     2JSS  ? 
(3)  J  J 

dH  —    r j— '  j-  C~L 

dfj  J    "2J23"     *    J     2jR» 

Zur  Auswertung  der  drei  hierbei  auftretenden  Integrale: 

/*  o*ds 


/  —  *-         /* 
8-S»/     J 


*te 
beachten  wir,   dass   der  Quotient  ^  fiir  alle  drei  Werte  a  =  0;  1,  2 

auf  dor  Riemann'schen  Flache  eindeutig  ist,  so  dass  das  Integral 


sein  wird,  wenn  wir  es  wieder  tiber  die  der  Integration  hier  tiberliaupt 
zu  Grnnde  liegende  Periodenbahn  hinfilliren.  Entwickelt  man  inzwischen 
erst  das  untor  dem  letzteu  Integralzeichen  stehende  Differential  und 
integriert  hernacli,  so  gewinnt  man  dor  Lieiho  nach.  fiir  «  =  0?  1,  2 
die  Relationen: 

Die  Norrnierung  des  Textos  liegt  fibrigons  auch  dor  Dissertation  vonNiinscH  zu 
Grande:  (tier  die  Perioden  dor  elliptisclicn  Jntc.gr ale  I8lw  und  Stor  Gaktung,  Leipzig 
(1886),  Endlich  finden  wir  noclx  in  Kap.  X  des  HalpLen'sohen  BuchoH  die  nor- 
mierten Periodon  ]/A  .  co,  wio  auch  die  anderen  yffu  •  f°  nn^  v9*  •  Wt 

Klein -IPricko,  TWorlnlfnnctioiKm.  3 
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Die  Auflosung  dieser  Gleichungen  nach  den  drei  fraglichen  Integralen 
ergiebt  fiir  dieselben: 

/•  z*as       2H  -  3&  r.f^^  =  -?®L  +_AiH 

J   "2^"  ~  'W+  27)  ?  J    2B3  4flf  (flr  +  27)   > 


27) 

Vermoge   dieser  Darstellungen  gehen   die  Gleichungen  (3)   in   die 
beiden  folgenden  liber: 

4g  (g  +  2  7)  4JS-  +  C  1  8  +  ff)  2  +  6  H  =  0  , 

27)  -       +      ^  Q  -  (S  +  1  8)  H  -  °  - 


Hier  fiihren  wir  jetzt  wieder  auf  Grand  der  Formeln: 

_     27eT_  dj   _        27 

0  —  yirj-  >         dJ  ~  (1  —  /)'- 

J"  selbst  als  unabhangige  Variabele  ein,  wobei  sick  die  beidtm  zuletxt 
erhaltenen  Gleichungen  ohne  Muhe  in  die  Gestalt  umrccliuoii  : 


24  .  J(«r—  1)  -:  =  3c/-«  ~  2  (<T  +  2)  H  . 

Noehmalige  Differentiation  der  ersten  dieser  beiden  Gleicluuigen  er- 
giebt: 


eiue  Gleichung,  die  wir  mit  den  beiden  voraufgehendeTi  scur  Elimination 

von  H   und  —-^  verbinden.     Dadurcli  crhaltcn  wir  cwdlich  die  in 
dJ 

siclit  genommene  Differentialgleiclmng^  in  der  Worm: 


JL^- JL 


*)  Walilt  man  eine  andero  Normiorung  fur  die  Porioden,  so  fallen  ubvigoas 
die  Coefficienten  der  Bifferentialgleichung  cntsprechond  andorn  auH.  So  %.  B. 
kommen  in  den  soeben  genannten  Abhandlimgon  von  BrunH  und  Kloin  an  ont- 
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§  4.     Fundanientalsatze  iiber  die  Abhangigkeit  der  normierten 

Perioden  von  J". 

Zur  zweckmassigen  Yerwertung  der  Differentialgleiclimig  (5)  zielien 
wir  jetzt  Herrn  Fuchs;  Abliandlung  *)  ;?Zur  Tlieorie  der  linearen 
Differential  gleichuugen"  heran,  deren  Qrundziige  wir  als  dem  Leser 
bekannt  voraussetzen.  Das  kurze  Referat  tiber  einige  zunaclist  zu 
gebraucliende  Satze  bezielien  wir  sogleich  auf  die  DifferentialgleichiiLig 
gweiter  Ordnung 


Es  liegt  alsdann  die  Aufgabe  vor;  die  Integrale  y  in  ihrein  Ver- 
lauf  iu  der  complexen  #-Ebene  zu  verfolgen.  Dabei  gelten  als  singulars 
Pimhte  dieser  Ebene  diejenigen,  in  denen  eine  der  ratio  nalen  Func- 
tionen  r  unstetig  wird,  und  es  ist  ihnen  unter  Uinstanden  auch  noch 
der  Punkt  x  =  oo  als  singular  zuzuordnen,  was  man  nach  der  Sub- 

stitution xr  =  —  durch  Untersucliung  ftir  die  Umgebung  von  x'  ==0  zu 

so 

entscheiden  hat.  Das  Verhalten  der  Integrale  y  von  (1)  in  einem  dieser 
singularen  Punkte  verlangt  besondereBetraclitung,  die  wir  Mnausschieben. 
Sei  daher  vorab  %0  ein  gewohnlicner  Punkt  der  aj-Ebene;  so  gilt 
vor  alien  der  Hauptsatz:  In  der  Umgebung  von  #0  lasst  sicli  das  all- 
gemeine  Integral  y  in  eine  nacli  positiven  ganzen  Potenzen  von  (x  —  #0) 
fortsclireitende  Reihe**)  entwickeln^  welclie  convergent  ist  in  eineni  den 
Punkt  xQ  umgebenden  Kreise;  der  bis  zum  naclisten  singularen  Punkte 
gerade  lieranreicht.  Die  Allgemeinheit  des  so  entwickelten  Integrals  ist 
dann  dadurch  gewahrt;  dass  sein  eigener  Wert  und  der  seiner  ersten  A\>- 
leitung  nach  x  im  Punkte  %0  vollig  willkiirlich  wahlbar  ist.  Eleinentare 
tJberlegungen  fiiliren  diese  Willkurlichkeit  auf  die  andere  Form  uber; 

sprechendor  Stelle  bypergeometriaclie  Differentialgleichungen  zu  Tage.  Diese  Glei- 
chungen  subsumieren.  sich  iibrigens  alle  als  Spocialfalle  unter  die  Dijfterentialgleichnng 
der  l&iemann'sclicn  P-Function.  Insswisohen  wird  dieser  Umstand,  um  die  Bntwicklung 
nicht  zu  abstract  zu  gestalten,  weiterhin  nicht  benutzt.  "Wir  verweisen  vielmehr  in 
diesem  Betracht  auf  ,,lkos.*'  p.  80  u.  f.,  wo  es  sich.  in  der  That  um  Fragestellungen 
bandelt  ,  zu  denen  die  hier  vorliegenden  in  engater  Beziebung  stchon,  wie  spater 
noch  deutlich  werden  wird,  —  Die  Kenntnis  einer  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  fur  die  Perioden  als  Functionen  voni  Modul  It?  besaaa  bereita  Logendro. 
Die  Aufstellung  der  Differentialgleichung  unter  #ugrundelegung  der  rationalen.  In- 
varianten  geht  auf  Hrn.  Bruns  zuritck. 

*)  Crelle's  Journ.  Bd.  66  p.  121  (1866). 
*  *)  Wir  geben  lixer  ein  fur  allemal  die  Erklarung,  dass  bei  Gelegenheifc  solcher 

Eeihenentwicklungen,  im  Falle  XQ  «»  oo  ist,  (x  —  #0)  nichts  anderes  ale  (->~\  be- 
deuten  soil, 

3* 
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dass  das  allgenieine  Integral  y  von  (1)  mit  Hilfe  zweier  willkiirlicben 

Constanten  <?1?  %  aus  zwei  partieularen  Integralen  y17  ya  in  der  Form 

y  =  ci^i  +  C2% 

darstellbar  ist.  Wenigstens  eines  dieser  beiden  Integrale  besitzt  eine 
Eeihenentwieklung,  in  der  das  constante  Glied  nicnt  fehlt;  fehlt  das- 
selbe  in  der  Beihenentwieklung  des  anderen,  so  tritt  in  derselben  sicker 
das  Glied  erster  Dimension  auf.  In  solehen  zwei  particularen  Inte- 
gralen haben  wir  dann  den  wicbtigen  Begriff  des  Fmdamentalsystems 
gewonnen. 

Wir  sehicken  uns  an,  aus  diesem  kurzen  Berichte  besondere  S'atze 
uber  die  Abliangigkeit  der  Perioden  Q  von  J  zu  entnehrnen. 

In  dieser  Hinsicht  haben  wir  erstlich  zu  constatieren :  Als  singii- 
Idre  PwiJcte  der  J-Elene  sind  J"=  0  und  J=  1  *u  nennen,  ^md  wfc 
miissen  ilinen  als  dritten  aitcli  nocli  J"=  oc  hiwugesellen,  wie  man  denn 
leicht  nach  der  Substitution  J"  —  -j  die  singulare  Natur  des  Punktes 
J'=0  einsieht.  Irgend  eine  beliebig  herausgegriffene  normierte  Pc- 
riode  Q(e7)  ist  daher?  als  Integral  der  DiflTerentialgleichung  (5)  §  3, 
eine  analytische  Function  ihres  Argunientes  J  und  zwar  ist  sie  in  der 
Unigebimg  jedes  Pimlrtes  J  eind&utig  und  stetig,  aitsgenommon  die  singu- 
lar en  Stellen  J"=  0,  1,  oo. 

Wir  grenzen  uns  ferner,  der  bestimmten  Ausdrucksweisc  wegen; 
in  der  complcsen  «7-Ebeiie  ciucn  eiufach  zusainnieuhaugendoii  Bcroich 
ab;  der  keinen  der  singularen  Pimkte  enthlilt,  und  denkou  J  auf  dioson 
Bereich  beschranki  Wir  werden  hier  dann  sogleich  wiodor  die  pri- 
mitiven  Periodenpaare  aus  §  2  hereinziehen  und  ein  bosondcros  l*aar 
Q19  Q2  auswahlen.  In  diesen  beiden  Grossen  werden  wir  claim  gcnulo 
ein  Pundamentalsystem  ftir  den  eingegrenzteu  Beroicli  gowonnou  Jiabon. 
Das  allgeraeinste  Integral  uuserer  Differentialgloicliung  i«l  alsdnnu  ffir 
diesen  Bereich  dargestellt  durch 


mit  willldMiclien  Gonsbanlcn  cs,  (}>>.    Als   ein  Auaschuitli  HUH 
saintheit  dieser  Integrale  crscheinen  die  ,,Perio<lon"  Q 

(2)  Q 


wo  jetzt  m±,  m$  gange  positive  odcr  negative  OSahlen  nin(l» 

Was  uns  nach  Aufstellung  dieser  Slitzo  tlbrig  bleibfc,  iBt;  dans  wir 
nachselien7  ivie  sicli  cine  Perlode  ^(</)  tindert,  uwnn  wir  ^to  ArywHrnl'  *f 
cinen  yeseMossenen  Weg  urn  einen  der  singulars  Tunkle  wwiwklwicn  tawni. 
Es  soil  sich  also  uiu  die  Frago  liancloln^  ob  Q(</)  oino  violdouti^o 
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Function  isi,  uncl  wenn  dies  cler  Fall  ist,  von  welcher  Art  die  Viel- 
deutigkeit  ist.  Wir  werden  liierbei  ini  Gruncle  jede  Periode  erledigt 
haben,  wenn  wir  die  gerade  angezeigte  Dntersuchung  far  das  primitive 
Paar  Q1?  Q2  im  besonderen  durchgefuhrt  liaben;  denn  jedes  Q  stellt 
sich  in  Q19  Q2  in  der  Form  (2)  clar.  Diese  beiden  besonderen  Perioden 
Q1?  QL>  mtissen  wir  clann  aber  imnier  neben  einander  steliend  betracliten. 


§  5.     Auswahl  eines  besonderen  primitiven  Periodenpaares. 

Die  sogleieh  zu  nnternebniende  Erorterung  uber  die  Vieldeutigkeit 
der  Perioden  setzt  voraus,  dass  wir  das  primitive  Paar  Q1?  Q2  unter 
Jen  uneudlicli  vielen  nioglichen  Fallen  in  durchaus  bestimniter  Weise 
aiiswillilen.  Zu  clem  Encle  gelien  wir  auf  die  folgende  Integralform 
tier  Perioden  zuriick: 


-  l-.^^A 

J  ayto-OCy- 


Drei  Verzweigungspunkte  der  doppelt  iiberdeckten  y-Ebene  liegen  dann 
ini  Endliclien  bei  e?17  e2j  c%  nnd  unigeben  nach  Massgabe  cler  vom 
vorigeu  Kapitel  lier  bekannten  Relation 

<a  +  <?a  +  ^  =  0 

tlen  Nullpimkt  y  ==  0.  Der  vierte  VerzweigungspunkL  ist  nach  y  =  cx> 
geworfen,  tmd  wir  denken  UJLS  eritgegen  der  Auffasdimg  der  Fig.  1 
clieseu  vierfcen  Verzweigungs])unkt  mit  den  drei  eben  genaimten  clurch 
jo  eineii  Verzweigungssclmitt  verbuuden.  Die  entsteliende  Figur  sehe 
man  weiter  unten,  wo  clann  bereits  die  Perioclenwege  eingetragen  sind. 

Wir  setzen  nun  zuvorderst  das  YOU  #,,  ea,  c3  gebildete  Dreieck 
als  ungleicliseitig  voraus.  Dann  vertcilen  wir  die  drei  Benenntmgen 
cif  CM  e?>  iiu%  c^e  Verzweigungspunkfce  derart,  dass  <?3  der  grosslcn,  <?3  der 
kleinstcu  tieite  dieses  Dreieclzs  yeycntiber  licgL 

Demmichst  miterscheiden  wir  zwei  Falle?  je  naclideni  die  Folge 
CL,  c>2,  c»  den  Punkt  y  =  0  im  posifciveu  odor  negatirai  Drelisinn*) 
umgiebt.  Die  letzterc  Lage  wolleii  wir  kurz  als  Fall  1  bezeiclmeii 
mul  uns  fur  denselben  der  durcli  Figur  2  (folg.  Seite)  angezeigten  Fest- 
legung  der  J^rioden  bcclicneiu  Tin  anderen  Falle,  deu  wir  als  11  citieren, 
empiielilt  aieli  die  m  Fig.  8  angegebene  Auswahl  der  Perioclenwege. 

Es  wiirde  imnmehr  abgesehen  von  cinigen  gleicli  zu  erortemden 
Greixzlagen  des  Dreiecks  der  e  alles  bestimint  sein;  hatten  wir  zugleicli 
nocli  festgosetzt,  welches  Vorzeichen  der  Wurzel  "I/47/3  —  y^y  —  y% 

*)  Die  positive  Umlaufiujg  von  y  =  0  ist  dabei  in  fiblichor  Wciao  als  dio- 
jenige  gedacht,  bei  dor  xnan  den  Punkt  y  =  0  zur  Linkon  hat. 
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etwa  in  emeni  Punkte  cles  oberen  Blattes  zutreffen  soil.  Man  sielit, 
class  em  Wechsel  cler  Festsetzung  in  dieser  Beziehuiig  eiuen  siinultaueii 
Zeichenwechsel  filr  o>1;  c^  nach  sieh  zielit.  Wir  behalten  uns  vor, 
hieruber  gelegentlicli  zweckniassig  zu  verfiigen. 

///--co 


Fag    2 

Eine  besondere  Lage  fur  die  drei  Puukte  e  liaben  wir  nun  erst- 
lich,  irn  Falle  dieselben  einer  Geraden  angelioren.  Dabci  wird  &}  zwisehcn 
c±  und  <?a  gelegen  sein  und  zwar  entweder  in  der  Mitte  zwischen  beiden 
Pimkten  oder  naher  an  e^.  Man  »sielit;  class  untcr  dicscyi  U'in<stcindcn 
die  Falle  I  und  II  einen  UnterscMcd  nichl  mclir  clarbictcn. 


Uberdies  kann  es  ointreten,  dass  daa  Dreieck  der  Punktc  o  otii- 
weder  gleichschenklig  oder  gar  gleichsoilig  wird.  Dana  kaini  auaii 
durch  zweckmassige  Verteilung  der  Bozciclnmnffen  ^  iinnntr  nowolil 
die  Anordnung  I  wie  aucli  die  des  Falles  11  craolon.  Aber  man  ubor- 
zeugt  sich  leicht;  dass  die  im  Falle  I  gewonncnen  Pwhtton  andvrc  shut, 
wie  diejenigen  des  isweiten  Falles.  Um  also  docli  stets  oin  gan/*  be- 
stiramtes  Periodenpaar  <x>i}  coa  zu  fixieren,  cntsclilieHHen  wir  uns;  im 
Falle  eines  gleichschenhUgen  (be#.  yltichseitigcn)  Drwicks  slvte  der  An- 
I den  Vor$ug  m  geben. 
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§  6.     Zersehneidung    der   J-Ebene.      Bedeutung    der  Festsetzungen 
des  vorigen  Paragraphen. 

Stellt  ein  einzelnes;  Periodenpaar,  das  wir  nun  gleich  wieder  in 
normierter  Form  Qj.(J),  Q2fJ)  annehmen,  in  der  That  ein  Paar  viel- 
deutiger  Functionen  von  J  dar,  so  wird  man  zum  Studium  dieses 
Functionenpaars  eine  mehrblattrige  Flache  iiber  der  J-Ebene  con- 
struieren,  in  welcher  unsere  beiden  Functionen  eindeutig  sind.  Mogen 
sich  die  Verhaltnisse  nun  ini  weiteren  gestalten;  wie  sie  wollen,  jeden- 
falls  haben  wir  ini  Periodenpaar  ^(J),  ^(J),  das  durch  Normierung 
aus  den  eindeutig  bestiniinten  Perioden  &±f  o>2  des  vorigen  Paragraphen 
hervorgeht,  ein  erstes  Zweigpaar  fur  solche  zwei  einander  zugesellte 
analytische  Functionen  von  J?  wie  wir  sie  hier  betrachten. 

Will  man  nun  tiberhaupt  einen  einzelnen  Zweig  einer  nielirdeutigen 
Function  betrachten,  so  geht  dem  anschaulich  parallel,  dass  man 
aus  der  bezuglichen  Riemaiin'sehen  Flaehe  ein  einzelnes  Blatt  heraus- 
lost,  das  man  gerade  zum  Trager  jenes  Zweiges  gemacht  hatte.  Nun 
aber  folgt  aus  §  4;  dass  fur  den  Fall  unserer  Functionen  Q(J)  Ver- 
gweigungspurikte  der  eugeliorigen  Fldclie  tiler  J  jedenfalls  nur  an  den 
singularen  Stellen  J=0,  1;  oo  eintreten  Iconnen.  Wir  mtissen  dem- 
nach  aus  der  gemeinten  Flache  eiii  einzelnes  Blatt  herauslosen  konnen, 
wenn  wir  dasselbe  etwa  Idngs  des  von  J=  —  oo  iiber  J=  0  bis  J=  1 
verlaitfenden  Teiles  der  reellen  J-Axe  voni  Zusammenhang  niit  den  an- 
ileren  Blattern  abschneiden.  So  haben  wir  Fig.  4  erlangt,  in  welcher 
zugleich  die  ganze  J-Ebene  durch  die  reelle  Axe  in  zwei  Halbebenen 

11  I      "      "  "~~ "^_i.    , 


zerlegt  oracheint.  Man  miter scheidet  diese  Halbebenen  als  positive  und 
negative  je  nach  dcm  in  ihnen  staltfindeuden  Zeichen  des  iniagimiren 
Bestanclteils  von  J. 

Mit  der  solchergestalt  erzielten  Zersehneidung  der  J'-Ebene  haben 
wir  uns  nun  den  Bestiramungen  des  vorigen  Paragraphen  vollig  an- 
gepasst;  so  dass  es  moglich  erscheint,  das  heraiisgeloste  Jftatt  #um  Trager 
der  dort  definierten  beiden  Zweige  Qt  ( J),  Q2  ( J)  #u  machen.  Wir  wollen 
dies  noch  ein  wenig  naher  erlautern  und  benutzen  dabei  auch  noch  das 
Doppelverhaltnis  der  Verzweigungspunkte 


als  Mittelglied  der  Rechnung. 


40         I,  2    Von  den  Perioden  des  elliptiscLen  Integrals  erster  Gattung. 

Es  ist  geonietriscli  evident,  dass  der  Wert  von  A  und  also  anch 
der  von  J  attain  von  der  gegenseitigen  Lage  der  drei  Verzweigungs- 
punkte  et  abhangt,  und  dass  somit  fiir  jedes  ahnliclie  Dreieck  dreier 
Punkte  q'?  <?/,  eB'  der  entsprecliend  gebildete  Ausdruck  (1)  wieder 
denselben  Wert  A  giebt,  onne  dass  dabei  etwa  an  der  Bedingung 
^  «j_  G£  -j-  &,'  =  0  festgehalten  zu  werden  brauchte.  Davon  Gebrauch 
inachend  setzen  wir  an  Stelle  irgend  eines  vorgegebenen  Dreiecks 
ruit  den  Ecken  e-t  eiu  solches  almliches  Dreieck 
mit  den  Ecken  a/,  dass  insbesoiidere  &/  «=  0 
und  £/=  1  ist.  Damit  liegt  dann  aueh  die  dritte 
Ecke  dieses  neuen  Dreiecks  vollig  fest,  sagou 
wir  etwa  bei  y  =  c?  und  nun  interpreticrt  man 
sofort  die  Festsetzungen  des  vorigen  Panigraplien 
dahiu,  dass  e  auf  den  M  Fiy.  5  daryeslellten 
KreisabschniU  eingeschranktersclieinl.  Dieser  Krois- 
abschuitt  wird  durch  die  reelle  ?/-Axe  iu  zwei 
syminetrische  Halffceii  zerlegt,  welcho,  wie  in 
der  Figur  angezeigt,  cleni  b'alle  I  bez.  II  out- 
sprechen.  Zudeni  ist  es  die  Folgc  der  Fest- 
setzuugen  ani  Schluase  des  lotzteu  Paragrapheu, 
dass  von  den  14andpuukten  jeues  Kreisabwcluiittes 
nur  diejenigeu  als  Ecken  eines  Dreiecks  fungieren  werden,  wolcho  dem 
starker  ausgezogcnen  Teile  des  JKancles  angehorcn. 

Jetzt  beliaupten  wir:  Devi  Italic  I  yeh'ort  cln  J  dor  poxilivcn  Jlalb- 
ebene,  dem  Ifalle  II  ein  solclies  der  ncyati-vcn  l/allebciw  GM}  so  dass  in 
der  That  die  Zersclmeidung  in  Fig.  4  der  Sondemng  unscTor  beitlun 

Falle  I  und  II  entsprecheu  wurde.    Jn  der  That,  OH  is  I.  j(jtzl".  A  «=-•     6- 

a      1 

und  eben  deswegen  nach  Formal  (5)  png.  15 


Hior  kann  man  clenn  durcli  oleineiitare  Rcclujtimg  ztiigiui,  daws  eiji  <t 
im  Innern  des  Raunies  I  Fig.  5  jederzoit  auch  ein  J  im  linwni  dor 
positiven  Halbebene  nacli  sicli  zieht,  und  dass  in  cntspreehotKlor  WOIHO 
Kauni  II  und  negative  Halbebeuc  zugeordnet  niud*).  Fiir  den  <Jronx- 
fall  eines  gleiclisclienkligen  Dreiecky  liegt  e  auf  dem  stark  gettoicli- 
neten  Rande  von  Fig.  5.  Hier  wird  aber  in  dor  Thai  vermogo  ($)  J 
reell  und  zwar  kleiner  als  1.  Auf  der  Groxizo  zwischon  'J  und  II 
Fig.  5  wird  J  reell  und  grosser  als  1  genau  entsproclioml  dor  ' 


*)  Dieser  Bowcia  wird  in  §  2  des  folgondon  ICapitcla  aueffihrHoh  oiiiwickolt 
worden. 
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sache?  dass  in  Fig.  4  die  beiden  Halbebenen  langs  des  zwiscken 
J":=-J-1  Und  J  =  4~  oo  veiiaufenden  Teiles  der  reellen  J-Axe  zu- 
sainmenhangen. 

Die  ganze  Bedeutung  der  Figur  5  werden  wir  erst  ini  folgenden 
Kapitel  erlautern.  Hier  hatte  sie  nur  vorlaufig  den  Zweck,  erne  ricli- 
tige  Wiirdigung  cler  Vorscliriften  des  §  5  lierbeizufiihren.  Indeni  wir 
fur  ein  einzelnes  J  der  positiven  Halbebene,  etwa  J(},  eines  der  zu- 
geliorigen  Dreiecke  der  e±J  ea?  es  auswahlen;  gewinnen  wir  zugleicli 
eindeutig  ein  zugehoriges  Wertepaar  Q1(J0);  Q^(J^)}  wenn  wir  die  Vor- 
sclirit'ten  von  §  5  in  Anwendung  bringen.  Lassen  wir  nun  die  Eck- 
punkte  eiy  e2?  c~  stetig  ihre  Lage  wecliselu  so  jedoch?  class  siets  die 
LagenverLtiltnisse  des  Falles  I  oder  II  zutreffen,  so  gewinnen  wir 
cutsprechend  von  Qi(e70)  mid  Q^fJ^)  aus  ein  Paar  von  Wertcomplexen 
Qi(J\  Q$(J).  Dann  ist  es  aber  die  Bedeutung  dieser  Wertcomplexe, 
dass  wir  in  llmcn  gerade  cln  Ziceiyyaar  der  beideu  analytisclicn  Fundlonen 
Qi(e7"),  ^(J}  erlangeu,  wcnn  wir  sie  von  QL(JQ)  und  Sa(J"0)  aus  ^tntcr 
Zuynindeleg'iiny  der  durcU  Fig.  4  aityeseiyten  ZerscJme Idling  anatytiscJi 
fortseteen.  Dieses  zu  zeigen  war  der  Zvvek  des  gegenwartigen  Para- 
grapnen. 

§  7.     Ansatz  fiir  die  Umgebung  eines  singularen  Punktes*). 

Die  beiden  durcli  die  vorangelienden  Uberlegungen  siclier  begrun- 
deten  Zweige  Q^(J)9  Q»(J)  nennen  wir  liiuibrt  Ausgaugszweige  und 
wollen  jetzt  nacliselien.,  in  welcber  Weise  sicli  dieselben  fortsetzen^ 
wenn  wir  J  Unaglinge  urn  die  singularen  Punkte  ausfiihren  lassen. 
Mbge  einer  clerselben  «7"0  sein  tind  mogen  Q1  («/);  Q$  (J)  nack  einmaligera 
positiven  Qnigang  um  J"0  in  Q^J),  Q/  (J)  sich  £ortsetzen;  so  haben 
wir  jedenfalls  die  Darstellungen: 

(1)  Q/— aQ,  +j8Qa,       Q/  =  7Si  +  *S2a, 

weil  namlich  Q,',  Qa'  als  Integrale  der  Differentialgleichxing  (5)  §  3 
init  Hilfe  constanter  Coefficienten  a,  ft,  y,  S  in  der  Form  (1)  durcli 
das  Fimdamentalsystem  Q1?  Q2  darstellbar  sind.  Es  liandelt  sicli  daruni 
zu  entsclieiden,  wio  fiir  die  ernzelnen  singulliren  Punkte  J"==0?  1,  oo 
diese  Coefficienten  a,  ($,  y,  S  ausfallon. 

Zu  clem  Ende  stellen  wir  folgejide  Oberlegung  an,  welche  eine 
Darstellung   der   Ausgangszweige   fur    die  Umgebung   des    singularen 
Punktes  J^  anbalint.    Wir  suchen  uus  durch  geeignete  Ooiistanten  a?  6 
ein  solches  Integral  der  Differentialgleichung 
Q  =«  aQA  +  &Q2 

*)  Man  vgl.  Artikel  3  der  in  §  4  gcnannton  Faclis'acheu  Arbeit. 
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zu  construieren*),  das  nach  Unigeliung  von  J0  in  sich  selbst  multipli- 
ciert  niit  einer  Constanten  x  iibergeht: 

(2)  Q'=ttQ. 

Daunt  diese   Gleicliung  stattfindet;    milsseii  zufolge  (1)   a  und  & 
Wurzelu  der  Gleichungeu: 

ace  -^-  by  —  xa , 

sein,  und  demgeniass  ist  x  an  die  Bediugung  geknupft: 

(3)  a~~K'         ^         =K*-(a  +  «jc  +  f«ij  —  /5y)  =  0. 


Legen  wir  statt  Qi9  Q2  ein  anderes  Fundameiitalsystem  zu  Grunde; 
so  gelangen  wir  doch  von  ilim  aus  zu  der  namlicheu  Gleicliung  fur  x, 
wie  die  Darstellung  der  Ausgangszweige  in  cliesem  neucn  Fundamental- 
system  leicht  bestiitigt.  Gleicliung  ($)  erscLeint  deniuacli  unabhangig 
vom  gewalilten  Fun dainentalsy stem  dem  singuHiren  Punkto  J"0  zu- 
geordnet. 

Es  ist  eine  wiclitige  Fallunterscheidung,  wenn  wir  soudern,  ob 
Gleichung  (3)  zusaninienfallende  oder  versehiedene  Wurzehi  hat.  Wir 
verfolgen  zuvorderst  nur  den  letzteren  Fall,  nenuen  die  beidcu  Wurzeln 
»1?  KZ  und  definieren  zwei  neue  Zahlcn  At  und  /fca  durch 

(4)  «A  =  c9*'^*,         «3  =  ^^**. 

Diese  beiden  Grossen  7^,  1^  sind  alsdann  zuniiclist  nur  bis  aui'  gauzo 
Zahlen  bestimmt,  iiber  die  wir  sogleicli  zweckmassig  vcrliigeu. 

Nun  entspreche  ^  vermoge  des  zugehorigen  Systems  a,  ?;  daw  par- 
ticulare  Integral  QW,  das  der  Bedingung  (2)  gentigt  Alsdaiui  wocliaolfc 
(J —  J^r^QWfJ)  bei  Unigeliung  von  J"0  seinen  Wert  tiborhuupt  niclit 
mehr,  ist  vielnielir  in  der  Uingebung  von  J"0  eindoutig  und  woniich  iu 
eine  Eeilie  nach  ansteigenden  ganzen  Potenzen  von  (?/ —  «/0)  entwickel- 
bar,  die  wir  ^(J — J"0)  nennen.  Fiir  Q^>  findet  sicli  so  die  Darstellung: 

(5)  Q(D(j)  =  (/_joy-l?p1(er-f70). 

Wird  (J  —  dT0)-*i  •  QW  fur  eT"— tT0  unondlioh  odor  Null,  wo  boginnt 
unsere  Potenzentwicklung  mit  einem  Exponenten  ^0.  Diescii  konneu 
wir  dann  aber  mit  in  7%  hineinnehnien  und  sonacli  durch  tmdgilitige  I^o- 
stimmung  von  7%  erreiehen**),  dass  in  (5)  die  Poteny.entwicklimg  1'fir 
J  s=  J^  endlich  und  von  Null  verschieden  ist. 

*)  Wir  behalten  hier  kurzweg  Q  zur  Bezoiclinung  doe  fraglichou,  TntogralH 

bci,  wodurch  aber  gar  nicht  behauptet  sein  soil,  &  sei  oino  MPoriodo**  clcs  Integrals  -w. 

**)  Dem  Einwurf,  ob  iiichL  violloiclit  dio  wo  bcstimmto  Zribl  /<?A  odor  die  gloioh 
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In   vrjllig   analoger  Weise  rnoge  #2  zuni  parti  cularen  Integral  Q('2) 
fiihren,  fiir  welches  entsprechend  die  Darstellung  gilt: 

W>    =:   (J  -    J^,(J  -   JJ. 

Weil  ^  iiud  x2  versehieden  sind  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskornmt, 
(l\  —  7.'2)  kerne  ganze  Zahl  1st,  so  wird  auch  Q&  nicht  bis  auf  einen 
constanten  Factor  mit  QW  libereinstimmen  konnen,  und  es  bilden  deni- 
nacli  Q.M  und  Q12)  filr  die  TJmgebung  von  J0  ein  Fimdamentalsysfem.  In 
demselben  miissen  ivir  fiir  die  Ausgangsziveige  Darstellungen*)  besiteen: 

Q,  =  a(J-  J-f'^dJ-J,,) 
•         Q2  =  C(J-  J0^^(J-  Jo) 
die  es  nun  zu  pracisieren  gilt. 

§  8.  Vorlaufige  Bestimnmng  der  Zahlen  Jc19  7«*a. 
Man  kann  nun  aus  der  Differentialgleichnng  (5)  §  3  durch  einen 
einfaclien  Kunstgriff  die  Werte  der  Zahlen  A"1?  7t*a  bereclanen.  Gelien 
wir  zunachst  zum  sirgularen  Punkt  J—  0  und  reducieren  die  Coeffi- 
cieiiten  der  Differential  gleicnung  unter  Voraussetzung  sehr  kleiner 
Werte  fiir  J".  Dieselbe  nimmt  dann  die  Gestalt  an: 


_ 

~<U*    "T"    J     dJ 

deren  Integrale  in  grosser  Nahe  von  J"=  0  rait  denen  von  (5)  §  3 
libereinstimmen.  Indem  wir  somit  7c  wieder  zusanimenfassend  fiir  ftx 
und  t2  sclireiben,  versuclieu  wir  (1)  durch  ein  Integral 

Q  =  jr*  H  ---- 

zu  befriedigen.  Es  soil  clabei  Jk  die  niedrigste  in  der  Reihenentwick- 
lung  von  Q.  auftretende  Potenz  von  J  sein?  gegen  welche  bei  sehr 
kleinem  J  die  ubrigen  verschwinden. 

Entwickeln  wir  nuu  die  linke  Seite  von  (1)  nach  steigenden  Potenzen 
von  J,  so  niusste,  wofern  Q  wirklich  Integral  von  (1)  ist;  diese  Potenz- 
entwicklung  identisch  d*  h.  gliedweise  verschwinden.  Insbesondere  wird 
aber  das  Glied  hochster  Ordnung: 


Indem  wir  den  hier  eintretenclen  Coefficienten  rait  Null  identisch  setzen, 
Jcommt  7c2  --  —  ==  0;  und  wir  fmden  also  fiir  Jo  die  'beiden  Werte 


55U  nennende  Zalil  h2  maendlich  werden,  begegnen  wir  in  §  0  u,  f. ,  wo  diese  Zahlen 
auf  directem  Wege  bestimmt  werden. 

*)  Die  MOgliohkeit  solcher  Darstellun^on  in  der  Urngobung  eines  BinguUren 
Punktes  1st  von  Biomann  sogloich  mit  in  die  Definition  soiner  P~Funotion  auf- 
gonommon;  vgl.  Hicmann's  Werke  pag.  63  u.  64. 
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(-)  ''J  =  ~<f>       7t<2  "^  ~  T» 

JL  _-L 

wie  man  denn  sofort  a  J  *  +  i  J     6  als  allgemeinstes  Integral  von  (1) 
erkennt. 

Ftir  J~=  1  bez.  die  ulicliste  Umgebung  dieses  Punktes  kiirzt  man 

(o)  §  3  auf 


die  wir  nun  wiecler  durcn  eia  Integral 

QBB5I(J_  !)<  +  ... 

zu  befriecligen  suclien.  Inclein  wir  die  linke  Seite  dor  gckiirzteii  Dif- 
ferentialgJeichuug  nacli  ansteigenclen  Potenzen  von  (<•/  —  1)  enlwickelu 
und  den  Coefficienten  des  hochsteu  Gliedes  niifcNull  ideutiscli  setzou,  Iblgt 

»(&-!)+  f6--°i 
und  also  Jcommen  als  Werte  von  7t: 
K\  7-    —   S  /-    —    l 

v°;  /li  —  IT?        /4a       .1  ? 

vvelclie  wir  in  der  That  direct  bestlitigen  worden.  Fur  die  beiden  sin- 
gularen  Punkte  J"=  0,  1  werden  wir  dann  also  Darstellungcn  von 
QI;  Q.J  in  der  Form  (6)  §  7  wirklicli  liorstelloii  kojiuon. 

Niclit  so   gestalten  sich  die  Umstiinde  fur  den  dritlen  HinguUlren 
Punkt  J"==cx>.     Kilrzen    wir    aucli    liier    fur    die    nilchwte    Umgebung 
dieses  Punktes;  so  kommt  als  Difterentialgleicliung: 
d*Q         i    <tQ    ,      ^ii2 
'dJ*  +  J    dT  ""     144/JJ  "*  u' 

Versucht  man  jetzt  durcli 

Q  =  JA  ^  ---- 

zu  integrieren,  \vo  nun  Q  nacb.  absteigendon  Polenzon  von  J  gcordnul 
ist,  so  folgt  durch  Nullsetzen  des  CoefHcienten  dew  hochwlon  (HiodoH 
I/  =  0  und  also  libereinstimmeude  Wnraselji  J,  —  /^  =«=  0.  7>/V,'  Uhcr- 
leyungen  des  vorigen  ParayrapUcn  licfern  /nr  J  «=  oo  nnr  CM  Jnlwfral 
und  sind  fiir  dicsen  singnlarcn  l\mkl  souacU  no<;h  nidit  credit  opt  end. 
Ohne  indes  zur  Ausftillung  dieser  Ijiicke  nocli  weiter  auf  di(^  iriicorio 
der  linearen  Difterentialgleicliungen  einzugelien,  wozxi  freili(ili  die  aus- 
gebildete  Theorie  in  der  Litteratur  vorlage*),  wollou  wir  violniohr  nacli 

*)  Es  handelt  sich  um  das  Anftrotcn  von  lutograleu  vou  (5)  §  ,'i  uiitor  loga- 
ritlimischer  Form.  Ntihercs  uieruber  fiudot  man  auesor  in  dor  gonaxmtou  Arboit  vo,u 
JFuehs  und  oiner  weiteren  Uiitersuchnng  dos  gloichon  VorfaHHora  in  Or.  »).  Htl.  68 
p.  364  (1868)  auoh  in  ciner  illteron  Arbeit  Borchardt's  in-Or,  J.  Ikl.  57  p.  HI  (1800), 
man  sche  auch  dio  Arboit  von  Uamburgor  iu  Oi\  J.  Bd.  76  j[>.  1X3  (187«). 
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Erledigung  von  J=Q  und  J=  1  den  dritten  singularen  Punkt  J~=oc 
einer  directen  Betrachtung  unterziehen,  welche  uns  dann  auch  fur 
dessen  Umgebung  Darstellungen  der  Ausgangszweige  kennen  lehrt. 

§  9.    JDurclifiiliriing  der  Untersueliung  fiir  den  singularen  Punkt 

J=Q. 

Urn  jetzt  die  Darstellungen  (6)  §  7  insoweit  zu  regelu,  als  wir 
sie  brauchen,  bringen  wir  ein  besonderes  Dreieck  der  eL}  e2,  e3  in  An- 
wendung,  welches  einen  nahezu  verschwindenden  Wert  von  J~  zur  Folge 
hat.  Wie  in  Kap.  1  verstehen  wir  unter  Q  die  dritte  Einheitswurzel 

2J7t 

e  3     und  setzen 


wobei  d  eine   sehr  kleine  Zahl  sein  soil.     Auf  Gnmd  der  von  Eap.  1 
her  bekannten  Form  ein 


u.  s.  w.  berechneii  wir  fur  die  rationalen  Invarianten 

A     <&  A         I  ^         <C<JJ  A      A  O  f> 

C/v   ==   ^fc  0  If*    ==   *fc   ~T~    O     .  /\    s==5    *3rO  &    " 

T :L  ^3  9*   ^ 


1st  der  absolute  Betrag  von  6"  durch  s  bezeichnet  und 
so  erzielen  wir  den  Fall  I  oder  ein 
der  positiven  Halbebene  (Fig.  4) 

angehoriges  J*?  falls  ~  <  &  <  ~-^- 

gewahlt  wird;  und  miissen  dena- 
entsprechendFig.2  fur  dieLegung 
der  Perioden  heranziehen.  Wir 
wollen  dabei  insbesondere  die 
Grenzwerte  fiir  die  Ausgangs- 
zweige bestiinmen,  indeni  wir  S 
zu  Null  werden  lassen  d.  h.  von 
der  positiven  Halbebene  aus  uns 
dem  PunJcteJ—Q  annahern.  Fig.  2 
geht  fUr  obige  Werte  der  e-,  mit 
S  =  0  in  nebenstehende  Fig.  6 
liber.  Dabei  geht  die  zweite  Periode 
verschiedenen  Betrag  des  Integrals 


Fig. 


in  den  endlichen;  von  Null 
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h 


gj/^—l 

uber,  ausgedelmt  fiber  den  in  der  Figur  fur  o>2  gezeichneten  Periodenweg. 
Bei  der  Form   des   eben   geschriebenen  Integrals   und   der  gegen- 
seitigen  Lage  der  Periodenwege  in  Fig.  6  ist  weiter  sofort  ersichtlich, 
class  die  erste  Periode  co1  das  Product  der  zweiten  mit  0  ist: 

C4ehen  wir  von  bier  aus  zu  den  normierten  Perioden,  so  geschieht  dies; 
indem  wir  die  o>/  mit  dem  genieinsamen  Factor 


v\ 


behaften.     Indeua  man  sornit  unter  5|S2(0)  eine  gewisse  endliclie,  nicht 
verschwindende  Constante  versteht,  ist 


(3)  0,-^    65P2(0),     Q2  =  =7 

Man  sieht,  wie  sich  diese  Formeln  unter  (6)  §  7  subsumieren  und  zu- 
gleich  eine  Bestatigung  fiir  (2)  §  8  ergeben. 

Um  jetzt  auch  den  anderen  Gliedern  in  den  Darstellruigen  ((>)  §  7 

gerecht  zu  werden,  bereclinen  wir  uns  die  Naherungswerte  fiir        '       ^ 

bei  verscliwindendem  J.     Hier  haben  wir  ntlmlich  xuvorderat  aus  den 
oft  genannten  Ansatzen 


dJ 
Andrerseits  ist 


und  infolge  der  naherungsweisen  Darstelluug 


ra._, *v 


fiir  verscbwindendes  d: 


.r---=-^ 

J  yky*  —  4 
_ji_  /" ydy 

=0         4     f  (i/VJ  — "  1^!) 
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Bei  der  Gestalt  dieses  Integrates  und  der  Lage  der  Periodenwege  folgt: 
Es  ist  (--^j,_  eine  endlicke,  nicht  versehwindende  Zahl,  wahrend 
zugleich 


_ 
zutrifft.    tJberdies  wird  -TJ  mit  J"     3  proportional,  so  dass  wir  \  unter 

Bestatigung  yon  (2)  §  8  mit  —  identisch   find  en.     Indeni  wir  endlich 

die  Constante  c  mit  in  die  Potenzentwicklung  ^(J)  hineinnehnien; 
entspringt  als  endgilltige  Darstellung  der  Ausgangssweige  fur  die  Um- 
gebung  des  in  Rede  stehenden  PunJctes  J  —  0: 


Auf  Grund  dieser  Darstellungen  ist  es  nun  leicht,  die  Forrneln  (1) 
§  7  fiir  den  vorliegenden  Fall  explicit  herzustellen;  d.  h.  die  Zweige 
Qx';  Q2'  zu  bestimmen;  zu  denen  man  bei  einmaligem  positiven  Uin- 
gang  urn  J  =  0  von  der  positiven  Halbebene  und  den  Ansgangszweigeii 
aus  gelangt.  Nach  ZurticHegung  dieses  einnialigen  Umgangs  haben 

1_  __  3^ 

namlich  J  6  und  J     c  bez.   die  Factoren  —  ^>2  und  —  9  angenonimen, 
so  dass 


0,'  -  - 

wird.    Der  Vergleich  mit  (5)  ZJe/er^  /^r  die  auf  dem  in  Rede  stehenden 
Wege  erlangten  Zweige  die  Darstellung: 

(6)  JV-Qi  +  S?,,     2.'  --  QI- 

Wir  konnten  nun  eine  ahnliche  Discussion  fiir  den  Fall  anstellen; 
dass  man  sich  dem  Punkte  J—Q  von  der  negativen  Halbebene  des 
lierausgelosien  Blattes  (Fig.  4)  anntihert.  Inzwischen  komnien  wir 
doch  bei  der  Art  der  zu  Grunde  liegenden  Zerschneidung  der  J"-Ebene 
zu  diesem  neuen  Punkte  J  =  0  vorn  eben  discutierten  aus  durch.  ein- 
malige  Uinkreisung  des  Punktes  J"==  1  irn  negativen  Sinne,  Wissen 
wir  also;  wie  sich  Merbei  unsere  Ausgangszweige  aadern  —  und  es 
soil  sogleich  entwickelt  werden  —  so  kftnnten  wir  von  (5)  aus  sofort 
auch  Darstellungen  der  Ausgangszweige  fur  die  Umgebung  des  von 
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cler  negativen  Halbebene  aus  erreicliten  Punktes  J  =  0  hinschreiben. 
Bei  dieser  Sachlage  konnen  wir  die  weitere  Discussion  des  Punktes 
J~=  0  iiberspringen  und  wenden  uns  sofort  uacli  J=  1. 

§  10.     Durchfiilirung  der  Untersneliung  fiir  den  singularen 

Punkt  J"=  1. 

Genau  wie  soeben  J"=  0  werden  wir  jetzt  J"=  1  erledigen  konnen. 
Hier  benutzen  wir  die  Lage  der  Verzweigungspunkte: 


was  fiir  die  rational  en  Invarianten  die  Werte  zur  Folge  hat: 
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(1)  #2  =  4  +  3<?2,    ^3  =  4d;     A  =  64-288d2?     J—  i=^7d2. 

Die  Lage  der  Periodenwege  fiir  verschwindendes  d  ist  durch  Pig.  7 
gegeben. 


Fig.  7. 

Hier  ist  ersiclitlich  ca2  identisch  niit  dem  endliclion;  VOTJ  JSlull  ver- 
schiedenen  Werte  des  integrals 


xiber  den  beziigliclien  Periodenweg  ausgedohut  Dio  Bexiehtnig  der 
beiden  Integrationswege  in  Fig.  7  zu  einander  ist  oino  Holcho7  daws 
der  von  OL  aus  deni  anderen  dnrch  eine  Drehung  <licH«s  lol.xteren  urn 
y  =  0  und  zwar  in  der  Pi'eilriclituiig  der  Pig,  7  uiu  180° 
nur  dass  dann  gerade  nocli  die  Integratiousrielitiuig  die  ent^e 
ist.  Aber  der  einfuchste  Gobrauch  dor  vorliegonclon  If.i<Jiuann\scheu 
Plache  lelirt?  dass  diese  Drehung  auch  dadujrch  crreichfc  wordon  Jcann; 
dass  y  das  Zeichen  wechselt?  ]/v/  deu  Factor  —  i  auuijnini;;  wiihrou<I 
y^a  —  1  unverandert  bleibt.  Es  ist  denigeana«KS 


1  -  a*[/2/  I/r  -  i7 
wo  nun  der  Integrationsweg  wieder  der  von  (2)  int,  HO  dawn  wir  ^ 
erhalten.  Wir  Iiabeu  demnach  auch  fur  die  Grenxworto  dor  nonniorten 
Perioden  die  Beziekung: 

/"QN  /*\  "S\ 

(3)  Q,  —  *Qa. 
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Aber    die    normierten    Perioden    sind    uicht    mehr    endlich,    ver- 

schwinden  vielmehr  mit  d,  indem  sie  mit  |/~  oder  also  mit  (,7 —  1) 

proportional  werden.  Indem  man  demnach  die  nun  eintretenden  Potenz- 
entwicklungen  $P(J" —  1)  von  (6)  §  7  in  zweckmassiger  Weise  mit 
Constanten  behaftet,  fassen  wir  die  geschehenen  Uberlegungen  in  die 
Angabe  der  Naherungswerte  zusammen: 

—  JL 

Auch  die  Fortsetzung  der  tJbeiiegung  geschieht  wie  im  vorigen 
Paragraphen.  Wir  bilden  uns  zugleich  unter  Benutzung  des  An- 
satzes  (6)  §  7  die  Gleichung: 


dJ 
sowie 


dQ£(J—  1)      4        jVT   da.  dd 
dJF  *     27     dd    dJ* 


iCO,. 

Aber  -^~  ist  ftir  d  =  0  eine  endliche;   nicht  verscliwindende  Con- 
stante,  namlich 


d* 


integriert  fiber   den  beziiglichen  Weg.     Denagemass  hat  man  bei  der 
Form  des  hier  zu  Tage  getretenen  Integrals  und  der  Lage  der  Periodenwege 

A*  "A         __ 
~ 


^  JL 
tJberdies    wird  -j-s.  mit  (J  —  1)     2  proportional,    so    dass    sieh  fur  7^ 

o 

unter  voller  Bestiitigung  von  (3)  §  8  der  Wert  -7-  findet.  Aus  (5)  findet 

sieh  fur  die  Coefficienten  a  und  c  die  Beziehung  a  =  —  ic,  und  indem 
wir  clann  c  mit  in  die  Potenzentwicldung  ^(J  —  1)  hineinnehinen, 
kommt  als  Resultat  fur  die  Darslellung  der  Ausgangs$weige  in  der  Urn- 
gebimg  von  J  ***=  1: 

£.  i 

Q   o.  —  tYJ-  l)d  SB^eT—  1)  +  i(7—  I)4  %(J  —  O; 

(6)  V  i 

Kloin-lFricko,  TMoAalfanotioxiozi. 
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Moge  man  jetzt  nach  einmaligem  Umgange  urn  J  =  1  iox  posi- 
tiven  Sinne  zu  den  Zweigen  Q/,  Q/  gelangen,  so  entspringen  deren 

Darstellungen  aus  (6),  indem  man  dortselbst  (J—  I)4  mitdem  Factor  i, 

3_ 

(j-  _  I)4  mit  deni  Factor  —  i  behaftet.     Es  1st  dabei  oline  weiteres 

ersiclatlicli,  dass 

(7)  Q/--Q,,     Q;  =  QL 

wird,  wodurch  fur  J"=  1   dze  explicite  Form   des  Ansatees  (1)  §  7  f/e- 

wonnen  ist.  *  * 

§  11.    Bestimmungen  fiir  die  Umgebung  von  </=  oo  und  zngehorige 

Bereclnrung  von  Qa. 

Die  Grenzwerte  dcr  Ausgangszweige  fiir  J=  oo  wolleu  wlr  spaterer 
Anwendung  wegen  aucli  nuinerisch  vollstiindig  bereclmen.  Einen  An- 
satz  (6J  §  7  konnen  wir  hier  nicht  benutzen;  gleiehwolil  genugt  os; 
mit  Hilfe  einer  gegen  Null  convergierenden  Grosse  ^  die  Punkte  e, 
zweckmassig  so  zu  legen,  class  J  niit  verschwindendem  ^  imondlich 
wird.  Walilt  man  alsdann  die  Periodenwege  nach  Massgabe  von  §  5; 
so  koinmt  man;  ohne  noch  d  weiter  zu  besclirunken,  zu  den  ricbtigcu 
Grenzwerten  von  QL9  Q2-  ^s  emptiehlt  sich  zu  sotKeii: 

<*i  —  —  Y  —  d>     e*  **  3^     C3  ^  "^  ^2  +  *  ' 
woranf  die  rationalen  Invarianten  die  Werte  erlmlten 

=  27  +  4d'M,     f/:i  =  27  —  iad'a,     A  -^1  •  ^  -  (V*'? 


Des  weiteren  gestatten  wir  mis  YOJ)  Fig.  2  insolern  oino 
imwesentliche  Abweichung,  als  wir  die  beiclon  dorfc  von  (\  und  ^  nacli 
^/  =  oo  auslaufenden  Verzweigungsselniitte  in  cinen  ^  uud  cn  vorbinden- 
den  zusammenziehen.  Alsdann  giebt  uns  l^ig.  8  die  La^e  d<u*  J^riodon- 


wege  fiir  unserc  speciellen  e/.  Wollen  wir  aucli  numorisch  gcnauo 
Grenzwerte  fiir  Qt  haben,  so  ist  yor  alien  Dingen  jelxt  dariibor  KU  onir 
scheiden,  welches  Vor/eichen  der  Wurxel  ]/4y8  -•-  (fay  —  (fa  in  oinoni 
I^inkte,  etwa  des  oberen  Blattes,  der  zweiblaUrigeu  y-FliuJie  zutrofl'on 
soil.  Bestiuiinen  wir  in  diesom  Rhine,  daws  J/y/  --  ^  mid  ]/ ?/ —  <^  auf 
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der  reellen  Axe  des  oberen  Blattes  rechts  vou  e»  selbst  reell  und  positiv 
sind,  dass  dagegen  ]A/  —  e%  auf  der  namlichen  Axe  links  von  e%  negativ 
imaginar  1st. 

Indein  wir  noeh  darauf  aufrnerksani  machen.  dass  ftir  S  =  0    —  =  1 

&3 

wird,  und  dass  mithin  fur  verschwindendes  d  Q,  =  cot  zutrifft,  gehen 
wir  sofort  an  die  JBesthnmuiig  des  Grenzwertes  fiir  Q2  oder  coa.  Da 
der  beztigliche  Periodenweg  nirgends  einem  der  Verzweigungspuukte 
e±  oder  eB  unendlich  nahe  komrnt,  so  wird  aueh  ftir  d  =  0  d.  li.  bei 
Coiueidenz  von  eL  und  e%  der  Integralwert  ein  gewisser  endlicber  sein. 
Wir  setzen  sonacb.  in  unser  Integral  einfach  6  —  0  und  erhalten 


wo    nun    der    Figur    entsprechend    zweckmassig    iiber    einen    beliebig 

g 
kleinen    ini    oberen   Blatte    gelegenen  Kreis    uni  y  =  —  ~  iiitegriert 

wird?  und  zwar  im  negativen  Sinne  der  Drebung.    Iiifolge  unserer  Fest- 


setzungen  ist  der  Wert   von  2  ]/$/  —  3  im  Mittelpunkte  dieses  Kreises 
—  3i']/2,  und  sonacb  baben  wir  unter  Benutzung  elenientarer  Regeln: 


1  f*    dy      _    %in 

Zl^yS  /  A~8;"V 

«/     2/  ~r  2 


womit  sugleich  der  Gren&wert  fiir  Qd  gefunden  ist. 

§   12,     Berecbming  des  G-renz^*ertes  von  Qx  fiir  c/=oo. 

Sehr  viel  urnstandlicber  ist  die  Bestinimuug  von  Q±  ,  und  es  konimt 
bierbei  zur  Erleicbterung  der  Recbnung  sebr  wesentlich  darauf  an^  den 
Periodenweg  in  zweckmtissiger  Weise  zu  fixieren,  Als  besonclers  braucb- 
bar  hat  sicb  Fig.  9  erwiesen?  in  welcber  der  Integrations  weg  aus  zwei 


Kreisen  und  zwei  geradlinigen  Stucken  zusammengesetzt  ist.  Das  be- 
kannto  Verhalten  eines  elliptiscben  Integrals  bei  Anniiberung  seiner 
oberen  Grenze  an  einen  der  Verzweigungspunkte  gestattet  dann  sogleich, 
den  Radius  des  Kreises  uni  e2  verscbwinclen  zu  lassen,  so  dass  die 
Integration  liber  die  beiden  geradlinigen  Strecken  bis  hart  an  <%  =  3 
lieran  geleitet  werden  kann. 

Sebr  viel  vorsichtiger  muss  man  bei  es  verfabren,  da  bier  scbliess- 
licb  die  beiden  Verzweigungspunkte  ^  und  <%  coiacidieren  sollen.     Wir 
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haben  demnacn  $  selbst  als  Badius  des  Kreises  urn  eB  gewahlt  und  zer- 
iegen  nun  »t  in  die  Sumrne  von  K  und  L,  wo  JET  das  Integral  fiber 
den  Kreis,  L  aber  dasjenige  uber  die  geradlinige  Strecke  des  oberen 
Blattes  von  &>  +  $  bis  e%  doppelt  genommen  bedeutet: 


.  r—  = 

m        T  / 

/    2  I/  (y  — 

tfr^ 


Zur  Berechnung  von  K  setzen  wir3  was  bei  der  Form  der  kreis- 
forniigen  Integrationsbalm  gestattet  ist,  S^y  -  3  nrit  seinem  voni 
vorigen  Paragraphen  ter  bekaunten  Centralwert  vor  das  Integral- 
zeichen  und  gewinnen  dann  in 


ein  ausftihrbares  Integral.     Unbestimmt  integrierfc  ist 


wo  nun  als  untere  und  obere  Grenze  zwei  liber  oiuander  liegcudo  Punkte 
der  Flache,  namlich  die  bei 


gelegenen^  einzusetzen  sind.     Der  Integrationskreis   umschlioHHt  vi 
der  beiden  Verzweigungspunkte  e1?  e$,  und  da  die  untere  Integration  H- 
grenze  im  unteren  Blatte  gelegen  ist;  so  wird  dortselbst 


nach  unserer  Festsetzung  negativ,  in  der  oberen  Gronxo  aber  ponitiv 
zu  nehnien  sein.    Es  folgt  sonach  bestimmt: 


dy  ,        /2^  +  V4d>a «  <Ja\         ,        /a  +  |/it  \ 

_  .•/        -_r—  ==  log  I  -   -         -«i I  =  l()i?  (  -"'    •'  .  ) 

//          8  \a  \2^N  •—  T/4<^2 ^a/  \"-)        I/S / 

<?.<?  Integrals  K: 
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(i) 

Umstandliclier  ist  die  Auswertung  von 

3 


i  r 

J  y*= 


wo  wir  jetzt  getreu  unserer  obigen  Festsetzung  langs  des  geradlinigen 
Integrations weges  J/3  —  y  positiv    nehnien   miissen.     Die  Substitution 

3 

U  +  v  =  #  fi&rt  L  in  die  neue  Form  uber: 


(*  \  3 
—  J    ini  Integrationsintervall  erhalt,  liegt  in 

der  unteren  Grenze  26.     Es  ist  also  im  ganzen  Intervall 


so  class  der  Klainmerausdruck  unter  dem  letzten  Integralzeichen  in  eine 
i^leichmassig  convergente   Potenzreihe    entwickelt  werden   kann.     Wir 

1.3.5..-  (a**  —  i)          _     .. 
- 


worauf  Z/  die  Gestalt  zeigt: 
r         • 


Verstehen  wir  weiter  untcr  An  das  Integral 

o 


so  eutspringt  durcli  Integration  der  einzelnen  Glieder  unserer  Reihe: 


wo  nun  zunachst  die  Grossen  An  zu  berechnen  sindf 
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Erstlicli  ist  in  dieser  Hinsicht 


^=—-1-=    log  Hi-— 


Sodann  findet  man  durch  partielle  Integration: 

-  l 


n 

und  also,  wenn  2d  und  —  als  Grenzen  eingesetzt  werden: 


Mit  Hilfe  dieser  Recursionsforniel  driicken  wir  An+i  durck  die  A  mil 
niederen  Indices  aus.  Man  libersieht  indes  leicht,  class  die  linke  Soito 
der  letzten  Gleichung  den  Term  liochster  Orclmmg  fur  An.\.\  abgiebt, 
da  die  folgenden  Glieder  Aa,  An—i  u.  s.  w.  nur  noch  kleincre  J>otcii!xeii 

von  -j-  bringen  und  selbst  AL  nur  mit  log  d  in  liccknung  koiiimt.  Filr 
sehr  kleine  $  konnen  wir  sonacli  schreiben 


Durch  Substitution  der  gefundenen  Werto  A   in  (2)  kouiuit: 


wo  jetzt  noch  der  Wert  der  unendlichen  Reihc  zu  bcHliuimeu  kt    l«t 
ein  ecLter  Bruch,  so  hat  man 


woraus  durch  Division  mit  %  und  Integration 
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<X) 

1  1 


bezielaungsweise 

CC 

Const.  —  '2  log  (l  -f  yi^x)  =  2~^' 


hervorgeht.     Durch    den   Specialwert  a?  =  0  bestimmt  man  die   Inte- 
grationsconstante  zu  2  log  2,  so  class 

ec 

2  log  2-2  log(l  +  yi=Z) 

wird.    Setzt  man  jetzt  x  =  —  ,  so  ergiebt  sich  als  Wert  der  im  letzten 
Ausclruck  von  L  entlialtenen  Reihe: 

4  log  2  -  2  log  (2 


Setzeu  wir  das  in  L  ein  und  ersetzen  nun  endlich  noch  -^  durch 
seinen  Wert  ~g-,  so  torn  nit  durch  Addition  von  -BT  und  L  als  der  gesuclite 
Grenzivert  der  Pcriode  coi  le#.  des  Ausgangsziveiges  Q±  fur  J  =  oo: 

(3)  CD!  -  Qx  =^  (log  17^8  +  log  J). 


§  13.     Brledigung  des  singnlaren  Punktes  ^==00.     Historische 

Bemerkungen. 

Als  Naherungswerte  fiir  die  Ausgangszweige  haben  wir  jetzt  bei 
J  =  oo  die  folgenden  erhalten  : 

0,  -  1^(3  log  12  +  log  JO,     0,-^. 

Q.J  ist  hiernacli  in  der  LJmgebung  von  J"=  cx>  cindeutiy,  wahreml  Qx 
nach  einmaliger  Unikreisung  von  J=  oo  im  positiven  Sinne  iiber- 
gelit  iu: 

Q/  =  L     (»  l«,g  12  +  log  J  -  2i 


Damib  ist  auch  filr  die   UmJcreiszmg   von  J=  oo  der  Ansats  (1)  §  7 
explieite  gewonnen,  indem 

a)  Q/-QI  +  Q,,  «;==«, 

«6?W.     Andrerseits  konnen  wir  jetzt  diese  Formeln  benutzen,   um  auf 
Grand  der  achon  erkannten  analytischen   Abliangigkeit  der  Perioden 
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von  J  Potenzentwicklungeu  f(ir  die  Ausgaugszweige,  in  der  Uingebung 
von  t7=  oo  giiltig,  anzugeben: 

a.  - !  %•"•*.&)  H-^  ••«'*•  (7)  • 

(2)  _ 

*V*M   (i\ 

QJ  — —  My;* 

Die  Entwicklmigen  5|J,  schreiten  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von 
~  fort,  wahrend  zugleich  $&(()")  —  Spa(0)  =  1  wird. 

A  lie  in  den  Darstellungen  der  Ausgangszweige  aufgetretenen 
Potenzentwicklungen  driicken  sich,  wie  wir  hier  historisch  anfiihren, 
in  einfachster  Weise  durcli  hypergeornetrische  Reiben*)  aus  niit 
alleiniger  Ausnahme  der  soebeu  in  Formel  (2)  sich  einstellendeii  Ent- 

wicklung  y$!  (->-),    die   nicht    durcli  die    hypergeonietrisehe,   vieliuehr 

durcli  eine  niit  ilir  verwandte;  aus  ilir  durcli  Grenziibergang  ent- 
atehende  Eeihe  darzustellen  ist**).  Betrachtet  man  die  Periodeu  als 
Functionen  von  A  oder  7t'2,  was  ini  Anschluss  an  die  von  Legendre 
bereits  fur  diesen  Fall  berechnete  Differentialgleicbung  in  alien  silteren 
Arbeiten  geschielit*^*),  so  sincl  die  sich  einstellenden  Potensscntwick- 
lungen  ini  allgenieinen  auch  durch  hypergoometrische  Keilien  darstell- 
bar.  Indessen  tritt  danii  fur  alle  singuliiren  Punkto  der  Ebene  A  in  den 
Darstellungen  der  Perioclen  der  compliciertere  Charakler  ein;  den  wir  bier 
fiir  J=oo  durch  Auftreten  eines  logariihniiacheii  Gliodoa  erhielien. 

Zum  Grebrauch  dieser  alteren  Darytellungeu  dor  Periodeu  inusste 
bei  einem  in  allgenieiner  Form  vorgegebenen  Integi-til  orator  dufciuag 
imnier  vorab  der  Ausdruck  vicrten  Grades  unter  (lessen  Quadrat- 
wurzelzeichen  in  seine  Linearfactoren  zerlogt  werdon,  uni  lulnilicli  die 
unabhangige  Variabele  A2  der  genanntou  Darsttsllungeu  r/u  gcwiiino.ii. 
Deni  gegeniiber  darf  es  als  ein  Vorzug  tier  uoucroa  Darstollungou  aii- 
gesehen  werden;  dass  wir  deren  uiial)hangige  Vuriabole  aus  den  Ooci'ii- 
cienten  jenes  biquadratischen  Ausdrucks  durch  rationale.  Ilechuungen 
herstellen. 


t{:)  Man  sehe  darultper  die  schon  in  §  2  genannten  Arbeiton,  naiuoiiilich  die 
Dissertation  von  Nimsch,  weil  niimlich  dort  die  BoKuxokniuigHWOiHO  iwit  dor  hior 
gebrauchten  in  tJbereinytimniung  ist. 

**)  Dieselbe    iat   von  Borckardt  in   dor   untor  §  8  gouamitou   Ar'boit   oin- 
gefuhrt. 

***)  In  dieser  ffciclitung  Hcgt  z.  B.  eino  Untoi'suchiing  von  FucIiH  in  CrolIo'M 
Journ.  Bd.  71,  p.  121  (1870)  vor,  wo  ini  woaentlichon  diojunigo  Normalforin  fiir  das 
olliptische  Integral  crater  Gattung  YA\  Grimdo  golcgt  i«t,  die  wir  inu  vorigoa 
Kapitel  als  die  liiemann'scko  bezoickneten. 
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§  14.     Verzweigung  der  Perioden  &19  o2  iiTber  der  J^Ebene. 

Wenn  wir  die  Gesamtheit  der  analytischen  Fortsetzungen  unserer 
Ausgangszweige  Q1?  Q2  bilden,  so  entspricbt  dem,  dass  wir  iiber  der 
J-Ebene  eine  Riemann'sehe  Flache  construiert  denkeu,  in  welcher  die 
beiden  analytischen  Functionen  Q^J"),  Q%(tT)  eindeutige  Functionen  des 
Ortes  sind.  Aus  dieser  Flache,  die  nur  bei  «7=0;  1,  oc  verzweigt 
war,  haben  wir  in  §  6  ein  Blatt  herausgelost  und  Q19  Q2  in  ihrem 
Verlauf  auf  diesem  Blatte  untersucht.  Wir  wollen  jetzt  nachsehen, 
in  was  fur  Verzweigungspunkten  dieses  eine  Blatt  mit  den  iibrigen 
zusarnmenhaDgt.  Dabei  lassen  wir  sofort  an  Stelle  der  normierten, 
Perioden  wieder  die  ursprtinglicben  treten,  wo  man  denn  der  Vor- 
stellnng  Eaum  geben  niuss,  dass  bei  Veranderung  des  J  der  Quotient 

X  =  ~   constant  erlialten  wird. 

^3 

Nach  einmaliger  Umkreisung  von  c7=  oo  ini  positiven  Sinne  ge- 
langen  wir  nacli  (1)  §  13  von  den  Ausgangszweigen  zu 

(1)  o»/  —  o>i  +  o>2 ,     o2'  =  w2 
und  also  nach  n-maligem  Umgange  zu  den  Zweigeu: 

co/  =  ol  +  nco2;     c?/  =  cc>2 . 

Zum  ersten  Zweigpaar  komnien  wir  somit  nicht  zuriick,  so  dass  unsere 
FlacJie  imendlicli  vielblattrig  1st,  in  Jem  bereits  in  dcm  einen  bei  J"=^oo 
aufgefundenen  Ver^veigungspiinlde  imendlich  viele  Blatter  cydiscli  $u~ 
sammenJiangen.  Positive  Umkreisung  von  J  =  1  fuhrt  nach  (7)  §  10 
von  den  Ausgangszweigen  zu 

(2)  co/  —  —  c?2 ,     c?/  —  Wi , 

so  dass  zwei-,  drei-;  viermalige  Umkreisung  der  Reihe  nach  zu  den 
Zweigpaaren  ( —  &if  —  co2);  (co2?  —  &}),  (co1?  co2)  fiihrt.  Viermalige  Urn*- 
Jcreisung  von  J  =  1  fiihrt  sonach  #u  dem  AusgangsblaU  #urucfa  Endlich 
kommen  wir  bei  positivem  Unigang  von  J*=Q,  wofern  wir  in  der 
positiven  Halbebene  des  ersten  Blattes  beginnen,  nach  (6)  §  9  zu 

(3)  o>/  <=  o?!  +  <*>a  ?     a/  —  —  cot 

und  werden  nun  durch  wiederholte  Ausfiihrung  dieses  Uniganges  zu 
den  weiteren  Zweigpaaren  (co2,  — £»t  —  co2),  ( — coi9  — c?2)>  (—  cox 
—  o2?  coj),  (—  co2?  cot  +  co2),  (eo1?  co2)  gefuhrt.  Sechsmalige  UmJcreisung 
von  J  =  0  vom  ersten  positwen  HalbHatt  QMS  fuhrt  in  dieses  &wruck. 
Hier  ist  nun  auch  der  Ort,  wo  wir  den  Punkt  J"  =  0  des  negativen 
ersten  Halbblattes  berucksichtigen.  Bei  der  jetzt  bekaiiuten  Art,  wie 
sich  die  Ausgangszweige  Q$  beim  negativen  Unigang  von  «7=  1  andern, 
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folgt  aus  (5)  §  9  als  Darstellung  dieser  Zweige  in  der  Umgebung  des 
genannten  Punktes: 


Q3  _  -  p*  J  «  sjj,  (J)  -  ?  J     r>  ^(eT), 

wo  die  Potenzentwicklungen  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  in  (5)  §  9. 
Die  Umkreisung,  von  J  =  0  vom  ersten  negativen  Halbblatt  aus  fiihrfc 
also,  wie  leicht  berechnet,  zu 

(5)  ID/  =  <D8,       O/  =  —  C?!  +  £32J 

so  class  dort  gerade  wie  im  positiven  HaWblatt  sechsfache  Umlzreisung 
wn  J  —  0  in  das  erste  Blati  guriicltfiflirt. 

Ffir  erne  Bestatigung  unserer  Eeclinung  ftibre  man  von  einem 
Punkte  des  positiven  ersten  Halbblattes  einen  geschlossenen  Weg  aus, 
der  nacL  einander  im  positiven  Sinne  J  =  0,  J  =  1  und  J*  =  oo  um- 
kreist  und  der  also,  da  an  ancleren  Stellen  Verzweigungspunkte  nicht 
vorkommen,  in  der  That  wieder  im  ersten  Halbblatte  endigt.  Aber 
zufolge  (1);  (2),  (3)  konimen  wir  bei  diesen  drei  Urngangen  von  den 
Ansgangszweigen  (a)1?  »2)  der  Eeihe  nacn  zu  den  Zweigen  (cox  +  ^a? 
—  c?1)?  (co±  —  c?2,  o2);  (cOi,  (D2)  und  gelangen  soniit  in  der  Tbat  am 
Schlusse  des  Weges  zum  Ausgangszweigpaar  (o?1;  c?2)  zuriick.  Geht 
man  bei  dieser  Operation  vom  negativen  Halbblatte  aus;  so  hat  man 
die  Verzweigungspunkte  in  der  Reihenfolge  0,  oc;  1  zu  unikreisen  und 
fiudet  dann  wiederuna  eine  Bestatigung  fur  Formeln  (1)  bis  (5). 

Wie  man  sielit,  stellen  die  Formeln  (1),  (2),  (3),  (5)  Specialfalle 
linearer  SulstiMionen  d&r  Determinate  1  dar: 


Da  diese  vier  besondern  Substitutionen  (1);  (2),  (3),  (5)  in  der  Folge 
aehr  kaufig  auftreten;  so  ftihren  wir  fiir  sie  besondere  abkiirzende  Be- 
zeiclinungen  ein,  indem  wir  sie  der  Reihe  nach  als  Substitutionen  S, 
T,  Uf  U'  benennen.  Eine  allgemeine  Substitution  (6)  lieisst  dena  gegen- 
tiber  zumeist  V,  wobei  verschiedene  solche  Substitutionen  durch  obere 
oder  untere  Indices  unterschieden  werden  sollen. 

Wenn  man  auf  co/,  o/  in  Forrnel  (6)  aufs  neue  eine  Substitution 
V  ausiibt,  so  gelangt  man  zu  »/',  o/',  welche  aber,  wie  man  leicht 
ausrechn«t,  an  o^,  <D2  direct  auch  wieder  nur  durch  eine  Substitution 
der  Art  (6)  gekettet  sind.  Wir  sprechen  diese  sehr  folgenreiche  Eigen- 
schaft  der  Operationen  (6)  dahin  aus;  doss  #wei  unter  ihnen  nach  einander 
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angeicandt  eine  dritte  liefern,  oder  dass  sle  in  Hirer  Gesamtheit  eine 
Gruppe  bilden**j.  Dabei  ist  es  dann  noch  selir  wiehtig,  dass  durcli 
Wiederlwlung  und  Combination  der  Operationen  S  tmd  T  jede  Siib- 
stitidion  V  liergestellt  werden  Jcann,  ein  Satz;  der  erst  im  zweiten  Kapitel 
des  folgenden  Absehnittes  zur  Ableitung  gelangt. 

Kehren  wir  nun  ztir  Frage  nach  der  Abhangigkeit  der  Perioden 
von  J  zuruek,  so  sind  die  Substitution  en  (1),  (2),  (3),  (5)  olme  Aus- 
nahnie  solche  vom  Charakter  der  V  und  andrerseits  finden  sich  unter 
jenen  vieren  gerade  die  Substitutionen  S  und  T.  Es  folgt  also,  sofern 
wir  uns  bereits  auf  den  gerade  genannten  Satz  stutzen  wollen:  ATle 
Ziveige  o^  o2'?  in  zvelche  ivir  das  Ausgangsgaar  durcli  Wege  auf  der 
IliemanriscJien  Flaclie  fortsetzen  Iconnen,  ersclieinen  in  der  Form  (6)  tind 
sugleicli  Jconnen  wir  jedes  solclies  Paar  (6)  durcli  einen  geeigneten  Weg 
erhalten. 

Nun  sind  aber  die  Pormeln  (3),  (4)  des  §  1  von  den  hier  be- 
trachteten  Pormeln  (6)  dadurch  verschieden  ,  dass  bei  ihnen 


gesetzt  ist;  wahrend  (nd  —  fiy)  jetzt  durchaus  =  +  1  genomnien 
werden  muss.  Die  Gesamtheit  der  primitiven  Periodenpaare  des  §  1  teilcn 
sicli  sonacli  in  zivei  Classen,  je  naclidem  in  GReicIwng  (4)  §  1  das 
ulere  oder  untere  Zeiclien  gilt.  Die  Gesamtheit  der  Paare  einer  emaelnm 
Glasse  ersclieinen  als  die  gusammenstehenden  Zvveiye  eines  Paares  neften 
einander  yestellter  analyiisclier  Functional  von  J.  Aber  es  ist  niclit  mog- 
licli,  das  eine  Paar  analytiselier  Functionen  dwell  anatytische  Fortsetsuny 
in  das  andere  Paar  uberzufillvren. 

Mit  diesen  Satzen  tiberblicken  wir  den  wesentlichen  Charakter  der 
zwischen  a>l7  C32  und  J  bestehenden  analytischen  Abhangigkeit. 

§  15.     Der  Periodenqnotient  o  als  Function  von  J. 

Die  Schlusssatze  des  letzten  Paragraphen  konnten  offenbar  nur 
dadurch  erhalten  werden?  dass  wir  jene  beiden  Grossen  coi?  o2  unver- 
bruchlich  neben  einander  stehend  betrachteten.  Die  Sachlage  wircl 
nun  bedeutend  durchsichtiger,  wenn  wir  diesen  Umstand  dadurch  direct 
zum  Ausdruck  bringen,  dass  wir  von  den  einzelnen  o1;  o2  zur  Be- 
trachtung  ihres  Quotienten 

a)  *  =  £ 


*)  7,Ikos.<c  p.  5  u.  f. 
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fortschreiten.  Dieser  ,9Perioclen<ii<otient"  G>  1st  dls  absolute  Imariante 
nur  nodi  Function  von  J  allein.  Die  Eigenart  dieser  Function  von  J 
entspringt  dabei  sofort  aus  den  soeben  gewonnenen  Satzen.  Wir  haben 
es  mit  elner  miendlicli  vieldeutiyen  analytisclten  Function  von  J  zu  thun? 
samtliche  Zweige 


bind,  ivo  a,  /J,  y,  S  alle  muglidien  Zaldgiiadnipel  der  Determinante  1 

K$  —  fty  =  1 

durcldttiifen.    Die  Verzweigungspunkte  sincl  bei  J=0;  1,  oo  gelegen, 
und  2war  setzt  sich  bei  Umgang  um  dieselben  der  ,}Ausgangs8iveig"  o>, 
der  den  o1;  €»2  des  vorigen  Paragraphen  entspreclien  SQ!!,  in  folgender 
Weise  fort: 
J"«=oo:  a/  —  o>  +  1  , 

J-l:  «'--, 


Wir  nennen  diese  Substitutionen  auch  in  vorliegender  nichthomogener 
Gestalt  5,  jT,  Z7und  J7'.  Fiir  den  Ausgangszweig  <o  ist  dabei  immer 
an  der  Zerschneidung  Fig.  4  der  J"-Ebene  festgebalten,  so  dass  wir  fiir 
J  =  0  die  zweifache  Moglichkeit  U  und  U'  haben. 

Der  Ubergang  von  a)1?  o>2  zur  absoluten  Invariante  co  entspricht 
genau  dem  Ubergange  von  A,  jB  zum  A,  wie  aueh  von  ^,  fa  zu  /^, 
wie  solehes  itn  vorigen  Eapitel  geschah.  Dabei  ist  denn  atich  die 
Analogie  zwischen  den  drei  Grossen  A_,  p,  co  eine  sehr  weit  reicliende. 
Freilicli  ist  ^(«T)  secliswertig,  f*(J)  24-wertig  imd  im  Gegensatze  a(J) 
unendlicla  viehvertig.  Aber  in  Ansehung  der  Beziehung,  die  zwisclien 
den  versehiedeuen  Werten  von  co  bestelit,  reiht  sich.  diese  Function 
dem  A,  wie  ^  vollig  an.  Die  sects  -Werte  K  waren  lineare  Functionen 
von  einem  unter  ihnen,  das  Gleiche  gait  auch  von  den  24  Werten 
ft(J).  So  ist  nun  aueh,  jet#t  jeder  folgende  Zweig  &  von  ca(t7")  eine 
lineare  Function  (2)  vom  Ausgangsgweige  und  also  auch  von  irgcnd  einem 
Zweige.  Der  Diedergruppe  der  K-  Substitutionen,  der  Oktaedergruppe  der 
^-Substitutionen  entspricht  dabei  die  Grupye  der  gan^afiligen  co-Sid>- 
stitutionen  der  Determmante  1. 

Den  tiefer  liegenden  Grund  der  Zusammengehorigkeit  dieser 
Functionen  /L,  p,  &  von  J  werden  wir  erst  im  folgenden  Kapitel  durcli 
Heranziehung  neuer  Hilfsmittel  Hberblicken.  Merken  wir  uns  noch  an? 
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um  die  kiinftigen  Entwieklungen  zu  erleichtern,  welches  die  Werte 
sind,  die  der  Ausgangszweig  co  in  den  Verzweigungspunkten  annimrnt. 
Wir  entnehmen  dieselben  ohne  Miihe  aus  den  Darstellungen  der  Perioden 
fur  die  Unigebung  der  singularen  Stelle  0?  1,  oo.  Die  Verwertung  der 
Formeln  (5)  §  9,  (6)  §  10,  (2)  §  13  mid  (4)  §  14  ergiebt  als  Dar- 
stellung  des  Ausgangszweiges  o  in  den  Bereichen  der  Verzweigungs- 
punkte 

,   .     5/"«i(o>  ,j. 

— ,     (posit.  Halbeb.) 


J  =  0: 

^$(0)( 


o  —      ,-  i-yj--iyV-i) 

6)   =  I   •  -  ^j^;  -  TTT  - 


(3) 


[  J  =  oo :        2nia>  —  —  log  J —  3  log  12  •  $($<' 

Dabei  sind  jedesmal  die  Quotienten  der  beziiglichen  fruheren  Entwick- 
lungen,  also  ^  :  5|52,  in  Reihen  nach  ganzen  positiven  Potenzen  der 
beigesetzteii  Arguments  entwickelt  gedacht,  so  dass  $P(0)(0)  und  5(5^(0) 
endlich  mid  von  Null  verschieden?  5p^°°^(0)  sogar  der  Einheit  gleich  ist. 
Aus  den  angesclirielenen  Entwieklungen  entnimmt  man,  dass 

(4)  ca(0)  =  $  bez.  —  —  p2,     co(l)  =  i 
ist,  wahrend  03(00)  logaritJwnisch  unendlich  wird  wie 

(5)  -A- log  (1728- J). 


Sollen  wir  die  zu  oa(J~)  gehorende  Eiemann'sche  Flache  iiber  der 
J-Ebene  construieren,  so  wird  die  Art;  wie  das  Ausgangsblatt  mit 
den  tibrigen  zusainmenhangt;  ohne  weiteres  aus  den  Darstellungen  (3) 
abgelesen.  Im  Punkte  J  =  0  finden  wir  das  erste  Blatt  als  eines 
unter  drei  cycliscn  verbundenen,  bei  J—  1  in  entsprechender  Weise 
als  eines  unter  zweien.  Scnliesslich  hangen  bei  J  =  oo  mit  dem  ersten 
Blatte  noch  unendlich  viele  andere  im  Cydus  #u$ammen.  Da  jeder 
Zweig  von  o  eine  lineare  Function  des  CD  ist,  so  schliessen  wir  sofort 
weiter,  dass  jedes  folgende  Blatt  genau  so  an  die  ubrigen  gekettet  ist, 
wie  das  eben  gemeinte  Ausgangsblatt, 

Wir  haben  diese  letzten  Satze  hier  nur  menr  beilaufig  entwickelt. 
Ein  klares  Bild  tiber  die  Abfolge  der  Blatter  der  in  Bede  stehenden 
Kiemann?sclien  Flache  gewixuxt  mau.  auf  dieseni  Wege  doch  nicht.  Zu 
diesem  Ende  werden  vielniehr  ini  folgeuden  Kapitel  neue  Hilfsmittel 
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verwertet  werden.  Torab  haben  wir  noch  eine  Erganzung  des  gegen- 
wiirtigen  KapiteL*  zu  geben,  die  dann  zugleich  in  sehr  wichtiger  Weise 
das  folgende  vorbereitet. 

§  1(3.     Differentialgleielrung  dritter  Ordnung  fur  «(«/). 
Die  ^-Funetionen. 

Die  Function  G?I  J}  gentigt  einer  sehr  bemerkenswerten  Differential- 
gieichung  dritter  Ordnuug,  welche  Tvir  hier  von  der  Differentialgleicliung 
zweiter  Ordnnng  (5)  des  §  3  ableiteu  wollen.  Zwei  ein  Fundamental- 
system  bildende  particulare  Integrale  dieser  letzteren  Differential- 
gleichung  waren  unsere  beiden  bestimmt  gewahlten  Perioden  Q1?  Q2. 
Wir  werden  soniit  aufsehreiben  konnen: 

Ql 

Q.P,  y2  =  , 
wenn  wir  unter  Q/  und  Qt"  erste  und  zweite  Ableitung  von  Q,  nach  J 
verstehen  und  unter  den  Abkurzungen  p  und  q  die  rationalen  Aus- 
drticke  meinen: 

i?  j-JL 

JL^  144 36 

P  —  -j>    cl~  7*(f—£f- 

Zur   Berechnung   der  Differentialgleichung   fttr  &   eliniiniereB  wir 
zunachst  q  aus  den  beiden  Gleiehungen  (1)  und  erhalten: 
(2)  (W  -  Qx  Q/')  +  f  (Q,  Q/  -  Q,  Q2')  =  0. 

Indeni  wir  andrerseits  unter  co',  Co''  etc.  die  Ableitungen  von  o>  nach  J 
verstehen,  kommt  aus 


durch  logarithmische  Differentiation 


welche  Gleichung  mit  Benutzung  von  (2)  in  die  folgende  ubergeht: 

(3)  _^;.p  +  2^. 

Fornael  (3)  wollen  wir  nun  einerseits  differentiieren  und  andrer- 
seits quadrieren  und  durch  —  2  dividieren.  So  komraen  die  beiden 
neuen  Gleiehungen: 

£-(*)•--*•-»¥+*($)'• 

-i&r— ^'-^f-2( 

deren  Addition  unter  Berucksichtigung  von  (1)  auf: 
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fuhrt.  Setzeu  wir  nun  fiir  p  und  #  wieder  ihre  Werte  ein  und  be- 
rechuen  auch  p',  so  Jtomwt  dls  Gestalt  cler  in  Aussiclit  genommenen 
Differentialgleicli  ung  : 


"'".        3    (*"}*—      4 
co'          2   \»'/    —  9c7"J 


- 
8(1  —  J)3         72V(1—  J) 


Gemass  ??Ikos."  p.  74  hat  der  links  stehende  Differentialausdruek, 
den  wir  wie  dort  durcL  [o]j  bezeichneii,  die  Eigeiiscliaft  uuverandert 
sich  zu  reproduciereii,  wenn  wir  &  durch  eine  beliebige  lineare  Function 

aco  j~  ersetzeu.  Infolge  der  Willkurliclikeit  der  Constanten  a,  &;  c,  dt 
die  nattirlicla  nur  in  ihren  Qnotienten  zur  Wirkung  kommen.,  haben  wir 
in  am  ^T  das  allgemeine  Integral  der  Differentidlgleichung  (4)  vor  uns.  In 

dieser  Form  sind  denn  auch  notweiidigerweise  alle  Zweige  entlialten, 
zu  welchen  wir  voii  (o(J)  aus  durch  aoalytische  Fortsetzimg  gelangen 
konnen. 

Mit  (4)  haben  wir  Anschluss  gewonnen  an  diejenige  Differential- 
gleichung  dritter  Ordnung,  welche  in  ,,Ikos."  p.  78  Forniel  (34)  auf- 
gestellt  ist  und  die  wir  hier  in  cler  Form  reproducieren: 


__,_  ___  __  i 

(5)  Fc1    __  ^2  -±       ,    V  -J    ,    ^J   ^2  __    ^ 

IS]J  ~  2^a  (J  —  1)»  "*"    2  y~22  Ja  "*"  "  2  J(J  -•"  i)  "        ""  ' 

Es  ist  dies  diejenige  Differeiitialgleicliung,  welclie  in  Hrn.  Schwarz7 
Arbeit*)  ;,Zur  Theorie  der  hypergeometrischen  Reihen"  eine  funda- 
mentale  Stellung  einniramt.  lutegrale  derselben  bezeichnen  wir  des- 
halb  anch  als  Schwarz'sche  s-Funetionen  und  werden  denselben  iin 
folgenden  Kapitel  eine  sehr  ausgiebige  Untersuehung  widmen.  Schon 
hier  aber  konnen  wir  darauf  hindeuteii,  worin  die  Wesenseinheit 
cler  drei  Functionen  >l(«/)?  p(J},  &(/)  bestehen  wird:  Sie  sind  alle 
drei  Specialfdlle  von  s-Functionen,  die  ersten  leiden  laut  Kapitel  3  der 
Vorlesungen  uber  das  IJ&osaeder,  die  dritte,  ^oeil  thatsachlicli  GleicJmng  (5) 
durch  Siibstitution  der  besonderen  Werte  vl==2)  v%  —  3,  vs  =====  oo  in  (4) 
ubergeht. 

Fassen  wir  noch  tabellariscli  zusainmen,  welche  besonderen  Werte 
der  v4  ftir  unsere  drei  speciellen  s-  Functionen,  in  Kraft  treten: 


*)  Ausf iihrlich :  ITb&r  diejenigen  JTalley  in  welctien  die  Gaussische  Jiypergeo- 
metrische  JKeihe  eine  algebraische  Function  Hires  vierten  Argumentes  darstellt.  Crelle's 
Journ.  Bd.  75  (1872). 
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2     3 


2      3      4 

G3    |     2         3       00 

Fur  weitere  sicli  Her  anschliessende  Gesichtspunkte,  sowie  nament- 
lich  betreffs  der  Beziehung  der  s-Functionen  tiberhaupt  zu  den  Rie- 
maim'selien.  P-Funetionen  yerweisen  wir  auf  ;,Ikos."  I  Kap.  3  und  auf 
Schwarz7  ebengenannte  Arbeit*). 

v;  Ausserdem  verweisen  wir  bier  aucb  nocb  anf  ,,Ii:os.u  p.  132  u.  f.^  wo  aucb 
bereits  fiber  die  Einordnung  der  Function  co(J)  in  die  Kette  der  5-Functionen 
bericlitet  wurde. 


Drittes  Kapitel. 

Uber  gewisse  coiiforine  Afcbildinigen  uiid  die  aus  iimeu  entspriiigendeii 

Dreiecksfunctioneu. 

Nachdem  bereits  soeben  die  enge  Yerwandtschaft  der  drei  Fune- 
tionen  k(J\  fi-GO*  co(Jr)  in  mannigfachen  Ztlgeii  hervortrat,  ist  es  der 
Zweck  dieses  dritten  Kapitels,  durch  Heranziehung  von  Hilfsmitteln 
der  conformen  Abbildung  eben  diese  Yerwandtschaft  der  genannteu 
drei  Functionen  noch  sehr  viel  ausgiebiger  zu  illustrieren.  Die  vor- 
zunehmenden  conformen  Abbildungen  baben  aber  nocb  eine  andere 
Bedeutung  fiir  tins,  die  weiterbin  sehr  folgenreich  wird.  Wir  fanden, 
dass  A(tT),  ^t(«7^)?  &(J)  eindeutige  Functionen  des  Ortes  in  gewissen 
Riemann'schen  Flachen  sind;  welche  die  J'-Ebene  bez.  6-,  24-,  oo-blattrig 
nberdecken.  So  sehr  die  Yerzweigung  dieser  Flachen  eine  ubersicht- 
liche  sein  niag7  so  sind  sie  gleiehwohl  ihrer  grossen  Blatterzahl  wegen 
beim  Gebrauch  unbequem*  Hier  bieten  uns  die  in  Aussicht  stehenden 
conformen  Abbildungen  zweekmassige  Ersatzinittel  jener  Flachen.  In 
ihrer  grossen  Einfachheit  geben  diese  Ersatzmittel  wie  yon  selbst  zu 
neuen  f unction entheoretischen  Ideen  nnd  Satzen  Anlass;  deren  Darlegung 
den  Hauptinhalt  dieses  Kapitels  ausraachen  wird.  Dabei  werden  wir 
insbesondere  ID  das  Wesen  der  Functionen  J(&),  /t(o)  vollen  Einblick 
gewinnen. 

§  1.    Ersatz  vorkommender  Biemann'scher  Plachen  durch.  einfachere 

Figuren. 

Wir  wahlen  der  Gewohnheit  wegen  als  unabhangige  Yariabele 
sogleich  wieder  J?  ohne  indessen  vorerst  auf  die  typische  Bedeutung 
dieser  Bezeichnung  Bezug  zu  nehmen.  Es  liege  alsdann  eine  algebraiscte 
Function  nt&n  Grades  #(</)  vor;  aber  derart  speciell  gewahlt,  dass  in 
der  defmierenden  Gleichung 

(1)  /(*,  J)  —  0 

Kloin-l^ricke,  Modulfuuctioaou.  5 
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J  sclbst  nnr  linear  vorkvmmt,   so  dass  also  J  eine  rationale  Function 

wten  Grades  von  z  ist. 

Die  ubliche  Methode,  den  Yerlauf  der  Function  *(J)  zu  verdeut- 
lichen,  ist  die,  dass  wir  die  J-Ebene  «-fach  uberdecken  und  die  n  Blatter 
lano-s  o-ewisser  die  eintretenden  Yerzweigungspunkte  verbindender  Ver- 
zwelcrungsschDitte  zusammenhangen  lassen.  Dieser  gebrauchlichen  Vor- 
stellun^sweise  gegenuber  wollen  wir  folgende  Massnahme  auf  ihre 
Brauchbarkeit  priifen:  Fir  wdttm  unsere  geometrisclim  Hilfsoperationen 
nicJit  melir  fiber  der  J-Elene,  sondern  in  der  Ebene  der  Function  *(J) 
seTbst  ansfiihren.  Den  tbergang  zur  ^-Ebene  veranstalten  wir  dabei 
in.  nachfolgender  Weise: 

Man  zeichne  in  der  J-Ebene  eine  in  sich  zurucklaufende  stetig 
oekrflmmte  Curve  <7,  welche  alle  Verzweigungspunkte  ft,  p2  ...  pl9 
°  an  Zahl  I,  durchsetzen  soil  (ef. 

T'  .     "^g-    10)-      LangS    dieS6r     Lillie? 

welche  die  Ebene  J  in  zwei  em- 

fach  zusammenhangende  Teile  T 
und  Tr  zerlegt,  denken  wir  uns 
einen  samtliche  n  Blatter  der 
Flaehe  durchdringenden  Schnitt 
gefiihri  Hiernachst  wahlen  wir 
die  Verzweigungssehnitte  der  Flaehe  so,  dass  sie  uberall  mit  Stucken 
dieser  Schnittcurve  zusamrnenfallen.  Wir  bauen  unsere  Kieniann'sche 
Flaehe  also  aus  n  uber  einander  liegenden  einfach  zusammenhangen- 
den  Bereiehen  T,  sagen  wir  Tlf  T9...  T»,  und  ebenso  vielen  anderen 
T'  T2'  .  .  .  Tn'  auf,  die  langs  ihrer  Begrenzungscurven  in  zweck- 
massiger  Weise  verbunden  sind.  Der  Ansehaulichkeit  wegen  wollen 
wir  uns  dabei  die  Teile  T  vor  den  T'  durch  eine  Schraffierung  ausge- 
zeichnet  denken. 

Innerhalb  jedes  einzelnen  dieser  Bereiche  T,  Tf  ist  jetzt  0(J)  eine 
eindeutige  Function,  und  wir  wollen  den  Ubergang  zur  #-Ebene  nun 
dadureh  gewinnen,  dass  wir  dort  die  durch  £(<T)  vermittelte  conforme 
Abbildung  der  verschiedenen  Bereiche  T,  Tf  bestimmen.  Wir  beginnen 
etwa  niit  dem  Bereiche  T±.  Das  Bild,  welches  wir  Tx  nennen  wollen, 
ist  wieder  einfach  zusammenhangend  und  bedeckt  ein  Stuck  der  £-Ebeue 
einfach,  da  J  rational  von  0  abhangt.  Aber  die  Begrenzung  von  Tt 
ist  nicht  mehr  uberall  stetig  gekruninat;  zeigt  vielnaehr  eine  gewisse 
Anzahl  von  Einknickungen,  die  sich  indessen  hochstens  an  den  Punktcn 
%;  a^,  ...  Tti  finden  konnen,  deren  Originale  die  bei  J"=  PI,  jP2  .  . .  ft 
gelegenen  Randpunkte  des  Bereiches  T±  sind. 

Ist    namlich    zuvorderst  jp   ein   beliebiger    mit   keinem    der    Vcr- 
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zweigungspunkte  zusammenfallemler  Punkt  des  Randes  von  T±  und  & 
sein  Bildpunkt,  so  gilt  filr  die  rationale  Function  J(ji)  beiin  Punkte  it 
die  Entwicklung 

J  —  p  ===  #!  (Z    —   7t)   +  (1%  (Z  3t)2  -}-••• 

mit  niclit  versehwindendeni  ff1.     In  erster  Annaherung  1st  sonach 

J  —  $  =  ai(z  —  sr), 

d.  h.  die  Begrenzung  von  Ti9  die  wir  folgerecht  mit  G±  bezeiehnen, 
ubertragt  sich  in  der  Nahe  des  Punktes  p  auf  die  Begrenzung  von  T1? 
die  analog  durch  ft  bezeiclinet  sei?  in  Form  eines  stetig  gekriimmten 
Stiickes  von  fx  zu  beiden  Seiten  des  Punktes  &. 

Anders  in  der  Unigebimg  eines  dem  Curvenstticke  Q  angenorigen 
Yerzweigungspunktes.  Es  wird  z.  B.  fur  die  Umgebung  des  auf  Q  bei 
J  =  <p(  gelegenen  Verzweigungspunktes  die  EntTvicklung  gelten 

(2)  J— fl  =  ami  (0  -  7t^  +  a*l+i  (e  —  x,ri+1  +  •  -  -, 

deren  erster  Coefficient  am.  von  Null  verschieden  ist.  Dabei  wird  im 
allgemeinen'?:)  in,-  >  1  sein.  Mit  dem  ersten  T±  tragenden  Blatt  sind 
dann  ini  Punkte  pf  andere  fyit  —  1)  Bltitter  cyclisch  verbunden,  und  es 
muss  J  urn  den  Punkt  jp/  m/  Umlaufe  bescLreiben,  bis  z  in  seiner  Ebeue 
um  vtt  einen  einzigen  vollfulirt  liat.  Die  Abbildmig  der  Ebene  von  J 
auf  die  von  £  liort  hiernach  ini  Punkte  ytt  in  dem  Sinne  auf  conform 
zu  sein,  als  sicli  Winkel  niit  dem  Scheitelpunkte  pt  in  iliren  Bildern 
in  der  #-Ebene  auf  den  mtiQn  Teil  ihrer  ursprungliclien  Grosse  zusammeri- 
zielien.  Wir  liaben  also:  Die  stetig  gelwiimmte  Curve  Ct  ubertfdgi  sich 
auf  ein  Bogenpolygon  rt  der  0-Elem,  desscn  I  Eclc&i  lei  #  =  7t1?  rt%  ...  vtf 
gelegen  sind.  Im  Ecfynntfctc  it,-,  "bilcJen  die  Mer  zusamncnstossendm  Seiten 

von  F!  den  WmJcel  — ,  (so  dass  hiernach  ri  auch  im  Punkte  it,  stetig 

gekriimmt  ersclieint,  falls  das  T±  tragende  Blatt  im  Punkte  pf  isoliert 
verlauft).  fa  wngrenet  das  in  der  g-Elene  yclegene  confonne  Bild  von  Tv 
Wir  verlassen  jetzt  den  Bereich  Tly  indeni  wir  dessen  Grenzc 
etwa  zwischen  den  beiden  Punkten  pfl  und  jpf+i  iiberschreiten.  Dabei 
gelangen  wir  in  einen  Bereich  T',  der  TU  genannt  werden  mag;  und 
ftir  welchen  nichts  hindert,  eine  der  obigcn  vollig  gleiche  Betrachtung 
durchzuf (iliren.  Wir  werden  finden?  dass  sich  T%  auf  einen  Bereich 

*)  Der  Fall  m^  =  1,  den  wir  nicht  au8schlieBSon?  bedeutet  offenbar,  dass 
das  ^erade  vorliegende  Blatt  in  p{  isoliert  verlauft,  d.  la.  dass  J  =  p.  eine  Ver- 
zweigungsstelle  tinserer  Eiemann'schen  Flilche  bezeichnet,  an  welcher  der  Boreioh 
Tl  nicht  beteiligt  ist. 
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TV  abblldet;  begrenzt  von  einern  Bogeupolygon  IV,  das  eine  seiner 
Seiten,  niimlieh  die  zwischen  .%-  und  ar/+1,  mit  rx  geniein  hat.  Dabei 
warden  die  naehsten  Seiten  von  ["/  mit  der  eben  geraeinten  in  den 
Ponkten  ,%-  und  sr,+i  bez.  die  Winkel  -—-  und  -jj^-  bilden. 

llan  mag  nun  auch  Tk'  fiber  einen  Yerzweigungsschnitt  verlassen 
und  den  Weg  in  ahnlicher  Weise  fortsetzen.  Immer  wird  man  durch 
die  entsprechenden  Wege  der  s-Ebene  zu  neuen  Polygonen  gelangen, 
die  mit  den  nachst  yorhergehenden  langs  einer  ihrer  stetig  geknimmten 
Seiten  zusammenhangen.  Zwei  Umstande  sind  es  dabei;  welche  das 
endliclie  Resnltat  unserer  Uberlegungen  besonders  einfach  gestalten. 
Erstlicli  tverdm  die  2n  Bilder  T,  V  der  Bereiclie  T,  T  nirgends  mit 
einander  collidieren  Jconnen;  denn  auf  der  w-blattrigen  J'-Plache  niinmt 
z  jeden  Wert  nur  einmal  an.  Weil  aber  auch  jeder  Wert  0  sich  einnaal 
findet;  so  wird  ziveitens  durch  die  fragliclien  2n  Bilder  T,  T'  die 
g-Ebene  vollstdndig  ohne  Liicke  ledeckt. 

An  Stelle  der  tiler  einander  liegenden  die  J-Elene  bedeckenden 
Blatter  ist  sonach  eine  Gelietsteilung  der  z-Elene  in  nelen  einander 
liegende  Bereiclte  getreten,  woniit  der  in  Aussicht  genommene  Ersatz  der 
Riemann;schen  Flache  gewonnen  ist*).  Dieses  Bild  gewinnt  noeh  an 
Ansehaulichkeit,  indem  wir  die  den  T  entsprechenden  T  iin  Gegensatz 
zu  den  den  T1  entsprechenden  T  schraffieren.  In  der  z-Elene  folgen 
dann  sc/iraffierte  und  niclit  schraffierte  Polygone  alternierend.  Besonders 
niachen  wir  noch  auf  die  Bilder  der  Verzweigungspunkte  aufuierksana. 
Sie  sind  solche  Punkte  der  ^-Ebene;  um  welche  sich  2m  der  in  Rede 
stehenden  Bereiche  kranzforrnig  schaaren,  den  Punkfc  selbst  rnit  dem 

Winkel   —   erreichend   (unter   m    die  Anzahl  der  Blatter  verstandeii? 
m 

welche  im  Originalpunkt  cyclisch  verbunden  sind).  Der  ersiehtliche 
Vorteil  aber  ist  der,  dass  wir  die  gesamte  Verzweigungsart  der 
algebraischen  Function  #  von  J,  nicht  nur  das  Verhalten  in  der  Um- 
gebung  des  einzelnen  Verzweigungspunktes ;  thatsachlich  figurlich  dar- 
stellen  konnen  und  nun  nicht  mehr  notig  haben,  wie  dies  sonst  der 
Full  ist,  durch  zahlreiche  zusatzliche  Bemerkungen  uber  die  Eeihenfolge 

*)  Diese  Vorstelhmgsweise  ist  Eiemann  selbst  keineswegs  unbekannt  ge- 
wesen;  sie  kommt  yielmehr  z.  B.  in  der  ans  dem  JtTachlasse  Eiemann's  stammenden 
Arbeit  »~(J'b&r  die  FlacJie  vom  Jdeinsten  Inherit  bei  gegebener  Begrenzung"  (Rie- 
mann's  Werke  pag.  283,  zuerst  publiciert  \ron  Hatteadorf  im  13.  Bande  der 
GSttinger  Abhandlungen  [1867])  znr  Geltung,  eine  Arbeit,  die  tiberhanpt  in  mehr- 
facher  Hinsicht  die  Keime  zu  den  Entwicklungen  enthalt,  tiber  die  wir  im  Laufe 
des  Kapitels  zu  berichten  haben.  Vgl.  ubrigens  Klein,  Math.  Ann.  Bd.  XIV 
p.  459  (1878),  sowie  die  weiterhin  wiederholt  zu  nennenden  Arbeiten  von.  Schwarss, 
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tier  Blatter  die  zunachst  unbestimnite  Vorstellung  einer  vielblattrigeii. 
init  gewissen  Yerzweigungspuukten  ausgestatteten  Rieniann'schen  Flaclie 
zu  erganzen*). 

§  2.     Figur  zur  Darstellung  des  Zusammennanges  zwisehen 

I  und  J". 

Wenden  wir  jetzt  die  eben  gegebene  allgeineine  Erorteruug  auf 
den  Fall  der  algebraisclien  Function  K(3")  an;  welche  wir  mit  J  dureli 
die  Gleichung  verkniipft  fanden: 

(1)  J:J—  l:l  =  4(A2-A+l)3:(2A3-3;i2  —  3A  +  2)2:27A2(1-  A)2. 
Die  Lage  der  Verzweigungspunkte  der  beztiglichen  sechsblattrigen 
Flache  liber  der  J-Ebene  bestininien  wir  nach  der  in  ;?Ikos."  pag.  69 
gegebenen  Vorschrift  und  finden,  dass  dieselben  ausschliesslich  bei 
J=  0,  1;  oo  gelegen  sind.  Den  hier  eintretenden  Fall  eines  bei  J"—  oo 
gelegenen  Verzweigungspunktes  haben  wir  ini  vorigen  Paragraphen 
iiiclit  besonders  beriicksichtigt.  Doch  bietet  die  Abbildung  der  Um- 
gebung  eines  solchen  Verzweigungspunktes  auf  die  A-Ebene  keine  be- 
sonclere  Schwierigkeit.  Wir  haben  nur  an  unserer  frtiheren  Bestimniung 

(p.  35)  festzuhalten,  dass  flir  %>£  —  oo  unter  J  —  pt  einfach  -j  verstanden 

werden  soil.  Alsdann  bleibt  die  Entwicklung  (2)  §  1  uneingeschrankt 
bestelien,  und  es  finden  gleichniassig  alle  dort  gezogenen  Folgerungeu 
aucli  nun  statt.  Ebenso  wird  es  gestattet  sein,  die  Scliilderung  der  in  der 
0-Ebene  gelegenen  Figuren 
auch  fiir  den  Fall  aufrecht 
zu  erL.alten;  dass  einer  der 
Punkte  %  nach  &  =  oo  fa  lit. 
BeiderbesonderenLage 
der  Verzweigungspunkte  ist 
es  jedenfalls  das  einfaclxste, 


-^ 


-=*- 


lg' 


als  Curve  C  des  §  1  die 
reelle  J"-Axe  zu  wahlen  (cf.  Fig.  11),  so  dass  die  zu  zeichueudeu 
zwolf  Gebietsteile  der  A-Ebene  abwechselnd  Bilder  der  positiveu 
und  negativen  J^Halbebene  sind  (von  denen  wir  die  erstere  in  der 
Figur  scliraffiert  haben).  Die  Grenzen  dieser  Gebietsteile  werden 
deinnach  durchgehends  reellen  Werten  von  J  entspreehen,  uud  wir 

*)  Unsere  MassBahtae  erscbeint  zun'achst  nur  auf  solche  algobraischo  Funotioncn 
#(J)  anwendbar,  deren  inverse  Fnnctionen  J(#)  rational  sind,  was  in  der  That  von 
den  im  Text  in  Betracht  kommenden  Punctionen  l(J)  und  ^(J)  gilt.  Es  ist  hier 
noch  nicht  der  Ort,  von  der  m5glichen  Verallgemeinerung  auch  fur  andere 
algebraische  Functionen  zu  handeln. 
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konnen  jene   geradezu   dadurch  bestininien,    class    wir    die    Bilder   der 
reellen  J"-Ase  in  der  A-Ebene  aufsuchen. 

Bemerken  wir  zu  deni  Ende  zuvorderst,  dass  J"  mit  A(l  —  A)  reell 
ausfallt.     Schreibt  man  also  A  =  x  +  ty,  so  entspringt  aus 
A(l  —  A)  —  a?  —  a?2  +  f  —  iy(2x  —  1) 

der  Satz,  dass  J  auf  den  beiden  Geraden  y(2x  —  1)  =  0  reelle  Werte 
annimnit.   Es  ist  dies  einerseits  die  reelle  A -Axe,  andrerseits  eine  Parallele 

zur  imaginaren  Axe,  die  durch  A  ==  y  geht.     Schreiben  wir  weiter: 
IT  "       =S=S      x  +  ^1  —  2      =  (1  -  Z)  +  (1  —  ^1~  2  ? 


so  folgt,  dass  J"  sowolil  mit  (A  +  A-1)  als  init  ((1  —  A)  +  (1  —  A)-1) 
reell  ist.  Das  findet  aber  zufolge  leicliter  Rechuung  auf  den  beiden 
Kreisen  statt: 


welche  die  Mittelpunkte  yl  =  0  bez.  A  =  1  mit  dem  Radius  1  unigeben, 

Man  entwerfe  nun  in   der  A-Ebene   die  beiden  Geraden   uncl  die 

beiden  Kreise,  so  erscheint  dieselbe  in  der  That  unserem  allgemeinen 


Fig.  12. 


Ansatze  entsprechend  in  zwolf  Gebiete  zerlegt  (Fig.  12);  und  wir  lesen 
aus  der  Zeichnung  sofort  ab,  dass  die  Bilder  der  Verzweigungspunkte 

naeli  den  reellen  Punkten  A  =  0;  1,  oo,   sowie  nach  I  *=**  —  1;   i,  2 
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imd   endlich   nach    den  beiden  imagin'aren  Punkten  K  =  — =~~^ —  zu 

liegen  kommen.  Dabei  tragen  die  drei  ersten  Punkte  den  Weii  J=oc, 
die  drei  folgenden  «7=  1,  und  in  dem  letzten  Punktepaar  verschwindet  J~. 
Je  zwei  neben  einander  liegende  Gebiete  der  Pig.  12  ersetzen  uns  eiu 
Blatt  der  seelisfacli  tiberdeckten  J"-Ebene.  Da  sieht  man  denn  offen 
Tor  Augen ,  tvie  "bei  J  =  0  sicli  die  seclis  Blatter  in  ztvei  Verzweigungs- 
punlsten  zu>  je  dreien  cydisch  eusammenordnen,  ^vie  sie  dem  gegeniiber  bei 
J  =  1,  some  aucli  lei  J  =  oo  jedesmal  in  drei  VerziveigungspunTden  sit 
je  zweien  zusammenhangen. 

Selien  wir  die  geraden  Linien  unserer  Figur  als  Kreise  von  un- 
endlich  grossem  Radius  an,  so  haben  wir  das  wichtige  Resultat  erlangt, 
dass  ein  Zweig  der  Function  A(J")  erne  Salbebene  von  J  auf  em  wn 
Kreisbogen  begrenstes  Dreiech  dbbildet.  Dabei  tragen  alle  zwolf  Kreis- 
bogendreiecke;  die  in  wechselnder  Folge  positiver  und  negativer  J"-Ealb- 

ebene  entsprechen;  iJberemstwwnend  die  Winlzel  "T?  Y?  T"  ^^r  •'ia^en 
in  Fig.  12  bereits  die  unseren  allgemeiiien  Festsetzungen  entspreeliende 
Schraffierung  hinzugefiigt.  Die  schraffierten  Felder  entsprechen  dabei; 
wie  wir  verabredeten,  der  positiven  Halbebene  J.  Es  ist  dies  leicht 
zu  coutrolieren,  wenn  man  beachtet,  dass  die  Punkte  J  =  0,  1,  oo  auf 
dem  Rande  der  genannteu  Halbebene  so  auf  einander  folgeii,  dass 
dadurch  eine  positive  Uinkreisung  der  Halbebene  indiciert  wird.  In  der 
That  ruarkieren  die  diesen  Punkten  in  Figur  12  als  Eckpunkte  eines 
scliraffierten  Bereicb.es  entsprechenden  Stellen  gleiehfalls  eine  positive 
Umkreisung  dieses  scliraffierten  Bereiches. 

§  3.     IJbertragTing  der  A-Ebene  anf  die  Kugeloberfllaclie. 

Wie  man  sah,  fand  sich  aucli  A  ==  oo  unter  den  Bilclern  der  Ver- 
zweigungspunkte  der  c7-Frac]ie  in  der  A-Ebene?  was  den  Nachteil  hat, 
dass  man  die  Eigenart  der  Fig.  12  in  der  Umgebung  dieses  Punktes 
nicht  wirklich  sieht.  Da  ist  es  angezeigt,  von  dem  Hilfsmittel  der 
stereographischen  Projection  der  A-Ebene  auf  eine  Kugeloberflache 
Gebrauch  zu  machen,  weil  alsdann  die  Sonderstellung  des  Punktes 
A  =  oo,  die  wir  begrifflich  doch  nicht  aufrecht  erhalten,  auch  fur  die 
Anschauung  hinwegfalli  tlbrigens  ist  von  dieser  Vorstel lungs weise 
bereits  in  ,,Ikos."  I  Kap.  2  der  ausgedehnteste  Gebrauch  gemacht,  so 
dass  wir  nicht  erst  notig  haben,  bei  der  Einfuhrung  derselben  in  all- 
gemeine  Erorterungen  einzutreten. 

1/3 

Die  Kugel  moge  den  Radius  -^-  haben  und  die  A-Ebene  im  Punkte 


7:? 
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;v  =  —  beruhren.     Der  Erfolg  dieser   Wahl  ist   der,   class   die   beiden 

Punkte  A  =  -1  ±J^'  auf  der  Kugel  diametral  werden,  wahrend  sich 
die  reelle  A -Axe  auf  einen  grossten  Kreis  iibertragt,  dessen  Ebene  zum 

Yerbiudungsdurchinesser    dieser     beiden    Punkte    A  =  — =~ senk- 

recht  steht.  Das  Merkwtirdige  an  der  daini  entstehenden  Kugelteilung 
ibt  dieses,  doss  die  jsicolf  spMrisclien  Dreieclte,  die  den  Halbebenen  J 
cntsprcclien,  alle  einander  congruent  tcerden,  woinit  der  voile  Anschluss 
an  die  Figur  des  Dieders  fur  n  =  3  gewonnen  ist,  das  sich  ja  nach 
den  Erorterungen  von  Kap.  1  §  9  an  dieser  Stelle  eiiifinden  musste. 


J^oT^ 


Wir  baben  in  Fig.  13  zwei  Aiisichteii  uuserer  Kugelteiluug  ent- 
worfen  und  werugstens  teilweise  init  der  beziiiglichen  Verteilung  der 
Werte  von  K  und  J  versehen.  In  der  ersteii  Figur  blicken  wir  gerade 

auf  den  Punkt  A  ==  —~—   hin,    und    das   Bild    der   reellen  A-Axe 

2t 

wird  derjenige  grosste  Kreis,    der  die  sichtbare  Halbkugel    begrenzt. 
Auf  demselben  folgen  einarider  die  sechs  Punkte  A«=0;  ~^,  1,  2,  oo;  —  1 

in   gleichen  Intervallen.     In  der  zweiten  Figur  erscheint   der  grosste 
Kreis  mit  den  reellen  A-Werten  zur  Geraden  projiciert,   und  es  liegen 

die  beiden  Punkte  —  =~-l!--  ain  Rande  der  sichtbaren  Halbkugel^). 


nun 


Sollen  wir  noch  einen  Augenblick  bei  der  elementaren  Ableitung 
der  neuen  Figur  verweilen,  so  ist  es  zuvorderst  ein  allgemeiner  Satz, 
dass  "bei  der  stereographischen  Projection  Kreise  der  Ebene  stets  wieder 
in  Kreise  der  Kugelolerflache  ubergehen.  Die  Spitze  des  den  Kreis  der 
Ebene  projicierenden  Kegels  liegt  namlich  auf  der  Kugeloberflache,  so 


Of.  Klein,  Math.  Ann.  Bd,  XIV,  p.  115  (1878). 
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dass  diese  letztere  vom  Kegel  tibrigeiis  nur  nocb  in  einer  ebeneii  Curve 
d.  i.  einem  Kreise  gescbiiitten  wird.  Dass  ausser  deni  Trager  der 
reellen  Werte  K  aucb  die  drei  complese  Werte  von  k  tragendeii  Kreise 
cler  Figur  12  grosste  Kreise  der  Kugel  werden,  folgt  aus  deni  Um- 

stande,  dass  sie  durch  die  beiden  Trager  der  Werte  h  =  — =y — 
geben.  Endlicb  folgt  die  Aquidistanz  der  secbs  reellen  Punkte 

durcb  ganz  elenientare  Recbnungen. 

§  4.     Riiekbezielmjig  auf  das  zweite  KapiteL 

Auf  Grund  der  jetzt  erbaltenen  Resultate  erscbeinen  die  Entwick- 
lungen  von  §§  5  und  6  des  vorigen  Kapitels  in  einem  iieuen  Licbte. 
Es  lag  dort  der  Satz  zu  Grunde,  dass  jedes  Dreieck  init  den  Ecken 
eD  e2>  es  der  2/-Ebene  mit  einem  und  nur  einera  Dreiecke  abnlicb  war, 
dessen  zwei  erste  Ecken  bei  y  =  0,  1  lageu,  wabrend  die  dritte  Ecke,  die 
dort  e  biess,  auf  den  in  Fig.  5  (p.  40)  eingegrenzten  Raum  eingeschrankt 
war.  War  das  freilicb  ein  geornetriscb  evidenter  Satz,  so  wird  jetzt 
seine  Beziebung  zur  absoluten  Invariante  unter  Benutzung  der  Figur  12 
in  neuem  Sinne  verstandlicb.  Wie  man  siebt,  erscbeinen  die  Dreiecke  I,  II 
in  Fig.  5  jetzt  geradezu  als  zwei  aus  Fig.  12  berausgenomniene  Dreiecke. 
In  der  Tbat  ist  ja  die  in  §  6  claselbst  benutzte  Gleicbung  (2)  gar  keine 
andere,  als  die  zwiscben  J  und  A  selbst  bestebende.  Die  neue  Eigen- 
scbaft,  unter  der  wir  also  jetzt  den  in  Fig.  5  gezeicbneten  Bereicb 
kennen  lernen,  ist  die,  dass  derselbe  das  conforme  Abbild  der  J-ISlene  ist, 
entworfen  dwell  einen  einzelnen  Ziveig  der  Function  A(J). 

Mit  Hilfe  dieser  Anscbauungsweise  konnen  wir  die  in  Rede 
stebenden  Entwicklungen  des  vorigen  Kapitels  in  folgender  Weise  zu- 
sammenfassen.  In  dern  Bereicb  Fig.  5  als  in  einein  conforruen  Ab- 
bilde  der  e7-Ebene  bestimmt  ein  Wert  J~  einen  und  nur  einen  Punkt 
A  =  e}  und  damit  ein  und  nur  ein  Dreieck  init  den  Ecken  0;  1,  c.  Es 
giebt  eine  unendlicbe  Mannigfaltigkeit  von  Dreiecken,  die  zu  dieseni 
abnlicb  sind  und  zugleich  den  Punkt  y  =  0  zum  Scbwerpunkt  baben. 

Scbreiben  wir 

dy 


2  V (y  —  <?i)  (y  ~  <?a)  (y  —  O 
so  werden  e^,  e2;  es  immer  eines  dieser  Dreiecke  bilden.  Irgend  ernes 
derselben  konnen  wir  auswablen  und  komuien  dann  durcb  vorsehrifts- 
massige  Legung  der  in  Kap.  2  §  5  naher  bezeichneten  Periodenwege 
stets  zu  den  richtigen  Werten  Qi(J"),  S2(J),  unabbangig  voni  ge- 
wablten  Dreieck. 
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Der  Gewinn  dieser  znsatzlieben  Bemerkung  zurn  vorigen  Kapitel  ist 
aber  der,  dass  wir  nun  in  sehr  viel  bequeinerer  Weise  ersiclitlich  ge- 
macht  haben,  warum  zu  jedera  beliebig  vorgeschriebenen  Werte  J  em 
Punkt  e  im  Bereich  (Fig.  5)  raid  demnach  erne  Sclaaar  ahnlicher  Drei- 
ecke  mit  dem  Sehwerpunkt  y  =  0  geliort.  Werden  wir  doch  sogar, 
wenn  uns  erst  in  einem  der  folgenden  Paragraphen  die  BezieHung  der 
eJ-Halbebene  auf  ein  Ereisbogendreieck  in  lebendiger  Weise  vor  Augen 
gefBhrt  ist,  in  Fig.  5  die  Lage  des  eineni  gegebenen  J  entsprechenden 
e  ohne  alle  Reclinung  ungefahr  angeben  konnen. 

§  5.     Figuren  zur  Brlaiitemng  des  Zusammenhanges  zwischen 

p,  tind  J. 

Um  jetzt  die  Uberlegung  des  §  1  auch  auf  die  algebraische 
Function  24stcn  Grades  p(J)  anzuwenden,  schreiben  wir  die  zwischen  J 
und  ft  bestehende  Relation  in  der  Form: 


108  (/*4  +  ^—  2)2 

Es  sind  aucL  hier  wieder  die  Verzweigungspunkte  der  24-blatfarigcu 
Flache  fiber  der  J"-Ebene  ohne  Ausnahnie  bei  J"=0,  1,  oo  gelegen? 
so  dass  wieder  die  reelle  J-Axe  als  Curve  G  benutzt  werden  kann- 
Es  gilt  denmach,  diejenigen  Linienzftge  in  der  Ebene  von  p  zu  zeicLnen, 
denen  auf  Grund  von  (1)  reelle  Werte  von  J  entsprechen. 

Jedenfalls  ist  J  mit  (p4*  +  f*""A)  reell.  Man  setze  also  p  =  x  +  iy9 
berechne  (p?  +  ^~"4)  und  setze  den  imaginaren  Bestandteil  des  ge- 
wonnenen  Ausdrucks  gleich  Null.  Nach  Abtrennung  eines  unbrauch- 
baren  Factors  komint: 

^(^  +  y)C«-y)(^  +  y9-  i)-0- 

Zu  den  zu  construierenden  Linienziigen  der  ft-Ebene  gehoren  also  die 
reelle  und  iinaginare  Axe?  die  beiden  Geraden,  welclie  die  Winkel  dieser 
Axen  halbieren  und  der  Kreis  mit  dem  Radius  1  um  ft  =  0,  den  wir 
kurz  als  Einlieitskreis  bezeicbnen. 

Ftihren  wir  in  einer  Zeicbnnng  die  gefundenen  Linien  wirklich 
aus,  so  entspringen  statt  der  2  •  24  Gebietsteile  erst  16  solclie.  Es 
fehlen  also  noch  neue  Linien,  die  gleicbfalls  Bilder  der  reellen  e7"-Axe 
sind.  Um  sie  zu  finden;  gejien  wir  auf  die  Beziehung  von  ^  zu  h  zuriick: 


und  benutzen  den  Umstand,  dass  /  auf  dem  Einheitskreise  der  A-Ebene 
reelle  Werte  besitzt.  Man  wird  demgemass,  um  die  noch  fehlenden 
Linien  zu  finder),  fordern,  dass 
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U2  —  1     'X  +   ?y.S  —   1 

•2  a  2(#  +  *'y) 

den  absoluten  Betrag  1  habe  ocler  in  anderen  Worten,  dass  Zahler 
und  Nenner  im  letzten  Bruch  den  namlichen  absoluten  Betrag  haben 
sollen.  Wir  gewinnen  als  Bedingung 

so  dass  also  J  auch  noch  reell  "wircl  auf  den  beiden  Kreisen: 

(^  ±  I/  +  if  =  2, 

die  niit  dem  Radius  Y%  bez.  die  Punkte  ft  =  +  1  umgeben.  Indeni 
man  entspreehend  von 


ausgeht,  schliessen  sich  den  vorigen  nock  die  beiden  Ereise  an 

**  +  (y  ±  i)3  =  2, 

welche  niit  jenen  congruent  ausf alien  und  ^  ==  +  i  umgeben. 

Zeichnen  wir  die  Gesamtheit  der  so  gefundenen  Linien,  so  zeigen 


Fig.  Id. 


sich  nun  in  der  That  48  Gebiete  in  der  jt-Ebene  abgetrennt,  welche 
diese  Ebene  ganz  bedecken.    In  der  Figur  14  iat  dies  zur  Ausffthrung 
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i»*ebmclit  und  zugleich  sinJ  die  Bikler  der  pusitiven  c7- Halbebene 
wieder  durcli  eine  Schraffierung  ausgezeicnnet.  Die  Yerzweigung  der 
algebraisehen  Function  kw(<7)  tritt  in  Fig.  14  wieder  deutlich  zu  Tage. 
Ed  -7=0  uwdeii  die  24  Zicelge  add  Male  zu  je  dreien  gitsammen- 
Mint/en,  lei  <•/==  1  givoJf  3Iale  zu  je  siceien  und  lei  J=  oo  secJis  Hale 
zu  je  rier.  Als  Hauptresultat  aber  merkeu  wir  uns  an,  class  irgend 
tin  Zn-etg  der  Function  ft(eT)  eine  Halbebene  von  J  auf  ein  Kreisbogen- 

druieek  mit  tlcn  Winheln  v?  Y?  T  a^^e^ 

Durch  tlbertragung  auf  die  Kugeloberflache  wircl  nicht  nur  das  Ver- 

lialten  bei  ^-=00  deutlicher,  son- 
dern  man  tann  anch  erreiclien,  dass 
die  48  Gebietsteile  der  a-Ebene  in 
ebenso  viele  spharische  Dreiecke 
iibergelien,  die  nun  abwechselnd 
roit  einander  symmetrisch.  und  con- 
gruent  sind.  Zu  dem  Ende  lassen 
wirdieKugelmitdemDurchmesser 
1  unsere  Ebene  im  Punkte  ^  =  0 
beruhren  und  wenden  stereogra- 
phische  Projection  an.  Auf  deru 
Wege  gelangen  wir  gerade  zur 
Gestalt  der  oktaedrisclien  Kugel- 
teilung  zuriick  (vgL  Fig.  15),  wie 
sie  in  der  Theorie  der  regularen  Korper  (;,Ikos,^  pag.  15  u.  f.)  zu 
Grunde  gelegt  wurde.  In  der  That  ist  ja  Gleichung  (1);  wie  wir 
sehon  hervorlioben,  ohne  weiteres  mit  der  Oktaedergleicliung  identiscli. 

§  6.     "Von  der  Bezietning  eines  Kreisbogendreiecks  auf  die 
Halbelbene  von  J. 

Die  Wichtigkeit,  welche  figurliehe  Hilfsmittel 
spaterhin  fdr  uns  haben  werden,  halt  uns  noch 
einen  Augenblick  bei  der  confornien  Abbildung  des 
vorigen  Paragraphen  zuruck.  Irgend  zwei  neben  ein- 
ander liegende  yon  den  48  Kreisbogemlreiecken  der 
/Hr-Ebene,  z.  B.  die  beiden  in  Figur  16  gezeichneten; 
geben  uns  ein  vollstandiges  Bild  der  J-Ebeue.  Die 
drei  reellen  Punkte  J"=  0,  1,  oo  haben  wir  dabei 
an  ihre  bezUglichen  Stellen  der  ft-Ebene  geschrieben; 
und  man  hat  sich  nun  vorzustellen,  dass  alle  Punkte  J 
mit  positivejn  imaginaren  Bestandteil  in  das  Innere 
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des  oberen  schraffierten  Dreiecks  verpnanzt  sind,  das  sie  ganz  er- 
fullen,  wahrend  entsprechend  die  Punkte  der  negativen  J^Halbebene 
sich  im  unteren  Dreieck  wiederfinden. 

Die  beiden  Dreiecke,  wie  sie  in  Figur  16  gewahlt  sind?  bilden  ein 
grosseres  Dreieck,  das  wir  fernerhin  ein  DojypeldreiecJc  nennen  konnen. 
Es  ist  wiinschenswert,  dass  die  gegenseitige  Beziehung  vom  Doppel- 


.Fig   17  a. 

dreieck  zur  e7-Ebene   so   lebliaft  -wie   nioglicli  erfasst  werde,   und  wir 

wollen  dem  dadurch  zu  Hilfe  kommen,  dass  wir  eine  Eeilie  von  Linien 

in  der  cT-Ebene  ziehen,  die  wir  dann  in  ihren  Bil- 

dern  im  Doppeldreieck  der  j*-Ebene  verfolgen.    In 

Figur  17,  die  ubrigens  wie  auch  die  Figuren  18, 19;  20 

nur  seheinatische  Bedeutung  hat,  sind  eine  Eeike  aqui- 

distanter?  zur  reellen?7- Axe  parallelerLinien  angedeutet 

und  ihre  Bilder  ini  Doppeldreieck  verfolgt.  Die  in  der 

positiven  e^-Halbebene  gelegenen  parallelen  Linien 

iibertragen  sicli  im  Dreieck  ABC  auf  ein  System 

stetig  gekriimmter  Curven,  die  ihre  starkste  Krum- 

nmng  in  der  Nahe  der  Punkte  A  und  B  zeigen  und 

ini  genieinsamen  Ursprung  und  Ende  C  samtlich  die 

Kreisbogen  AC  bez.  BC  beriihren.     Wahrend  sie 

sornit,  je  naher  sie  nach  C  gelangen,  um  so  mehr 

sich  einander  annahern,  werden  sie  ubrigens  langs 

ihrer   ganzen  Ausdehung    einen   nahezu  parallelen 

Verlauf  zeigen.    Die  Parallelen  der  negativen  J-Halbebene  Iibertragen 

sich  in  symmetrischer  Weise  auf  das  Kreisbogendreieck  ABJ). 

Nehnien  wir  ein  System  von  Parallelen  der  eT-Ebene  senkrecht 
zur  reellen  Axe  und  denken  diese  Linien  in  der  Richtung  von  positiver 
zu  negativer  Halbebene  durchlaufen  (Fig.  18  a).  Es  werden  dann  die 
Bilder  im  Doppeldreieck  bei  C  entspringen,  indeni  sie  den  dort  befind- 
lichen  Winkel  des  Dreiecks  gerade  halbieren  (vgl.  Fig.  18  b).  Aber  nun 
ist  deutlich,  dass  die  Bilder  der  parallelen  Linien  ihren  genieinsamen 
Endpunkt  D  nur  dann  in  ununterbrochenena  Zage  errezchen  konnen, 
wenn  das  Original  in  der  J"-Ebene  die  reelle  Axe  zwischen  J"=  0  und 


17  b. 
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</=  1  kreuzt.    Jede?  Bild  einer  anderen  der  gedachten  Parallelen  wird 
im   oberen  Dreieck  semen  Lauf  in  eineni  Punkte  P  des  begrenzenclen 

Kreisbogens  beenden  miissen,  wah- 
rend  der  Verlauf  im  unteren  Dreieck 
offenbar  vollig  synimetrisch  ist  und 
demnach  sein  Eude  im  Punkte  P' 
(Fig.  18  b)  findet.  Die  Punkte  P 
und  P'  werden  soinit  denselben 
Punkt  der  e7-Ebene  abbilden,  und 
indem  wir  sofort  diesen  Thatbe- 
Fis  1Sa  stand  allgemeiner  denken,  nitissen 

wir  den  Satz,  dass  das  Doppeldreieck  und  die  J~-Ebene  eindeutig  auf 
einander  bezogen  sincl,  hiernach  in  folgender  Art  niodificieren.  Jecleni 
Werte  J  =  x  +  iy  entspricnt  jedenfalls  nur 
ein  Punkt  des  Doppeldreiecks,  wofern  2/^0 
ist;  ebenfalls  einer ,  wenn  J  reell  positiv  und 
fcleiner  als  1  ist.  Aber  ist  J  reell  und  negativ; 
so  haben  wir  ersichtlick  sicei  Bildpunkte,  einen 
auf  deni  Bogen  AC,  einen  auf  AD,  und  ist 
J  reell  und  grosser  als  1,  so  gibt  es  eben- 
falls sicei  Bildpunkte,  welclie  auf  SC  bez.  BD 
liegen. 

Inzwischen  verniogen  wir  die  Scliwierigkeit; 
welclie  sich  sonacli  der  Eindeutigkeit  unserer  con- 
formen  Beziehung  entgegenstellt;  leicht  zu  heben.  Wir 
brauclien  nur  f estzusetzen ,  dass  von  den  Randern 
des  Kreisbogendreiecks  etwa  nur  die  als  dem- 
selben  zugehorig  betrachtet  werden  sollen;  welclie 
in  Fig.  19  starker  gezogen  sind*).  Oder  wir  konnen 
aucli  bestinimen,  dass  je  zwei  entsprecliende  Pnnkte 
von  SC  und  J3  D  einerseits  und  von  AC  uud  A  D 
andrerseits  als  identisch  erachtet  werden  sollen; 
wodurcn.  die  begrenzenden  Kreisbogen  unserer  Figur 
zu  Paaren  einander  zugeordnet  sind.  Die  Pfeile 
der  letzten  Figur  geben  die  Reihenfolge  dieser 
Zugehorigkeifc  an.  Wir  konnen  sogar  durcli  Ver- 
folg  dieser  letzten  Vorstellung  eine  mcclianische 
Uberfuhrung  unserer  JZreisbogenfigur  in  die  J-Ebene 
dwreh  successive  Formdndentng  vollftihrt  denizen  (wo- 

*)  Dies  ist  ersiolitliqli  dieselbe  Massnahme,  deren  mr  uns  schon  in  Fig.  5 
bedienten, 
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bei  wir  dieser  Operation  keinerlei  analytische  Grundlage  geben  wollen). 
In  der  That  erreichen  wir  durch  Annaherung  der  zu  einander  ge- 
horigen  Kreisbogen,  welehe  mit  einer  Dehnung  derselben  Hand  in 
Hand  gelien  soil,  nach  Durchlaufung  der  Zwischenstadien,  von  denen 


\   i 


Pig.  20. 

wir  einige  in  Figur  20  fixiert  haben;  endlich  die  Gestalt  der  J- Ebene. 
Die  beiden  Kreisbogendreiecke  haben  sich  so  bis  zur  ganzlichen  Aus- 
fullung  der  J"-Ebene  ausgedehnt.  Man  hat  sich  dabei  vorzustellen,  dass 
je  die  beiden  Ufer  der  reellen  <7-Axe  zwischen  —  oo  und  0  sowie 
zwischen  1  und  +  oo  ini  letzten  Augenblick  zur  vollen  Uberdeckung 
der  Ebene  zusammenzuheften.  sind. 

Offenbar  konnten  wir  uns  den  Zusammenhang  zwischen  der  J"-  Ebene 
und  den  in  der  2, -Ebene  gelegenen  Doppeldreiecken  durch  ganz  ent- 
sprechende  stetige  Deformationen  klar  maehen.  Ein  weiteres  lehrreiches 
Beispiel  fur  den  Gebrauch  derselben  Methode  gibt  der  folgende  Para- 
graph. Spiiterhin  wird  ein  ausgedehnter  Gebrauch  von  dieser  Vor- 
stellungsweise  gemacht.  Denn  es  wird  durch  dieselbe  nicht  nur  die 
Abhangigkeit  eindeutig  auf  einander  bezogener  Bereiche  der  Anschauung 
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tiusserst  lebendig  vorgefulirt,  vielinehr  wird  dieselbe  geradezu  als  Hilfs- 
inittel  zur  ErforscJutng  algebraischer  Abhangigkeiten  init  Vorteil  heran- 
gezogen  werden. 


§ 


7.     Beziekung  von  I  zu  ft  durch  Piguren  erlautert. 
Die  beiden  irrationalen  Invarianteii  I  und  ku  fanden  wir  im  Kap.  1 
durch  die  Relation  verkntipft:    • 

;t\  11     11 

U)  A  :  A  -   1  :  1 

und  wir  wollen  deren  Zusammenhang  nun  auch  nocli  figurlicli  erlautern. 
Die  Verzweigungspunkte  der  Function  ft(A)  liegen  bei  A  =  0,  1,  oo;  w:r 
werden  also  in  der  k«--Ebene  wieder  diejenigen  Linien  construieren,  welclie 
auf  Grund  von  (1)  reelle  Werte  von  A  abbilden.  Es  mussen  dabei  Linienzuge 
herauskominen,  die  auch  schon  in  der  durch  Fig.  14  gegebenen  Teilung  der 
ft-Ebene  eine  Eolle  spielen;  denn  reelle  Werte  von.  A  haben  ihrerseits 

wieder  eben  solche  von  J  im  Gefolge. 
In  der  Tliat  halt  es  keineswegs 
schwer  zu  erkennen,  dass  A  auf 
der  reellen  und  imaginaren  ft-Axe? 
sowie  auf  dem  Einheitskreise  der 
ft-Ebene  reell  ausfallt;  und  es  zerlegeii 
diese  drei  Linien  bereits;  wie  wir  es 
hier  brauchen,  die  ft-Ebene  in  2-4 
Gebiete.  Dieselben  haben  wieder  die 
Form  von  KreisbogenctreiecJcen  ,  welclie 
jetet  alle  adit  ubereinstmimend  die  WinJcel 


21. 


~>  V;  T"  fasitsen. 


2  ;   2 


Wir  haben  in  Fig.  21  gleich  wieder  die  Bilder 
der  positiven  A-Halbebene  schraffiert  und 
eine  Reihe  von  Werten  A;  p  aufgetragen. 
Zur  stereogr aphis chen  Projection  auf 
die  Kugeloberflache  moge  der  Kugeldurch- 
messer  gleich  1  genommen  werdeji;  wahrend 
ihre  Beriihrung  mit  der  ft-Ebene  in  deren 
Nullpunkt  stattfinden  soil;  das  ist  dieselbe 
Kugelflaehe,  die  wir  in  §  5  benutzten.  Es 
komtnt  dann  die  wohlbekannte  Figur  der 
Vier&rteilimg  zum  Vorschein  (Fig.  22  ?  of. 
;jlkos."  p.  13);  denn  die  drei  Grenzlinien  der  Gebiete  in  Fig.  21 
werden  drei  zu  einander  senkreclite  grosste  Kreise. 

Zwei   nebon   einander  liegende  Dreiecke,    die  auf  der  Kugel  ein 
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Zweieck    bilden,    geben  uns  jetzt   ein  voiles  Bild  der  A-Ebene.     Wir 

konnen  fur  diesen  Zweck  z.  B.  den  links  von  der  imaginaren  Axe  iind 

ausserlialb    des   Einheitskreises    gelegenen   Teil    der    jt-Ebene    wiLblen 

(Fig.  23).     Die  beiclen  Quadranten   des  Ein- 

heitskreises  vou    IL  =  —  1  bis    p  =  i   und 

von  p  =  —  1  bis  ^  =  —  /  tragen  dann  die- 

selbe  Reihe    der  Werte  von  A,  sie  gelioren 

also  einander  an  im  Sinne  des  vorigen  Para- 

graphen.    Gleiches  gilt  auch  von  den  beiden 

von  ^6  =  i  und  p  =  —  i  ausgehenden  Teilen 

der    imaginaren    Axe,    was    wir    in    beideu 

Fallen    durch    die    Pfeile     anzudeuten    ver- 

suchten. 

Deformieren  wir  den  in  Fig.  23  auf- 
gezeichneten  Bereich  durch  Annaherung 
seiner  zusamnaengehorigen  Grenzen  und  denken  dabei  die  in  dein 
einzelnen  Punkte  des  Bereichs  aufgepflaiizten  Werte  von  A  mit  fort- 
gezogen,  so  werden  wir  auf  diese  Weise  den  Bereich  zur  ganzen 
A-Ebene  zusamnienbiegen  konnen.  Ganz  besonders  lehrreich  wird  diese 
Operation,  wenn  wir  nun  auch  noch  die  rationale  Invariante  J  selbst 
mit  in  Betracht  ziehen.  Die  Invariante  A  war  eine  sechsdeutige  Func- 
tion von  Jy  und  also  rnussen  sich  irn  Bereich  der  Fig.  23,  dessen 


Mg   23. 


Pig   25  a. 


Fig. 


Punkte  die  complexen  Werte  von  A  tragen,  immer  sechs  Punkte  mit 
dem  gleichen  J  zeigen.  Aber  der  Bereich  in  Fig.  23  ist  aus  der 
ft-Ebene  ausgeschnitten,  und  die  Beziehung  von  ^  zu  J  wurde  durch 
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Fig.  14  Yersinnlicht.  Versehen  wir  daher  die  p-Ebene  vorab  mit  der 
Teilung  dieser  Figur  und  sclmeiden  dann  erst  unseren  jetzt  in  Rede 
stehenden  Bereicli  aus,  so  tragt  derselbe  in  der  That,  wie  Fig.  24 
lehrt,  eine  Unterteilung  in  zwolf  Gebiete,  die  abwechselnd  der  positiven 
und  negativen  /-Halbebene  entsprechen.  Diese  Figur  nun  wollen  wir 
unserer  stetigen  Deformation  unterwerfen,  inderu  wir  die  zusanimen- 
o-ehorenden  Grenzlinien  nach  Massgabe  der  Pfeile  einander  annahern. 


Fig   25  b. 

Wir  haben  dabei  in  Fig.  25  a  und  b  einige  Ubergangsfornien  gezeichnet 
(die  nur  sehernatische  Bedeutung  haben)  und  koniruen  thatsachliek  am 
Schlusse  der  Urngestaltung  zu  der  bereits  bekannten  Figur  26  zur  iick,  welche 
uns  oben  als  Figur  12,  p.  70,  den  Zusanimenhang  von  A  und  J  erlauterte. 

§  8.     Die  Kreisverwandtscliaft.     Satze  iiber  Kreisbogendreiecke. 

Die  Figuren,  welche  uns  in  den  voraufgehenden  Paragraphen  den 
Zusanimenhang  der  Grossen  J,  I,  y,  erlauterten,  sollen  jetzt  ihrerseits 
selbst  zum  Gegenstande  der  Untersuchung  werden.  Es  gilt  verschie- 
dene  Gesichtspunkte  zu  entwickeln,  vermoge  deren  unsere  Figuren  nocli 
an  Bedeutung  gewinnen,  urn  uns  so  den  Ansatz  zu  den  allgemeineren 
Betrachtnngen  in  der  zweiten  Halfte  dieses  Kapitels  zu  achaffen.  Ala 
besonders  zweckmassig  ziehen  wir  die  Oktaederfigur  (vgl.  oben  Fig.  14 
p.  75)  heran,  doch  gelten  unsere  Uberlegungen  ebensowohl  auch  bei 
den  Figuren  fur  den  Zusarnrnenhang  von  J  und  A,  wie  I  und  fc. 

Bei  der  in  Fig.  15,  p.  76,  veranstalteten  Projection  der  Oktaederfigur 
auf  die  Kugeloberflache  erschienen  die  Bilder  der  positives  J"-Halbebene 
(und  desgleichen  auch  die  Bilder  der  negativen  /-Halbebene)  als  24  mit 
einander  congruente  spharische  Dreiecke.  Das  hatte  zur  Folge,  dass 
durch  Drehungen  der  Kugel  urn  ihren  Mittelpunkt  ein  einzelnes  dieser 
24  spharischen  Dreiecke  in  alle  ubrigen  iibergefiihrt  werden  konnte. 
Diese  Drehungen  stellen  sich  analytisch*)  in  der  Form  linear-go- 
brochener  Substitutionen 

*)  Wie  dies  in  ,,Ikos."  I  Kap.  2  in  ausfuhrliclier  Woiso  ontwickclt  wurdc. 
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dar,  deren  explicite  Gestalt  wir  in  Kap.  1  §  13  reproduciert  haben. 

Wir  verwerteii  diese  Qmstande?  indem  wir  sogleich  zur  ^-Ebene 
zuriickgehen.  Dabei  deuten  wir  (1),  wie  auch  im  Einzelfall  die  con- 
stanten  Co  efficient  en  a}  I,  c,  d  beschafien  sein  inogen,  als  eine  ein- 
deutige  Beziehung  dieser  Ebene  auf  sick  selbst,  durch  welche  clem 
Punkte  jit  jeweils  der  Punkt  p  zugeordnet  ist.  Wir  sagen  auch  wolil, 
dass  durch  eine  Substitution  (1)  die  ft-Ebene  in  sich  selbst  transfor- 
raiert  wird.  Reehnen  wir  hier  inimer  die  Operation  \i  =  p,  bei  welcher 
die  £i-  Ebene  unverandert  bleibt;  als  identisclie  Substitution  mit;  so  konnen 
wir  die  vorhin  bescliriebenen  Verhaltnisse  in  den  Satz  kleiden:  jEin 
cinzelnes  JSreisbog&idreieck  der  Fig.  14  icird  durcli  gewisse  24  linear- 
geftrocliene  Siibstitutionen  (1)  in  die  mit  Him  gleicfiartigen  Dreiecke  der 
Figur  trans  for  miert.  Als  unter  sich  gleicliartige  Dreiecke  sind  dabei  einer- 
seits  die  scliraffierten  gedacht  nnd  andrerseits  die  nichtscL.raffi.ert  en. 

Zwei  Eigenschaften  der  gemeinten  24  Substitutionen  treten  hierbei 
unmittelbar  in  Evidenz.  Erst  ens  werden  die  kreisformigen  Grenzen  ernes 
Dreiecks  stets  wieder  in  kreisformic/e  Grenzen  eines  anderen  transformiert; 
d.  h.  getvisse  Kreise  der  {i-Ebene  gelien  wieder  in  ]&eise  ii~ber.  Zweitens 

sind    die  Winkel  jenes   ersten  Dreiecks  -^-,    -r-;   ~   gleich   den  ilinen 

entsprechenden  Winkeln  des  andern,  d.  h.  die  Winkel  in  den  Ectien  der 
Dreiecke  lleiben  tel  unseren  Transformational  unverandert. 

Wir  haben  damit  zwei  Eigenschaften  gefunden,  welche  niclit  nnr 
den  besonderen  Oktaedersubstitutionen^  sondern  ganz  allgeniein  deu 
Substitutionen  (1)  anhaften,  und  welche  sich  nicht  nur  fur  die  Kreise 
und  Winkel  der  Oktaederfigur  zeigen,  sondern  uberhaupt  fur  irgend 
welche  Ereise  und  Winkel  der  ft-Ebene. 

Verstehen  wir  naralich  fiir  den  Augenblick  unter  ^  ganz  all- 
genaein  eine  complexe  Variabele  und  deuten  p  gesondert  in  einer 
Ebene  fiir  sich;  so  ist  durch  (1)  eine  con  forme  Abbildung  der  Ebene 
von  ^  auf  die  von  ft'  hergestellt.  Nach  den  bekannten  Grund- 
satzen  der  Theorie*)  der  confornien  Abbildung  ist  aber  ein  beliebiger 
Winkel  im  Abbilde  gleich  dem  entsprechenden  Winkel  im  Original, 
moglicher  Weise  abgesehen  von  einzeliien  singularen  Lagen  fiir  den 
Scheitelpunkt  des  Winkels,  die  aber  im  Falle  der  linearen  Abhangigkeit, 
mit  der  wir  hier  zu  thun  haben,  iiberhaupt  nicht  auftreten. 

*)  Als  zwcckrotissige  Einleitung  in  die  Theorie  der  conformen  Abbildungeu 
ist  zu  neianen  Holzmiiller,  Minf'tihrwng  in  die  Theorie  der  isogonalen  Verwandt~ 
schaften  etc.  (Leipzig  1882).  Man  vgl.  insbesondere  das  4.  Kapiiel  dortselbst. 
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Una  die  andere  fur  die  Substitution  (1)  nanihaft  gemaclite  Eigenschaft 
zu  zeigen,  spalte  man  vu  nnd  p'  sowie  die  Coefficienten  von  (1)  a,  l>,  c,  d 
in  ihre  reellen  und  imaginaren  Bestandteile,  setze  also  ^  =  x  +  iy, 
p'  =  %'  +  iy'  u.  s.  f.  Besteht  dann  zwischen  x  und  y  die  Gleichung  eines 
Kreises,  so  zieht  dieselbe  zufolge  vollig  elementarer  Reehnung  fur  x 
und  y'  gleiehfalls  die  Gleichung  eines  Kreises  nach  sich.  Dabei  niiissen  wir 
freilicb  hinzusetzen,  dass  aucb  die  geraden  Linien  der  ^--Ebene,  wie  der 
ttt'-Ebene  als  Kreise  zu  gelten  haben,  n'amlich  als  solcbe  von  unendlicb 
grossem  Radius. 

Die  durch  Substitution  (1)  verniittelte  Transformation  der  Ebene 
von  p  in  die  von  p'  oder  aucb  der  jt-Ebene  in  sich  ist  deninacb 
so  bescnaffen,  dass  WinM  unver'dndert  lleiben,  Kreise  wieder  in  Kreise 
iibergelien.  Dieser  letzteren  Eigenscbaft  wegen,  vernioge  deren  sicb 
die  durch  Substitutionen  (1)  vermittelten  conformen  Abbildungen  vor 
anderen  auszeichnen,  nennt  man  die  Ebenen  von  ^  und  p'  oder 
auch  durch  (1)  auf  einander  bezogene  Bereiehe  beider  Ebenen  Ireis- 
verwandt*).  Wir  werden  spater  nocb  ausfiibrlich  von  der  Kreisverwandt- 
scbaft  zweier  Ebenen  handeln,  die  wir  dann  aber  stets  niit  einander 
zur  Deckung  gebracbt  denken**). 

Indem  wir  jetzt  den  Satz  aussprechen,  dass  in  unsereu  Dreiecks- 
figuren,  z.  B.  Fig.  14;  irgend  zwei  gleiebartige  Dreiecke  kreisverwandt 
sind,  erblicken  wir  wieder  bierin  den  Specialfall  eines  sehr  viel  all- 
gemeineren  Satzes.  Es  lasst  sicb  namlicb  leicbt  der  Satz  zeigen,  dass 
je  #wei  Ereisbogendreieclce,  welche  die  gldclien  Winkel  in  der  gleiclien 
Folge  haben,  stets  mit  einander  'kreisverwandt  sind.  Auf  die  Reihenfolge 
der  Wink  el  muss  man  dabei  acbten?  wie  wir  denn  schon  bernerkten, 
dass  bei  der  Durchlaufung  des  Umfangs  gleichartiger  Dreiecke  der 
Oktaederteilung  die  Winkel  ^-9  ~,  ~  imruer  in  der  namlichen  An- 
ordnung  auf  einander  folgen. 

Der  allgemeine  Beweis  des  soeben  aufgestellten  Satzes  lasst  sich 
leicht  fiihren,  Mogen  n'amlicb  zwei  Dreiecke  mit  den  Winkeln  «;  /?,  y 
in  gleicher  Folge  vorliegen,  so  wollen  wir  zuvorderst  das  erste  durch 
eine  Substitution  (1)  derart  transforrnieren;  dass  der  Scheitelpunkt  des 

*)  Der  Name  rubrt  von  MSbius  her,  der  die  Kreisverwandtscbaffc  zuerst  in 
ausfuhrlicher  Weise  untersucht  bat;  man  sebe  99Die  Theorie  der  J&reisverwandt- 
schaft  in  rein  geometrischer  Darstellung",  Abbdl.  d.  Kgl.  Sachs.  Ges.  d.  W.  Bd.  II 
p.  529  (1855),  oder  auch  M6bius'  G-es.  Wexke  Bd.  II,  p.  243.  Dortselbst  hat  das 
Wort  ^Kreisverwandtschaft"  freilich  eine  noch  etwas  -umfassendere  Bedeutung; 
wir  werden  hieranf  im  tibernaclisten  Paragraphen  zurtickkommen, 

**)  Namlich  im  ersten  Kapitel  des  folgenden  Abscbnitts.  Es  ist  deshalb 
nicht  unzweckm'assig,  dieses  Kapitel  zur  weiteren  Erlauterung  der  Jfintwicklungen 
des  Textes  mit  heranzuziehen. 
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Winkels  a  naeh  clem  Xullpunkt  der  coinplexen  Ebene,  der  zweite 
Schnittpunkt  der  Schenkel  von  a  nach  deren  Unendlichkeifcspunkt 
zu  liegen  komnit*J.  Man  iiberzeugt  sich  leiclit,  dass  dadurch  die 
Substitution  (1)  noeh  nicht  Yollig  festgelegt  ist;  docli  denken  wir  sie 
iu  irgend  eiiier  Weise  specifieiert.  Das  neue  Dreieck  ist  nun  ein  solehes 
uiit  zwei  geradlinigen  Seiten;  und  indern  wir  eine  gleiche  Transfor- 
mation rait  dem  zweiten  Dreieake  vornelimen,  erhalten  wir  zwei  neue 
Dreiecke,  die  ersichtlich  einander  ahnlich  sind  und  sich  also  vernioge 
eiuer  Substitution  ji'  =  &^  als  kreisverwandt  erweisen.  Eine  geeignete 
Zusammensetzung  der  drei  so  benutzten  Substitutionen  (1)  ergiebt  uns 
jetzt  eine  Substitution,  welche  das  eine  gegebene  Ereisbogendreieck  in 
das  andere  uberftihrt. 

Zugleieh  geht  aus  dieser  Uberlegnng  hervor,  dass  es  nur  eine 
Substitution  (1)  giebt,  welche  zwei  kreisverwandte  Ereisbogendreiecke 
in  einander  fiberfulirt  Es  geht  namlich  ersichtlich  das  Dreieck  mit 
zwei  geradlinigen  Seiten  nur  durcli  die  identisclie  Substitution  ^'  =  ^ 
in  sich  selbst  tiber. 

§  9.     Von  der  Symmetric  beziigUcn  eines  Kreises. 

Die  oktaedrische  Kugelteilung  wurde  durch  neun  grosste  Kugelkreise 
hergestellt,  die  wir  uns  durch  neun  Diainetralebenen  aus  der  Kugel 
ausgeschnitten  denken  konnen.  Diese  neun  Ebenen  waren  Symmetrie- 
ebenen  der  Oktaederteilung;  denn  dieselbe  ging  gerade  in  sich  selbst 
tiber,  falls  man  sie  an  einer  dieser  neun  Ebenen  in  elementarem  Sinne 
zur  Spiegelung  brachte**).  Nur  freilich  entsprach  dabei  jedesinal  ein 
schraffiertes  Dreieck  einem  freien  und  umgekehrt.  Der  Begriff  der 
syninaetrischen  Lage  zweier  Punkte  oder  auch  zweier  Bereiche  beziig- 
lich  einer  Diametralebene  der  Kugel  hat  also  eiuen  sofort  verstand- 
lichen,  elementaren  Siini.  Wir  wollen  nachsehen,  welche  geometrischen 
Beziehuiigen  zwischen  dem  Schnittkreis  der  Symmetrieebene  und  irgend 
zwei  sich  spiegelnden  Pimkten  eingetreten  yein  werdeu,  wenn  wir  die 
Kugeloberflache  stereographisch  auf  die  Ebene  projiciert  haben. 

Sei  also  K  irgend  ein  Syrnrnetriekreis  und  Px,  P2  zwei  Punkte 
der  Kugel,  die  zu  einander  beziiglich  K  syrametrisch  gelegen  sind.  Es 
wird  alsdanii  die  gerade  Verbhadungslime  von  P^  und  P2  auf  der  Dia- 
metralebene, welche  K  ausschneidet,  senkrecht  stehen.  Dieserhalb  muss 

*)  Bei  dieser  Betraohtung  ist  stillschweigend  cc  >  0  vorausgesetzt;  der  be- 
sondere  Fall  eines  Kreisbogendreieoks  mit  laater  verschwindenden  Winkeln  kommt 
unten  ausfahrlich  zur  ErSrterung, 

**)  Man  vgl.  hier  die  Auseinandersetzung  fiber  die  erweiterten  Gruppen  in 
MIkos."  I  Kap.  1  §  11. 
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das  durch  diese  Yerbindungslmie  PjP*  hindurchgehende  Ebeuenblischel 
die  Kugelobertiache  in  einem  System  von  Kreisen  schueideii,  die  ohne 
Ausnahrne  gegen  den  Kreis  K  orthogonal  verlaufen.  Es  ist  iiberdies 
ohne  iliihe  einzusehen,  dass  iiberhaupt  jeder  Kreis  durcli  P1?  der  K 
unter  rechtem  Winkel  schneidet,  auch  durch  P2  hindurch  zieht. 

Wollen  wir  nun  die  so  gedachte,  auf  der  Kugeloberflache  liegende 
Configuration  stereographisch  auf  die  Ebeiie  iibertragen,  so  niussen  wir 
dabei  die  beiden  Fundamentaleigenschaften  der  stereographischen  Pro- 
jection als  bekannt  voraussetzen,  dass  dieselbe  Kreise  der  Kugel  in  Kreise 
der  Ebene  ubertragt  und  die  Winkel  unveraudert  erhalt.  Wir  erhalten 
dann  folgendes  Ergebnis:  Die  Projection  des  Kreises  JSTfuhrt  auf  einen 
Kreis  der  Ebene,  den  wir  wieder  K  nennen.  Durcli  einen  beliebigen 
Punkt  P!  etwa  im  Innern  des  Kreises  K  —  denn  auch  der  Punkt  Px  auf 
der  Kugel  konnte  ja  ganz  willkiirlich  gewahlt  werden  —  geht  dann  ein 
ganzes  System  von  Kreisen,  die  K  unter  rechtem  Winkel  schneiden.  Alle 
cliese  Kreise  gehen  noch  durch  einen  bestirnmten  Punkt  P2  ausserhalb  K, 
und  dieser  Piwikt  P2  ist  es,  den  toir  nun  aucli  in  der  Ebene  &u  Pl  be- 
ziiglicli  des  Kreises  K  symmetrisch  gelegen  nennen  wollen.  Es  bedarf  kaura 
des  Hinweises,  dass  die  Beziehung  zwischen  den  beiden  Puukten  P17  P2 
eine  gegenseitige  ist,  dass  wir  also  von  P2  beginnend  durch  die  ge- 
schilderte  Construction  zu  Pl  gefuhrt  worden  waren. 

Wir  erkannten  vorhin  als  die  beiden  Haupteigenschaften  der  die 
Kreisverwandtschaften  vermittelnden  Substitutionen  (1)  §  8?  dass  clie- 
selben  Kreise  stets  wieder  in  Kreise  transforinierten  und  die  Winkel 
unverandert  liessen.  Da  ist  denn  sofort  ersichtlich,  dass  die  Construction, 
welclie  uns  soeben  von  Px  zum  beztiglich  K  symmetrischen  Punkte  P2 
fuhrte,  bei  Fortgang  zu  einer  kreisverwandten  Ebene  ihren  Charakter 
vollig  bewahrt.  Werden  wir  also  in  dieser  K,  Pl  und  P3  bez.  in  K' ',  P/ 
und  P/  wiederfinden,  so  werden  die  Punkte  P/,  P/  einander  bezuglich 
K'  symmetrisch  gelegen  sein.  Die  Symmetrie  von  Punlttepaaren  leziig- 
licli  ernes  Kreises  enveist  sicli  dergestalt  gegeniiber  der  Kreisverwandtscliaft 
als  invariant.  Durch  cliesen  Satz  erhalt  dann  unsere  Betrachtung  erst 
den  richtigen  G-rad  von  Allgemeinheit.  Bislang  gait  sie  doch  nur  fiir 
die  Kreise  K,  welche  bei  der  stereographisehen  Projection  atis  den 
grossten  Kugelkreisen  entstanden;  sie  gilt  mm  iiberhaupt  filr  jeden  Kreis 
der  Elene,  da  man  in  der  That  ohne  Miihe  erkennt,  dass  sich  ein  be- 
liebiger  Kreis  durch  eine  Substitution  (1)  §  8  stets  in  einen  andern 
beliebig  vorgeschriebenen  iiberfuhren  lasst*). 

Sollen  wir  zu  einem  ersten  Punkte  Px  seinen  symmetrischen  be- 

*)  Das  sieht  man  z.  B.  leicht  mit  Hilfe  der  im  ersten  Kapitel  des  folgenden 
Abschnitts  entwickelten  anschauliclieii  Massnahmen. 
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zuglich  eines  Kreises  K  wirklicli  construieren,  so  werden  wir  nur  zwei 

Kreise  durcli  Px   orthogonal  zu  K  zu  Jegen  brauchen;   deren   anderer 

Schnittpunkt  ist  dann  P2.    Ziehen  wir  etwa  erstlich  die  Gerade  durcli 

Pi    und    den   XEittelpunkt  C  yon  K,    welche   als   Kreis   mit  unendlich 

grossem  Radius  clem  in  Rede  stehenden  Kreissystein  durch  Px  angehort, 

und  nelimen  sodann  als  zweiten  Kreis  denjenigen,   dessen  Mittelpunkt 

auf    dieser    geraden    Yerbindungslinie 

CPi    gelegen  ist.     Des   naheren  giebt 

Fig.   27     diese     Verh'altnisse     wieder.  ^-       ^>^ 

Wir  entnehnaen  aus  derselben  vermoge 

elenientargeometrischer  Betraehtungen 

die    Ahnlichkeit    der    beiden    Dreiecke  ~jr\ 

CAP1  und  CP2  A,   welche  dann  ihrer- 

seits  die  Gleichung  liefert: 


unter  r  den  Radius  von  K  verstanden. 

So   gewinnen  wir  den  Satz,   class  der 

Punkt  P2  aus  P±    durcli  die  Transformation  vermoge  recvprolter  liadien 

am   Kreise  K  entspringt.     Die  Symmetric    beztiglich  K  ist    also    eine 

anderweit  wohlbekannte  Transformation. 

Ist  K  ein  Kreis  mit  unendlich  grossein  Radius  d.  h.  eine  Gerade, 
so  ersclieint  im  elementaren  Sinne  P2  als  Spiegelbild  von  Px  an  dieser 
Geraden.  Unsere  Transformation  vermoge  reciproker  Radien  geht  dann 
iiber  in  eine  Umklappung  der  JEbene  uni  diese  Gerade  oder  man  kami 
auch  sagen  in  eine  Spiegeliwy  an  dieser  Geraden.  Wollen  wir  auch 
far  den  allgemeinen  Fall  eines  Ereises  K  mit  endlichem  Radius  diesen 
kuappen  Ausdruck  der  Spiegelung  an  K  fur  die  Transformation  durck 
reciproke  Radien  beibelialten;  wir  warden  dann  von  zwei  geometrischeii 
Gebilden  jedes  das  Spiegelbild  des  auderen  an  K  nennen,  wenn  sie 
duroh  die  oft  genanute  Transformation  an  K  gerade  mit  einander  ver- 
tausckt  werden. 

Eine  sehr  wiclitige  Bigenscbaft  der  Spiegelung  erkennen  wir  jetzt 
clurch  Riickgang  auf  den  durchlaufenen  Entwickelungsgang,  Bei  der  Spiege- 
lung der  Kugeloberflaclie  an  einer  Diametralebene  (hier  die  Bezeichiiung 
,?Spiegelung^  im  elementaren  Sinne  gebraucht)  gehen  ersichtlicL.  Kreise 
der  Kugeloberflaclie  wieder  in  Kreise  fiber,  wahrend  die  Winkel  un- 
verandert  bleiben.  Durcli  stereographische  Projection  ini  Verein  mit 
Anwendung  einer  Substitution  (1)  §  8  kbnnen  wir  den  Schnittkreis 
jener  Diametralebene  in  einen  beliebigen  Kreis  K  der  Ebeno  trans- 
formieren,  und  dabei  geht  jene  elementare  Spiegelung  der  Kugelober- 
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flache  an  der  Diaruetralebene  in  diejeuige  Operation  fiber,  die  wir  nun 
aucli  Spiegelung  der  Ebene  am  Kreise  K  nannten.  Da  sehen  wir  denn, 
(lass  aucJi  lei  dieser  letzten  Spiegelung  Kreise  stets  in  Kreise  iibergeftilirt 
icerden  itnd  alle  Winltel  unveriindert  Heiben.  In  dieseni  Sinne  reiht  sicli  die 
Operation  der  Spiegelung  einer  Ebene  an  eineni  ihrer  Kreise  durcliaus 
der  ini  vorigen  Paragrapben  besproehenen  durch  eine  Substitution  (1)  §  8 
definierten  Transformation  einer  Ebene  an.  Inzwischen  bestelit  doch 
ein  Untersehied  darin,  class  lei  Ausiibung  einer  Spiegelung  die  Schenkel 
der  Winltel  nmgelegt  werden,  was  bei  Anwendung  einer  Substitution  (1) 
§  8  nicht  stattfindet.  Durch  Verfolg  dieser  Sachlage  schaffen  wir  uns 
sogleieh  die  allgemeinere  Auffassung  der  Kreisverwandtschaft,  von  der 
schon  unter  dem  Texte  des  vorigen  Paragraphen  die  Rede  war.  Docb 
bereiten  wir  auch  bier  die  allgemeinen  Satze  durch  besondere  Betraeh- 
tung  der  Fig.  14,  p.  75,  vor. 

§  10.     Das  Symmetriegesetz.     Birecte  nnd  indirecte  Kreis- 
verwandtsoliaft. 

Bei  dem  Entwicklungsgange  des  vorigen  Paragraph  en  ist  es  von 
vornberein  deutlicb,  dass  unsere  ebenen  Figuren  12,  14,  21  von  der 
Gesetzmassigbeit  der  Syniruetrie  beztlglich  der  in  ihnen  vorkommen- 
clen  Kreise  oder,  wie  wir  kurz  sagen  wollen,  vom  Symmetriegeset$  be- 
herrscht  werden.  Die  Kreise  der  gemeinten  Figuren  waren  naznlich  fiir 
die  bezugliclien  Configurationen  auf  der  Kugel  durehgehends  Scbnittkreise 
der  Kugel  mit  Symmetrieebenen.  So  nioge  man  nun  vor  alien  Dingen 
Fig.  14  vornehmen  und  sicli  veranscbaulicben,  wie  durcli  Spiegelung 
oder,  wie  man  auch  sagt,  durch  Inversion  naeli  dem  Symmetriegesets 
an  eineni  beliebigen  der  neun  Kreise  die  Figur  unter  Wechsel  der 
Schrafflerung  mit  sicli  selbst  zur  Deckung  komnit. 

Vor  alien  Dingen  ist  es  jetzt  wichtig,  die  gewonnene  Anscliauungs- 
weise  fiir  irgend  zwei  benachbarte  Kreisbogendreiecke  in  Fig.  14  zu 
verfolgen.  Von  beiden  wird  das  eine  das  Spiegelbild  des  andern  sein, 
langs  der  gemeinsamen  kreisformigen  Seite  entworfen.  Bei  dieser  Sach- 
lage giebt  uns  das  Symmetriegesetz  offenbar  ein  Mittel,  die  gan^e  Figur  14 
von  einem  einiselnen  Hirer  Kreisbogendreiecke  aus  entstelhen  $u  lassen.  Wir 
werden  nanilich  das  gegebene  einzelne  Dreieck  an  jeder  seiner  drei 
Seiten  spiegeln  und  nun  an  solchen  neu  erzeugten  Dreiecken  imincr 
wieder  die  n'amliche  Operation  der  Spiegelung  beztiglich  ihrer  nocli 
frei  gelegenen  Seiten  wiederholen.  Man  wird  auf  dem  Wege  init  Not- 
wendigkeit  zu  derjenigen  Teilung  der  Ebene  gefiihrt,  welche  Fig.  14 
versinnlicht. 

Hier  konnen  wir  nun  unsere  Auffassung  noch  in  einer  wichtigen  Weise 
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verallgertieinern.  Moge  irgeud  ein  Kreisbogendreieek  mit  den  Winkeln 
~,  ~,  -^-  gegeben  sein;  so  icird  stets  die  Teriielfaltigung  nacli  dem 

Symmetriegesete,  In  der  gescliilderten  Weise  anf  dieses  Dreieck  angeivandt, 
zu  einer  Elenenteilung  in  48  I&eisbogendreiecke  fiihren,  die  mit  Fig.  14 
Itreisvencandt  ersclieint.  In  der  That  ist  ja  jenes  gegebene  Dreieck, 
wie  wir  es  auch  wahlen  mogen,  entweder  mit  den  schraffierten  oder 
den  freien  Dreiecken  der  Pig.  14  im  Sinne  von  §  8  kreisverwandt. 
Kreisverwandte  Dreieeke  aber  geben,  in  entspreehender  Weise  sym- 
metriseli  vervielfaltigt,  kreisverwandte  Figuren.  Bs  ist  dainit  die  all- 
gemeinste  Auffassung  gewonnen,  welche  wir  uns  von  unseren  ebenen 
Kreisbogenfiguren  bilden  konnen:  Es  Jiandelt  sicli  um  Figuren,  welche 
aits  einem  Kreisbogendreieclc  mit  besonderen  WinJceln,  das  sonst  Tieiner 
BescJiranJiUng  unterliegt,  durcli  wiederliolte  Anwendung  des  Symmetrie- 
gesetges  entstelien. 

Ist  durcli  die  Betraebtungen  des  Paragraph  8  die  Beziehung  zweier 
gleicliartigen  Dreieeke  der  Fig.  14  auf  einander  claarakterisiert;  so  iiber- 
blicken  wir  nun  auch  die  Bezieliung  zweier  ungleichartigen  Dreieeke  dieser 
Figur  auf  einander.  Das  eine  geht  in  *  das  zweite  iiber,  wenn  wir  die 
Spiegelung  an  einem  Kreise  der  Figur  mit  einer  gewissen  Operation 
(1)  §  8  vereinen.  Auch  nach  den  auf  einander  folgenden  Aiiwendungen 
dieser  beiden  Operationen  werden  Kreise  jeweils  wieder  in  Kreise 
iibergefiihrt,  Winkel  bleiben  unverandert,  nur  dass  sich  ihre  Schenkel 
unilegen.  Wollen  wir  nun  auch  ganz  allgemein  zwei  dergestalt  auf 
einander  bezogene  Figuren  einander  kreisverwandt  nennen,  wo  wir 
dann  also  zwisehen  KreisvenvandtscJiaft  mit  Umlegung  der  Winkel  mid 
Kreisvemvandtscliaft  olme  Umlegung  der  WinJcel  unterscheiden.  Letztere 
nenuen  wir  auch  kurz  directe  Rreisverwandtscliaft  und  ihr  insbesondere 
galten  die  Uberlegungen  in  §  8.  Erstere  benennen  wir  demgegenuber 
als  indirecte  KreisvenvandtscJiaft  und  haben  ganz  allgemein  den  Satz, 
dafs  sie  als  Resultat  der  directen  Kreisverwandtscliq/'t  combiniert  mit 
Spiegelung  an  irgend  einem  Kreise  der  Elene  ersclieint.  Eine  Spiegelung 
an  einem  Kreise  der  coinplesen  Ebene  subsumiert  sich  dabei  als  be- 
sonderer  Fall  unter  die  indirecte  Kreisverwandtschaft. 

Als  unniittelbare  Folgerungen  inerken  wir  uns  noch  diese  an: 
Zwei  &reis~bogendreiecke,  welche  die  gleielien  Winkel  in  umgeJtehrter  Reihen- 
folge  liaben,  sind  indirect  'kreisverwandt.  Zwei  JZreisbogendrcicclte ,  die 
beide  einem  dritten  indirect  Jcreisverwandt  sind,  sind  unter  einander  direct 
'kreisverwandt  *). 

*)  Symmetriscbe  Umformungen  geomotrisclaer  Figuren  an  Ebenen  oder  Kugel- 
flachen,  durchaus  im  obigen  Sinne  auf  den  Raum  xibertragen,  sind  in  der  mathe- 
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§  1L    Bedeutung  des  Syinmetriegesetzes  fiir  die  Function 

Irgend  zwei  benaehbarte  Kreisbogendreiecke  der  ^-Ebeiie  bilden 
ein  Doppeldreieck  oder  eiu  Kreisbogenviereek,  "welches  conform  auf 
die  ganze  J"-Ebeue  bezogen  ist,  wie  wir  dies  in  §  6  ausfuhrlich 
bchilderten.  Wir  fixieren  nun  zwei  Punkte  dieser  herausgegriffenen 
Dreiecke,  die  beziiglich  ihrer  gemeinsanien  Seite  symmetrisch  liegen, 
und  fragen  nach  der  Lage  der  beiclen  durch  jene  abgebildeten  Punkte 
der  J-Ebene.  Nach  den  Erorterungen  von  §  6  wircl  man  sofort  ver- 
muten?  class  diese  leiden  PunTcte  der  J-Ebene  conjugiert  complex  slnd. 
Thatsachlieh  ist  dies  auch  sofort  analytisch  beweisbar,  falls  die  gemein- 
same  Seite  K  unserer  beiden  ausgewahlten  Dreiecke  ein  Stuck  der 
reellen  ^-Axe  ist.  Die  beiden  synimetrischen  Punkte  der  von  uns 
betrachteten  Dreiecke  sind  dann  eonjugiert  complex  und  ziehen  eben- 
solche  Werte  von  J  nach  sich,  da  die  Oktaedergleichung  durchgehencls 
reelle  Coefficienteu  hat. 

Hat  K  diese  einfaehe  Lage  nicht,  so  konnen  wir  doch  inimer  durch 

/  Ct[l  +  1) 

zu  einer  solchen  kreisverwandten  Ebene  p'  gehea,  in  der  das  Bild 
von  K  ein  Stuck  K'  der  reellen  Axe  geworden  ist.  J  ist  danu  auch 
in  p'  durch  eine  Gleichung  mit  reellen  Coefficienten  darstellbar,  da 
doch  den  unendlich  vielen  reellen  Werten  pf  auf  K'  reelle  J  zu- 
gehoren.  Beziiglich  der  Geraden  K'  symmetrische  Punkte  der  neuen 
Dreiecke  entsprechen  also  conjugiert  coinplexen  J,  und  also  gilt  das- 
selbe  von  den  beziiglich  K  symmetrischen  Punkten  der  urspriinglichen 
beiden  Dreiecke. 

Jetzt  rnoge  man  nach  dieser  kurzen  Erganzung  die  Entstehungs- 
weise  der  Fig.  14,  p.  75,  aus  einem  ihrer  Dreiecke,  wie  wir  sie  ina 
vorigen  Paragraphen  schilderteu,  in  fuuctionentheoretischem  Sinne  inter- 
pretieren.  Mit  einem  einzeliien  etwa  schraffierten  Ausgangsdreieck  ist 
der  Wertconiplex  eines  Zweiges  von  fc(J)  in  der  positiven  Halbobeno 
gegeben.  Wir  setzen  uns  vor,  von  hier  aus  durch  analytivsche  Fort- 
setzung  die  B^unction  ft(J)  zu  untersuchen.  Diese  Aufgabe  wircl  durclx 

matischen  Physik  seit  lange  als  Operationsmittel  im  Gebrauch.  Die  Symmetric 
an  Ebenen  spielt  z.  B.  in  Lame",  Legons  sur  la  theorie  analytigue  de  la  clialeur 
(1861)  eine  principielle  Bolle,  und  die  Symmetrie  an  Kugelflachen  wurde  bereits 
1845  von  Will.  Thomson  in  der  Elektrostatik  benutzt  (cf.  Liouville's  Journ. 
Bd.  10).  Fiir  die  Functionentbeorie  das  Symmetriegesetz  mit  grossern  Brfolg  vcr- 
wertet  zu  haben,  ist  das  Verdienst  von  Hrn.  Sohwarz,  dessen  bezugliche  Arbeiten 
wir  sogleich  nennen. 


i,  3.    Conforrne  ALbilclungen  als  Definition  der  Dreiecksfunctioueu.         Ul 

das  Syrnmetriegeeetz  vollig  erledigt.  Wir  wolleu  etwa  die  reelle  J"-Axe 
zwisehen  0  und  1  iibersebreiten  uncl  also  diejenige  Seite  j5T  des  Aus- 
gaogsdreiecks  in's  Auge  fassen,  welche  der  Strecke  0-1  der  reellen 
cT-Axe  entspricht.  Dann  werden  wir  als  conformes  Ab'bild  der  negation 
J-Halbebene  dasjenige  Dreieck  erJtalten,  icelcltes  sicli  aus  dem  Ausgangs- 
dreiecJce  durcli  Inversion  an  K  ergiebt  Indem  wir  nocli  betonen,  dass 
bezuglieh  K  syinmetriscbe  Punkte  des  ursprimgliehen  und  invertierten 
Dreiecks  conjugiert  complexen  J  entsprechen,  hat  in  der  That  das 
Symmetriegesetz  die  Fortsefeuny  von  f&(e7)  in  die  negative  Salbebene  liin- 
ein  vollig  ~bestim>mt. 

In  derselben  Weise  liatte  man  nun  welter  zu  gehen  und  jetzt  die 
reelle  c7"-Ase  etwa  zwischen  0  und  —  oo  oder  zwischen  1  und  co  zu 
iiberscnreiten.  Offenbar  wlirde  man  durch  An  wen  dung  des  gleicben 
SchlussTerfahrens  schliesslich  zu  den  sanitliclien  Kreisbogendreiecken 
der  Figur  und  damit  zu  saintliehen  Zweigen  von  p(J)  gelangen. 
Wir  werden  sagen  dlirfen,  dass  die  Entsteliung  der  gansen  Teilung  aus 
einem  einselnen  Dreieck  der  DurchfiiJirung  analytisclier  Fortsetsungen  von 
einem  Ziveige  ft(J")  aus  nicJit  mtr  entspriclit,  dass  vielmelir  jener  geo- 
metrisclie  Vbrgang  diesen  analytisclien  Process  geradcsu  vertritt.  Jedes 
neu  entspringende  schraffierte  Dreieck  giebt  einen  neuen  Zweig  fur 
die  positive  J-Halbebene;  jedes  neue  nicht-schraffierte  Dreieck  einen 
solchen  fur  die  negative. 

Wie  bequena  dieser  geometrische  Ersatz  des  abstracten  Processes 
der  analytiscben  Fortsetzung  ist,  erlautern  wir  noch  an  eineni  dabei 
zu  Tage  tretenden  Umstande.  Die  48  Dreiecke  der  Figur  14  reihen 
sieh  glatt  an  einander  und  bedecken  in  ihrer  Gesanitheit  die  f^-Ebene 
gerade  einfacli.  Irgend  ein  Einzelwert  fi0  gehort  demnacli  eineni  be- 
stininiten  Dreieck  an,  so  dass  iliui  ein  bestimmter  Wert  von  J"  ent- 
spricht. A^ts  der  einfaclien  Uberctetikung  der  p-Efienc  init  jSIreisbogen- 
dreiecken  folgt  dewigemass ,  dass  die  011  ^i(JT)  inverse  Function  J(p)  ein- 
de'ittig  von  ilirem  Argumente  dbhangt.  Die  einfache  (Jberdeckung  selbst 
aber  ist,  vermoge  des  Symmetriegesetzes,  Folge  der  Annahme  des 
ersten  Kreisbogendreiecks,  x\nd  an  dieser  Annahnie  wieder  ist  nacK 
dena  in  §  8  gegebenen  Satze  niclits  wesentlicli?  als  die  Grosse  der 
dem  Kreisbogendreieck  angehorendeu  Winkel. 
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§  12.  Allgemeine  Erorterung  der  functionentheoretiselien  Bedeutung 
des  Symmetriegesetzes*). 

Die  Folgerungen  des  vorigen  Paragraphen  werden  flir  tins  erst 
dann  von  allgemeiner  Bedeutung,  wenu  wir  die  Principien  desselben 
von  den  besonderen  dort  vorliegenden  Voraussetzungen  frei  gemaelit 
haben.  Das  geschielit  durch  folgende  Erorterung.  Sei  fur  die  positive 
J"-Halbebene  eindeutig  eine  analytische  Function  /YJ)  definiert,  welche 
diese  Halbebene  atif  einen  Bereich.  S  der  f-Ebene  derart  conform  ab- 
bildet,  dass  eine  Strecke  der  reelien  /-Axe  etwa  die  zwischen  J~0 
und  J±  sich  auf  ein  'kreisformiges  Stitch  K  in  der  Begrenzung  von  B 
tibertragt.  Langs  dieses  Stiickes  spiegeln  wir  B  nach  deni  Synimetrie- 
gesetz  und  mogen  dergestalt  den  benachbarten  Bereich  B  erhalten. 
Es  wird  alsdann  ganz  allgeuiein  behauptet,  dass  f(J}  lei  Vbcrsclireitung 
der  J-Axe  zwisclien  /0  und  Ji  eine  analytisclie  Fortseteung  in  die  negative 
J-  Halbebene  zulusst,  welcli'  letetere  eben  dwell  die  erreiclite  Fortseteung 
auf  B  abgelildet  tvird;  insbesondere  ^verden  legilglicli,  K  symmetrische 
Punftte  von  B  und  5?  conjugiert  imagindre  J  atibilden. 

In  der  That  gelie  man,  wie  wir  es  oben  schon  im  speciellen  Palle 
thaten;  durcli  Ausiibuug  einer  Substitution 

,n  f—  af+b 

W  /    —  cf+d 

zu  einer  solchen  kreisverwandten  Figur,  dass  sich  K  auf  eiu  Stuck  K' 
der  reelien  /"-Axe  tibertragt.  Aus  B  und  B  entstehen  Bf  und  B',  die 
im  elementaren  Sinne  beziiglicb.  K'  symnietrisck  sind.  Es  geniigt, 
unseren  Satz  ftir  f  unter  Zugrundeleguug  der  netien  Figur  zu  zeigen, 
da  er  sich  dann  bei  der  bekannten  Eigenart  der  Kreisverwandtschaft 
ohne  weiteres  auf  die  friihere  Sachlage  tibertragt.  Wir  gehen  hierbei 
einen  indirecten  Weg.  Function  f  ist  init  f  ftir  die  positive  J"- Halb- 
ebene definiert  Pflanzen  wir  jetzt  in  unabhangiger  Weise  in  den 
Pankten  der  negativen  Halbebene  derart  Functionswerte  /"  auf?  class 
in  conjugiert  coniplexen  Punhten  J  die  Werte  f  und  f'__  selbst  cou- 
jugiert  complex  sind  und  beweisen  nun  umgekelirt;  dass  /"  gerade  die 
analytische  Fortsetzung  von  f  vorstellt! 

Nach  den  Principien  der  Functionentheorie  stellt  der  Wertcomplex  /' 
fiir  den  Bereich  der  negativen  J"-Halbebene  eine  analytische  Function  von 
J  dar,  so  gut  wie  f  fur  die  positive.  Da  aber  f  fiir  alle  reelien  Punkte  J 
zwisehen  J0  und  J±  reell  ist,  so  gehen  erstens  die  Wertcomplexe  /" 
und  f  fiber  diese  Strecke  der  reelien  c7"-Axe  stetig  in  einander  tiber, 

•j-)  Hier  vgl.  man  nun  Schwarz'  Originalarbeit,  liber  einige  Altbildungsauf* 
gaben,  Cr.  J.  Bd.  70  p.  105  (1869). 
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furs  zweite  beachte  man,  dass  fur  die  Unigebung  eines  reellen  Punktes  J 
zwisclien  JQ  und  Jt  bei  der  angezeigteu  Sachlage  /"  eine  Taylor'sclie 
Entwicklung  mit  reellen  Coefficienten  zulasst.  Im  Convergenzbezirk 
dieser  Reihe,  der  in  beide  Halbebenen  gleicliformig  Hneingreift7  ent- 
sprechen  demgeraass  conjugiert  complexen  J  eben  solche  Werte  der 
dargestellten  Function.  Es  stellt  sich  deranach  bei  Uberschreitung  der 
reellen  Axe  zwisclien  J0  und  Ji  tliatsaclilicli  /"  als  analytische  Fort- 
setzung  von  f  ein;  wie  zn  beweisen  war. 

§  13.     Begriffsbestimmung  und  Fundamentaleigenscliaften  der 
Dreiecks-  oder  s-FTmctionen. 

Wir  haben  gegenwartig  den  wicttigsten  Wendepunkt  des  Kapitels 
erreicht;  die  Function  ft(J}  und  die  Teilung  der  ft-Ebene  haben  wir 
ausgebeutet  und  an  ihr  eine  Reilie  wicli tiger  Begriffe  und  Massnahrnen 
eingeubt;  die  namliclieti  Processe  sollen  jetzt  unter  allgemeineren  Pra- 
missen  zur  Amvendung  gelangen.  An  Sidle  des  Kreisbogendreiecks  mit 

dm   Winkeln  ^-,  ~,  ~  soil  namlicJi  allgemein  das  Kreisbogendreieck  mit 

den  WinTteln  <x,%,  §?t,  yx,  treten,  und  tvir  wollen  dann  versuclien  von 
iJim  aus  alle  die  Folgerungen  &u  ziehen,  die  wir  soeben  vom  besonderen 
Olttaederdreieck  aus  haben  ziehen  Jconnen. 

Mogen  die  drei  Winkel  in  der  Reihe  oca,  fia,  <yit  so  auf  einander 

folgen  wie  die  Winkel  Y?  T?  T  *n  e^nem  schraffierten  Dreieck  der 
Figur  14,  so  existiert  jedenfalls  in  der  positiven  J-Halbebene  eine  eiwige, 
eindeutig  definierte  Function  von  J}  ivelclie  diese  Halbetene  derart  conform 
auf  das  Dreieclz  abbildet,  dass  in  den  Scheitelpunkten  der  WinJcel  ax, 
($rt)  yyc  fie#.  die  Werte  J*=  1?  0?  oo  stattfinden.  Wir  nennen  diese 
Function  ihrer  Definition  wegen  eine  Dreiecksfunction  und  bezeichnen 
sie  nach  dem  Vorgange  von  Hrn.  Schwarz*)  durcl. 

*(«^  P>  n  ^0- 

Fiir  ihre  Existenz  und  eindeutige  Bestiinmtlieit  konnten  wir  uns  auf 
den  bekannten  Grundsatz  der  Rieniann'schen  Funetionentheorie  von 
der  Moglichkeit  der  conformen  Beziehung  zweier  einfach  zusamnierL- 
hangenden  Bereiche  auf  einander  berufen.  Aber  sogleich  in  einein 
der  folgenden  Paragraphen  werden  wir  den  Existenzbeweis  noch  in 
einer  directen  Weise  fuhren. 


*)  s  soil  hier  die  Abkiirzung  von  ,,sphae^"  aein  und  daraaf  hindeuten,  dass 
man  die  einfachste  Vorstelltiag  von  dem  Verlaufo  unserer  Function  erhait,  indem 
man  sich  die  in  Betracht  kommenden  Kreisbogondreiecke  darch  atereographische 
Projection  auf  die  Kugel  iibertragen  denkt. 
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Vorab  stellen  wir  die  Fundamentaleigenschaften  der  s- Function 
zusammen,  wie  sie  sich  vermittelst  des  Symmetriegesetzes  nun  ohne 
weiteres  ergeben.  Alles  werden  wir  im  wesentlichen  erledigt  haben, 
wenn  wir  die  geometrische  Aufgabe  durchfuhren,  das  gegebene  Dreieck 
vermittelst  des  Syrunietriegesetzes  zu  vervielfaltigen  und  die  sehliesslich 
bei  dieseni  Process  zu  Tage  tretende  Figur  zu  uberblicken.  Nehmen 
wir  an;  dass  dies  bereits  geschehen  sei.  Z weeks  grosser er  Anschau- 
lichkeit  wollen  wir  dabei  wieder  das  erste  Dreieck  und  alle  die- 
jenigen,  die  aus  ihni  durch  eine  gerade  Zahl  von  Inversionen  her- 
vorgehen,  schraffieren,  die  anderen  unschraffiert  lassen.  Wir  haben 
dann  den  Satz:  Jedes  scliraffierte  Dreieck  der  erzeugten  Figur  gielt  IMS 
den  Wertcomplex  vines  durch  analytisclie  Fortsetzung  von  s  erreiclibaren 
Ziveiges  unserer  Function  fiir  die  positive  Halbebene  J",  jedes  freie  Dreieclt 
leistet  em  gleiclies  fiir  die  negative  Hallebene  J.  Soviel  Dreiecke  der 
einselnen  Art  die  entspringende  Figur  zusammensetzen,  so  viel  Zweige  liat 
unsere  anahjtisclie  Function  S(K,  ft,  y>\  J).  Da  aber  alle  Dreiecke  der 
einzelnen  Art  unter  sich  direct  kreisverwandt  sind,  so  ist  jeder  Ziveig 
von  s(«,  0,  y\  J)  eine  lineare  Function  jedes  anderen.  Trifft  es  sich, 
dass  die  Dreiecke  der  Figur  niclit  mit  einander  collidieren,  sondern  sich 
glatt  an  einander  reihen,  wie  die  der  Figur  14,  so  wird  die  inverse 
Function  J(i)  eindeutig  von  ihrem  Argwnente  abli'dngen*}. 

%  14.     Reihenentwicklungen  fiir  einen  Zweig  der  s- Function. 

Zur  Vorbereitung  fiir  einige  demnachst  auszuftihrende  Rechnungen 
untersuchen  wir  die  Gestalt  von  Beihenentwicklungen,  welche  die 
s  -Function  nach  Potenzen  von  J  zulasst.  Doch  gentigt  es  zumeist,  wenn 
wir  nur  die  Gestalt  der  Anfangsglieder  solcher  Bntwicklungen  aufstellen. 
Dabei  konnen  wir  nicht  umgehen,  in  ausgiebigerer  Weise  von  den 
Principien  der  Theorie  der  conformen  Abbildung  Gebrauch  zn  machen. 

Sei  JQ  ein  beliebiger  Punkt  der  <J-Ebene;  vorerst  nur  abgesehen 
von  den  dreien  J  =  07  1;  oo;  sei  weiter  5  irgend  ein  specieller  Zweig 
unserer  Function,  der  fur  «70  den  Wert  SQ  anniinmt.  Es  wircl  alsdann 
durch  $  die  Umgebung  von  JQ  conform  auf  diejenige  von  50  abgebildet, 
und  es  lasst  demgemass  (s  —  50)  eine  Entwieklung  nach  posiliven 
gawsen  Potewsen  von  (J  —  J^)  #11 : 

*)  Alles  dies  sdnd  Folgerungen,  welche  im  Auschlusse  an  Rioinann  zuerst 
Hr.  Sehwarz  verraoge  des  Symmetriegesetzes  cntwickelt  bat;  cf.  dessen  schon 
gen.  Arbeit,  Uber  diejenigen  Falle,  in  welchen  die  Gauss' sehc  hypcrgeomctrisclie 
HeiJie  eine  algebraische  Function  ihres  4t011  Argumentcs  ist,  Crelle's  Journ.  Bd.  76 
(1872).  Die  samtlichen  Entwicklungen  der  noch  folgcuden  Panigraj/hen  dc-s  j 
wilrtigen  Kapitela  geheu  auf  diese  Arbeit  znrtick. 
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(1;  s  -  s,  =  c,(J—  JJ  -f  c*(J—  «T0)2  +  .  •  •, 

222    welcher   der  Coefficient  c±   des  ersten  Glledes  erne  endliclie,  von  Null 

verscldedene  Zdlil  ist 

Anders  wird  der  Charakter  der  Entwicklungen  fur  die  Umgebuug 
eines  der  Punkte  J  =  1,  0.  oo?  welche  in  der  That  singulare  Punkte 
flir  die  durcli  den  Zweig  $  verniittelte  Abbildung  der  J"-Ebene  sind. 
Wir  nuissen  liier  auf  die  drei  Winkel  azt,  ($71,  yit  unserer  Kreisbogen- 
dreiecke  zuruckgehen  und  bemerken  vorab;  dass  zufolge  ihrer  Ein- 
fuhrung  die  drei  Zalilen  a,  p,  y  als  reell  und  positiv  und  zwar  <  2 
anzusehen  sind*).  Ddbei  scliliessen  ^vir  dber  die  untere  Grenge  0  fur 
dtese  Zalilen  Tteinestcegs  aus. 

Wir  wollen  nun  zuvorderst  die  positive  J-  Halbebene  und  also 
unter  den  beiden  zum  Zweige  s  gehorigen  Dreiecken  das  schraffierte 
in  Augensehein  nelimen.  Sei  dann  J"0  einer  der  drei  singularen  Punkte, 
v  die  ihm  zugehorige  Zalil  aus  der  Reihe  a,  j$,  y,  die  zunachst  >  0 
sei;  und  SQ  die  beziigliche  Ecke  des  gedachten  Dreiecks.  Wir  be- 
schreiben  um  JQ  mit  sehr  kleinena  Radius  einen  Kreis,  der  einen  kleinen 
lialbkreisformigen  Bereich  in  der  positiven  Halbebene  una  J"0  aus- 
sclineidet.  Im  conformen  Abbild  erscheint  dieser  Halbkreis  annahernd 
zu  emeni  kleinen  Kreisausschnitt  nait  clem  Centriwinkel  wit  und  dem 
Scheitelpunkt  SQ  deformiert**).  Aber  genau  wird  eine  derartige  Abbildung 
des  Halbkreises  auf  den  Kreisausschnitt  durch  die  Function  s0  +  c(J  —  J^) 
geleistet;  wenn  wir  die  Constante  c  dabei  in  richtiger  Weise  bestimmen. 
Fur  die  Umgebung  von  J0  erscliliessen  wir  soleliergestalt  als  angenalierte 
Darstellung  von  s: 
(2)  _  s-sQ  =  c(J—  JJ*. 

Diese  Uberlegang  gilt  aber  nur,  wenn  <v  >  0  ist;  und  den  Fall  v  =  0 
haben  wir  jetzt  noch  besonders  zu  betrachten.  Nun  wird  jener  kleine  Halb- 
kreis um  JQ  annahernd  auf  ein  kleines  gleichschenkliges  Kreisbogendreieck 
abgebildet,  des  sen  Basis  winkel  rechte  sind,  wahrend  der  Winkel  an 
der  Spitze  bei  SQ  verschwindet.  Gehen  wir  durch  Ausiibung  der  Sub- 
stitution s'  =  --  zur  kreisverwandten  s'-Ebene.  so  erscheint  jenes 

S    -  SQ 

sehr  kleine  gleichschenklige  Dreieck  jetzt  in  Gestalt  eines  sich  ins  Un- 
endliche  ziehenden  Bandes,  das  von  zwei  geraden  Parallelen  und  einer 
dritten  zu  jenen  senkrecht  stehenden  Geraden  begrenzt  wird.  Aber 
genau  wird  eine  solche  Abbildung  des  um  J"0  abgegrenzten  halbkreis- 
formigen  Bereichs  durch  die  Function 

*)  Letzteres  wtlre  an  sich  keineswcga  notwenclig;  os  ist  aber  im  Tcxto  nicht 
ncJtig,  dass  wir  eine  allgemoinere  Voraussctzung  machen. 

*•*)  Man   erinnerc  sich  hier   an   die   in    §  6  beschriebene   mechauiscbe  tJbrr- 
fuhrung  des  KroiBbogendreiecks  in  die  IJalbebenc, 
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a  log  l(J—  J0)  =  a  log  (J  —  J0)  +  c 

geleistet,  wenn  wir  darin  die  Constanten  a,  I  oder  auch  a,  c  in  richtiger 
Weise  bestiminen.  Fur  v  =  0  ftnden  icir  sonacli  fur  die  niicliste  Urn- 
gebitng  von  J0  als  angendlierte  Darstelluny  unseres  Ziveiges  s: 

,  %  i 

^  )  °         a  log  Z;^ —  J0) 

§  15.     Differentialgleielmng  dritter  Ordnung  fiir  die  s- Function. 

Mit  Hilfe  der  entwickelten  Satze  sind  wir  leicht  im  Stande?  eine 
Differentialgleichung  dritter  Ordnung  anzugeben;  der  die  s-Function 
als  Integral  zugehort.  In  ?;Ikos."  p.  74  ist  der  Nachweis  gefuhrt^  dass 
der  Differentialausdruck  dritter  Ordnung: 

d*s 


(derselbe,  zu  dem  wir  in  §  16  des  vorigen  Kapitels  gekonimen  waren) 
unverandert  bleibt,  wenn  man  s  durch  eine  beliebige  linear-gebroehene 
Function  seiner  selbst  ersetzt.  Nun  sind;  zufolge  unserer  geometrischen 
Construction,  alle  Zweige,  in  welche  man  einen  ersten  Zweig  unserer 
Function  $(&,  $>y\  J]  fortsetzen  kann,  solcne  lineare  Functionen  dieses 
ersten.  Der  Ausdruck  [s]j  hat  demnach  fiir  alle  Zweige  von  s  den 
naniliehen  Wert  und  ist  somit  eine  eindeutige  Function  von  J",  die  wir 
jetzt  berechnen  wollen. 

Zu  dem  Ende  wollen  wir  die  Unstetigkeitsstellen  von  [s\j  in  der 
«7-Ebene  feststellen  und  diirfen  dabei  naci.  deni  gerade  Gesagten 
unter  s  irgend  einen  Zweig  unserer  Function  verstehen.  Ist  J"0  irgend 
ein  Punkt  der  eT-Ebene,  abgesehen  nur  von  den  drei  singularen,  so 
bringen  wir  zur  Berecbnung  unseres  Differential ausdrucks  dritter  Ord- 
nung die  Entwicklung  (1)  §  14  in  Anwendung.  Es  zeigt  sich,  dass 
keine  der  ersten  drei  Ableitungen  von  s  nach  J  bei  JQ  unstetig  wird; 
dass  tiberdies  die  erste  Ableitung  den  von  Null  verschiedenen  Wert  ct 
annimmt.  Die  eindeutige  Function  [s]j  von  J  hat  somit  l)ei  J"0  einen 
endliclien  Wert.  Unstetigkeitspunkte  clerselben  konnen  also  nur  in  den 
singularen  Stellen  J"=:  1;  0;  oo  vorkonimen. 

Bringt  man  ftir  J=  1?  0,  oo  nach  (2)  §  14  die  Naherungsdar- 
stellungen  in  Anrechnung: 


3,  y  vorab  >  0  vorausgesetzt,  so  berechnen  sich  sofort  fur  uusero 
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eiudeutige  Function  [s]j  in  den   Umgebungen  von  J=  1,  0,  oo  fieg.  die 
Anfangstmne: 


Diese  Ausdriicke  Ueiben  aucli  dann  nodi  in  Kraft,  wenn  eine  oder 
melirere  der  Zaltlen  a,  /37  y  mit  Null  identiscli  werden.  Alsdann  narnlich 
haben  wir  von  der  Darstellnng  (3)  §  14  fair  s  auszugehen,  konnen  aber 
auch,  da  [s]j  unverandert  bleibt,  \venn  wir  s  durch  eine  lineare  Function 
seiner  selbst  ersetzen,  fur  die  Berechnung  von  [s]j  s  direct  rait 
log  (J  —  J"0)  identificieren.  Da  erh'alt  man  fiir  ein  endliches  J"0  an- 

genahert  [s]/  =  j  __  j.  2  ,  was  sich  in  der  That  fur  J0  =  1  oder  0 
vermoge  der  Specialwerte  a  =  0  bez.  /3  ==  0  unter  (2)  subsumiert.  Fur 
JQ  =  oo  und  also  (J  —  J0)  =  -=•  komnat  aber  [s]j  =  57^?  was  w^r^" 
licli  vermoge  y  —  0  aus  der  dritten  Annaherung  (2)  entspringt. 

Bei  den  Eigenschaften;  die  wir  nunmehr  fur  unsere  Function  [s]j 
kennen  gelernt  haben  ;  schliessen  wir;   class  sie  eine  rationale  Function 
4ten  Grades   von  J  ist  mit   den   beiden    Unstetig'keitspun'kten  J=Q  und 
J"=  1.     Unter  Beriicksichtigung  von  (2)  setzen  wir  demnach  an: 
n  1  —  a2  A.  1  —  |32    .     B     .    n 

M^  =  2(e7^1)a  +  jnrT  +  -2VF  +  ir  +  g 

niit  noch  unbestimmten  Constanten  A,  B,  C.  Zur  Bestiniinung  der- 
selben  entwickeln  wir  diesen  Ausdruck  von  \s~\j  bei  J~=oo  in  eine 
Reihe  nach  absteigenden  Potenzen  von  J: 


und  haben   somit,  uni  der  dritten  Formel  (2)  gerecht  zu  werden,  fur 
A,  B,  C  die  Gleichungen 


die  zu  ihrer  Bestimniung  hinreichen.  Wir  finden  dergestaltj  dass  die 
s-Function  s(cc,  /3,  y;  J)  Integral  der  Differentialgleichung*)  dritter  Ord- 
st: 


Ist  s  irgend  ein  Partikularintegral  dieser  Differentialgleichung,  so 
ist  jedes  andere  Integral  s'  derselben  in  der  Form  darstellbar 

*)  Die  Her  gegebene  Ableitung  derselben  ist  genau  devjenigen  der  Glei- 
chung  (34)  in  ,,Ikos.u  p.  78  nachgebildet,  welclxe  letztere  iibrigens  als  Specialfall 
in  dei-  Gleichung  (3)  des  Textes  entbaltcn  ist. 

Klein-Pricke,  Modulfunctionen,  7 
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denn  die  Quotienten  der  Integrationsconstanten  a,  I  -  -  •  geben  liier 
gerade  den  richtigen  Grad  der  Allgemeinlieit.  Aber  fur  uns  bedeutet 
(4)  eine  Kreisverwandtschaft,  und  mm  beaehten  wir,  dass  alle  Bigen- 
schaften  der  s-Functiou,  von  denen  wir  bei  Definition  dieser  Function 
ansgingen,  gegeniiber  der  Kreisverwandtschaft  Invarianz  besitzen.  Es 
folgt:  &Jedes  Integral  der  Differeniialgleiclmng  (3)  liat  den  Character  der 
s-Fundion.  Speciell  hat  jeder  Zwefg  der  s-  Function,  der  sich  aus  dem 
ursprunglich  angenommenen  clurch  analytische  Fortsetzung  ergiebt, 
wieder  denselben  Charakter  wie  dieser. 

Mit  der  Aufstellung  der  Differentialgleichung  (3)  ist  nun  auch  der 
Beweis  der  Existenz  der  s  -Function,  wegen  dessen  wir  uns  oben  auf 
allgemeine  Riemann'sehe  Principien  belief  en  ,  auf  Grand  bekannter 
S'atze  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  geliefert*).  Umgekehrt 
hatte  man  bei  dieser  Sachlage  die  Differentialgleichung  selbst  zum  Aus- 
gangspunkte  machen  konnen,  um  von  ihr  aus  Definition  nnd  Eigen- 
schaften  der  5-  Function  zu  gewinnen.  Thatsachlich  ist  dies  der  Gang, 
den  Hr.  Schwarz  in  seiner  unter  §  13  geriannten  Arbeit  einge- 
schlagen  hat. 

§  16.     Zusammenstellung  friiher  bereits  vorgekommener 
Dreiecksfunctionen. 

Beispiele  von  Dreiecksfunctionen  treten  bereits  im  fruheren  mehr- 
fach  auf.  Recapitulieren  wir  zunachst  aus  den  Vorlesungen  liber  das 
Ikosaeder,  so  sind  sdmtlicfie  Irrationalitaten  der  reg^lldren  Korper  Dr&iecJcs- 
functionen;  denn  sie  leisten  alle  die  conforme  Abbildung  einer  Halb- 
ebene  auf  Kreisbogendreiecke  mit  bestimmten  Winkeln.  (Es  ist  aller- 
dings;  wenn  wir  an  den  Entwicklungen  von  wlkos."  festhalten;  die  Lage 
dieser  Dreiecke  auf  der  Kugel  keine  ganz  willktirliche,  so  dass  wir  mit 
partikuTaren  5-Functionen  zu  thun  haben.)  So  werden  wir  die  Irratio- 
nalittit  des  Dieders  durch 


*)  Noch  bemerken  wir,    dass   sich  s  als  Quotient  zweier  nicht  durch  cine 
lineare  Relation  verbundenen  LSsungen  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 


y    . 

"l 


darstellt.  Man  wolle  zum  Beweise  dieser  Behauptung  das  clritte  Kapitel  in  Ab- 
gehnitt  I  von  ,,Ikos."  zu  Rate  ziehen  und  dortselbst  insbesondere  auch  noch  die  Bo- 
ziehnngen  unserer  obigen  Entwicklungen  zu  Riemann's  P-  Function  vergleiclion, 
Man  sehe  auch  die  unter  p.  94  genaimte  Arbeit  von  Schwarz. 


[,  3.    Conform  e  Abbildungen  als  Definition  der  Dreiecksfunctionen.         99 

/I       1       1 

S\      >    2~>    n  ' 


n 

bezeichnen   konnen   und  haben  bereits   im  vorigen  Kapitel  die  beiden 
besonderen  Falle 


zu  betrachten  gehabt.     Die  Tetraeder-Irrationalitat  nennen  wir   weiter- 
hin*)  |(J).   Als  partikularer  5-Function  komnien  ihr  die  Werte  a  =  ~^  , 


==—  -,  y=-—  zu;  so  dass  wir  schreiben  konnen: 


Die  Oktaeder-Irrationalitat  trat  in  den  beiden  yorigen  Kapiteln  wieder- 
holt  als  ftf  J)  auf,  so  dass  es  gendgen  wird;  nochmals  an  die  Gleichung 


zu  erinnern,  deren  wir  sclion  am  Sdhlusse  des  letzten  Kapitels  ge- 
dacbten,  Endlich  wollen  wir  binfort  die  Ihosaeder-Irrationalitat  durch 
bezeicbnen;  diese  ist  dann  als  partikulare  s  -Function  definiert  durch. 


Das  wicbtigste  Resultat  aber;  das  sich  liier  einstellt,  ist  dieses, 
dass  auch  &(J)  cine  Dreiecksfunction  ist;  denn  in  der  Tbat  erwahnten 
wir  scbon  vorgreifend  am  Scblusse  des  yorigen  Kapitels,  dass  die 
Differentialgleichung  fur  co(e7)  (Formel  (4)  p.  63)  ein  besonderer  Fall 
der  Differentialgleichung  der  s-  Function  sei,  und  wir  gewinnen  jene  wirk- 
lich?  indeni  wir  in  diese  letztere  die  besonderen  Werte 

«-T'    P-T>    r  =  0 

eintragen.    So  haben  wir  co(e7")  als  partikulare  s-Funetion  zu  definieren 
durch 


und  gewinnen  nun  den  Fundamentalsatz:  Ein  Zweig  der  Function  03  (J) 
0.  J3.  der  Ausgangszweig  Hldet  die  einselne  J-Halbebene  auf  ein  Ereis- 

'bogendreieck  mit  den  Wirikeln  -—,  ~,  Q  oJ**).    Alle  Satze  des  vorigen 

Kapitels,  die  wir  fiber  co(e7)  entwickelten,  subsuniieren  sich  nun  unter 
die  Eigenschaften,  die  wir  allgemein  fiir  die  5-Functionen  erkannten.    So 

*)  Of.  unten  §  18.         **)  Of.  nnten  §  21. 

7* 
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2.  B.  war  jeder  Zweig  von  &(J~)  eine  lineare  Function  eines  beliebigen 
2.  B.  des  Ausgangszweiges;  so  fanden*)  wir  weiter  als  Naherungs- 
darstellungen  fur  den  Ausgangszweig  in  der  positiven  J"-Halbebene 
bei  J=0;  1,  3c  bez. 


die  sich  ersichtlich  unter  die  Formeln  des  §  14  subsumieren.  Als 
Argumente  for  die  Ecken  des  Ausgangsdreiecks  erscheinen  dabei  die 
wohlbestimmten  Werte  Q,  i  und  oo. 

Endlich  haben  wir  noch  einer  s-Function  zu  gedenkeu,  welche  den 
bisherigen  Entwicklungen  keineswegs  fremd  1st;  es  ist  die  Function 
oj  (A).  Wird  gleieh  die  Thatsache,  dass  o(A)  eine  s- Function  ist,  spater 
in  director  Weise  zu  Tage  treten,  so  wollen  wir  doch  den  Nachweis 
schon  hier  liefern,  urn  insbesondere  die  Werte  von  a,  (I,  y  festzustellen? 
welche  dieser  s-Function  eigentumlich  sind.  Sicher  ist  o>(A)  durch 
VermittluDg  von  J  eine  analytische  Function,  und  es  ist  aucn  sogleich 
zu  sehen,  dass  alle  Ziveige  dieser  Function  o(l)  linear  in  einem  einselnen 
darstellbar  sein  iverden.  Beschreibt  namlich  A  einen  geschlossenen  Weg 
in  seiner  Ebene,  so  wird  am  Schlusse  desselben  J'(Jl)  wieder  seinen  ersten 
Werfc  annehnien,  und  demnach  muss  o  entweder  gleichfalls  wieder 
seinen  Anfangswert  angenommen  haben  oder  doch  in  eine  lineare 
Function  dieses  Anfangswertes  iibergegangen  sein.  Bei  dieser  Sachlage 
wird  [co];.  eine  eindeutige  Function  von  A  sein,  die  wir  bereclmen  wollen. 
Wir  wiederholen  dabei  durchaus  die  Uberlegung  des  §  15,  operieren 
mit  einem  Zweige  o  von  co(A)  und  legen  ubrigens  die  in  Fig.  12,  p.  70, 
gegebene  Teilung  der  /l-Ebene  der  Betrachtung  zu  Grunde. 

Sei  /L0  zunachst  ein  beliebiger  Punkt,  der  nicht  gerade  in  einen 
Eckpunkt  von  Dreiecken  der  Fig.  12  fallt,  so  sei  dortselbst  J=J0 
und  &  =  co0.  Die  Umgebung  von  A  tibertragt  sich  conform  auf  die 
von  JQ  und  diese  wieder  in  gleicher  Art  auf  die  von  o>0,  so  dass 
[G)]I  in  >10  niekt  unstetig  werden  Jcann.  Sei  zweitens  A0  einer  de.r  beiden 
Werte,  fur  welche  J  verschwindet,  so  ist  das  fur  o>(J)  ein  singularer 
Wert  von  J.  Inzwischen  haben  wir  dann,  unter  oa0  den  zugehorigen 
Wert  von  &  verstanden,  neben  einander  annahernd 


JL  JL 

r  3 


A  —  A0  =  cQJ  3 ,  co  —  co0  =  CJL  J  , 
so  dass  CD  —  C30  =  0(A  —  A0)  wird  und  [co]^  fur  A0  nicht  unstetig 
werden  kann.  Genau  das  namliche  Resultat  erhalten  wir  fiir  jeden 
der  drei  Werte  A;  fur  welche  J=  1  wird,  und  es  bleiben  sonach  nur 

*)  Man  sehe  die  Formeln  (3)  nnd  (5)  pg.  61. 
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nock  allein  die  drei  Punkte  A  =  0,  1,  oo  zu  untersuchen,  in  denen 
J=oo  wird.  Sei  einer  von  ihnen  >10,  und  co0  zugehoriger  Wert  des 
Zweiges  &,  so  haben  wir  nunmehr  zu  gleicher  Zeit: 

i 


G) 


0        a  log  b  J 

Eliininieren  wir  J,  so  kommt  mit  gewissen  zwei  neuen  Constanten  A,  S: 

i  ^x 


G)  — 


A  log  B(l  — 


Unter  Berlicksiclitigung  dieser  Angaben  ist  nach  Analogie  von  §  15 
sofort  das  Resultat  zu  liberblicken.  Als  Difterentialgleicliuny  findct  sicli: 

r    ,    _          JL  _       ,        1  1 

LCDJ;L  ~  2(eT—  I)2  "^  2/2         2J-(eT-  1)' 

und  man  hat  also: 

<o(A)  —  s(0,  0,  0;  A). 

Hieraus  scliliessen  wir  sofort:  Irgend  ein  Zweig  der  Function  o(A) 
leistet  die  AVbildwng  einer  h-Halbebene  auf  ein  Kreisbogendrdech  mit 
durcligeliends  versclnvindenden  WinMn. 

Uberblicken  wir  noch  einmal  die  im  Laufe  des  Paragraphen  nam- 
haft  gemachten  Dreiecksfunctionen,  so  muss  uns  die  Thatsaohe  auf- 
f  alien,  dass  alle  hier  &ur  Geltung  hommenden  Werte  von  a,  p,  y  ratio- 
nale  jBriiche  mit  dem  Zdliler  1  sind.  Alle  genannten  Dreiecksfunctionen 
sind  sonach  in  der  allgemeinen  Form 


/I      i      i      T\ 

si—    —    — :  J) 

\vl  ;  va  ?  v3  '       / 


enthalten,  wo  die  vi  ganze  Zahlen  oder  auch.  oo  becleuten  sollen.  Die 
bei  den  betracliteten  Functionen  eintretenden  Zahlwerte  der  v  fassen 
wir  in  der  Tabelie  zusaminen 


2 
2 
2 
2 
2 
oo 


oo 


00 

00 


*)  Hiermit  erklart  sich  die  friihere  (p.  56)  Bemerkung,  dass  bei  Darstellung 
der  Perioden  Oj ,  cog  als  Functionen  von  I  far  die  Umgebuug  jedes  der  singuliiren 
Pankte  I  =  0,  1,  oo  Logarithmen  auftroton. 
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§  17.     Arteinteilung  der  Dreiecksfunctionen. 

In  einem  letzten  Teile  des  vorliegenden  Kapitels  bringen  wir  jetzt 
unsere  Untersuchung  der  Dreieeksfunetionen  dadurch  zum  vorlaufigen 
Abschlufs,  dafs  wir  das  Synametriegesetz  thatsachlich  ausbeuten,  urn 
UBS  aus  einem  ersten  vorgegebenen  Dreiecke  mit  den  Winkeln  cca} 
fix,  yx  durch  Vervielfaltigung  diejenige  Figar  herzustellen,  die  alle 
wesentliehen  Bigenscliaften  von  s(a,  P,  y;  J)  zur  Anschauung  bringt. 
Hier  soil  nun  freilich  nicht  jedes  raogliclie  Zahlsysteni  fur  a,  /5,  y  zu- 
gelassen  werden;  wir  sondern  vielniebr  nur  cliejenigen  s-Functionen  zur 
naheren  Untersuchung  aus,  deren  inverse  Functionen  J(s)  eindeutig  Bind. 
Da  ist  es  eine  erste  Bedingung,  die  wir  fordern  mils  sen,  dass  sich 
die  Dreiecke  bei  ihrer  Vervielfaltigung  glatfc  uni  inre  Ecken  herum 
anordnen.  Sie  sollen  also  die  Unigebungen  solcher  Ecken  einfach  und 
obne  mit  einander  zu  collidieren  bedecken,  wie  wir  dies  yon  der 
Oktaederteilung  her  gewohnt  sind.  Wir  wollen  sogleick  diese  For- 
derung  in  eine  Bedingung  fur  die  Zahlen  a,  ft,  y  umsetzen,  welch' 
letztere  wir  vorerst  von  Null  verschieden  voraussetzen. 

Betrachten  wir  zunachst  die  Umgebung  des  Scheitelpunktes  etwa 
voni  Winkel  ccjt.  Wir  durfen  in  einfachster  Weise  dessen  Sehenkel  als 
gerade  voraussetzen;  denn  es  ist  sofort  ersichtlich,  dass  diejenigen  Eigen- 
scbaften  der  Dreiecke,  urn  welche  es  sich  hier  handelt,  sich  auf  kreis- 
verwandte  Figuren  invariant  ubertragen.  Sollen  wir  nun  voni  so  ge- 
dachten  Ausgangsdreieck  aus,  wenn  wir  es  urn  den  Scheitelpunkt  des 
Winkels  an  herum  vervielfaltigen,  thatsachlich  nach  einvnaligem  Uni- 
kreis  zu  diesem  namlichen  Dreieck  zurtickgefiihrt  werden,  so  ist  olfen- 
bar  die  einzige  Bedingung  daffir  diese  ,  dass  die  ZaJil  a  ein  rationaler 
Srucfi  mit  dem  Ztihl&r  1  ist: 


In  der  That  wird  fur  einen  solchen  Wert  von  a  der  Scheitelpuukt 
des  Winkel  art  im  Mittelpunkt  eines  Kranzes  von  2v±  abwechselud 
symmetrischen  und  congruenten  Kreisbogendreiecken  liegen,  welche 
die  Unigebung  dieses  Mittelpunktes  vollstandig  und  einfach  bedecken. 
Vollig  analogen  Charakter  tragt^  wie  schon  angedeutet,  die  entspringende 
Figur  bei  allgemeinerer  Lage  des  Kreisbogendreiecks,  nur  dass  dann  an 
Stelle  der  elementaren  Symmetric*  und  Oongruenz  der  2vi  Dreiecke, 
allgemein  zu  reden,  indirecte  und  directe  Kreisverwandtschaft  tritt*). 
Indem  wir  die  Gtiltigkeit  dieser  tlberlegung  sofort  auch  auf  ft 

*)  Zur  Veranschauliclmng   der   geschildei'teii  Verhaltnisse    dienen   die  oben 
benutzten  wie  die  sogleicb  mitzuteilenden  Figureu. 
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uucl  y  ausdehnen,  eutspringt  tier  Satz:  Fine  s-  Function,  dcrcn  Inverse 
Function  J(s)  eindeutig  ist,  hat  nohcend^j  die  Form  des  vorigenParagrapfieni 

(1)  *(-,  -•  -;  J). 

v   J  \vl  y    v.  '    v  i  ' 

Dass  aber  aucli  jede  $-  Function  dieser  Gestalt  erne  eindeutige  inverse 
Function  J(s)  hat,  werden  war  im  Laufe  der  nlichsten  Paragraphen 
erkennen.  Derselbe  Satz  gilt  auch  noch,  wie  wir  erst  weiter  unten 
zeigen;  wenn  man  unendlicli  grosse  Werte  der  a/  zulasst.  Yon  hier 
aus  wird  dann  die  am  Schlusse  des  vorigen  Paragraplien  besprochene 
Erscheinung  ilire  riclitige  Wiirdigang  erfahren. 

Indem  nun  unsere  weitere  Betrachtung  auf  die  s-Functionen  (1) 
d.  i.  auf  die  partikularen  Losungen  von  (5)  p.  63  eingeschrankt  bleibt, 
begriinden  wir  eine  Binteilung  derselben  in  drei  Arten  auf  folgende 
Weise.  Zur  ersten  Art  recltnen  loir  die  s-Fwictionen  (1),  filr  ivelclie 


ist;  filr  die  gweite  Art  soil  diese  Summe  gleicli  1,  filr  die  dritte  Itleiner 
als  1  sein.  Es  ist  zweckmassig,  das  erste  Dreieck  sich  jederzeit  so 
gelagert  zu  denken;  class  es  zwei  gerade  Seiten  hat.  Wir  konnen  als- 
clann  an  diesem  Dreieck  unsere  Arteinteilung  sehr  leicht  charakteri- 
sieren.  Ini  ersten  Falle  wircl  die  dritte  Seite  des  Dreiecks  ihre  concave 
Kriimmung  deni  Innern  des  Dreiecks  zuwenden,  im  dritten  Fall  da- 
gegen  ihre  convene,  wahrend  ein  zur  zweiten  Art  gehoriges  Dreieck 
gedachter  Form  geradlinig  ist. 

§  18.    Die  s-Functionen  erster  Art. 

Man  zeigt  leicht  oder  entnimmt  aus  ;?Ikos."  p.  117  u.  f.,  dass  die 
einzigen  Losungen  von 


in  ganzen  Zahlen  v  die  nachstehend  tabellarisch  zusamniengestellten  sind: 


v_l_ 

"2 

_^ 

2 

2 

n 

2 

3 

3 

2 

3 

4 

2 

3 

5 

Wir  haben  sonach  den  Satz:  Die  s-Fitnctionen  erster  Art  sind  identiscfi 
mit  den  Irrationalitaten  der  regularen  Korper*).    Fiir  die  erste  der  vier 

*)  Halt  man  an  den  bestimmten  Gleichungaformen ,  die  in  ,,Ikos.u  als  Defi- 
nition dieser  Irrationalitaten  gegeben  werden,  fest,  so  wird  der  Satz  des  Textes 
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aufgeschriebcnen  lloglichkeiten  haben  wir  bereits  im  Anfang  des  Kapitels 
zwei  Bei^piele  gehabt*}  (»  =  2,  3),  und  ebenso  ist  clortselbst  der 
dritte  Fall  s(-~,  y,  —•;  j)  bereits  erledigt.  Es  eriibrigt  den  zweiten 
und  vierten  Fall  nocli  durch  Figuren  zu  erlautern,  wobei  wir  immer 
das  Auagaogsdreieck  mit  zwei  geradlinigen  Seiten  versehen. 

Tom  Dreieck  mit  den  Winkeln  y,  —-,  ~  kommen  wir  zu  der  in 
Fig.  28  dargestellten  tjberdeckung  einer  complexeu  Ebene,  deren  Vari- 
abele  wir  i  nennen.  Durch  zweckmassige  Projection  auf  die  Kugel- 


Fig.  29. 


Fig.  28. 

oberflache  entspringt  die  Tetraederteihmg  derselben,  welcbe  Fig.  29  wiecler- 
giebt.  Die  §-Ebene  ist,  wie  man  sielit,  von  einem  Complex  von  2-12 
Dreiecken  einfach  uberdeckt.  Es  folgt  daraus:  Die  Function 


•ist  eine  algebraiscfie  Function  12ten  Grades,   deren  inverse  Function 
eindeutig  und  also  rational  ist.    Bei  der  Orientierung  der  Dreiecksteilung 
in  der  g-Ebene,  wie  sie  in  Fig.  28  vorliegt,  haben  wir 

welche  Form  der  Tetraedergleiclmng  durch  die  Substitution: 


aus  Formel  (61b    in 


in  pr'aciserer   Fas  sung   lauten:    Dfe   s-JP^wc^owew   erster    Art  $ind   irgmdwelche 
Uneare  Functionen  der  Irrationalit&ten  der  regularen  Korper. 

*)  tTber  die  Bedeutung  des  Grenzfalls  ^=00  vgl.  man  ,,Ikos.l<  p.  128. 
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hervorgeht. 

Endlich  fahrt  die  Vervielfaltigung  des  Dreiecks  mit  den  Winkeln 


Kg.  30. 

Y?  y,  y  auf  die  in  Fig.  30  dargestellte  tJberdeckung  der  g-Ebene 

mit  2  *  60  Kreisbogendreiecken,  die  auf  die  Eugel  projiciert  in  Fig.  31 
die  IJcosaederteilung  liervorbringen.     Sonacli   ist  g(J)  einc  algebraiscJie 
Function  60sten  Grades  von  J  mit  inverser  rationaler  Function  J*(g).    Die 
stattfindende  Relation  ist  die  Ikosaedergleiclmng*}  mit  der  Form: 
J:  J  -  1 :  1  -  (—  J««  -  1  +  228(£15  —  g6)  -  494g10)3 

:  -  (V°  +1  +  522  (J25  -  efl)  — 10005  (gao  +  g10))2 
:  1728  £6(£l°  +  1 U5  —  I)5, 

*)  Of.  ,,Iko3."  I.  Kap.  2  §§  13,  14, 
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Indeiu  wir  vorgreifeiid  beinerken,  class  die  zur  zweiten  uud  dritten 
Art  gehurigen  Dreieeke  bei  der  Vervielfaltiguug  stets  zu  unendlicli 
vielen  neuen  Dreieckeu  iuliren,  konnen  wir  den  Satz  aufstelleu:  Die 


Fig.  31. 

s-Fitnctionen  erster  Art  oder  die  Irrationalitdten  der  rcyularen  Korper 
sind  die  einzigen  s- Functional,  welclie  algcbraiselie  Functional  von  J 
mit  ratio nalen  inversen  Functionen  darstetten. 

§  19.     Die  s-Functionen  zweiter  Art. 
Losungen  der  Gleichung 


iu  ganzen  Zahlen  vt,  v2)  v3  giebt  es  liberbaupt  nur  drei>  die  wir  wieder 
tabellarisch  aufstellen: 

6 


2 
2 
3 


4 
3 


Die  beziigliclien  Ausgangsdreiecke  kbnnen;  wie  wir  scliou  sagten,  gerad- 
linig  angenomrnen  werdeui,  und  wir  gelangen  so  zu  den  drei  in  Pig.  32 
dargestellten  tJberdeckungen  der  Ebene. 

Die  gegenwartigen  Falle  schliessen  sich  an  die  soeben  besprocliencn 
insofern  an,  als  auch  jetzt  die  Dreieeke  die  gan#e  s-Ebene  einfaeli  und 
wllstmdig  bedecken.  Das  Neue  ist;  class  hier  zu  diesem  Zweck  eine 
unendliche  Anzahl  von  Dreiecken  erforderlicli  ist.  Eine  gauz  besoiidere 
Rolle  spielt  der  unendlich  feme  Punkt  der  5- Ebene ?  und  wir  mogen 
ihn  deshalb  der  Ansclaauung  nocli  zuganglicher  inachen,  indeia  wir  zu 
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einer  kreisverwandten  Figur  iibergehen,  bei  der  er  in  die  enclliche  Lage 
cles  Punktes  P  gelangen  soil.  Fur  Jiesen  Fall  ist  das  gegebene  Aus- 
gangsdreieck  von  vrirkliclien  Kreisen  be- 
grenzt,  die  alle  drei  durcli  den  Punkt  P 
gelien.  Wie  wir  dann  aucli  iminer  bei 
der  fortsehreitenden  Bedeckung  der  s-Ebene 
mit  Kreisbogendreieeken  neue  Grenzkreise 
dureb.  Spiegelung  hervorrufen;  stets  werden 
doch  diese  letzteren  wieder  durch  den 
Punkt  P  liindurchlaufen.  Dabei  ist  das 
Spiel  der  entstelienderi  Figur  ein  solclies, 
dass  sie  nach.  und  nacli  anwacbsend  sicli 
von  alien  Seiten  jenem  gedachten  Punkte 
annahert.  So  lange  aber  eine  endliclie  Zalil 
von  Spiegelungen  vorgenommen  ist;  bleibt 
iinnier  noch  ein  endliclier  Bereich  uin  den 
Punkt  P,  der  von  Dreiecken  frei  ist.  Erst 
dwell  eine  unendliche  Folge  von  Dreiecken 
'iverden  wir  P  rings  erreiclien  Jtomien  imd 
seine  Unigebung  voll  und  emfacJi  bedecken. 
Dabei  miissen  die  Dreiecke  in  ihren  Dimen- 
sionen  gegen  deri  Punkt  P  bin,  falls  derselbe 
im  Endlichen  liegt;  unendlich  klein  werden"; 
denn  in  jeder  noch  so  Meinen  Umgebung 
von  P  liegt  eine  unendlicJie  ZaM  von  ilmen. 
Eiae  s- Function  zweiter  Art  ist  so- 
nacli  unendlich  vieldeutig  von  J  abhangig?  und  ihre  inverse  Function 
J(s)  ist  0war  eindeittig,  aber  transcendent.  Der  Punkt  P  ist  fur  J(s}  ein 
wesentlich  singularer  PunM;  denn  J(s)  nimrat  in  jeder  noch  so  kleinen 
Umgebung  von  P  jeden  cornplexen  Wert  unendlicli  oft  an*). 

*)  Die  hier  besproclienGn  s(J)  und  ihre  inversen  Functionen  J(s)  sind,  falls 
man  die  Dreiecke  geradlinig  annimmt,  sehr  bekannt.  Alsdann  ist  naialicli  J(s) 
eine  eindeutige  doppelt-periodische  Function  inres  Argumentes  „  wie  man  denn 
sofort  aus  don  Dreiecken  der  Figuren  32  bezugliche  Periodenparallelogramnio  auf- 
baut.  Die  Gestalt  dieser  Parallelograinme  ist  dabei  in  jedem  Falle  eine  cbarakte- 
ristische.  Function  s(J)  erscheint  sonach  in  diesen  Fallen  als  elliptisches  lutegral 
erster  Gattung,  dessen  obere  Grenzo  J  ist,  wahrend  seine  absolute  Invariatite  je 
einer  festen  Zahl  gleich  ist.  Fur  letztere  berecbnet  man  in  den  drei  Fallen 
bez.  0,  1,  0. 


Pig.  32. 
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§  20.     Die  s-Functionen  dritter  Art. 

Alle  unendlich  vielen  in  den  beiden  vorigen  Paragraphen  noch 
nicht  genannten  Tripel  ganzer  Zahlen  v19  v2,  vs  definieren  s-Func- 
tionen  dritter  Art.  Bei  ihnen  werden  wir  dureh  das  Syinmetriegesetz 
zu  vollig  neuen  Ergebnissen  gefuhrt,  die  um  so  mehr  interessieren 
miissen,  als  ja  die  beiden  spaterhin  besonders  in  Betracht  kominenden 
s-Funetioneii  o(J"),  CD  (A)  solche  der  dritten  Art  sind. 

Versieht  man  voriibergehend  ein  vorgegebenes  zur  dritten  Art  ge- 
horiges  Dreieck,  ftir  welches  wir  zunachst  an  der  Voraussetzung  end- 
licher  v>t  festhalten,  mit  zwei  geradlinigen  Seiten,  so  ist  die  dritte  Seite, 
wie  wir  sehon  bemerkten,  gegen  das  Dreieck  convex  gekriimint.  Es 
giebt  infolge  dieses  letzten  Unastandes  einen  bestimniten  reelleu  Kreis 
der  Ebene;  der  die  drei  Grenzlinien  des  Dreiecks  unter  rechtem  Winkel 
sclineidet.  Dieser  Kreis,  der  sogleich  die  grosste  Bedeutung  gewinnen 
wird;  soil  der  Ortliogonalkreis  lieissen.  Indem  wir  von  diesem  Ausgangs- 
dreiecke  jetzt  zu  einer  beliebigen  kreisverwandten  Figur  xibergehen, 
bleiben  diese  Verhaltnisse  offenbar  invariant,  und  wir  sagen  demnach: 
Jedes  $ur  dritten  Art  geliorige  Kreisbogendreieck  tesifet  einen  einzigm 
reellen  Orthogonalkreis*}. 

Jetzt  zerlegt  jeder  einzelne  Grenzkreis  des  vorgegebenen  Dreiecks 
die  Flache  des  Orthogonalkreises,  in  dessen  Innerern  wir  das  Dreieck  ge- 
legen  denken,  in  zwei  sichelformige  Bereiche,  welche  bei  Spiegelung  an 
jenem  Grenzkreise  mit  einander  permutiert  werden.  Es  entspringen  daraus 
die  beiden  hochst  wichtigen  Satze:  Darch  Inversion  nacli  deni  Synimetrie- 
gesetz  erhalten  wir  aus  deni  ersten  Dreieck  ein  zweites,  das  mit  jeneni  den 
Ortbogonalkreis  gemeinsam  hat  und  gleichfalls  im  Innern  desselben  liegt. 
Wir  schliesseu  sofort:  Wie  weit  man  aucli  den  Vermelfaltigungsprocess  fort- 
set&en  mag,  alle  entspringendem  Dreiecke  haben  wieder  den  ndmliclien  Orthogonal- 
Ttreis  wie  das  erste  und  alle  liegen  mit  jenem  ersten  im  Innern  dieses  Kreises. 

Wir  haben  spaterer  Anwendung  wegen  besondere  Veranlassung,  die 

5-Funetion  s(-^-?  —,  —;  JJ  zu  betraehten,  und  die  ihr  entsprechende 

Figur  ist  in  33  begonnen.  Der  aussere  Kreis  ist  der  Orthogonalkreis, 
und  nun  tritt  die  merkwiirdige  Erscheinung  ein,  dass,  in  welcher  Rich- 
tung  wir  die  Inversion  der  Dreiecke  von  der  schon  gewonnenen  Figur 
aus  weiter  fortsetzen  mbgen,  wir  freilich  immer  neue  Dreiecke  er- 
halten;  aber  doch  den  Orthogonalkreis  nicht  tiberschreiten  werden,  Je 
naher  wir  vielmehr  dem  Orthogonalkreise  zustreben,  um  so  mehr 

*)  Fiir  ein  Dreieck  der  ersten  Art  wird  der  Orthogonalkreis  imaginar,  fiir 
ein  solches  der  zweiten  Art  zieht  er  sicli  als  unendlich  kleiner  reeller  Kreib  auf  den 
Funkt  P  zusammen,  in  welchem  sicb  die  Seiten  eines  solchen  Dreiecks  kreuzen. 
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werden  die  neu  entspringenden  Dreiecke  zusaniniensckrumpfen,  so  dass 
alle  nocli  im  Innern  des  Kreises  Platz  finden.  Dabei  ist  es  von  grosster 
Wichtigkeit,  dass  jcdes  in  endliclier  Entfennmg  vom  Orthogonalfcreis  ge- 
legene  Drcieclz  aicch  eine  endliclie  Grosse  Itat  Wir  selien  dergestalt:  In 


Tig.  33. 

jeder  noch  so  Jcleinen  endlichen  Entfernung  vom  OrfhogonaTkreis  ist  das 
Spiel  der  entstehenden  Dreieclw  genau  das  namliche,  das  wir  tei  den 
grosseren  Dreieckm  in  der  Mitte  des  OrthogonalTsreises  vor  Augen  sehen. 
Immer  wieder  werden  sich  die  Dreieclse  glatt  an  einander  reihen  und  mit 
wachsender  AnzcM  das  Innere  des  OrtJiogonalkreises  mehr  und  mehr  voll- 
standig  und  einfach  "bedecken.  Nur  erst  in  unendlicher  Nalie  jedes  PunJttes 
vom  Orthogonalkreise  werden  die  DreiecJce,  die  sich  hier  in  imendlichen 
Mengen  von  alien  Bichtungen  aus  dem  Innern  dieses  Kreises  BiAsammen- 

in  ihren  Dimensional  unendlicli  Mein. 
Die  sehr  raerkwurdige  so  erhaltene  DreiecksjB,gur  sehen  wir  nun  im 
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Sinne  von  §l,(p.65),als  Ersatz  derRieniann'schenFlachefiir  s  (—  ,  —,  —] 
an  und  Tvollen  die  Fundamentaleigenschaften  dieser  Function  und  ihrer 
inversen  aus  derselben  ablesen.  Wir  sehen  sofort:  Es  ist  s(J)  eine 
unendlich  vieldeutige  Function  von  J",  deren  inverse  Function  J(s)  zu- 
folge  der  einfaclien  Uberdeckung  des  Innern  vom  Orthogonalkreise 
eben.  in  diesem  Innern  eine  eindeutige  Function  Hires  Argnmentes  ist. 
Sie  hat  dabei  in  jedem  Bereich,  der  im  Innern  des  oft  genannten 
Kreises  liegt  und  seiner  Peripherie  nirgends  unendlich  nahe  kommt,  den 
Charakter  einer  rationdlen  Function,  indem  sie  nur  in  der  endlichen 
Zahl  der  Dreiecksecken  dritter  Art,  welche  auf  jenen  Bereich  entfallen, 
unendlich  wird,  und  zwar  je  algebraisch  i/3-fach.  Indem  aber  je  zwei 
benachbarte  Dreiecke  der  Teilung  ein  conforines  Abbild  der  c7-Ebene 
liefern,  wird  JYs)  in  noch  so  kleiner  Urngebung  eines  auf  dem  Ortho- 
gonalkreise selbst  gelegenen  Punktes  jeden  Wert  unendlich  oft  an- 
nehmen:  Der  OrtJiogoncdkreis  Uldet  eine  iiberall  diclite  Folge  von  wesent- 
lieli  singularen  PimMen  fiir  J*(5). 

Definiert  man  J(s)  fiir  eiiien  Bereich  im  Innern  des  Orthogonalkreises 
durch  eine  Potenzreihe,  so  reicht,  wie  man  weiss,  deren  Convergenzkreis  um 
den  gewahlten  Mittelpunkt  bis  zuni  nachsten  Unstetigkeitspunkte  gerade 
heran.  Bildet  man  jetzt  analytische  Forts  etzungen,  so  wird  man  sich 
mit  den  Convergenzkreisen  der  weiterhin  folgendenReihenentwicklungen 
zwischen  den  gesetzmiissig  im  Innern  des  Orthogonalkreises  liegenden 
Unstetigkeitsstellen  von  J(s)  hindurchwinden  konnen.  Aber  diese  Punkte 
liegen  immer  dichter,  je  mehr  wir  uns  deni  Orthogonalkreise  nahern 
und  folgen  auf  einander  in  dessen  grosster  Nahe  unendlich  dicht.  Wir 
schliessen,  dass  die  Convergenzradien  unserer  Entwicklungen  bei  An- 
naherung  an  den  Orthogonalkreis  immer  kleiner  und  kleiner  werden  und 
endlich  in  dessen  grosster  Nahe  verschwindend  klein  werden.  Konnen 
wir  sonach  auch  durch  analytische  Fortsetzung  von  J(s)  dem  Orthogonal- 
kreisebelie'big  nahe  Jcommen,  so  ersclieint  es  immoglich  ihn  zuitberscfireiten;  in 
diesem  Sinne  heisst  derselbe  die  naturliche  Grenze  der  Function  J(s).*) 

%  21.     Die  zu  o(A)  und  ^(J")  gehSrigen  Dreiecksfiguren. 
Die   Betrachtung    des   vorigen   Paragraphen    umfasst  formell   die 
beiden  von  friiher  her  bekannten  s-Functionen  o»A)  und  o(</    noch 


*)  Die  hiermit  entwickelten  Besultate  durften  die  interessantesten  sein, 
"welclxe  Hr.  Schwarz  vermittelst  des  Symmetriegesetzes  erzielt  hat.  Die  Existenz 
natiirlicher  Grenzen  analytischer  Functionen,  welche  bis  dahin  nur  in  einzolnen 
Fallen  bemerkt  worden  war  (vgl.  bezugliche  Angaben  in  Schwarz'  p.  94  genantiter 
Arbeit),  wird  hierdurch  zu  einer  in  alien  Einzelheiten  anschauungsmassig  verstilnd- 
licben  Thatsache  erhoben. 
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iiiclit  mit,  da  wir  zur  Yereinfacliurig  der  Ausdrucksweise  vorlaufig  die 
gaiizen  Zahlen  rt-  als  endlich  voraussetzten.  Inzwisehen  bleiben  doch 
fiir  uneudliehe  v  uud  insbesondere  fur  jene  beiden  uns  spaterhin  zu- 
meist  interessierenden  s-Functiouen  dritter  Art  alle  wesentlichen  so- 
eben  gewonnenen  Anschauungen  bestehen,  was  wir  zuvorderst  fur 
&  (A)  =  s(0;  03  0;  A)  zefgen. 

!N"elnnen  wir  in  einfaclister  Weise  das  An s gangs dreieck  mit  den 
drei  Winkeln  0  als  gleicbseitig  an,  so  ist  sogleicli  evident,  dass  der 
deni  Dreieck  unischriebene  Kreis  Orthogonalkreis  mrd.  Hier  zielien 
sich  also  die  Spitzen  des  Dreiecks  bis  zum  Ortliogonalkreise  lieran^ 
uud  es  wird^  sofern  wir  nun  den  Vervielfaltigungsprocess  vor  sich 
gelien  las  sen,  ersichtlicn 
jedes  neu  erzeugte  Dreieck 
seine  drei  Spitzen  zum 
Ortliogonalkreise  senden. 
Ubrigens  geschieht  das 
Anwachsen  des  Dreiecks- 
compleses  Her  noch  sehr 
viel  durcttsiclitiger,  als  in 
den  Fallen  endlicher  v,  wie 
die  nebenstehende  Fig.  34 
bezeugen  wird.  Brechen 
wir  den  Process  nach  Er- 
zeugung  einer  endlichen 
Zabl  von  Dreiecken  ab, 
so  liaben  wir  vollstandig 
und  einfacli  das  Innere 

eines  Bogenpolygons   mit  Flg' 

Dreiecken  bedeckt,  wo  in  der  Kette  der  Grenzkreise  des  Polygons  je 
zwei  benachbarte  einander  in  einein  Punkte  des  Orthogonalkreises 
beruhren,  wahrend  sie  alle  auf  deni  gemeinsamen  Ortliogonalkreise 
senkrecnt  steben.  Jede  weitere  Spiegelung  reiht  ein  neues  Dreieck 
zwischen  dem  spiegelnden  Kreise  und  dem  Orthogonalkreise  der  sehon 
gebildeten  Figur  an.  Nach  und  nach  erscheint  der  Orthogonalkreia 
imnier  dichter  von  Spitzen  der  Dreiecke  ubersaet,  und  in  der  fertzgen 
Figur  strahlt  von  jedem  solchen  Pnnkte  des  Orthogonalkreises  ein 
Facher  von  unendlich  vielen  neben  einander  angereihten  Dreiecken  in 
das  Innere  der  Figur  hinein. 

Wir  verweilen  nicht  beim  Beweise  des  elenientaren  Satzes;  dass 
jedes  Kreisbogendreieck,  dessen  slimtliche  Winkel  verschwinden;  mit 
dem  gerade  zum  Ausgangsdreiecke  gewahiten  gleichseitigen  Dreiecke 
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kreisverwaudt  1st.  Auf  Grund  dieses  Satzes  ist  insbesondere  die  zu 
»(Tj  gehorende  Figur  mit  der  in  Fig.  34  gegebenen  kreisverwandt. 
Wir  haben  also  far  die  inverse  Function  A(o>)  vor  alien  Dingen:  A(oi) 
ist  erne  eindeutige  Function  von  o,  die  jedocli  eine  kreisfdrmige  nat'drliclie 
Gcreme*)  Jiat,  iiber  tuelche  Mniiber  wir  die  Function  nicht  fortseteen 
Jconnen*  In  jedem  Bereicli  im  Innern  der  natlirlichen  Grenze;  weleher 
dieser  letztern  nirgends  unendlich  nahe  koninit,  hat  A(c?)  d&i  Charakter 
einer  ganzen  Function^  in  der  That  liegen  ja  die  Unstetigkeitspunkte 
unendlich  dicht  geschaart  samtlich  auf  dem  Orthogonalkreise, 

Letzten  Endes  haben  wir  einen  sehr  bequemen  Ubergang  von 
Fig.  34  zum  Kreisbogendreieek**)  mit  den  Winkeln  -|-,  y,  0.  Wir 
werden  im  ersten  gleichseitigen  Dreieck  der  Fig.  34  die  drei  Hohen 


Pig.  35. 

ziehen  und  haben  dasselbe  daixn  dergestalt  in  sechs  Kreisbogendreiecke 
zerlegt,  die  gerade  die  beabsichtigten  Winkel  ~,  ~r-;  0  anfweisen.  Diese 


*)  Die  insonderheit  die  reelle  co-Axe  ist^  wie  sich  sogleich  zeigen 
**)  Of.  Klein,  Amtlicher  Bericht  der  Naturforscherversammlung  zu  Mftnchen, 
1877  (p.  104),  wo  dieser  "Obergang  zam  ersten  Male  geschildert  ist. 
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kuunen  daiin  thatsachlieli  nacn  deni  Symraetriegesetz  als  aus  eiiieui 
einzigen  derselbeu  liervorgegangen  gedacht  werden?  indem  ja  je  zwei 
benaclibarte  oline  weiteres  beziiglieli  ihrer  geineinsamen  Seite  sym- 
metrisch  sind.  Der  Vervielfaltigungsprocess  auf  die  neuen  Dreieeke 
angewandt  wircl  claim  ersichtlicla  das  Eesultat  haben,  dass  eine  analoge 
Unterteilung  in  seeks  Dreieeke  fiir  jedes  Dreieck  der  Fig.  34  statt- 
findet,  und  wir  werden  dergestalt  zur  Fig.  35  gefiikrt,  deren  weitere 
Eigenart  nacli  den  voraufgelienden  Erorterungen  wohl  sofort  ver- 
strindlicli  1st. 

Sicherlick  ist  nun  wieder  die  zu  a)(J}  gehorige  Figur  nait  der 
gezeiehneten  kreisverwandt  nnd;  uni  erstere  selbst  zu  gewinnen;  brauclien 
wir  nur  auf  den  in  §  16  begriindeten  Satz  zurtickzugehen,  dass  der 
Ausgangszweig  co(J")  die  positive  J-Halbebene  auf  ein  Kreisbogen- 
dreieek  abbildet,  dessen  J"=  0,  1,  oo  entspreehende  Ecken  bez.  nacli 
o  =  (>,  iy  oo  fallen.  Gehen  wir  also  von  Fig.  35  zu  einer  kreisver- 
wandten  Figur,  in  der  das  Ausgangsdreieek  die  solchergestalt  angezeigte 


Lage  hat>  so  komnat  Fig.  36,  in  der  nun*}  der  Ortliogonallvreis  &ur  rccllcn 
ay-Axe  geworden  ist,  wahrend  die  positive  Gj-flalbebene  luclwnlos  ^m^> 
einfach  von  J£reisbogendreieelwn  "bedeckt  ist.  Da  haben  wir  jetzt  den 
Ersatz  der  Riemann'sehen  Flaclie  fiir  co(J)  vor  Augen,  den  wir  zu 
Anfang  dieses  Kapitels  in  Aussicht  nahnien;  und  sehen,  wie  sich  die 
am  Schlusse  des  vorigen  Kapitels  fiir  diese  Function  gegebenen  Satze 

*)  In  "Qbercinstimmung  mit  dor  soobon  fiir  fc(co)  gemachten  Bemerkung. 

Klein-Frioko,  Modiilftmoticmen.  8 
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ansehaulich  darlegen.  Insonderheit  aber  haben  wir  deoi  vorigeii  Kapitel 
oregenuber  die  neuen  liesultate:  Die  inverse  Function  J(af)  ist  eine  ein- 
rteattge  transcenclente  Function  von  CD,  icelclie  in  der  ganzen  position 
a-Hallelene,  aber  niryendwo  sonst  existiert.  Die  reelle  Axe  ist  natiirliclic 
Grense  filr  J(&).  Irgend  zwei  neben  einander  liegende  Dreieeke  der 
Fig.  36  geben,  wie  wir  wiasen,  ein  vollstandiges  Abbild  der  J"-Ebene. 
Ziehen  wir  dann  noch  vona  vorigen  Kapitel  den  Satz  heran,  dass  es 
insbesondere  die  rjan^dldigen  Siibstitutionen  der  Determinante  1 


a)  «'-£'  ««-/*-! 

sein  raussen,  welcbe  die  Kreisverwandtschaft  gleichartiger  Dreieeke  in 
Fig.  36  vermitteln,  nnd  dass  gerade  aucb  die  Gesamtheit  dieser  Sub- 
stitutionen  in  der  Pigur  zur  Geltung  kommen  muss,  so  entspringen 
die  fundaraentalen  Eesultate:  J"(o>)  anderi  lei  Ausfiilinmg  der  Sul- 
stitutionen  (1)  seinen  Wert  nicht,  und  zwei  Werte  von  a>,  icelclie  denselben 
Wert  von  J  liefern,  sind  ditrcli  erne  Substitution  (1)  verlunden.  Es  sincl 
das  Satze,  auf  die  wir  nocli  wiederkolt  zuriickkornmen  werJen. 

Die  vom  zweiten  Kapitel  her  bleibenden  Fragen  in  Ansebung  des 
Wesens  der  Function  o  (/)  und  ihrer  inversen  Function  J(cai)  haben  sich 
nun  gelost;  ucd  imleni  wir  in  alien  wahrend  der  bisherigen  Entwicklung 
uberbaupt  betracliteten  Grossen  Dreiecksfunctioneii  specieller  Art  er- 
kannten,  haben  wir  niit  deren  grUndlicher  Bescbreibung  in  diesem 
Kapitel  einen  ersten  Abschluss  unserer  Untersucbung  erreicht.  Es 
gilt,  nunmehr  auf  deni  gewonnenen  Grunde  diejenigen  Problemstellungen 
zu  entwickeln,  deren  Erledigung  der  Inhalt  aller  nocb  folgenden  Be- 
traclatungen  sein  soll*J. 

*}  Wir  fugen  hier  nacbtraglich  noch  eiuige  Beiuerkuogen  fiir  die  Betrachfcung 
der  s-Punctionen  auf  der  Kugeloberflache  an  (cf.  Fussnote  p.  93),  da  sich  vermoge 
derselben  die  oben  getroffene  Arteinteilung  dieser  Functionen  besonders  einfacli 
kennzeicbaen  liisst.  Nach  stereograpbiscber  Projection  der  zu  einer  einzelnen 
s- Function  gehorigen  Teilung  auf  die  Kugelflacbe  erscbeint  letztere  ganss  oder 
teilweise  mifc  einer  Teilung  in  Kreisbogendreiecke  ubei'deckt,  deren  Seiten  wir 
uns  durcb  Ebenen  ausgescbnitten  denken  -wollen.  Die  drei  dem  einzelnen  Dreieck 
dabei  zugeborigen  Ebenen  bilden  eine  dreiseitige  Ecke  und  die  awei  benacbbarten 
Dreiecken  entsprecbenden  Ecken  baben  eine  Seite  und  den  Scbeitelpunkt  gemein. 
Eben  dieser  Punkt  wird  dann  ersicbtlicb  fur  alle  ubrigen  den  Dreiecken  der 
Teiiung  entsprecbenden  dreiseitigen  Ecken  den  Scbeitelpunkt  abgeben,  und  nun 
ha,ben  mr  den  einfacben  Satz:  Filr  die  s-Functionen  erster  Art  liegt  dieser  gemein- 
same  Scheitelpurikt  im  Innern  der  IZugel,  fur  die  Siveite  Art  twf  derselben,  endlich 
fur  die  dritte  Art  ausserhalb  derselben.  Im  letzten  Falle  ist  der  BerShrungskreis 
des  clem  gedacbten  Puckte  zugeb5rigen  Tangentialkegels  die  natiirliclie  Grcnsso. 
co(J)  kommen  wir  spater  auf  diese  Verbaltnisse  nochnmls 


Viertes  Kapitel. 

Entwieklung  der  Begriffsl)estimnmngen  und  GrrundproMeine  einer 
Theorie  der  elliptisclieii  Modulftmctionen. 

Unter  den  besonderen  ini  Yorigen  Kapitel  betrachteten  Dreiecks- 
functionen  haben  diejenigen  der  ersten  Art  als  Irrationalitaten  der 
regularen  Korper  in  ;?Ikos."  eine  eingehende  Behandlung  erfahren, 
wahrend  diejenigen  der  zweiten  Art  als  besondere  elliptiscne  Integrale 
erster  Gattung  sicli  in  die  allgemeine  Theorie  dieser  letzteren  ein- 
ordnen  lassen.  Demgegeniiber  bieten  die  Dreiecksfunctionen  dritter 
Art  noch  ein  \veites  Feld  eingehender  Untersuehung,  bei  der  man 
wiederum  die  Gesichtspunkte  niit  Erfolg  heranzieht,  welcne  bei  der 
ersten  Art  niassgeblicli  gewesen  sind.  Unter  den  Dreicksfunctionen 
dritter  Art  bietet  aber  co(J)  die  mannigfachsten  und  am  leichtesten 
zuganglichen  Beziehungspunkte  zu  sonstigen  ausgebildet  vorliegenden 
Teilen  der  Matliematik.  Die  Aufgabe,  die  wir  uns  bei  dieser  Sach- 
lage  stellen;  ist  die,  fiir  die  Function 


cine  Beliandlimg  &u  versuclien,  ivelclie  in  Anselmng  oiler  grundlegenden 
GesichtspunJcte  an  der  in  },17cos"  gegebenen  Theorie  der  Irrationalitaten 
der  regularen  Korper  ilw  Modell  fmden  soil.  Als  Profcotyp  dieser 
Irrationalitaten  betrachten  wir  diejenige  des  Ucosaeders: 


und  es  ist  die  Absicht  des  vorliegenden  Kapitels;  aus  den  Vergleicli- 
punkten  der  beiderlei  Functionen  ct>(J)  und  £(J)  die  Grundfragen  zu 
entwickeln,  um  die  es  sich.  bei  unserem  Unternehmen  handeln  wird*). 
Inzwischen  miissen  wir  vorab  eine  Reihe  analytischer  Kechnungen 
durchfuhren,  um  auf  Seiten  der  Function  &(J}  insoweit  Material  zu 
schaffen;  dass  der  in  Aussicht  stehende  Vergleich  ohne  Unterbrechuug 

*)  In  der  That  ist  dieser  Gresichtspuiakt  des  Vergleich  s  von  to  und  ^  fur  Klein 
bei  Ausftihrung  seiner  ersten  Unterauchungen  iiber  Modulfanctionen  massgeblich 
gewesen. 

8* 
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durchgefuhrt   werden  kann.     Diese  Rechnuugen  verselien  tins  zugleicli 
mit  widitigeii  Aiifsehliissen  liber  wecliselseitige  Bezielmngen  miter  clen 


u.  a. 


§  1.     Die  Legendre'sche  Relation. 

Es  handelt  sieb  zuvorderst  urn  die  Ableitung  der  sogenannten 
Legeudreschen  Relation,  welehe  man  bei  einer  grossen  Zalil  analytisclier 
Enlwicklungen  zur  Hand  ha"ben  niuss.  Bezeichnet  man  durcli  Q19  Q2 
irgend  ein  primitives  Perioclenpaar  in  normierter  Form,  und  sind 
wieder  —  Hly  —  H2,  gerade  wie  p.  33,  die  fur  die  namlichen  Perioden- 
wege  bereclmeteii  Perioden  cles  Integrals  zweiter  Gattung,  so  kennen 
wir'aus  (4)  p.  34  fiir  diese  Grossen  die  Relationen: 

^Q._o  ^ 

0)  "'  ** 

24  J(J—  1)  -jj  —  8JQi  -  2  (J  +  2)  H, , 


iu  denen  /,  A'  die  Zalilen  1,  2  in  einer  beliebigeii  der  beiden  Polgen 
sincl.  Multiplicieren  wir  die  Gleichimgen  (1)  bez.  niit  2  HA  mul  3Q/ 
nnd  addieren,  so  konimt: 


Bei  der  Gestalt  der  rechten  Seite  bleibt  ancli  die  linke  boim  Wechsol 
von  i  und  It  unverandert,  so  dass 


und  daraus  dureli  Integration 

(2)  ^H2  —  QgHi  =  mrf*  —  G)^t  =  c 

folg^.  nnter  c  eine  von  J  anabliangige?  also  numerisclie  Qrosse  und 
unter  ty  die  den  HA  entsprechenden  niclit  normierten  Perioden  verstanden. 
Zur  Bestimmung  von  c  geheu  wir  noehmals  auf  die  erste  der  Glei- 
chungen  (1)  zurucfc  und  denken  dieselbe  sowolil  ftir^=l  als  fur  $*  =  2 
aufgeschrieben.  Diese  beiden  Gleichungen  vereinen  wir  «ur  Bliuii- 
nation  der  ersten  auf  ihren  recliten  Seiteu  steliencleu  Gliedor;  wodurch 
unter  Benutzung  von  (2) 


orhalten  wird.    Hier  kann  die  linke  Seiio  durrJi  Qa2  d*  erRotzt  werdon, 
wodurch  die  Gleichting 
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entspringt,    an    die    wir    aucli   iin    fblgeuden   Paragraplien   wieder   an- 
kniipfeii. 

Una  c  zu  bestiuimen,  diirfeii  wir  eiu  beliebiges  primitives  Periodeu- 
paar  sowie  eiuen  beliebigeii  Wert  von  J  lierauzielien.  Neliinen  wir 
das  Ausgangspaar  und  setzen  J=oo,  so  ist  ztifolge  (2)  p.  51  uncl 
(5)  p.  61: 

—  3  log  12  —  log  J 


und  also   ISQ/rfca  direct  bereclinet: 

1SQ22^  =  2*id  log  J. 

Der  Vergleieb  mit  (3)  ergiebt  c  =  21%  uud  daniii: 
(4)  ®i%—  »2^i  —  2/ar, 

tcelches  die  Leyendre'scJie  Relation  ist*}. 

§  2.     Die  rationalen  Invarianten  ^»  #3*  A  als  Functionen 
der  Perioden  co19  c?2. 

Uin  die  rationalen  Invarianten  in.  ibrer  Abbangigkeit  von  o1;  (D2 
zu  studieren,  gehen  wir  auf  die  Fundamentaleigeuschaften  von  c7(c») 
zurtick,  wie  sie  im  letzten  Paragrapben  des  vorigen  Kapitels  er- 
kannt  wurden.  Unter  Beibehaltung  der  dortigeu  Bezeichnungsweise 

differentiiereu  wir  die  Gleicbung  ^(—-T-s)  =  ^(o)   nacli  CD  und  be- 

zcicbnen  mit  J'  die  Ableitung  von  J  naeh   seinem  Argumente.     Es 
koninit  dergestalt: 

T, 
^ 


(y£0  4. 

Dividiert  man  durcb  co22?  so  koninit  die  wiclitige  Crleichung: 
(1)  - 

^   y  i 


Eindeutige  homogene  Functional  der  Leiden  Variabelen  c?1;  o^ 
Imifort  Fonncn  heissen,  womit   wir  uns  der  Bezeicbnung  cler  Algebra 

nur  anschliessen,    Es  ist  dann  also  —  ^     eine  Form  (—  2)ter  Dimension. 

O2    Cd  CO  ^ 

Diesdle  Neibt  zufolge  (1)   lei  aljen  gan&gahligen  Substitutionen: 

*)  Man  zeigt  dieso  Relation  zumeist  dutch  Ansfuhruog  oines  gewissen  bc- 
stimmten  Integrals;  man  vgl.  dariiber  die  verbrciteten  Lchrbucher  tiber  dieThcorio 
tier  elliptischen  Functionen.  Die  Ableitung  dos  Textes  findet  sicb  wohl  zuerst  in 
Summer's  Arbeit  uber  die  hypergeometrische  Keihe  im  15LCI1  Bande  des  Crelle'schen 
Journals. 
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(2)  &i  =  0  »i  +  /5o?2;     £03'  —  ?&!  +  #0>2 

dcf  Detcrminante  ccd  —  /5y  —  1  tmverandert*}. 

Jetzt  schreibe    man  in  (3)  §  1   statt   cler  norinierten  Periocle  Q2 

y  —  n  •* 

ihren  Wert  oal/~  ,  statt  </  den  Quotienten  ~-  ?  sowie  endlich  statt  c 

"den  inzwischen  bekannt  gewordenen  Wert  clieser  Grosse.  Jene  Gleiclumg 
lieisst  dann: 

dj          9&V3 


Erinnern   wir   uns   tiberdies  an  die  von  (4)  p.  15    her   bekannte  Re- 

lation: 

(4)  J:J-l:l—ffi*:21gf:&, 

so  bereclinen  sicli  durch  zweckmassige  Combinationen  von  (3)  und  (4) 
fur  die  rationalen  Invarianten  #2?  g^  A  die  Darstellungen: 

dJ 


(, 


Grossen  g^  #3,  A  siw5  demnacli  eindeutige  homoyem  Functioncn 
oder,  wie  wir  kur#  sagen,  Formen  der  (  —  4)ten  le&.  (—  6)ten  und  (-~12)tci1 
Dimension  in  c?1?  a?2?  welche  die  Eigenschaft  liaben  in  sich  tibermgehcn, 
tvenn  man  co^  o2  ^'wer  gcmssahligen  linearen  Substitution  (2) 
terminante  1  unterwirft: 

gz(a 
(6)  ffs(KG 


§  3.    ^unctionaldeterminanten  der  Formen  ff2,  g^  A. 

Bei  dem  Verhalten  der  #23  gQ,  A  gegeniiber  den  o-Substitutionen  (2) 
kann  man  diese  Grossen  auch  als  transcendente  Functionen  von  col9  co2 
mit  der  Benennung  voii  Invarianten  belegen.  Wir  wollen  dies  Sach- 


*)  Der  eigentihnliche  Differentiationsprocess ,  der  hier  von  c7"(oo)  zur  Form 
fiihrte  und  bei  Hhnlichen  Ubergangen  sp'ater  ganz  allgemein  ziur  Verwendung 
kommt,  ist  von  Era.  Hurwatz  angegeben;  vgl.  dessen  noch  oft  ssu  nennende 
Arbeit:  »Grundlagen  einer  independenten  Theorie  der  elliptischen  Modulfunctionen 
wn,d  TJieorie  der  MultipUcatorgleichungen  erster  Stuff,  Math.  Annalen  Bd.  XVIII 
p.  559  (1881), 
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vcrlialtnis  geradezu  cladurcli  verwerten,  dass  wir  auf  unsere  For  men 
yz,  g%y  A  solche  Processe  anwenden,  welebe  die  Invariantentbeorie  fur 
die  Bildrmg  von  Govarianten  gegebener  Forinen  an  die  Hand  giebt. 
Wir  werden  solchergestalt  entweder  zu  neuen  Formen  gelangen,  die 
gleiebfalls  gegeniiber  den  co-Substitutionen  invariant  sind,  oder  wir 
warden  docb,  wofern  wir  wieder  auf  #2J  g^  A  geftibrt  werden  sollten; 
neue  Kelationen  zwisehen  diesen  Grossen  gewinnen.  Mogen  in  diesem 
Sinne  zunachst  Functionaldeterminanten  irgend  zweier  unserer  drei 
Foruien  untersucht  werden. 

Wir  merken  uns  vorab  fur  die  nacbsten  Eechnungen  die  drei  aus 
dein  Euler'schen  Satze  von  den  bomogenen  Fuuctionen  entspringenden 
Gleicbangen: 


(1) 


C01 


G  log  A 


glog  A 


-12, 


wobei  die  in  der  letzten  Gleicbung  gewahlte  abweichende  Scbreibart 
(die    Einfiibrung    von    log  A    an    Stelle    von  A)    sicli    weiterhin    als 


zweckmassig  erweisen  wird.     Aus  Jr== 
ritbmiscbe  Differentiation  nocb  &±  bez. 


entnebmen  \vir  durcb  loga- 


welcbe  Gleicbungen  wir  zur  Elimination  ibrer  ersten  Glieder  recliter 
Hand  vereinen.  Indeni  wir  dabei  die  Functioualdeterniinante  von  <j^ 
und  log  A 

d  log  A 


abktirzend   durcb    T(y2,  log  A)    bezeichnen,   koiunit   unter   Beiuitzung 
von  (1): 


Ersetzt  man  jetzt  die  linke  Seite  auf  Grund  von  (3)  §  2,  so  kommt 
als  Dwrstellung  von  g$  durch  g%  und  log  A: 
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v  iri 

°>2)  =  -36 


g  log  A 


so  dass  sich  in  der  That  die  Einfiihrung  von  log  A  an  Slelle  von  A 
als  uiitzlieh  erwiesen-  hat. 

Dass  die  Dimension  von  T(y*,  log  A)  die  ( —  6)tc  ist,  konnte 
man  von  vornherein  angeben,  wie  sich  denn  auch  sofort  T(g^  log  A) 
und  T(ffz,  g^)  als  Invarianten  ( —  8)tcr  und  ( —  12)tor  Dimension  er- 
weisen.  Formel  (2)  regt  die  Verinutung  an,  dass  aueh  diese  Invarianteu 
nicht  neu  sind?  sondern  vielleicht  auf  g*  und  A  zurlickkornmen,  die 
in  der  That  gerade  die  richtige  Dimension  besitzen.  Das  trifft  auch 
wirklieh  zu,  wie  folgende  Rechnung  beweist. 

Durch  logaritbmische  Differentiation  von  J  —  1  =  —j-*—  folgl: 
1  dJ  2  cg%  d  log  A 


—  1 

1 


dJ 


J  — 


d  log  A 


welche  Gleichungen  wir   erstlich  zur   Elimination  ihrer   bcideu   erstcn 
Gliecler  rechter  Hand  verbiuden.     Es  komnit 
6</«        dJ"  2      o 


oder : 

(3) 


J  —    1 


log  A) 


In  ahnlicher  Weise  findet  sich  gleichfalls  aus  den  beiden  aoebeu  clurch 
logarithmische  Differentiation  von  J — 1  ==  ^  gewonnenon  Glei- 
chungen: 

A.n-  /3L7  O 

—  I(g^  log  A) 


und  daraus  nach  kiirzer  Rechnung: 


A  = 


so  dass  in  der  That  alle  drci  Funetionaldetcrminantcn  auf  >unsere  Formeu 
selbst  wieder 


I,  4.    Allgememe  Thcorie  der  clliptirfclicn  Mudulfuuctionen. 

§  4.     Die  Perioden  des  Integrals  zweiter  Gattung  als 
Functional!  von  ca19  co2. 

Bevor  wir  die  Betrachtung  des  vorigen  Paragraphen  clurch  Herein- 
nalmie  weiterer,  Covarianten  bildender  Processe  fortfiihron,  sell  alien  wir 
liier  eine  gleickfalls  sehr  wieMige  Entwicklung  ein,  welclie  uns  die 
Perioden  j?1?  ^2  a^s  Functionen  von  G)i}  c?2  kennen  lehrfc.  Die  erste 
der  Differentialgleiclningen  (1)  %  1  dividieren  wir  durcli  Qx  und  sehreiben 
zugleich  co  als  unabtangige  Variabele: 

3QJ(J_  !)  £^L&  =  «£.  [3(J+  2)  -  2(J--  1)  £}• 

Hieraus  wollen  wir  ^i  berechnen  und  ersetzen  zu  clem  Encle  die 
iiormierten  Perioden  in  bekannter  Weise  durch  die  urspritnglichen  und 

zugleicli  J  und  -^-  durcli  ilire  Ausdrticke  in  g^  und  y^i 


Man  kann  nun  die  Anderung  da)  von  w  dadurch  herstellen,   claws 
iniin  G?2  allein  andert  unter  constantern  co1.     Dabei  ist  dann 

d  log  QI  _        ««a  _d_  1       /      ]/^  _  ° 
~55  ""  "5T   a«a       °  V    X  K   flrj          2® 

so  dass  wir 


erlialten. 

Uni  den  Wert  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  noch  in  aiiderer 
Form  zu  erlangen,  losen  wir  die  Gleichungen  (1)  §  3  paarweise  nach 
ca  auf: 


iog  A)  -- 

oder  anclers  geschrieben 


Hieraus  ergiebt  sich  sofort 


fr—    JCi8-10*  A 


so  dass  der  Vergleich.  mit  (1) 

6      =     *  8  log  A 
'x  5oa 
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liefert.    In  vollig  analoger  Weise  entwiekelt  man  den  Ausdruck  fur  ?;2 
uucl  liat  dadnrch  ah  Darstelhwg  der  17,,  i?2  ™  AWiangigkeit  von  o>15  GK,: 


Auf  Grand  dieses  Ergebnisses  wollen  wir  untersuchen,   wie  sich 
qlf  t]<>  andern,  wenn  wir  o1;  o»2  einer  ihrer  ganzzahligen  Substitution  en 

unterwerfen.  Moge  q19  y2  in  ^/,  %'  ubergeheti,  so  1st,  da  cloch  A  bei 
Ausfuhrung  von  (8)  unverandert  bleibt: 

Sehen  wir  jetzt  <D/,  o>2'  als  nnabhangige  Variabele  an,  so  ist 

ca 
nod  man  hat: 

d.  i. 

In  derselben  Weise  findet  sich  %';  man  hat  zusammenfassend: 

Die  Perioden  i]lf  j]2  erfakren  'bei  Anwendung  von  (3)  gena/M  die  niimliche 
Substitution  wie  die  o1?  ce>3>  was  man  daJiin  ausdrticJct,  dass  man  sie  mil 
ff>i>  ®2  ccgredient  nennt**). 

§  5.     Eerechnung  der  Hesse'schen  Peterminante  H  (log  A). 

Als  Fortsetzung  der  Betrachtungen  von  §  4  wollen  wir  jetzt  nocli 
die  Hesse'sche  Determinante 

JMog  A 

IT  (log  A)  = 


berechnen.     Wir  gehen  zu  dem  Ende  auf  (1)  §  1  zurtick: 

*)  Yon  bier  aus  gewinnt  man  durch  (1)  §  3  sofort  die  Legendre'sche  Relation 
wieder, 

**)  Man  vgl.  auch  die  Definition  der  Cogredienz  in  ,,Ikos."  p.  211.  Dass 
iibrigens  die  beiderlei  Periodenpaare  cogredient  sind,  ware  von  vornnerein  selbst- 
verstandlich  gewesen,  wenn  wir  in  E!ap.  2  statt  mit  analytischen  Entwicklungon 
mit  den  Periodenwegen  direct  gearbeitet  batten.  Die  Substitutionen  der  «lf  o>2 
batten  dann  nicbt  eigentlicb  Eigenschaften  von  a^  o2  ausgesprochen ,  eondern 
vielmehr  solche  der  Periodenwege.  Diese  abor  warea  fur  die  rj.  geracle  die 
namlichen  wie  fur  ct>i. 
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M J(J  —  1)  -^-  =  3  JQt  —  2(J  +  2)H1? 

-  2)H3, 
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aus   welclien  Gleichungen  wir   die  zweiten  Grlieder  rechts  eliminiereii. 
Es  kommt  imter  Benutzung  der  Legendre'schen  Relation 


Maclit  man  hier  o  zur  unabhangigen  Variabelen   und   ersetzfc  J"  und 
die  HI  auf  Grund  der  schon  gewonnenen  Formeln,  so  ist: 

g  log  A 

die  Folge  der  letzten  Gleichung. 

Jetzt  werde  die  Anderung  do  einerseits  durch  partielle  Anclerung 
von  &L,  das  andere  Mai  durch  ebensolche  von  c?2  hervorgerufen.  Dann 
spaltet  sich  die  letzte  Gleichung  in  die  beiden: 

3gf2<p2   _  _  3  log  A  g3  log  A    ,    glog  A  a3  log  A 
2  ? 


woraus  nun  durch  Auflosung  etwa  nach  —  ^  — 

5*  (    ^A 

^2  \    i  gcoi^cojj     '        2 


entspringt.     Aber 


ist  homogen  von  (  —  l)ter  Dimension  in  co1 


oj2;  so  dass  nach  dem  Euler;schen  Satze  die  rechts  stehende  Klammer 

geracle  mit  dem  Factor  --  ^  —  der  linken  Seite  libereinstimmt.   In- 

OG>Z 

clem  wir  durch  diesen  Betrag  heben,  kommt: 

g8  log  A      g2  log  A 

^col3       '        d  CDid  00% 

a2  log  A 

^COj^COjj   ; 

so  dass  auch  -H*(log  A)  wieder  eine  schon  betannte  Form  ist. 

Als  wichtigstes  Resultat  der  letztdurchlaufenen  Entwicklungen  f  assen 
wir  nochmals  zusamnien:  Von  mtmerischen  Factoren  dbgesehen  ist  g%  die 
Hesse*  sche  Determinante  von  log  A7  gB  aber  die  Functionaldeterminante 
von  g2  und  log  A*). 

*)  Dieser  Satz  wurde  zuerst  von  Klein  in  einern  Briefe  an  Brioschi  fiber 
Multiplioatorgleichungen  (vom  30.  Dec.  1878)  ausgesprochen;  der  betreffende  Brief 
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§  6.     Abbildungen,  durcn  ct>(JT)  tind  g(J")  vermittelt.     Ikosaeder- 

•and  ModTilgleichung. 

Indem  wir  nun  beginnen,  die  beiden  Functionen  &(J)  und  £(J") 
mit  einander  zu  vergleichen,  gelien  wir  zuvorderst  noehmals  auf  die 
confomien  Abbildungen  des  vorigen  Kapitels  zuriick;  denn  bereits 
in  diesem  Betraeht  zeigte  sieh  die  grosste  Analogic  zwischen  den 
beiden  in  Rede  stehenden  Functionen.  Beide  Male,  sowolil  in  der  co- 
-wie  in  der  %-Ebene,  ivar  ein  von  Kreisbogen  legrenztes  Dreieck  confarmes 
AlMd  der  eimelnen,  etwa  der  positives  Halbebene  J.  Die  Ecken  der 
Dreiecke  waren  in  beiden  Fallen  die  Bildpunkte  von  J=  1,  0,  oo;  nur 
class  fttr  das  Dreieck  der  §-Ebene  an  diesen  Stellen  bez.  die  Winkel 
2L  HL  —  stattfanden,  wahrend  im  Dreieck  der  co-Ebene  an  den  ent- 
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spreelienden  Stellen  sich  die  Winkel  ~->  y,  0  einstellten,  so  dass  der 
dritte  Winkel  geandert  erscheint. 

Bei  den  soeben  gekennzeienneten  Abbildungen  ist  aber  nur  je  eiu 
einzelner  Zweig  der  vieldeutigen  Functionen  g(J"),  ^(J)  zur  Verwendung 
gekommen.  Den  "Dbergang  zu  den  Abbildern,  wie  sie  dureh  die  iibrigeii 
Zweige  entstelien,  gab  uns  beide  Male  das  Gesetz  der  Symmetric.  Da- 
durch  kam  die  Teilung  der  §-Ebene  in  120  Dreiecke  zu  Tage;  wahrend 
sicli  in  der  o>-Ebene  die  reelle  Axe  als  natarliche  Grenze  fftr  J(co) 
dem  weiteren  Fortschritt  der  Spiegelungen  entgegensetzte,  nun  aber 
die  positive  GJ-  Halbebene  mit  unendlich  vielen  Dreiecken  tiberdeckt 
erschien.  Hatten  wir  soniit  in  §(J")  eine  60-wertige  algebraische 
Function  ihres  Argumentes,  so  ist  im  Gegensatse  da&u  w(c7")  unendlicfi 
vieldeutig,  ein  Umstand,  der  die  Theorie  dieser  Function  zu  einer  sehr 
viel  beziehungsreicheren  rnacht^  als  diejenige  von  ^(J)  ist. 

In  beiden  Fallen  sind  aber  die  vieldeutigen  Functionen  solclie; 
deren  inverse  Functionen  eindeutig  sind.  Dabei  ist  J(S)  eine  rationale 
Function  sechzigsten  Grades,  wahrend  /(o)  eine  eindeutige  transcendente 
Function  von  o>  ist/  die  auf  Grund  der  bei  uns  gewahlten  Festsetzungen 
nur  in  der  positiven  CD-  Halbebene  existiert.  Wir  bezeichnen  durcli 
JB(f)  den  Ausdruck  jener  rationalen  Function  sechzigsten  Grades 
von  g.  Dann  haben  wir  als  Gleichung  sechzigsten  Grades  fur  &  mit 
clem  Parameter  J"  die  ITsosaedergleichiingi 


wurde  in  den  Eendiconti  del  Istituto  Lombardo  (2.  Jan.  1879)  und  spater  Math.  Ann, 
Bd.  15  p.  86  gedruckt  (tJber  Multiplicatorgleichungen).  Die  analyiischeu  Eutwick- 
lungen  der  drei  letzten  Paragraphen  sincl  zuerat  vorn  Heransgeber  durchgefiihrt. 
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Entsprechend  sei  JP(o>)  der  A.usdruek  der  fragliehen  transcendent  en 
Function  von  &  (den  wir  im  folgenden  Kapitel  tliatsaehlich  her- 
stellen),  so  l)Uden  irir  far  o  die  transcendente  Gleiclmny  mit  dem 
Parameter  J: 


uncl  stellen  diese  als  ^ModulglelcJmng^  der  Ikosaedergleichung  parallel. 
An  diese  beiden  Gleiclmngen  kniipfen  wir  nun  die  Fortsetzung  unseres 
Yergleiches  an. 

§  7.     Formentheoretischer  Vergleich  der  Ikosaeder-  und 
»  der  Modulgleiclmng. 

Die  Ikosaedergleichung  bekam  in  ?;Ikos."  I  Kap.  2  die  Gestalt: 

f-i\  T  •    T 1-1    ---I--.    TTSff'      f"  V  T^Cr      P  \  •  1  7^>Q  •T^(9f      f*  \ 

\^J  e/  .  e/  — —   JL  .  X   !===  JLJ.    ^feij  feg/*  """""  *^     \&1>  fe/  •  •*•  *^^/     Vbl?  32//* 

Es  waren  dabei  /",  S7  T  die  drei  IJwsaederformen ,  die  wir  in  iiicht- 
homogener  Form  p.  105  reproduciert  haben.  Diese  Forinen  stellen 
ganze  rationale  homogene  Functionen  der  Variabelen  £i?  J2  dar?  in 

welche  S  =  y-  gespalten  wurde.    Die  Ikosaederfornien  hatten  die  Eigeii- 

schaft,  unverandert  zu  bleiben,  wenn  £1?  §2  einer  der  120  homogenen 
Ikosaedersubstitutionen  von  der  Determinate  1  unterworfen  wurden. 
Zwisehen  den  drei  Ikosaederfornien  bestanden  neben  der  selbstver- 
staudlichen  Relation 

(2)  1728/*6  =  T2  +  H3 

liberdies  noch  die  beiden  anderen: 

ay        av 


(3) 


was  man  alles  in  Eap.  2  von  wlkos."  I  nachsehen  kann. 

Auf  der  anderen  Seite  kennen  wir,  der  Gleichung  (1)  entsprechond, 
als  Gestalt  der  Modulgleichung: 
(4)  J:  J—  1:1=  gffa,  »2)  :  Slffffa,  ^)  :  A(«)1?  w,), 

wo  nnn  g2}  gs}  A  die  in  §  2  betrachteten  eindeutigen  homogenen 
Functionen  von  o>1?  ca2  sind,  die  wir  fortan  als  )yModulformcntl  den 
Ikosaederfornien  gegenilberstellen.  Dabei  ist  die  Fundamentaleigenschaft 
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dieser  Modulformen,  dass  sie  ibren  Wert  nicht  andern  bei  Anwendung 
ganzzaliliger  linearer  Substitution  en  der  Determinate  1  auf  die  Yaria- 
belen  o17  <o3,  Substitutionen,  die  wir  den  Ikosaedersubstitutionen  ent- 
sprecbend  als  die  liomogenen  Modulsulstitutionen  bezeicbuen  werden. 
Zwisclien    den  Modulformen    bestenen    ausser    der  sdbstverstand- 

Uchen  Relation 

g*  -  21g<?  -  A, 

die  (2)  entspricht,  noch  eine  Reihe  weiterer^  die  in  den  voraufgeten- 
den  Paragraphen  gewonnen  wurden.  Unter  ihnen  zieheii  wir  als  (3) 
analog  gebildet  iusonderbeit  diese  heran 

•    0*  log  A         d2  log  A 


Wie  man  sielit,  wtirde  die  Analogic  tier  eine  durchgangige  sein, 
brachte  nicht  doch  das  dritte  Glied  auf  der  reehten  Seite  der  Modul- 
gleieliting  eine  Abweichiaig.  Inzwischen  ist  auch  diese  nur  scheinbar, 
wie  folgende  tJberlegung  zeigt.  Die  Ikosaederfornien  tragen  in  (1) 
solehe  Potenzexponenten?  welehe  je  rait  der  halben  Anzahl  der  ihre 
Verschwindungsstellen  unitranzenden  Dreiecke  tibereinstininaen;  oder 
welehe;  kurz  gesagt,  mit  den  Zahlen  v  in 


identiscli  sind.     Pur  die  Modulgleichung?  bei  welcKer  wir  diese  Ver- 
haltnisse  sogleich  noch  weiter  verfolgen,  sollte  man  aus 


nach  Analogic  schliessen;  dass  in  (4)  rechter  Hand  die  Bxponenten 
Bj  2,  oo  sich.  zeigen  nitissten,  was  dock  nur  fiir  die  beiden  ersten 
Glieder  der  Proportion  zutrifft.  Inzwischen  hindert  nicbts  die  Modul- 
gleicliung  in  der  Form  zu  schreiben: 

(6)  J:  J--  1  :  1  -fc«  :  27ft-  :  (l  +  ^)'qhl...), 

und  in  der  That  erreichen  wir  dergestalt  durchgangiges  Entsprechen 
mit  der  Ikosaedergleichung.  Wirklich  ist  cs  ja  auch,  wenn  wir  (3)  und 
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t^5)  vergleichen,  gar  nicht  A,  icelches  der  Ikosaederform  f  ent&pricht, 
sondern  vlelmeJir  log  A.  Auf  die  Weise  haben  wir  zugleich  eine  Be- 
grundung  fiir  die  bereits  in  §  3  zu  Tage  getreteiie  Ersehehiung,  dass 
unsere  Pormeln  beiin  Gebraucli  von  log  A  an  Stelle  von  A  einfacher 
ausfielen. 

§  8.     Weiterer  Vergleich.  der  Ikosaeder-  und  Modulformen. 

Wir  fuhren  den  Vergleich  der  beiderseitigen  Formen  nocli  uni 
einige  Schritte  weiter  aus  und  ziehen  dabei  insonderheit  die  Art  des 
Verschwindens  der  Ikosaederfornaen  in  Betracht*).  Die  Form  S(^ly  £2) 
verschwand  je  einfaeli  in  den  zwanzig  Seitenniltten  des  Ikosaeders, 
welche  von  je  sechs  Dreieeken  der  Teilung  umlagert  waren.  Es  ent- 
sprieht  dent  H  jetzt  die  Modulform  #2(<»1?  G>3),  fur  welche  wir  die 
Darstellnng  kennen: 


Auf  Grund  derselben  wollen  wir  die  Nullstellen  von  g^  in  der  co-Halb- 
ebene  bestimnfen. 

Der  Ausdruck  (1)  zeigt,  dass  bei  endlich  und  nicht  verscliwindend 
gedachtem  o^  die  Form  g%  jedenfalls  fiir  alle  solche  Stellen  der  positiveii 
co-Halbebene  endlich  und  von  Null  verschieden  ist,  die  nicht  Dreiecks- 
ecken  der  ,,Modulteilung"  (Fig.  36)  darstellen.  Aber  in  den  drei  Arten 
solcher  Ecken  bedarf  g%  der  besonderen  TJntersuchung. 

Hier  bereiten  die  Ecken  mit  verschwindender  Winkelgrosse  einige 
Schwierigkeit,  weil  sich  jedes  Dreieck  der  Teilung  niit  der  so  ge- 
nieinten  Spitze  an  die  reelle  Axe  heranzieht  (cf.  Fig.  36)  ?  die  doch 
gleichniassig  wie  fur  J  auch  fiir  die  Modulformen  eine  ununterbrochene 
Folge  wesentlich  singularer  Punkte  darbietet.  Wir  Jconnen  dber  gleicU- 
wohl  auch  in  einem  solchen  Punkte  noch  von  einem  bestimmten  Werte  von  g% 
reden,  insofern  wir  uns  namlich  jenem  Pwikte  ein  fur  alle  Mai  auf  "be- 
stimmter  Bahn  nahern  wollen  (vorausgesetzt  uatiirlich,  dass  g%  bei  dieser 
Annaherung  eineni  bestinimten  Grenzwerte  zustrebt).  Nahern  wir  uns 
z.  1$.  dem  wesentlich  singularen  Punkte  o>  ==  oo  auf  der  imaginaren 
Axe  der  positiven  co-Halbebene;  so  gilt  nach  dem  Schlussparagraphen 
des  vorigen  Kapitels  anuahernd: 

Ioge7+  Slog  12=  — 
Denigeniass  wird  in  der  Grenze 


- 
d(0          -Jyr^i)—     3     9 

*)  Das  Niiliero  daruber  ist  in  7,Hcos.u  I  Kaj>.  2  §  Itt  ontwickelt. 
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so  class  lei  diescm  Grengiibergang  %4r/2  cndlidi  und  von  Null  ver- 
sdtieden  lleibt 

Bei  unserer  eben  geschehenen  Annaherung  liaben  wir  uns  auf 
der  Seite  ernes  Dreieeks  der  Teilung  der  o-Halbebenc  bewegt.  Da 
aber  alle  Dreiecke  dieser  Teilung  kreisverwandt  sind,  so  konnen  wir 
zu  jeder  auf  der  reellen  Axe  gelegenen  Dreiecksspitze  auf  einer  cler  oben 
gedaehten  kreisverwandten  Balm  gelangen  und  finden  dann  mil  Hiiclt- 
slclit  auf  das  invariants  VerJidlten  von  g%  gegeniiber  den  Hodulsiibstitn- 
flonen  in  der  so  erreicliten  Spifee  fiir  diese  Form  denselben  Character 
tcie  bei  a  —  ^oo. 

Sehr  viel  einfacher  gestaltet  sich  die  tJberlegung  fiir  die  beiden 
anderen  Arten  von  Ecken.  Stosseu  ini  Punkte  o?0  vier  Dreiecke  der 
Teilung  zusainmen,  so  ist  dort  unter  endlicker,  von  Null  verscliiedener 
Constanten  a  in  erster  Annaherung*) 

J  —  1  =  a(o>  —  o0)2  H  ----  , 
woraus  sich  nach  (1)  berechnet 


Endlich   mogen   im    Punkte  <x>Q'    sechs   Dreiecke   zusaniraenRtossen;   so 
gilt  dort 

J=a'(a>  —  OM  ---- 
und  also  wird 

(4)  »2V«  —  3a'sr2O  —  iDo')  +  •  •    • 

Wir  finden  so  den  Satz:  Die  Mockilfonn  gt  ist  im  Tnnern  dw  positives 
o-Halbebene  lei  endliclien  Werten  der  co1?  co2  dwcliaus  endlicli,  und  "be- 
sitet  dortsclbst  unendlicli  mele  einfacJie  alge'braisclw  Nkilfymnftfr,  nlmlkli 
alle  die  Stellen,  die  von  je  seelis  Dreiecken  der  Teilung  mnlaycrl  sind. 

Vermoge  der  Gleichung 


dehnen  wir  jeM  diesen  Satss  sofort  auf  y3  aus,  nnr  class  die  einfaclien  Null- 
stellen  dieser  Form  in  den  Ecken  der  Teilung  liegen;  die  von  je  vier 
Dreiecken  umringt  sind. 

Schliesslich  ist  A  =  -^  eben   infolge  dieser  Gestalt  im  Innern 

der  co-Halbebone  bei  endliehen  o^,  c?2  allenthallen  endlicli  und  von  Nidi 
versehiedm,  und  es  erweist  sich  o>212A  bei  cler  oben  zu  Grande  go- 
legten  Annaherung  an  eine  Spitze  der  Tcilnng  mit  J""1  proportional: 


*)  Inversion  von  (1)  pag.  100. 
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(5)  fe)lsA  =  r7lT7  =  ^<0' 

so  dass  A  dort  in  demselben  Grade  versclwindet,  wie  J  unendlicli  wird. 
Man  erkennt  in  diesen  Resultaten  Imnier  die  entspreclienden  Satze 
tiber  das  Yersehwinden  der  Ikosaederforinen  H,  T,  f  wieder,  wobei 
freilich  die  Analogie  durch  den  Umstand  getrubt  wird,  dass  sich  die 
Dreiecke  der  Modulteilung  mit  ihren  Spitzen  an  die  naturliche  Grenze 
heranziehen.  Diese  Complication  fallt  bei  den  s-Funetionen 

1        l 


niit  durchgeliends  endlichen  v  liinweg,  nnd  wir  bemerken  bei  dieser 
Gelegenheit  nebenber;  dass  man  die  zuletzt  gegebenen  Entwieklungen 
ohne  Ausnabme  auf  jede  solche  5-Punction  ausdehnen  kann.  In  der 
That  sind  von  HalpLen*)  fiir  jeden  Fall  jeweils  drei  Functionen  auf- 
gestellt  worden,  welche  insofern  unseren  hier  discutierten  Formen- 
tripeln  parallel  gehen,  als  die  einzelne  derselben  nur  je  einfacli  in 
der  einen  Art  von  Ecken  der  beztiglicben  Teilung  verscbwindet. 

Am  glattesten  fiibren  sieli  diese  Untersuchnngen  durch,  wenn 
nian;  den  homogenen  o>1?  o>2  entsprechend,  s  als  den  Quotienten  zweier 
Grossen  51?  52  auffasst  und  nun  mit  den  Variabelen  5X,  52  operiert. 
Der  Differentiationsprocess  des  §  2  ergiebt  dann  ^y^  als  Form 
(_  2)ter  Dimension,  welche  genau  die  Rolle  iiberniramt,  die  oben 

—  —  —  spielte.     Wir  erwahnen  dabei  noch  als  allgemeinen  Satz,  dass 
ct^dco      r 

sich  J  als  Quotient  zweier  Formen  der  Dimension 


darstellt,  und  in  der  That  ist  fur  g  bez.  o 

2  /» 


in  Ubereinstimmung   niit  der    bekannten   Gestalt    der  Ikosaeder-   bez. 
Modulgleichung. 

Wir   miissen  leider  darauf  verzichten,   diesen  interessanten   Ver- 
gleichspunkten  noch  weiter  nachzugehen. 

*)  Of.  Comptes  Eendus  t.  92  (1881,  I)  p.  856. 


Klein-Pricke,  Modulfunotionen. 
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§  9.     Analogie  in  der  functionentheoretischeiL  Behandlung  der 
Tbeiderseitigen  Formenprobleme. 

In  ,,Ikos."  I  Kap,  3  wurde  als  Fundamentalaufgabe  der  weiteren 
Tlieorie  "diese  aufgestellt:  Es  ist  der  Wert  von  J  mmeriscli  gegeben, 
man  wlangt  aus  der  RosaeclergleicJmng  die  zugelwrigen  Lositngen  £  m 
lestimmen.  Diese  Aufgabe  konnte  dann  aucli  in  formentheoretisclie 
Gestalt  umgesetzt  werden,  wo  sie  als  Formenprollem  in  nachstehender 
TVeise  zu  fmeren  war:  Gegeben  sind  die  mmierisclien  Werte  der  I~ko- 
saederfomien,  Hirer  Relation  (2)  §  7  entsprecliend,  man  verlangt  damns 
die  zugehorigen  Losungssysteme  &,  £2  su  lestimmen. 

Diese  Aufgabe  sprechen  wir  sofort  aucli  ffir  die  Modulgleiehung 
aus.  Das  eine  Mai  ist  J  gegeben  und  die  zugeliorigm  Losimgen  G>  der 
Modulgleiclnmg  sind  gesuclit;  teiw  entspreelienden  Formenprollem  haben 
wir  die  Modulformen  g*>  g3,  A;  Hirer  Eelation  g^  —  27  gB2  =  A  ent- 
sprecliend,  als  gegeben  anzusehen  und  suclien  die  mgeMrigen  Losungs- 
systeme £D1?  032. 

Die  Ikosaederaufgabe  wurde  ira  weiteren  Verlauf  des  eben  citierten 
Kap.  3  mit  funetionentheoretisclien  Hiilfsniitteln  in  Discussion  gezogen. 
Da  gait  es  zuvorderst,  eine  Reduction  des  Formenproblems  vorzunehnien, 
darin  bestehend,  dass  man  g1;  ^  nicht  direct  in  Abhangigkeit  von 
den  /;  H,  T  des  Ikosaeders  untersucht;  vielmekr  an  Stelle  dieser  drei 
Grossen  zwei  andere  setzt.  Das  war  einerseits  die  Form  zweiter 
Dimension 


und  zweitens  J  selbst.  In  der  That  konnten  f,  H,  T  in  X  und  J 
rational  dargestellt  werden*),  und  nun  war  die  Abhangigkeit  der  £19  g2 
von  X  so  einfach,  dass  sie  sich  direct  mit  YX  proportional  erwiesen. 


—  — 

Demgemass  war  en  ^X  2  ,  t%X  2  Functionen  von  J  allein;  fiir  deren 
Studium  des  weiteren  die  Thatsache  massgeblich  wurde;  dass  sie 
Losungen  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung  waren?  von  der  aus  wir  zu  convergenten  Potenzreihen  etc.  ge- 
langen  konnten, 

Man  wird  bei  dieser  kurzen  Skizze  sich  sofort  aller  analogen 
Satze  aus  denx  vorletzten  Kapitel  erinnern,  das  in  der  That  die 
functionentheoretische  Discussion  unserer  ;;Modulaufgabe"  in  einer 
Gestalt  darstellt,  die  den  beziiglichen  Ikosaederentwicklungen  in  alien 
wesentlichen  Punkten  gleicht  So  hatten  wir,  um  nur  einen  Punkt 

»)  ,,Tkos."  p.  66  Formel  (16). 
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herauszugreifen,  auch  oben  eine  Eeduction  des  auf  die  &t  beziiglichen 
Formenproblenis  vorgenommen;  indera  wir  co1?  co.2  statt  auf  g^  g%,  A 
vielniehr  auf  J"  und 


als  unabhangige  Yariabele  bezogen.  Dabei  erweist  sich  jetzt  nach- 
traglieh  dieses  X  genau  analog  dem  X  des  Ikosaeders  als  eindeutig  und 
homogen  von  zweiter  Dimension  in  &19  &.2.  Die  Modulformen  selbst 
aber  stellen  sich  durch  X.  und  J  in  der  rational  en  Gestalt  dar: 


i/2  "Y"2/T 1  \    )          i'3  ~\rS  f  T  t\   ?          ^"^  "VG  /  T  i\S 

.A.  (y  —  i)  .A.  (y  —  i)  A.  («/  —  1} 

Ini   tibrigen  haben   wir  ja    auch  schon  oben  in  Kap.  2  wiederholt  auf 
die  entsprechenden  Entwickluiagen  in  ,7Ikos."  Bezug  genonimen. 

§  10.     Tiber  algebraische  G-leichungen  mit  einem  variabelen 

Parameter, 

Uberaus  folgenreich  wird  es?  wenn  wir  nunmehr  den  Vergleich 
der  beiden  oft  genannten  Gleichungen  auch  fur  das  Gebiet  der 
Galois'schen  Theorie  durchfiihren*).  Es  bedarf  dabei  jedoch  einer 
vorlaufigen  Untersuchung,  in  welchem  Sinne  die  Begriffsbestimmungen 
der  genannten  Theorie  von  den  algebraischen  Gleiehungen,  auf  die 
sie  sich  zuiiachst  bezieht,  auf  die  transcendente  Modulgleichung  iiber- 
tragen  werden  konnen.  In  erster  Linie  h'andelt  es  sich  in  dieser  Hin- 
sicht  um  die  BegrifFe  des  Itational-Bekanntseins  und  der  Gnyppe  der 
Grleickung,  wobei  wir  vorab  auf  deren  zwiefache  Bedeutung  fur  seiche 
Gleichungen  aufrnerksam  machen  miissen,  die  neben  constanten  Coef- 
ficienten  noch  variabele  Parameter  enthalten.  Wir  mogen  uns  auf 
den  Fall  beschranken,  dass  nur  ein  solcher  Parameter  vorliegt.  In 
der  That  besitzen  ja  unsere  beiden,  Gleichungen  nur  einen  verander- 
lichen  Parameter,  die  Grosse  <7. 

Der  Rationalitatsbereich  einer  gerade  vorliegenden  ;? algebraischen" 
Gleichung  dieser  Art  wird,  abgesehen  von  etwaigen  numerischen 
Grossen,  jedenfalls  noch  den  Parameter  enthalten.  Demgena'ass  muss  eine 
rational-bekannte  Grosse,  wofern  sie  nicht  constant  ist,  den  variabelen 
Parameter  in  rational er  Weise  enthalten.  Und  hier  ist  es  nun,  wo 
die  in  der  freien  Veranderlichkeit  begrdndete  Sonderstellung  des  Para- 
meters gegentiber  constanten  Grossen  eine  verschiedenartige  Festlegung 
des  Wortes  Eationalitatsbereich  zur  Folge  hat.  Entweder  man  lasst 
es  mit  der  Forderang,  den.  Parameter  rational  zu  enthalten,  genug  sein 

*)  Wir  mussen  hierbei  die  grundlegenden  ErSrterungen  in  ,,Ikos.tl  I  Kap.  4 
als ,  bekannt  voranssetzen. 

9* 
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und  erklart  fur  rational -bekannt  jede  im  Sinne  der  FimctionentJieorie 
rationale  Function  des  Parameters,  gleicliviel  ob  nwnerisclie  Irrationali- 
taten  wi  Ausdruck  dieser  Function  enilialten  sind  oder  niclit;  oder  aber 
man  nennt  rational- bekannt  eine  rationale  Function  des  Parameters 
nur  dann,  wenn  deren  Coefficienten  in  arithmetisdier  Hinsiclit  rational 
aus  einem  gam  bestitmnten  Kreise  num&'isch  gegebener  Zalilen  zusammen- 
cjesetzt  sind,  welche  letztere  dann  im  Verein  rnit  deni  Parameter  den 
Eationalitatsbereich  darstellen.  Wir  nennen  den  ersten  Standpunkt 
seiner  Natur  nach  den  functionentheoretisclien ,  letzteren,  welcher  der 
unifassendere  ist,  den  arithmetischen. 

Diese  Unterscheidung  wird  bei  Aufstellung  der  Grruppe  der  Glei- 
chung  fundamental.  Im  ersten  Palle  bewegen  wir  uns  ausscnliesslieli 
ini  Gebiet  der  algebraischen  Functionen.  Wir  werden,  wofern  unsere 
Gleichung  vom  n^n  Grade  ist,  uber  der  complexen  Ebene  des  Parameters 
eine  zugehorige  w-blattrige  Rieinann'scne  Flacbe  construieren.  Ein  Wert 
des  Parameters  bedeutet  dann  im  allgemeinen  n  getrennte,  iiber  einander 
liegende  Punkte  dieser  Flache,  welcte  die  Trager  der  n  zugehorigen 
Wurzeln  unserer  Gleiehung  sind.  In  einfachster  Weise  konnen  wir 
Her  angeben?  welcbes  die  Gruppe  der  Gleiehung  ftir  den  functionen- 
theoretisclien  Standpunkt  sein  wird. 

Wir  denken  zu  dem  Zwecke  die  zu  jenem  Werte  des  Parameters 
gehorigen  Wurzeln  in  eine  erste  Anordmung  gebracbt.  Sodann  lassen 
wir  den  Parameter  in  seiner  cowyplexm  Ebene  von  jenem  fbderten 
Punkte  aus  eine  geschlossene  Bann  zu  ihm  zuruck  besclireiben,  die 
jedocn  die  Verzweigungsstelleu  der  gedachten  Flache  meiden  soil.  Bei 
Durchlaufung  dieser  Bahn  haben  sich  die  n  Wurzeln  in  durchaus  ein- 
deutiger  Weise  geandert  und  werden  von  der  Keihenfolge  abgesehen 
wieder  dasselbe  Wertsystem  wie  am  Anfang  darstellen.  Aber  gerade 
die  solchergestalt  erzielte  Permutation  der  Wurzeln  aus  der  ersten  An- 
ordnung  in  die  zweite  ziehen  wir  heran  und  wollen  alle  durch  solche 
geschlossene  Wege  des  Parameters  uberhaupt  zu  gewinnenden  Per- 
mutationen  sammeln.  Sie  werden  eine  Permutationsgrujppe  lilden  mtissenj 
und  diese  ist  in  dem  hier  gemeinten  functionentheoretischen  Sinne  die  ge- 
suchte  Gnvppe  der  Gleiehung*}.  In  der  That  wird  jede  rationale 
Function  der  Wurzeln,  die  ihren  Wert  uicht  andert;  wenn  man  den 
Parameter  uber  einen  beliebigen  geschlossenen  Weg  beschriebener  Art 
fuhrt,  eine  rationale  Function  des  Parameters  darstellen. 

*)  Nach  Camille  Jordan  nennt  man  diese  Gruppe  die  Monodromie- 
gruppe  der  vorgelegten  G-leichnng  (man  vgl.  C.  Jordan's  Traite*  des  substitutions 
et  des  Equations  alg^briques,  Paris  1870,  p.  277).  Diese  Grruppe  ist  flbrigens  bereits 
sehr  viel  friiher  von  Her  mite  n.  a.  gelegentlich  in  Betracht  gezogen 
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Wollen  wir  jetzt  den  arithmetisehen  Standpunkt  einnehmen,  so 
ist  selbstverstandlieh  das  Erste,  dass  wir  nur  solclie  rationale  Ver- 
bindungen  der  Wurzeln  in  Betracht  ziehen,  welehe  auch  numerisch 
rational  sind.  Gesetzt  nun,  eine  solche  Function  hinge  naeh  den  er- 
forderlichen  Umsetzungen  rational  von  dein  Parameter  ab,  so  muss 
man  doch  immer  der  Moglichkeit  Eaurn  geben,  dass  dieselbe  in  der 
so  gewonnenen  Gestalt  noch  mtmeriscJie  Irrationalitaten  enthalten  kann, 
deren  Eigenart  irn  Einzelfall  durch  die  Natur  der  Gleichung  bestimmt 
sein  wird.  Sind  diese  Irrationalitaten  nocli  nicht  adjungiert,  so  haben 
wir  fQr  den  arithmetischen  Standpunkt  in  der  obbeschriebenen  Gruppe 
nocli  niclit  die  Galois'sche  Gruppe  der  Gleichung  vor  uns.  Diese 
letetere  wird  vielmelir  umfassender  sein  und  jene  als  Unt&rgruppe  in  sicli 
entlialten. 

Sind  dagegen  die  in  Rede  stenenden  Irrationalitaten  adjungiert, 
so  wird  der  arithmetische  Standpunkt  insofern  auf  den  functionen- 
tbeoretischen  zuriicksinken,  als  dann  die  in  beiden  Fallen  in  Betracht 
Jwmnenden  Gruppen  identiscii  ^verden*}.  Ininier  bleibt  es  uns  aber  fur 
den  allein  functionentneoretischen  Standpunkt  unbenomnien,  schon  in 
die  rationalen  Functionen;  die  wir  aus  den  Wurzeln  zusammensetzen, 
numerisclie  Irrationalitaten  irgend  welcher  Art  aufzunebmen. 

§  11.     tJbertragting  algebraischer  Begriffe  auf  transcendente 

Gleicliungen. 

Versucben  wir  nunmehr  die  angedeuteten  t^berlegungen  fGr  eine 
einen  Parameter  entbaltende  transeendente  Gleicbung  durch zufiinren, 
wie  eine  solche  z.  B.  unsere  Modulgleichung  ist,  so  ergiebt  sich  zu- 
nachst  eine  vollig  zwanglose  Ausdehnung  des  funetionentheoretischen 
Standpunkts  auf  diesen  Fall.  Nichts  hiudert,  fiber  der  coniplexen 
Ebene  des  Parameters  die  freilich  oo-blattrige  Riemann?sche  Flache 
construiert  zu  denken,  welche  der  transcendenten  Gleichung  zugehort**). 
Gerade  wie  oben  lassen  wir  jetzt  den  Parameter  in  seiner  Ebeue  ge- 
schlossene  Wege  beschreiben  und  gewinnen  durch  jeden  derselben 
eine  vollig  bestimmt  eharakterisierte  Permutation  der  Wurzeln,  wobei 
freilich  jetzt  die  Anzahl  dieser  verschiedenen  so  erzielbaren.  Permu- 
tationen,  wie  leicht  ersichtlich;  iiber  alle  Grenzen  wachsen  muss. 


*)  Man  verfolge  diese  Verhaltnisse  insbesondere  an.  der  Ikosaedergleichung 
(vgl.  namentlich  ,,Ikos."  I  Kap,  4  §  5),  wo  die  beiderlei  Gruppen  solche  der  608tea 
bez.  240sten  Ordnung  sind,  w^hrend  die  letztere  auf  die  erstere  nach  Adjunction  von 


zuruoksinkt. 
**)  Vgl.  oben  Kap.  2  §  15. 
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Immer  llldeti  sie  docli  erne  diircliaus  fest  cliarcikterisierte  Permutations- 
gruppe  imendlich  JwJier  Ordming,  und  diese  wird  die  Gruppe  unserer 
Gleicliung  sein*). 

Vereinen  wir  jetzt  die  unendliek  vielen  Wurzeln  unserer  Glei- 
ehung  in  convergente  Processe  und  nehmen  dabei  jede  einzelue  Wurzel 
in  functionentbeoretiscb  rationaler  Weise  auf  **).  Sei  ferner  der  Wert 
einer  derartigen  Verbindung  der  Wurzeln  unveranderlicb  gegentiber  den 
Perniutationen  der  eben  definierten  Gruppe;  ersiclitlich  ist  dann  und  nur 
dann  diese  Function  der  Wurzeln  eine  eindeutige  Function  des  Parameters. 
Als  solche  aber  wird  sie  fur  bekannt  gelten,  indent  wir  in  der  That 
an  Stelle  der  rationalen  Functionen  unter  Anpassung  an.  die  Verbalt- 
nisse  liier  iiberbaupt  die  eindeutigen  Functionen  des  Parameters  filr 
rational-leltannt  oder,  lesser  gesagt,  filr  beJcannt  erklaren. 

Versucben  wir  jetzt  der  Betraebtung  nocb  die  aritbrnetiscbe  Ver- 
scbarfung  zu  geben,  so  werden  wir  von  vornberein  in  die  convergenten 
Processe  die  einzelne  Wurzel  aucb  nunieriscb  rational  einftibren.  Aber 
man  muss  beachten,  dass  gleicbwobl  niit  der  Zulassung  ,jimendlieber" 
Processe  principiell  der  Unterscbied  zwiscben  nunieriscb  Rationaleni 
und  Irrationalem  verwiscbt  wird.  In  der  Tbat  inoge  man,  uni  auf 
diese  Verbaltnisse  etwas  naber  einzugeben,  sich  eine  Function  der 
Wurzeln  YOU  geforderter  Eigenscbaft  in  f=  rQ  +  ^  +  r2  +  •  -  -  ge- 
bildet  baben,,  wobei  also  das  einzelne  Grlied  dieser,  als  absolut  con- 
vergent vorausgesetzten  Entwicklung  von  /  eine  functionentbeoretisch 
und  aritbmetiscb  rational  gebaute  Function  einer  oder  auch  einiger  Wurzeln 
unserer  transcendent  en  Gleicbung  ist.  Diese  Function  /  der  Wurzeln  soil 
zudem  so  gebildet  sein>  dass  sie  unverandert  bleibt  bei  alien  Permuta- 
tionen  der  Wurzeln;  die  eine  bestimmte,  nocb  nicbt  naber  definierte 
Gruppe  ffbilden;  die  so  gewonnene  Function  /"wird  uns  dann  als  bekannt 
gelten.  Ist  ferner  a  eine  ganz  willkurlicb  gewahlte  numerische  Irratio- 
nalitat,  so  konnen  wir  dieselbe  bekanntermassen  in  eine  absolut  con- 
vergente Eeibe  a  =  aQ  +  %  +  «2  +  "  '  *  rationaler  Zahlen  a0;  %  •  •  • 
entwickeln.  Wir  denken  uns  jetzt,  wofern  die  oben  durcb  f  bezeicbnete 
Reibe  mebrfacb  unendlicb  ist;  an  erster  Stelle  solcbe  Glieder  r0,  rl9  r%  ••  - 
angeordnet,  die  fdr  sicb  genoinmen  eine  einfacb  unendliche  Reibo  bilden. 
Diesen  Gliedern  wollen  wir  dann,  urn  mit  festen  Vorstellungen  zu  thun 


*)  Diese  Gruppe  werden  wir  sogleich  bei  der  Modulgleichung  in  einer  durch- 
aus  zuganglichen  Form  wieder  finden. 

**)  Wir  bemerken,  dass  in  Poincard-'s  Behandlung  der  Functionen  mit 
unendlichen  Gruppen  linearer  Transformationen  in  sich  derartige  Yerbindungen 
unendlich  vieler  Wurzeln  eine  principielle  Bolle  spielen. 
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zu  haben,  die  entsprechenden  Glieder  cler  fiir  a  angegebenen  Entwiek- 
limg  Hnzufiigen  und  haben  nun  in 

f  =  (a,  +  r0)  +  (a,  +  rx)  +  (a,+r,)  +  -  -  . 

eine  neue  Function  der  Wurzeln,  die  alle  hier  in  Betracht  komnien- 
den  Eigensehaften  von  f  gleiehfalls  besitzt.  Aber  nun  gilt  mit  /  und  f 
eo  ipso  aueh  die  Differenz  /'  —  /*=  «  far  bekannt;  es  ist  also  von 
vornherein  jede  beliebige  numerisehe  Irrationalitat  a  als  bekannt  an- 
zusehen,  und  wir  konnen  dieserhalb  nur  eine  solche  Gruppe  G  unserer 
Gleickung  bilden,  welche  dem  functionentheoretischen  Standpunkt  ent- 
spriclii  Wir  haben  demgeni'ass  das  Resultat:  Bei  transcendenten  Glei- 
clmngen  'mit  einem  Parameter  lleibt  der  functionentlieoreUscfie  Stand- 
j}un1it  wesentlicli  unverdndert  'bestelien^  icdlirend  der  ariflimetisctie  $rinci$iell 
in  Wegfall  ftommt. 

Wir  handeln  endlich  uoch  unter  Festhaltung  allein  des  functionen- 
tlieoretiselien  Standpunktes  von  einem  weiteren  selir  wiclitigen  Begriffe 
der  Algebra^  namlich  deni  der  Irreducibilitat  Die  Ikosaedergleichung 
ist  functionentheoretisch  irreducibel?  insofern  ilire  linke  Seite,  wenn 
wir  sie  in  der  Form  einer  rationalen  ganzen  Function  von  g  uncl  J 
schreiben 


sich  nicht  in  das  Product  zweier  eben  solchen  Functionen  spalten 
lasst.  Aber  das  ist  nur  die  aussere  Erscheimmg  der  Thatsache,  dass 
die  bezugliche  60-blattrige  Flache  iiber  der  cT-Ebene  zusammenhangend 
ist  und  nicht  in  getrennte  Stticke  zerfallt,  oder;  was  classelbe  sagt, 
dass  wir  durch  geschlossene  Wege  des  J  in  seiner  Ebene  jede  Wurzel  g 
stetig  in  jede  andere  iiberfuhren  konnen;  oder  endlich;  um  es  noch  anders 
auszudriicken,  dass  die  Monodroniiegruppe  der  Ikosaedergleichung  tran- 
sitiv  ist.  Wir  werden  sofort  sagen:  Audi  die  Modulgleicliung  ist  irre- 
ducibel,  wie  denn  in  der  That  die  ihr  zugehorige  unendlich-blattrige 
Flache  fiber  der  J"-Ebene,  bez.  die  Gebietsteilung  in  der  Halbebene  o> 
vernioge  der  von  uns  von  vornherein  eingefiihrten  Definitionen  not- 
wendig  je  ein  untrennbares  Ganze  bilden. 

§  12.     Gruppentheoretischer  "Vergleich  der  Ikosaeder-  und 
ModulgleiclmiLg, 

Bei  der  Behandlung  der  Ikosaedergleichung  ?  wie  dieselbe  in  den 
?>Vorlesungen"  vorliegt,  wird  die  arithmetische  Seite  des  Problems  nur 
einuial  ganz  vorubergehend*)  in  Betracht  gezogen.  Der  herrschende 

*)  Am  Schluss  von  §  5  in  I  ICap,  4. 
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Standpunkt  1st  durehaus  der  functionentheoretische,  d.  i.  gerade  der? 
welchen  wir  auch  gegenuber  der  Modulgleiclmng  einnehmen  konnen. 
In  der  That  findet  denn  aueh  tier  wieder  vollige  Analogie  zwischen 
beiden  Gleiehungen  statt.  Erinnern  wir  uns  zuvorderst  kurz  an  die 
beziiglicheD  Verhaltnisse,  wie  sie  sich  beim  Ikosaeder  gestalten. 

Die  Ikosaedergleiehung  hatte  eine  Gruppe  sechzigster  Ordnung, 
deren  biindigste  Form  wir  in  der  Gruppe  der  sechzig  Ikosaedersub- 
stitutionen  fanden*).  Bezeichnen  wir  dieselben  kurz  dureh  SQ(g)  =  £, 
Sl  (£)"'•  ^(S)?  so  *s*  ^e  Gruppeneigenschaft  dieser  sechzig  Substi- 
tutionen  ausgedriickt  durch 


was  wir  kurz  in  symbolischer  Form  schreiben  wollen: 

S&  —  8,. 

In  dieser  Substitutionsgruppe  hatten  wir  nun  freilich  nicht  den  sonst 
gewohnten  Ausdruck  fur  die  Gruppe  einer  Gleichung;  die  man  doch 
in  der  Regel  als  Permutationsgruppe  aufstellt.  Aber  es  gelang  leicht, 
den  Ubergang  zu  dieser  letzteren  Form  zu  finden.  Bezeichnet  g  eine 
Wurzel^  so  sind  die  samtlichen  Wurzeln  durch 

(1)  6,   ^©,    ^(S),  ---^(g) 

dargestellt^  wodurch  zugleich  eine  bestimmte  Reihenfolge  unter  ihnen 

festgesetzt  ist.     Wir  ordnen  die  Folge  (1)  jetzt  in 

(2)  &«),  wo,  ...$»&($) 

um,  wobei  S(  eine  der  sechzig  Substitutionen  ist,  und  haben  dergestalt 
sechzig  verschiedene  Permutationen  von  (1)  in  (2)  gewonnen,  welche 
die  Gruppe  in  gewohnter  Form  darstellen, 

In  der  That  konnten  die  beiderlei  Gruppen  holoedrisch  isomorph 
auf  einander  bezogen  werden,  wenn  man  der  Permutation  von  (1)  in  (2) 
die  zu  Si  inverse  Substitution  Si~l  entsprechend  setzte.  Wenn  man 
namlich  nach  St  jetzt  jS*  auf  (2)  anwendet;  so  erhalten  wir  als  Re- 
sultat  der  Anwendung  beider  Operationen  in  dieser  bestimmten  Reihen- 
folge die  Permutation  von  (1)  in 

(3)  &&(£), 


tJben    wir    auf    der    anderen    Seite    auf  £  zuerst  /Si"™1  und  dann  /SY~X 
aus;  so  kommt  als  Resultat  die  Substitution 

a-'Gsr1®)  -  (8tsjrl(t), 

welche  der  durch  (3)  angezeigten  Permutation  in  demselben  Sinne  zu- 
geordnet  ist,  wie  /ST"1  der  durch  (2)  gegebenen. 

*)  Die  Formenprobleme  bleiben  im  Texte  zuvSrderst  ausser  Betracht. 
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Alle  diese  Betrachtungen  tibertragen  sieh  jetzt  sofort  auf  die  Modul- 
gleichung.  Wir  haben  schon  in  Kap.  2  durch  Rechnung  gezeigt,  dass 
die  Gesanitheit  der  Hodulsubstitutionen: 

(4)  n«)  -£$§,     ad-fir-1 

eine  Gruppe  darstellt,  die  wir  nun  aueh  kurz  die  ;,Modulgruppe"  nennen. 
Sie  ist  mit  der  Permutationsgnippe  der  Modulgleiclmng  lioloedriscli 
isomorpJi. 

Bringen  wir  namlich  die  Wurzeln  der  Modulgleiehung  in  die 
Anordnung: 

(5)  <o?     F^oi),     F,(o)... 

und  lassen  F<  der  Reihe  nach  alle  Modulsubstitutionen  durchlaufen, 
so  bildet  die  Gesamtheit  der  Permutationen  von  (5)  in 

(6)  F,(ID),     F^^ID),     FfF,(iD)... 

frulieren  Erorterungen  zufolge  die  Grappe  der  Modulgleichung.  Denn 
in  der  That  konnen  wir  durch  einen  zwecknfassigen  geschlossenen 
Weg  des  J  in  seiner  Bbene  infolge  der  Irreducibilitat  der  Gleichung 
die  erste  Wurzel  <o  in  irgend  eine  vorgeschriebeoe  andere  F«(co)  stetig 
tiberfuhren;  und  andrerseits  mussen  die  Anderungen  der  ubrigen  Wurzeln 
durch  Angabe  dieser  F*(o>)  bereits  mit  bestimmt  sein,  da  alle  ubrigen 
Wurzeln  lineare  Functionen  einer  ersten  o  sind.  Die  geschilderte  Per- 
mutationsgruppe  lasst  sich  aber  analog  wie  beim  Ikosaeder  dadurch 
holoedrisch  isomorph  auf  die  Modulgruppe  beziehen,  dass  man  die 
besondere  durch  den  tJbergang  von  (5)  zu  (6)  dargestellte  Permutation 
der  Substitution  FT"1  zuordnet.  Wir  Jconnen  demgemass  in  ulertragenem 
Sinne  die  Modulgruppe  d.  i.  die  Gruppe  der  SubsKttvtianen 


geradezu  als  die  Grujgpe  der  Modulgldchimg  le#eichnen. 

§  13.     Fornmlierung  der  allgemeinen  Fundamentalaufgabe. 

Es  ist  ein  Hauptgewinn  von  Galois'  Theorie  der  Gleichungen, 
dass  eine  einzelne  vorgegebene  Gleichung  F(a)  =  0  nicht  mehr  isoliert 
untersucht  wird,  sondern  eingeordnet  erseheint  als  ein  Glied  in  die  Eette 
ihrer  Eesolventen.  Erinnern  wir  uns  kurz  an  die  hier  eintretenden 
Gesichtspunkte*).  Der  vorgegebenen  Gleichung  F(x)  —  0  kommt  eine 
Gruppe  zu,  die  wir  kurz  G  nennen  wollen,  und  in  ihr  sei  eine  Unter- 
gruppe  g  enthalten.  Dieser  Untergruppe  g  gehort  in  einer  Weise,  die 

*)  Wie  sie  ausfuhrlicher  in  ,,Ikos.u  I  Kap,  4  §§  3,  4  zur  Bntwicklung  ge- 
langen. 
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wir  hier  nicht  naher  erlautern  wollen,  eine  Resolvents  f(y)  =  0  von 
F(x)  =  0  zu;  and  zwar  nur  eine  solche  Resolvente,  wofern  wir  rational 
iu  einander  transformierbare  Gleichungen  als  wesentlich  verschieden 
nicht  ansehen.  Da  ist  es  nun  ein  Hauptpunkt,  dass  die  Gruppe  dieser 
Resolvente  Isomorphisms  zur  Gruppe  G  der  Gleicbung  F(of)  auf- 
weist,  wobei  dann  die  wichtige  Fallunterscheidung  Plata  greift,  ob 
dieser  Isomorphisnius  holoedrisch  oder  meroedrisch  ist. 

Imnier  sind  die  Wurzeln  y  der  Resolvente  rationale  Functionen 
der  Wurzeln  x  der  ursprunglichen  Gleichung.  Trifft  dann  der  erste 
der  beiclen  soeben  unterschiedenen  Falle  zu,  d.  i.  bestelit  holoedrischer 
Isoniorphismus  zwischen  den  Gruppen  von  F(x)  «a  0  und  f(y)  =  0, 
so  lasst  sich  auch  umgekehrt  jede  Wnrzel  x  der  urspriinglichen  Glei- 
cliung  rational  in  den  Wurzeln  y  der  Resolvente  und  den  bekannten 
Grossen  darstellen.  Die  Auflosung  von  F(%)  =  0  und  die  von  f(y)  =  0 
sind  dann,  wie  man  sich  ausdruckt;  aqiiivalente  Probleme. 

Ganz  verschieden  davon  ist  der  andere  Fall  des  meroedrisclien 
Isomorphisnius  der  beiderlei  Gruppen,  wo  dann  Gruppe  <?  diejenige 
von  hoLerer  Ordnung  ist.  Bleibt  inimer  die  einzelne  Wurzel  y  rational 
in  den  x  und  den  bekannten  Grossen  —  denn  solcherweise  wurde  ja 
die  Resolvente  f(y)  =  0  tiberhaupt  eingeftihrt  — ;  so  ist  nun  keines- 
wegs  auch  die  einzelne  Wurzel  x  rational  in  den  y  mit  Hilfe  der  be- 
kannten Grossen  darstellbar.  Jet#t  also  ist  die  Losimg  von  f(y}  ==  0 
ein  Problem  wn  einfacJierem  Character  gegeniiber  der  Losuny  von  F(x)  =====  0, 
und  die  Losung  von  f(y)  «=  0  wird  das  Problem  der  Losung  von 
F(x)  *=  0  nur  vereinfachen,  nicht  erschopfen. 

Wollen  wir  nun  auch  ferner  unter  den  Resolventen,  welche  im  Einzel- 
fall  ??aquivalente  Probleme^  darbieten,  diejenige  insbesondere  charakteri- 
sieren,  welche  man  mit  dem  N"amen  der  zugehorigen  Galois* sctien  Re- 
solvente belegt  hat.  Alle  gemeinten  Resolventen  haben  abstract  ge- 
nomnien  dieselbe  Gruppe;  aber  es  ist  das  Besondere,  dass  diese  Gruppe 
genau  einfach  transitiv  ausfallt,  wenn  wir  sie  als  Perrnutationsgruppe 
aus  den  Wurzeln  der  betreifenden  Galois'schen  Resolvente  aufbauen. 
Das  hat  denn  zur  Folge;  dass  mit  einer  Wurzel  dieser  Resolvente  zu- 
gleich  alle  iibrigen  betannt  sind,  indem  sie  alle  rationale  Functionen 
jener  einen  werden,  ein  TJmstand,  der  gleichfalls  charakteristisch  ffir 
die  Galois'sche  Resolvente  ist.  Der  Grad  der  Galois'schen  Resolvente 
ist  freilich  hoher  als  der  Grad  irgend  einer  ihr  zugehorigen  Resolvente 
und  sie  konnte  also  unter  alien  Resolventen  als  die  complicierteste 
erscheinen-,  dafiir  aber  werden  diese  Resolventen  alle  von  jener  insofern 
beherrscht,  als  jede  Wurzel  einer  niederen  Resolvente  eine  rationale 
Function  einer  einzelnen  Wurzel  der  Galois'schen  ist. 
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Wir  mussten  an  diese  letzten  Satze  erinnern ,  urn  nun  sogleich  den 
Sehluss  zu  ziehen:  Wie  die  Ikosaedergleiclnmg  ist  auch  die  Hodulgleichung 
ihre  eigene  Galois'sche  Eesoluente.  Ihre  Permutationsgruppe  erwles  sich 
ja  in  der  That  als  einfach  transitiv,  wie  sick  denn  auek  jede  ihrer 
Wurzeln  als  rationale,  namlieh  lineare  Function  einer  einzigen  unter 
ilmen  c?  darstellte. 

Wenn  man  es  weiter  als  den  Ausbau  der  Ikosaedertheorie  be- 
zeiciinen  darf;  dass  die  Resolventen  der  Ikosaedergleiehung  und  unter 
ihnen  namentlicn  diejenigen  der  niedersten  Grade  aufgestellt  und  unter- 
sueht  wurclen,  so  wird  sieh  fQr  uns  als  Fundamentalaufgabe  fiir  alle 
folgenden  Erorterungen  in  entspreehender  Welse  diese  aufdrangen: 
Wir  written  die  Rcsolventen  der  Modulgleiclmng  namhaft  maclien  und 
imtersuclien.  Dabei  wollen  wir  aber  nicht  etwa  besonders  diejenigen 
herausgreifen,  welclie  mit  der  Modulgleichung  aquivalente  Problenie 
definieren  und  demnach  gleichfalls  transcendent  sind;  sondern  es  soil 
sich  moglichst  um  die  G-esainflieit  soldier  Hesolvenfen  handeln.  Vornehni- 
lich  muss  es  interessieren,  wie  wir  hier  sogleich  zum  voraus  an- 
kiindigen,  dass  es  unter  den  genmnten  Kesolventen  aucli  solcfte  von  end- 
lichem  Grade  giebt.  Sie  sind  algebraisclie  Gleiclmngen  mit  dem  Para- 
meter J  und  ihre  Gruppe;  die  selbstverstandlich  von  endlicher  Ordnung 
ist;  wird  zur  Modulgruppe  jedenfalls  Isomorphisms  von  ttnendlich  holier 
Meroedrie  zeigen  mlissen.  Dass  wir  solchen  Resolventen  endlichen 
Grades,  wenn  sie  wirklich  existieren,  in  erster  Linie  unsere  Erorte- 
rungen widmen  werden,  brauchen  wir  kaum  noch  zu  versichern. 

Alle  diese  Resolventen,  mogen  sie  endlichen  oder  unendliehen 
hohen  Grades  sein,  werden  von  der  Modulgleichung  insofern  beherrscht, 
als  jede  Wurzel  von  einer  der  ersteren,  wie  wir  nun  sagen  mussen,  eine 
;;eindeutige"  Function  einer  beliebigen  einzelnen  Wurzel  GJ  der  Modul- 
gleichung ist.  Wir  konnen  in  diesem  Sinne  unsere  Fundamentalaufgabe 
auch  dahin  formulieren,  dass  wir  diejenigen  Gleiclmngen  mit  einem  variabelen 
Parameter  J  Itennen  lernen  wollen,  die  sich  durch  eindeutige  Functionen 
der  Wurzel  co  der  Modulgleichung  losen  lass&n.  In  der  That  ist  es  ja 
auch  sofort  zu  sehen,  dass  jede  solche  Gleichung  dem  System  unserer 
Resolventen  angehoren  wird. 


§  14.     Das  gruppentlieoretische  Grundproblem. 

Mittel,  die  Gesamtheit  der  Resolventen  einer  gegebenen 
Gleichung  aufzufinden,  gewinnt  die  Galois'sche  Theorie  in  der  Zerleguag 
der  zur  Gleichung  gehorigen  Gruppe"  in  ihre  Untergruppen.  Formulieren 
wir  daher  als  Zielpunkt  unserer  weiteren  Unternehmungen  ein  erstes 
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Grundproblein,  deni  wir  den  Naruen  des  gruppentJieoretisctien  verleihen: 
]E$  ist  die  Gruppe  der  Modulsiibstitutionen: 


gegeben\  man  soil  Hire  Untergrttppen  aufealilen  und  nacli  sachgemdssen 
Grundsatzen  classificieren. 

Aber  wahrend  das  entsprecbende  Problem  der  Ikosaedertheorie, 
die  Zerlegung  der  endlichen  Gruppe  6Oter  Ordnung  in  ihre  Unter- 
gruppen,  leicht  gelost  war,  stehen  wir  hier  vor  eineni  Problem  von 
ausserordentlieher  Tiefe7  darum  freilich  auch  von  ungleich  laoherein 
Interesse.  Bei  spaterer  Untersucliung  zeigt  sich  von  TJntergruppen 
der  Modulgruppe  eine  Mannigfaltigkeit;  die  wir  im  einzelnen  gar  nicht 
uberselten  werden  konnen;  und  wir  werden  tins  bald  genug  genotigt 
selien,  eine  sehr  specielle  Gattung,  die  an  sich  betrachtet  auch  bereits 
mannigfaltig  genug  1st,  zur  eingehenden  Untersuchung  auszusondeim. 

tJberhaupt  teilen  sich,  was  wir  hier  sogleich  vorweg  bemerken, 
alle  Untergruppen  der  Modulgruppe  nach  folgendem  Gesichtspunkte 
in  mcei  Classen.  Seien  die  Substitutionen  irgend  einer  geracle  vor- 
liegenden  Untergruppe  durch  1,  v19  t?2  •  -  -  bezeichnet*),  deren  Zahl 
gleichfalls  unendlich  gross  sein  kann,  so  kann  man  nach  den  Ele- 
menten  der  Gruppentheorie  die  Gesaratgruppe  in  deni  Schema  anordnen: 


Dasselbe  ist  so  gebaut,  dass  in  der  ersten  Keihe  die  Substitutionen 
der  TJntergruppe  Platz  finden,  wahrend  die  in  jeder  neuen  Reihe  hin- 
zukommende  Substitution  F  in  keiner  vorhergehenden  Reihe  vorkommen 
soil.  Hier  sondern  wir  nun  den  Fall,  dass  unser  Schema  nur  erst 
mit  einer  unendlichen  Zahl  von  Horizontalreihen  die  gesamte  Gruppe 
der  Modulsubstitutionen  zu  erschopfen  vermag  vom  anderen,  wo  zu 
diesem  Ende  eine  endliche  Zahl  von  Reihen  geniigt.  Diese  Zahl;  welche 
sieh  leicht  als  von  der  besonderen  Auswahl  der  Substitutionen  Vi  un- 
abhangig  erweist  und  demnach  der  Untergvuppe  eigentiimlich  ist,  nennen 
wir  deren  Index  in  Bezug  auf  die  Gesamtheit  der  Modulsubstitwtionen. 
Der  Index  giebt  also  gewissermassen  an?  welcher  Bruchteil  aller  Sub- 
stitutionen auf  die  Untergruppe  entfallt.  Wir  werden.  spater  zumeist 

*)  Man    bezeichnet   bekanntHch    bei    dieser   abgekiirzten   Schreibweise   die 
identische  Substitution  durch  1. 
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init  Untergruppen  von  endlicliem  Index  zu  thun  haben.  Eben  diese 
sind  es;  die  zu  den  algebraischen  Resolventen  der  Modulgleiehnng  hin- 
fuhren,  von  denen  bereits  im  vorlgen  Paragraphen  die  Rede  war. 

§  15.    Das  funetionentheoretisclie  G-rundproblem. 

Jedeni  System  gleiehberechtigter  Untergruppen,  das  der  Problem- 
stellung  des  vorigen  Paragraphen  entspricht,  gehort  eine  Resolvente 
der  Modulgleicliung  zu*).  Die  Aufstellung  einer  solchen  Resolvente 
unserer  trans eendenten  Modulgleichung  weicnt  in  keiner  Weise  prin- 
cipiell  von  den  beziigliehen  Vorschriften  fur  algebraische  Gleichungen 
ab.  Wir  werden  uns  durch  einen  convergenten  Process  mit  einer 
eindeutigen  Function  der  Wurzeln  der  Modulgleichung  versehen,  welche 
unverandert  Ihren  Wert  behalt;  wenn  wir  diese  Wurzeln  den  Per- 
niutationen  einer  gerade  vorliegenden  Untergruppe  unterwerfen,  die 
aber  bel  alien  ubrigen  Permutationen  ihren  Wert  wechselt;  diese 
Function  ist  Wurzel  der  Resolvente. 

Hier  kornmen  wir  nun  ausfuhrlich  auf  die  bereits  am  Schlusse 
von  §  13  beruhrten  Verhaltnisse  zurtiek,  die  darin  begrundet  waren, 
dass  die  Modulgleichung  ihre  eigene  Galois'sehe  Resolvente  ist.  Jede 
Wurzel  der  Modulgleichung  ist,  wie  wir  wissen,  eine  lineare  Function  einer 
einzelnen  035  der  unbestimmte  Begriff  einer  dureh  convergenten  Process 
zu  gewinnenden  eindeutigen  Function  der  unendlich  vielen  Wurzeln  gett 
in  den  Begriff  der  eindewtigen  (analytiscJien)  F^mct^on  der  eiwigen  Grosse  CD 
fiber;  und  wenn  jene  bei  den  Permutationen  einer  vorliegenden  Unter- 
gruppe und  nur  bei  ihnen  ihren  Wert  unverandert  erhielt,  so  wird 
diese  unverandert  Weiben,  wenn  tnan  i~hr  Argument  to  einer  Modulsub- 

stitution  &'  =  -~^-§?  K®  —  ft?  =  1  derjenigen  Untergrwgpe  unterwirft, 

die  in  bekannter  Weise  mit  jener  Permutationsuntergruype  holoedrisch 
isomorph  ist;  sie  wird  indessen  sick  andern,  so  oft  wir  <mf  &  erne  cmdere 
Modulsubstitution  ausuben. 

Eine  solche  eindeutige  Function  von  o>  nennen  wir  hinfort  eine 
Modulfunction  oder  aus  naheliegendem  Grunde  eine  elliptische  Modul- 
funcUon**}  und  sagen  von  der  eben  gedachten  Modulfunction,  sie  gehore 
m  der  in  Eede  stehenden  Untergruppe  von  Modulsubstitutionen.  Sie  wird 
dann  einer  Gleichung  mit  dem  variabelen  Parameter  J  gentigen, 
welche  eine  zu  jener  Untergruppe  gehorende  Resolvente  der  Modul- 


*)  Vgl.  tlber  die  zu  Grande  liegende  Auffassung  ,,Ikos."  I  Kap.  4  §  3. 
**)  Diese  Benennung  ist  zuerst  von  Hrn.  Dedekiud  in  der  sogleich  zu  nennen- 
den  fundamental  en  Arbeit  in  Or.  J.  Bd.  83  gebraucht. 
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gleicliung  abgiebt.  Aber  ohne  sehon  dieser  ResoJventen  selbst  zu  ge- 
denken,  °wollen  wir  unser  nceites,  fiwctionentheoretiscJies  Gmndproblem 
dahin  fornmlieren,  class  trir  fur  die  Untwgruppen  aus  Moclulsi&stitutionm 
zwjelwrige  Modulfunctionen  geivinnen  sollen.  Wahrend  der  Losung  dieser 
Aufgabe  hat  G>  deu  Charakter  als  Wurzel  der  Modulglelchimg  vor- 
iibergehend  vollig  abgestreift  und  ist  dann  selbst  0ur  imdblmngig  ver- 
andwliclien  Grosse  geivorden.  Haben  wir  dann  einmal  fur  eine  vor- 
gelegte  Untergruppe  eine  zugeborige  Modulfunction  gefunden,  so  fugen 
wir  als  einen  zweiten  Teil  des  functionentheoretisclien  Grundproblems  nun 
waiter  noch  die  Anfgabe  an,  dass  wir  den  Zusammenhang  dieser  Modul- 
function mil  dem  'Parameter  J  explicite  Jcennen  lernen  wollen.  Solclier- 
arfe  wtirden  wir  dann  die  in  Betracnt  kommende  Resolvente  auch  inrer 
ausseren  Gestalt  nach  wirklich  in  Erfahrung  gebracnt  haben. 

Die  Mittel,  welehe  uns  zur  Ldsung  unseres  Problems  zur  Ver- 
fiigung  stehen,  sind  verscMedener  Art.  Wir  werden  uns,  wie  sehon 
angedeutet,  nanientlich  £iir  solcne  Modulfunctionen  interessieren,  welehe 
aigebraische  Functionen  von  J  sind.  Und  tier  ist  nun  das  besonders 
Wiclitige,  dass  es  durch  sacfigemassen  Gebraucli  der  Modulteilung  der 
co-Halbebene  gelingt,  auf  geometrischem  Wege  die  Mittel  und  Ansatz- 
punkte  zur  erfolgreiehen  Anwendung  von  Biemann's  Theorie  der  alge- 
braisoh&n  Functionen  zu  gewinnen*).  tlber  die  Theorie  der  algebraischen 
Funetionen  hinaus  werden  wir  spaterhin  zumal  diejenige  der  doppelt- 
periodischen  Functionen  als  nutzbringend  fur  die  Auflosung  des  func- 
tionentheoretischen  Problems  heranziehen;  der  Inhalt  des  folgenden 
Eapitels  mit  seinen  der  gewohnlichen  Theorie  der  elliptischen  Functionen 
entnommenen  Entwicklungen  ist  wesentlich  rait  Rticksicht  hierauf 
gewahlt. 

Binige  Modulfunetionen  haben  wir  bereits  in  den  voraufgehenden 
Kapiteln  kennen  gelernt.  In  der  That  werden  wir  den  Satz  beweisen 
lernen**),  dass  alle  5  -Function  en  niit  v±  =  2,  v2  ==  3  und  beliebigem 
v^  —  n  elliptische  Modulfunctionen  werden,  wenn  wir  sie  in  der  Form 
schreiben: 

(1) 


*)  Naher  diesdn  Satz  zu  erlautern,  mussen  wir  selbstverstHndlich  hinaus- 
ben  und  fuhreu  nur  an,  dass  die  bahnbrechenden  Arbeiten  in  diesem  Be- 
tracht  die  folgenden  sind:  Dedekind,  Schreiben  an  Hrn.  Borchardt  tib&r  die 
Theorie  der  elliptischen  Modulfunctionen,  Crelle's  Journ.  Bd.  83  (1877);  Klein, 
ffber  die  Transformation  der  elliptischen  Functionen  und  die  A.uflo$mg  der  Glei- 
chungen  5teu  Grades,  tiler  die  Erniedrigung  der  MocMgleichwngen,  Uber  die  Trans- 
formation siebenter  Ordnung  der  elliptischen  Fwnctionen,  Math.  Ann,  Bd.  14  (1878). 
**)  ,,Ikoa.«{  p.  132  u.  f. 
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Da  geben  dann  insbesondere  die  Irrationalitaten  der  regularen  Korper 

die  Moclulfunctionen 

(2)  ACJTraC),     S(J»),     f*(JT«D;),     eCJto))), 

die  wir  spaterhin  kurzweg  als  >l(co)7  t(o);  I^C03);  £(^0  bezeiclmen. 
Die  Gleichungen  der  regularen  Korper  reprasentieren  also  Resol- 
venten  endlichen  Grades  der  Modulgleichung  und  definieren  dem- 
entspreeliend  Untergruppen  der  Modulgruppe  yon  endlicheru  Index. 
Alle  Funetionen  (1)  fur  n  >  5  liefern  uns  demgegenuber  Beispiele 
soldier  Modulfunctionen,  die  zu  Untergruppen  mit  unendlichein  Index 
gehoren.  Vor  allem  inuss  uns  aber  als  Typus  der  elliptischen  Modul- 
functionen die  Function  J(G>)  sellst  dastehen;  nur  werden  fur  sie  alle 
in  den  letzten  Paragraphen  entwickelten  allgenieinen  gruppentheoretisch- 
algebraischen  Erorterungen  bedeutungslos,  insofern  sie  ja  zur  Gesaint- 
gruppe  der  Modulsubstitutionen  geliort.  «7(co)  ist  von  yornherein  rational 
bekannt,  und  es  ware  in  der  That  trivial,  wollten  wir  auch.  nocli 
x  —  J  =  0  eine  Resolvente  der  Modulgleicliung  nennen. 

§  16.     Die  elliptiselien  Modulformen. 

Die  Modulsubstitutionen   hatten  wir   ursprunglich  in  der  honio- 
genen  Form 

(1)  G>1'  =  aa}jL  +  /3ej2,     CD/  =7^  +  ^o2 

kennen  gelernt  und  waren  erst  hernach  zur  nicht  homogenen  Gestalt 

(2)  «,'=    ^±^ 

x   '  yco  +  8 

vorgeschritten.  Bemerken  wir  jetzt,  dass  nicht  nur  die  Substitution  (1), 
sondern  aueh  noch.  die  andere 


beim  Fortgang  zur  niclithoniogenen  Schreibweise  (2)  liefert;  denn  in 
der  Substitution  (2)  ist  ein  gleichzeitiger  Zeichenwechsel  der  vier  Coef- 
ficienten  a,  ft,  y,  $  vollig  bedeutungslos.  Wir  niussen  demuacb.  sagen; 
dass  einer  nichthomogenen  Modulsubstitution  immer  zwei  honiogene 
entsprechen  und,  indem  wir  die  Gruppe  der  letzteren  kurz  als  ,}Ji'omoffene 
Modulgrupjpe"  bezeichnen,  wird  #wische)^  dieser  und  der  nichfhomogenen 
Modulgruppe  hemiedrischer  Isomorphisms  lestehen. 

Im  Anfang  dieses  Kapitels  traten  die  homogenen  Substitutionen 
in  den  Vordergrund,  als  wir  vermittelst  des  Differentiationsprocesses 
aus  der  Modulfunction  ^(o?)  die  Modulformen  g9(a>19  c?2)>  ^3(^1?  MZ)* 
A(co1?  co2)  herstellten.  Aber  jetzt  ist  uns  J(ci)  nur  eine  erste  unter 
einer  unendlichen  Folge  von  Modulfunctionen,  die  den  unendlich.  vielen 
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Untergruppen  aus  Modulsubstitutionen  entspreehen.  Da  wird  sich  nun 
zeigen,  dass  wir  von  ihnen  alien  aus  vermoge  des  Differentiations- 
processes  zu  liomogenen  Functionen  von  a>l3  co2  gelangen  konnen,  die 
zu  den  Untergruppen  aus  honiogenen  Substitutionen  gerade  so  ge- 
horen,  wie  die  Modulfimctionen  zu  den  nichthonaogenen  Untergruppen. 
Doch  definieren  wir  diese  honiogenen  Functionen  von  a>19  &2,  die  wir  nun 
allgemem  ,,Modulformen"  nennen  wollen,  besser  in  unabhangiger  Weise: 
Sine  elliptisclie  Modulform  soil  erne  eindeutige  Jwmogene  Function  posi- 
fiver  oder  negativer  gamzaliliger  Dimension  von  &i}  &2  sein,  welclie  unver- 
andert  Neibt,  wenn  wir  aiif  Hire  Argumente  die  Siibstitutionen  einer  Unter- 
gruppe  der  liomogenen  Modidgruppe  anwenden.  Wir  sageu  dann  wieder, 
die  Modulform  geliore  $u<  dieser  Untergruppe. 

Wenn  wir  spaterhin,  nanientlich  im  vierten  Abschnitt,  in  erster 
Linie  mit  den  Modulformen  operieren,  so  ist  dies  jedenfalls  der  uni- 
fassendere  Ansatz;  indem  sicli  von  ihni  aus  der  Rtickgang  zu  den 
Modulf  unction  en  in  der  einfachsten  Weise  gestaltet.  In  der  Tliat 
werden  zwei  Modulformen  gleieher  Dimension,  die  zu  einer  und  der- 
selben  Untergruppe  gehpren,  in  ihrem  Quotienten  eine  Modulf  unction 
liefern,  die  zur  bezuglichen  niehtaomogenen  Untergruppe  gebort.  So 
hatten  wir  ja  schon  fiir  die  Gesamtgruppe  als  Modulformen  der 
gleiclien,  nanilich  der  ( —  12)ten7  Dimension  g£  und  A  erkannt;  und 
die  Modulfuhction  J  als  deren  Quotienten  dargestellt.  Zuvorderst 
freilich  (im  dritten  Abschnitt)  werden  wir  an  erster  Stelle  Modul- 
functionen  construieren  und  von  ihnen  erst  hinterher  zu  den  Modul- 
formen aufsteigen.  Eine  solche  Art  zu  operieren  wird  den  im  zweiten 
und  dritten  Abschnitte  zur  Geltung  kommenden  geometrischen  Me- 
thoden  durchaus  entsprechen. 

Wir  haben  hierniit  alle  wichtigen  Begriffe  unserer  spateren  tlber- 
legungen  zur  Definition  gebracht;  soweit  dies  iiberhaupt  auf  Grund 
der  voraufgelienden  Kapitel  geschehen  konnte.  Das  nachstfolgende 
Kapitel  bringt?  wie  schon  in  Aussicht  gestellt,  vorab  solche  Entwick- 
lungen  aus  der  Theorie  der  doppeltperiodischen  Functionen,  die  uns 
spater  zur  Hand  sein  miisseu.  Wir  werden  dann,  in  den  folgenden  Ab- 
schnitten,  daran  gehen,  die  beiden  formulierten  Grundprobleme  nach 
einander  aufzulosen. 


Fftnftes  KapiteL 

Analytische  Darstellungen  fiir  doppeltperiodiselie  Functionen  tmd 

Modulformeiu 

Nachdem  in  den  voraufgehenden  Eapiteln  die  grnndlegenden  Eigen- 
schaften  der  Functionen  J(&\  #2(^1?  ^O  u-  s-  w-  zur  Ableitung  kamen, 
wird  man  nun  auch  wiinschen,  analytische  Darstellungen  fiir  dieselben 
zu  besitzen,  gultig  in  dein  Bereiehe,  fur  welehe  diese  Functionen  tiber- 
haupt  definiert  sind.  Solche  gewinnen  wir  auf  die  einfachste  Weise 
aus  den  analytischen  Darstellungen  doppeltperiodischer  Functionen,  auf 
welehe  wir  ohnedies  hier  zuriickkommen  wollten.  Der  wiederholte  Ge- 
brauch  dieser  Functionen  ina  Laufe  der  beiden  letzten  Abschnitte  des 
vorliegenden  Werkes  lasst  es  zur  bequemen  RUckbeziehung  wunschens- 
wert  erscheinen,  dass  wir  eine  Reihe  von  Formeln  fiber  doppelt- 
periodische  Functionen  hier  zusammenstellen.  Sie  werden  dann  auch 
hinreichen,  um  die  versprochenen  Darstellungen  fur  J,  g2  u.  s.  w.  zu 
gewinnen. 

Von  jeder  systematischen  Entwicklung  miissen  wir  fast  dureh- 
gehends  absehen;  es  muss  in  diesem  Betracht  geniigen,  jeweils  auf  die 
Toeztiglichen  Entwicklungen  in  den  schoD  in  der  Einleitung  p.  1  ge- 
nannten  Sehriften  von  Schwarz  und  Halphen  hinzuweisen.  Wir 
citieren  dieselben  kurz  als  S.  und  H.  unter  Angabe  der  Seitenzahl. 

§  1.     Abweichungen  in  der  Bezeichnungsweise. 

TTm  einen  bequemen  Grebrauch  der  soeben  genannten  Sehriften 
zu  ermogliehen,  machen  wir  vorab  auf  einige  wenige  Abweiehimgen 
unserer  eigenen  Bezeichnungsweise  von  derjenigen  aufmerksam,  welehe 
von  Weierstrass  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  gebraucht 
wurde.  Bin  erster  Unterschied  liegt  bei  der  Bezeichnung  der  Perioden 
vor.  1st  u  das  Integral  erster  Gattung,  so  gewinnt  Weierstrass  die 
beiden  von  ihm  durch  o>  und  CD"  bezeichneten  Gross  en,  indem  dw  auf 
zwei  verschiedene  Weisen  von  einem  Verzweigungspunkt  zu  einem 
anderen  integriert  wird,  eine  durchaus  auch  in  der  Stlteren 

Klein-Fricke,  Modiilfunctionen.  10 
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iibliche  Massnahme.  Inzwischen  entstelien  auf  dem  Wege  nur  erst 
Perioden/^aZ/few,  wie  wir  oben  irn  zweiten  Kapitel  gelernt  haben.  Der 
eingehendere  Vergleich  zeigt  dabei  des  n'aheren,  dass  die  Beziehung 
zwischen  den  beiderlei  Bezeiehnungsweisen  diese  ist 

(1)  C31  =  2o%     o2=^2co. 

Eine  ganz  entspreehende  Abweiehung  findet  bei  der  Bezeielmung 
der  Perioden  des  Integrals  zweifcer  Gattung  statt.  Wir  haben  bier 
die  Beziehung 

(2)  %  =  V,     %  — 2?, 

wo  %,  %  <^e  bereits  im  vorigen  Kapitel  (p.  116  u.  f.)  gebrauchte  Be- 
zeiclinung,  ^?  ^  aber  die  Benennung  der  Perioden  des  Integrals  zweiter 
Gattung  nach  Weierstrass  ist. 

Fur  den  Quotienten  der  Periodm  co1?  cj2  hat  sicb  in  den  alteren 
Arbeiten  fiber  Modulfunctionen  die  Hermite'sche  Bezeichnung 

(3)  o>=^ 

V    J  GJ2 

eingeburgert*  Wir  halten  bier  an  derselben  um  so  lieber  fest,  als  sie 
der  beziiglichen  Bezeichnung  der  Ikosaeder-Irrationalitat  genau  nach- 
gebildet  ist.  In  Weierstrass'  Theorie  ist 


so  dass  unser  o  und  das  Weierstrass'sche  t  geradezu  die  namliche 
Grosse  bezeichnen. 

Weiterhin  spielt  die  Exponentialgrosse 

(4)  r  =  e2yti(a 

als  Entwicklungsgrosse  eine  wichtige  Eolle.  Audi  sie  findet  sich  bei 
Weierstrass  nicht  in  dieser  Form;  vielmehr  ist  dort  geschrieben: 

6rt^  =  A; 

welche  Grosse  man  sonst  ina  Anschluss  an  Jacobi  niit  «2  bezeichnet. 
Man  hat  also  einfaeh 

(5)  r  =  ^  =  22, 

so  dass  neben  der  Bezeichnung  Jacobi's  und  Weierstrass'  hier  noch  eine 
dritte  eingefuhrt  wird.  Aber  man  wird  alsbald  erkennen,  dass  die 
analytischen  Darstellungen  gerade  derjenigen  Grossen,  welche  Weier- 
strass gegentiber  Jacobi  in  die  Theorie  eingefuhrt  hat,  durchaus  in 
ganzen  Potenzen  von  r  geschehen.  Es  liegt  also  von  vornherein  gar 
keine  Notigung  vor,  fur  die  in  Rede  stehenden  Entwicklungen  statt 
des  r  etwa  dessen  Quadratwurzel  einzufiihren.  Im  Gegeuteil  wird  man 
spater  sehen^  dass  in  gewissem  Sinne  fur  einen  Teil  von  Weierstrass7 
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Theorie  der  Gebrauch  der  Entwicklungsgrosse  r  der  allein  consequents 
ist,  gerade  wie  alsdarm  fur  Jacobi's  Theorie  die  Verwendung  der 
Grosse  #  als  den  Verhaltnissen  am  meisten  angepasst  erscheint. 

Abgesehen  von  den  hiermit  namhaft  gemachten  Punkten  konnten 
wir  an  alien  Bezeichnungsweisen  und  Voraussetzungen  der  Schwarz'schen 
Schrift  festlialten. 

§  2.    Die  Ftmctionen  #?(«)  nnd  £/(«).    Doppeltperiodisahe  Functionen. 

Das  Weierstrass'sehe  Normalmtegral  erster  Gattung  (I>  1,  §  15) 
wollen  wir  auf  der  zweiblattrigen  Riemanu'scheii  Flache  des  Kap.  2 
dadurcli  des  naneren  fixieren;  dass  wir  als  uiitere  Grenze  y  =  oo  ansetzen  : 

* 


Bei  Abandoning  des  Weges  zwischen,  oo  und  einer  bestinimten.  oberen 
Grenze  y  kann  dieser  Integralwert  zufolge  der  Entwicklungen  des  Kap.  2 
um  jedes  ganzzanlige  Multiplum  der  Perioden  etwa  m^co^  +  m2o2 
modificiert  werden. 

Die    algebraischen    Functionen    der    zweiblattrigen    Flache    sind 


rational  in  y  nnd  ]/4^3  —  g%y  —  g3,  d.  i.  in  der  Form  darstellbar: 
(2) 


und  es  entspringt  nun  die  Theorie  der  doppeltperiodischen  Functionen 
aus  der  Aufgabe,  die  gedachten  Functionen  (2)  in  ihrer  Abhangigkeit 
von  u  zu  untersuchen.  Sollen  wir  diese  Aufgabe  im  Riemann'schen 
Sinne  interpretieren  ,  so  bedeutet  sie,  dass  wir  fur  das  Studium  der 
Functionen  (2)  an  Stelle  der  zweiblattrigen  y-  Flache  die  complexe 
w-Ebene  zu  Grunde  legen,  und  es  ist  alsdann,  zu  allererst  festzu- 
stellen,  in  welcher,  Weise  sich  jene  Flache  vermoge  (1)  conform  auf 
die  w-Ebene  abbildet. 

Um  solches  zu  untersuchen,  hat  man.  die  Flache  durch  zwei  Quer- 
schnitte,  die  wir  etwa  langs  der  Periodenwege  unserer  Ausgangszweige 
CDI?  o>2  ausgefiihrt  denken,  in  erne  eihfach  zusammenhangen.de  zu  zer- 
legen>  welche  sich  alsdann  auf  einen  gleichfalls  einfach  zusammen,- 
hangenden  uberall  im  Endlichen  gelegenen  Bereich  der  ^-Ebene  iiber- 
tragt.  Durch  zweckmassige  Wahl  fur  die  ?;Gestalt"  der  Querschnitte 
kann  man  erreichen,  dass  dieser  Bereieh  das  Innere  eines  geradlinigen 
Parallelogramms  ist,  dessen  Ecken  lei  MO,  u0  +  ai}  UQ  +  co2?  u0  +  «i  +  &% 
gelegm  sind*). 

*)  Man  findet  diese  Abbildung  in  auefuhrlicher  Weise  entwickelt  in  Thorn  a  e, 
Abriss  einer  Theorie  der  complexen  Punctionen  und  der  Thetafunotionen  ewer  Ver- 

10* 
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Das  Integral  u  ist  als  Function  des  Ortes  in  der  unzerschnittenen 
Riemann'sclien  Fliiclie  unendlieli  vieldeutig  und  jeder  ,;Zweig"  u  dieser 
Function  ist  in  einem  ersten  u,  wie  wir  sehon  bemerkten,  in  der  Form: 
(3)  ur  —  u  +  «M±  G>X  +  m,2  £»2 

darstellbar.  Wir  gewinnen  den  Satz:  Die  unendlicli  vielen  Zweige 
von  u (y,  ]/4«/3  —  g^y  —  gs)  Mlden  die  Riemann'scJie  Fldclie  auf  wnend- 
licli  viele  congruente  Parallelogramne  ab,  welclie  in  ihrer  GesamtJieit 

die  u-Efiene  liiclzenlos  imd 
vollstdndig  "bedecken.  Wir 
wollen  diese  Parallelo- 
grammteilung  der  «*-Ebene 
noch  so  verschieben,  dass  w0 
insbesondere  der  Nullpuntt 
u  =  0  wird  (cf.  Fig.  37). 
Auch  dann  konnen  wir 
nocli  sagen:  Jedes  einzelne 
dieser  Parallelogramme,  die 
wir  fortan  Periodenparalle- 
logramme  nennen,  ist  wech- 
selweise  eindeutig  auf  die 
Riemanriscfie  Fldclie  "be- 
zogen.  Von  je  zwei  gegen- 
tiberliegenden  Seiten  des 
einzelnen  Parallelogramms 
muss  man  indessen  dabei  immer  nur  eine  als  demselben  zugehorig 
betractten*). 

Aus  der  einfachen  Bedeckung  der  w-Ebene  mit  Periodenparallelo- 
grammen  entspringt  jetzt  durch  einen  schon  in  Kap.  3  getibten  Schluss  der 
Satz,  dass  die  Functionen  (2),  in  Abhangigkeit  von  u  gedeutet;  m  ein- 
deutigen  Functionen  dieses  Argumentes  werdm.  Sie  bleiben  unverandert; 
falls  man  u  um  ein  beliebiges  ganzzahliges  Vielfaches  von  cax  nnd  o>2 
vermehrt;  eben  darum  nennt  man  die  in  Rede  stehenden  GrSssen 
doppelfyeriodische  Functionen  von  u.  Irn  einzelnen  Periodenparallelo- 
gramm  nimmt  eine  doppeltperiodische  Function  jeden  complexes  Wert 
eine  gleiche  Ansidhl  von  Malen  an,  weil  (2)  die$  auf  der  Riemann'schen 

dnderlichen  (Halle  1873)  pag.  104  u.  f.  oder  auoh  in  Kflnigsberger,  Vorlesimgen 
fiber  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  (Sechzehnte  Vorles.)  (Leipzig  1874). 
*)  Man  iiberlege  sich,  wie  sich  hier  die  Ebenenteilungen  der  s-Funotionen 
zweiter  Art  einordnen  (p.  106,  107).  tJberhaupt  ist  es  eine  sehr  ntitzliche  Ubung, 
die  hier  in  Rede  stehende  conforme  Abbildnng  mit  den  in  Kap.  3  discutierten  in 
Vergleich  zu  zielien. 


Fig.  87. 
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Fldclie  tlmt.    1st  diese  Anzahl  n,  so   sprecben  wir  von  einer  doppelt- 
periodisclien  Function  nte*  Grades. 

Erne  doppeltperiodische  Function  ersten  Grades  giebt  es  nicht; 
eine  solche  TODI  zweiten  Grade  1st  z.  B.  y9  erne  solche  vom  dritten 
endlich  ]/4#3  —  g^y  —  g%,  welehe  beiden  Functionen  wir  in  Abhangig- 
keit  von  u  so  schreiben: 

(4)  - 


Zwischen  $>  und  <p'  bestehen  dann  die  Relationen 
(5) 


Zufolge  (2)  fe£  jedls  dqppeltjoeriodiscJie  Function  rational  in  p(t*) 

§  3.     Analytisehe  Darstellungen  fiir  die  Functionen  i<?(w)>  ^'00- 

Man  besitzt  fQr  die  doppeltperiodischen  Functionen  (p(u)9  #>'(w) 
eine  Reihe  analytischer  Darstellungen,  die  hier  niitzuteilen  sind.  Wir 
beginnen  mit  den  Entwicklungen  nach  ansteigenden  Potenzen  von  w*): 


deren  Coefficienten  durchgehends  #an#£  rationale  Functionen  von  g% 
und  gs  sind.  Aus  (1)  schliessen  wir  unter  Benutzung  der  Satze  des  §  2, 
dass^(^)fur  t£=0  und  also  uberhaupt  in  alien  Puntten  u  ^=m^o^  +m2»3; 
die  wir  die  Gitterpunkte  der  Parallelogrammteilung  nennen  wollen,  in 
zweiter  Ordnung  algebraisch  unendlich  wird.  An  denselben  Stellen  wird 
$>'(u)  von  dritter  Ordnung  algebraisch  unendlich.  Die  Unstetigkeitspunkte 
von  $?(tt)  und  ^'(t*)  siud  Hermit  erscliopft.  Der  Oonvergenzkreis  von 
(1)  hat  u  =  0  zum  Mittelpunkte  und  reicht  bis  an  den  nachsten  Tln- 
stetigkeitspunkt  gerade  heran.  Merken  wir  uns  insbesoudere  noch; 
doss  tf>(u)  eine  gerade,  #>'(«)  eine  ungerade  Function  von  u  ist. 

Noch  deutlicher  treten  die  Eigenschaften  von  p(u)  und  #>'(V)  an 
deren  Partialbruchentwicklungen**)  zu  Tage: 


•g(u)  =  —  4-  3^'  I *-• 

p'(«)—  -  2 


*)  VgL  S.  p.  10  und  11,  H.  p.  93. 
**)  VgL  S.  p.  10  und  11,  H.  p.  378. 
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Die  Summen  sind  liier  auszudehnen  iiber  alle  Combinationen  zweier 
ganzen  Zahlen  mi9  m^  nur  dass  in  der  ersten  Summe  die  Combination 
mt  =  »22  —  0  auszulassen  ist,  was  durch  den  oberen  Index  am  Summen- 
zeichen  angedeutet  sein  soil.  Diese  Reihen  convergieren  fur  jeden  end- 
lichen  Wert  it  unbedingt*),  wobei  wir  freilich  fiir  einen  Gitterpunkt 
jeweils  von  einem  dortselbst  unendlich  werdenden  Gliede  der  einzelnen 
Entwicklung  (2)  absehen  miissen.  Wir  folgern  weiter  aus  (2),  dass  p 
und  $>'  liomogene  Functionen  (—  2)ter  lets.  (—  3)ter  Dimension  der  drei 
Argumente  u,  co1?  o2  sind,  was  man  selbstverstandliek  ebenso  gut  auch 
ans  der  ursprtingliclien  Definition  unserer  Functionen  hatte  ablesen 
konnen.  Sehreiben  wir,  urn  die  Abhangigkeit  auch  von  o^,  co2  hervor- 
zulieben,  ausfuhrlich 

p(yt  I  a>±,  oa),     p'(«  !  !»!,  oia), 

so  konnen  doch  diese  Grossen  wegen  (!)  nur  insoweit  von  den  Perioden 
abh'angen,  als  sie  durch  die  Modulformen  #2?  gB  bereits  vollig  bestimmt 
sind,  Sie  werden  also  insofern  das  Verhalten  dieser  Modulformen  teilen, 
als  auch  sie  unverandert  UeHen,  falls  man  a^lf  die  Perioden  erne  liomogene 
Modulsiibstitution  ausiilt.  Wir  haben  also  unter  cc,  /3,  7,  d  irgend  vier 
ganze  Zahlen  der  Determinante  1  verstanden: 

(3)  p(«  [  a&i  +  ^fi>2,  70?!  +  <Jo3)  —  p(tt  |  a>17  c?2) 

und  entsprechend  fiir  $  .    tJbrigens  folgen  diese  Formeln  auch  aus  (2). 
Letzten  Bndes  fuhren  wir  noch  die  trigonometrischen  Reihen**)  an: 


,  N  770    .      « 

*»(«)  —  i+ 

^ 


t 


in  welchen    Ausdrucken    die   Perioden   nicht    mehr    syrnmetrisch    eiit- 
halten  sind. 


*)  Man  vgl.  dariiber  Eisenstein's  bereits  p.  24  genannte  Abhandlung,  die 
fur  die  Einfiihrung  der  doppeltperiodischen  Functionen  vermittelst  der  Partial- 
bruchentmcklungen  fundamental  1st.  Dortselbst  finden  sich  in  der  That  bereits 
die  GrSssen  gp,  ^',  gzt  gs,  elt  c2,  es  der  Weierstrass'schen  Theorie  durch  ihre 
doppelt  unendlichen  Keihen  definiert  vor.  Formel  (5)  p.  285  in  Eisenstein's 
Mathematischen  AbHandlungen  ist  geradezu  identisch  mit  der  algebraischen  Re- 
lation (5)  §  2  des  Textes. 

**)  Vgl.  H.  p.  426. 
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§  4.     Doppelt  tmendliclie  Beihen  fur  g%  und  ^3. 

Durch  elementare  Rechnung  gelingt  es,  die  soeben  mitgeteilte 
Entwicklung  (2)  von  <p(tC)  in  eine  Eeihe  nach  ansteigenden  Potenzen 
von  u  umzusetzen*)*  Dieselbe  heisst: 


(n 


Der  Vergleich  der  Coefficienten  von  w2  und  w4  niit  den  entsprechenden 
iu  (1)  §  3  ergiebt  jetzt  fiir  die  Modulfornien  g^  g3  die  naclifolgenden 
doppelt  unendlictien  ReiJien: 

i       /  N 


In  welchen  die  Sumraenzeichen  dieselbe  Bedeutung  liaben,  wie  in  (2)  §  3* 
Nach  Eisenstein's  Untersuchungen  convergieren  diese  Entwicklungen 
unbedingt  fur  alle  diejenigen  Werte  der  Perioden  o?1?  co2?  deren  Quo- 
tient co  nieht  reell  ist.  Sie  convergieren  also  insbesondere  fur  solche 
&1}  o>2?  welche  einen  "dem  Innern  der  positiven  Halbebene  angenorenden 
Quotienten  eo  geben,  und  allein  fiir  diesen  Bereich  ist  es  uns  ja  um 
Darstellungen  der  Modulfornien  g%,  g%  zu  thun. 

Einige  der  Haupteigenschaffcen  von  g%  und  gs  treten  in  (1)  un- 
mittelbar  in  Evidenz,  so  z.  B.  dass  sie  homogen  in  der  (  —  4)ten  bez. 
(  —  G)*611  Dimension  in  c?1?  co2  sind;  ferner  dass  sie  gegeniiber  alien 
honiogenen  Modulsubstitutionen  invariant  sind;  denn  in  der  That  be- 
wirkt  die  Ausubung  einer  solchen  nur  eine  Umanderung  in  der  Reihen- 
folge  der  Glieder  in  (1). 

Bei  der  Leichtigkeit,  mit  welcher  die  Eeihen  (1)  und  ahnlich  ge- 
bildete  Entwicklungen  ihren  Charakter  als  Modulfornien  oifenbaren, 
lag  es  nahe,  von  ihnen  aus  den  Eingang  in  die  Betrachtung  von 
g%  und  gB  zu  suchen,  indem  man  diese  Grossen  geradezu  durch  (1) 
definierte.  Es  ist  damit  der  Ansatz  zu  einer  von  der  Theorie  der 
doppeltperiodischen  Functionen  unabhangigen  Entwicklung  der  Modul- 
formen  gegeben,  der  in  der  That  durch  Hrn.  Hurwitz  zur  Durch- 
bildung  gelangt  ist**).  Es  wird  an  genannter  Stelle  auf  dieser  Grund- 

*}  Vgl.  H.  p.  366. 

**)  Man  sehe  Hurwitz,  Grrwncttagen  einer  independenten  Theorie  der  elliptischen 
Modulfwnctionen  uncl  Theorie  der  MMiplicatorgleichwngen  erster  Stufef  Math.  Aim, 
Bd.  18  p.  528  (1881). 
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lage  zuvorderst  eine  Theorie  derjenigen  Modulformen  entwickelt,  die 
zur  Gesamtgruppe  der  Modulsubstitutionen  gehoren.  Aber  aueh.  die 
directe  Bildung  von  Modulformen  fur  Untergruppen  aus  Modulsub- 
stitutionen erscheint  moglich,  woriiber  eine  Andeutung  in  Hurwitz' 
Arbeit  p.  560  gegeben  ist*).  Wir  mftssen  uns  Her  mit  dieser  An- 
deutung begniigen;  auch  die  spateren  Entwicklungeu  fuhren  uns  leider 
nicht  zur  Wiederaufhalime  dieses  Gedankens  zuriick. 

§  5.    Einfach.  tmendliclie  Reihen  fur  g29  g3  und  die  Perioden  rj19  rj2. 

Andere  Darstellungen  von  g2  und  g%  gewinnt  man  von  (4)  §  3 
aus,  wobei  zugleich  Entwicklungen  fiir  die  Perioden  %;  ^2  entspringen. 
Entwickeln  wir  das  in  der  citierten  Darstellung  von  $>(u)  auftretende 

Glied  ( ~  ]  * ia  eine  Eeihe  nach  Potenzen  von  w.  so  liaben  wir 

\Q?0/  .       a    KU  7 


sin- 
&* 


fur  g>(u)  die  Darstellung: 


*        r  ———^——  COS 
jr.  1  1  _  r^ 


Hier  bilde  man  aucb  noch  die  zweite  und  vierte  Ableitung  und  setze 
in  den  drei  so  entspringenden  Formeln  u  =  0.     Wir  liaben  dann: 


iV  +  32  iV 

' 


Die  namlichen  Nullwerte  berechne  man  jetzt  andrerseits  von  den  Dar- 
stellungen (1)  §  3  aus,  wo  sie  bez.  die  Werte  0,  ~|?  ^  bekomrnen. 
Durch  Identischsetzen  der  beiderseits  gefundenen  Werte  kommen  zu- 
nacbst  fur  g2  und  g9  die  neuen 


*)  Noch  in  allgemeinerer  Weise  ist  diese  ,,Methode  der  directen  Bildungs- 
weise*4  yon  Urn.  Poincar£  in  Anwendtmg  gebracht  worden,  der  sie  dann  iiber- 
haupt  zum  Fundament  seiner  Behandlung  der  Functionen  mit  linearen  Trans- 
formationen  in  sich  maclxte.  Man  sehe  die  zalalreichen  seit  1881  erschienenen 
Abhandlnngen  Poincar^'s  in  den  Oomptes  Rendus,  den  Math.  Ann.  Bd.  19  und 
den  Acta  mathematica. 

**)  Of.  H.  p.  446.    Die  ftberleitung  der  Formeln  (1)  §  4  in   die  obigen  Dar- 
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^J  /<p2\6        ^J  __    7 

XSjJ    ^3          216          3 

Ferner  findet  sieh  durcb  Vergeich  der  belden  Werte  fiir  {$«?(«)  --  2  }  _ 

eine  Darstellung   der  Periode  %    des   Integrals  zweiter  Gattung,  aus 
weleher  man  bernacb  nnter  Gebrauch  der  Legendre'scben  Relation  eine 
ebensolcne  fur  %  erlangt.     Man  kommt  dabei  auf  : 
3^0^  _  .    ^1    mrm 

n*      ~^~^2j^^ 
(2) 


Der  Convergenzbezirk  aller  dieser  Entwicklungen  (1),  (2)  ist  der 
Einneitskreis  der  r-Ebene.  Tbatsachlieb  wird  aber  fur  jedes  der 
positiven  Halbebene  angehorige  o>  der  absolute  Betrag  von  r  =  e27tita 
kleiner  als  1,  wabrend  dieser  Betrag  fiir  reelles  o?  gleicb  1  ist.  Fiir 
den  uns  allein  interessierenden  Bereicb  der  positiyen  o-Halbebene  sind 
somit  die  Entwicklungen  (1);  (2)  unmittelbar  brauebbar.  In  der  negativen 
GJ-  Halbebene  convergieren  die  Reihenentwicklungen  (1),  (2)  nicbt  mekr. 

Der  unendlicb  ferae  Punkt  der  imaginaren  o-Axe  giebt  r  =  0 
und  entspricbt  also  dem  Nullpunkt  der  r-Ebene.  Dabei  giebt  (1)  als 
Grenzwert  von  g2: 


was  in  der  That  mit  (2)  p.  127  in  Ubereinstimmung  ist. 

§  6.     Productdarstellung  der  Discriminante  A.     Die  Modnlglelcliung 

in  expliciter  Form. 

Mit  Hilfe  der  Eelationen  (2)  pag.  122  konnen  wir  von  den  eben 
mitgeteilten  Darstellungen  der  %,  ^2  zu  einer  senr  wicbtigen  Product- 
darstellung fur  die  Discriminante  A  gelangen.  Forineln  (2)  des  vorigen 
Paragraphen  gestatten  die  Schreibweise: 


stellungen  von  ^2,  g^  hat  Hr.  Hurwitz  in  seiner  soeben  genannten  Arbeit  ohne 
Zuhilfenahme  doppeltperiodisclier  Functionen  geleistet. 
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Integrieren    wir   beide  Gleichungen   und   combinieren    sie  behufs  Be- 
stinimung  der  Integrationsconstanten,  so  kommt: 

y? 

log  A  =  const.  +  log  G3/~12  +  2sri«  +  V  log  (I  —  r'")24 . 

7rt=l 

Unter  c  einen  nunierisclien  Factor  verstanden,  haben  wir  sonach: 


Die    Bestimmung   des   Factors  c    geschieht    durch   Riickgang    au£  (5) 
pag.  129,  welche  Formel  f  tir  r  =  0  in  erster  Annaherung  (—  J     -  r  als 

Wert  von  A  ergiebt.     Es  ist  denmaeh  e  =  (2#)12,  und  man  gewinnt 
als  Productdarstellung  der  Discriminante*): 


Dieses  Product  giebt  den  Wert  von  A  fur  jeden  im  Innern  der 
positiven  co-Halbebene  gelegenen  Punkt  o>.  Dass  A  fiir  jeden  ratio- 
nalen  Punkt  der  reellen  o-Axe  d.  i.  in  den  Spitzen  der  Moduldreiecke 
verschwindet,  tritt  in  (1)  ebenso  unniittelbar  in  Evidenz,  wie  dass  im 
Innern  der  positiven  Halbebene  ein  Nullpunkt  von  A  nicht  mehr  ge- 
legen  sein  kann. 

Aus  den  gewonnenen  Darstellungen  von  g2,  g2,  A  ergiebt  sich 
nun  auch  endlich'  die  explicite  Darstellung  der  Modulgleicliung  ,  namlich 
in  der  Form: 

(2)  j:j-l:i 


CO 

_JL  V- 


216          3    / 1 1 e%»" 

OQ 
11      ^         ~    G  ' 


m=l 


*)  Zur  Entwlcklung  von  (1)  vgl.  man  namentlich  noch  Hurwitz  in  Math. 
Ann.  Bd.  18  p.  551,  552.  Die  fundamentale  Function  T?(CO)  in  Dedokind's  Arbeiton 
uber  elliptische  Modulfunctionen  (vgl.  ausser  der  schon  genannten  Abhandlung  in. 
Crelle's  Journ.  Bd.  83  noch  die  Erlauterungen  zu  Biemann's  Fragmenten  'filer  die 
Gremfalle  der  elliptischen  Modulfunctionen  in  Rieniann's  Werken  p.  438)  ist  idontiscb 
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§  7.     Die  Function  &(u  \  o19  a?.,). 

Xaehdem  clurch  die  vorangehenden  Mitteilungen  die  Entwiek- 
lungen  des  vierten  Eapitels  erganzt  wurden,  kommen  die  nun  folgen- 
den  Satze  fiber  die  6-  und  ^-Funetionen  erst  unten  im  yierten  Absehnitt 
zur  Verwendung.  Doeh  schliessen  wir  sie  bereits  liier  an,  um  nicht 
spaterhin  noeh  einmal  zu  einem  Excurse  genotigt  zu  sein. 

"Wir  bilden  uns  zuvorderst  das  Integral*) 

(1)     Z(u) 

das  sich  durch  die  Substitution 


sogleich    als   Integral   swelter    Gattung   zu    erkennen    giebt  (cf.  p.  33). 
Man  hat  demgemass  die  Formeln 

sowie  den  Satz;  dass  Z(ii)  in  den  Gitterpunkten  WJICDI  -J-  ^2-2o2  unend- 

lich  wird  wie 

i 

Integrieren  wir  nochmals 


und  gehen  dann  zu 


so  haben  wir  eine  Function  erlangt,  die  in  den  GitterpunJcten  einfacli 
verschwindet  und  im  ubrigen  in  der  ganzen  endliclien  u-Ebene  endlich  und 
von  Null  verschieden  isL 

Die  solehergestalt  erhaltene  Weierstrass'sche  6-  Function  erweist 
sich  fur  die  ganze  Theorie  der  doppeltperiodischen  Funetionen  als 
fundamental.  Ihre  wesentlichsten  Eigenschaften  sind  die  folgenden. 
Sie  ist  eine  ungerade  Function  Hires  ersten  Argumentes: 

(5)  *(-«)--<«), 

sie  ist  in  ihren  drei  Argumenten  u,  mi9  co2  Jiomogen  in  erster  Dir 
mension: 

(6)  0(vu  |  i/o»1;  vco^)  =  VG(U  |  c?1?  co2), 


*)  Man  beachte,  dass  hier,  wie  sogleich  in  (3),  durch  die  angehangte  Eeiheia- 
entwicklung  die  Integrationsconatante  jedesmal  mitbestimmt  ist, 
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sie  zeigt  gegentiber  Modulsubstitutionen  das  Verhalten  einer  zur  Ge- 
samtgruppe  geliorenden  JHodulform: 

(7)  <5(u  \  aol  +  £o>2?  y&l  +  tfo2)  =  <t(u  \  (»1?  o>2)  , 

sie  nimmt  endlicli  bei  Vermehrung  von  u  um  Perioden  erne  Exponential- 
grosse  als  Factor  an,  indent  man  in  der  That  von  (2)  aus  leiclit  die 
Pormeln  gewinnt: 

(8)  tffti+mj^—  *{**"*'.  eft*),   *(M  +  o»3)—  —  e^"  +  T'.*(tt), 
von  denen  man  unter  Anwendung  der  Legendre'schen  Relation  zu  der 
allgemeineren  aufsteigt*): 

(9)  &(u  +  %c?! 


§  8.     Productdarstellung  der  ^-Function. 

An  analytisehen  Darstellungen  der  <?-Function  haben  wir  soeben 
bereits  in  (4)  §  7  die  Reihe  nach  positiven  Potenzen  von  u  kennen 
gelernt.  Dieselbe  convergiert  fur  alle  endlienen  Werte  von  u,  sofern  der 
Quotient  CD  der  Perioden  eine  nicht-reelle  Grosse  1st.  Eine  fundamen- 
tale  Darstellung  in  Gestalt  eines  doppelt-unendlichen  Productes  sehe 
man  in  S.  p.  5  Forrnel  (1)  nach.  Wir  uberspringen  dieselbe,  da  sie 
weiterhin  nicht  zur  Verwendung  kommt.  Dagegen  ist  fur  uns  die 
folgende  Productdarstellung**)  wichtig: 


/  -t  \ 

(1) 


rr 
I   j 

1  J 


-  •  , 

sin  I  m  <Q  --  1  it  •  sin  (niG)  -\  -- 

^ 


Wis=  sin'  man 

Unter  Gebrauch  der  Bezeichnungen 


nimmt  diese  Entwicklung  auch  noch  die  anderen  Formeu  an: 


(3) 


*)  Man  vgl.  hierzu  durchweg  S.  p.  5  u.  £.,  H.  Kap.  6. 
**)  Cf.  S.  p.  8,  H.  p.  400. 
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§  9.     Darstellung  doppeltperiodischer  Functionen  durcli  0(u). 

Bine  wichtige  Verwendung  findet  die  tf-  Function  bei  der  Darstellung 
doppeltperiodischer  Functionen  n^n  Grades*).  Sei  <p(w)  eine  solche, 
deren  n  Nullpunkte  in  einem  ersten  Periodenparallelogramme  bei  u==a1? 
a>2,  •  •  •  #•«  gelegen  sind;  wahrend  die  n  Unstetigkeitspunkte  in  dem 
namlielien  Parallelogramm  u  ==  &1?  J2,  •  •  •  &„  sind.  Es  gilt  alsdann 
zufolge  des  Abel'schen  Theorems**)  zwischen  diesen  Werten  von  n  die 
Relation 

(1) 

wo  Wj,  wa  zwei  bestimnite  ganze  Zahlen  sind.  TJra  jetzt  eine  Darstellung 
yon  qp(w)  durcli  die  ^-Function  zu  leisten,  bilde  man  den  Quotienten 

G  (u  —  ezj)  a(tt  —  a2)  •  -  •  a(ii  —  crn) 

cr(w  —  B1)  <?(w  —  &2)  -  •  •  c>  (w  —  &n)  * 

Derselbe  stellt  eine  eindeutige  Function  von  w  dar;  welche  die  Null- 
und  Unstetigkeitspunkte  genau  mit  cp(ti)  gemein  hat.  Bei  Vermelirung 
des  «  uni  Perioden  verhalt  sich  der  Quotient  gerade  so,  wie  die  Ex- 
ponentialgrosse 


wie    aus  (8)  §  7    folgt.      Aber    diese    Exponentialgrosse    wird    in    der 
ganzen  endlichen  M-Ebene  nirgends  Null  oder  unendlich.    DesJialb  stellt 

^lns  die  Verbindung 

a(it  —  a,)  G(U  —  a*}  •  •  •  a(u  —  «„") 
»i    u  .  —  -  —  -  -  -  -  -  —  —  - 


doppeltperiodisctie  Function  mit  den  Null-  und  Unstetiglceitsstellen 
von  q>(u)  vor.  Nach  bekannten  Satzen  kann  dieselbe  von  cp(u)  iiur 
mehr  um  einen  von  u  unabhangigen  Factor  abweichen,  so  dass  wir  fiir 
g>(«)  die  Darstellung  gewinnen: 


Beispiele  fur  diese  allgemeine  Formel  sind  die  Darstellungen***) 
von  (p(u)  und  #/(W)*     Verschwtndet  p(w)  fiir  ti,  ==  a,  so  hat  man 


tf  (-^r 


*)  Cf.  S.  p.  15,  H.  p.  209  u.  f.        **)  Man  sehe  z.  B.  H.  p.  215. 
***)  Cf.  H.  p.  196. 
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wie  man  auch  auf  Grund  der  namlichen  Schlussweise  leicht 

/  ,X  /    N  f    \  G(U  —  V)      G(U  +  V) 

(4)         _     _  *>(«)  -  4»(«)  -  -  —„>&.,'& 

naekweist*). 

§  10.     Die  Ftmetionen  (?;.,„  (11  |  co1;o2). 

.Besonders  folgenreich  wird  fur  uns  die  Betrachtung  desjenigen 
Falles  der  Formel  (2)  §  9,  dass  alle  n  Nullpunkte  von  <p(n)  in  einen 
einzigen  it  =  a  und  gleichfalls  alle  n  Unstetigkeitspnnkte  in  einen 
a  =  1)  concidieren.  Wir  setzen  dann  insbesondere  nodi  voraus,  dass 
u  =  &  der  Nullpunkt  der  it-Ebene  sei;  so  dass  zufolge  (1)  §  9 

(1)  a  =  i^±^ 

wird,  rait  gangen  Zalilen  A,  ^.  Wir  konnen  bier  A  und  ^  auf  die  Werte 
k}  p  =  0?  1;  2;  •  •  •  (n  —  1)  eingeschrankt  denken.  Da  iiberdies  noch 
die  Combination  A  =  ft  =====  0  qp(«)  zu  einer  von  u  unabliangigen  Con- 
stanten  macht  und  also  nicbt  welter  in  Betracht  koramt,  so  bleiben 
noch  (n2  —  1)  brauchbare  Combinationen  A,  ^  iiber.  Ihnen  entsprechen 
ebenso  viele  Functionen,  die  wir 


schreiben. 

Hier  ist  es  nun  sehr  wicktig?  dass  aucJi  die  niQ   Wureel  aus  einer 
"beliebig&i  dieser  Grossen  noch  cine  eindeutige  Function  von  u  ist: 


(2) 


Diese  Function  wird  ira  Parallelogramme  nur  einmal  Null  und  einnial 
unendlich,  aber  sie  andert  sich  bei  Verrnehrung  von  u  um  Perioden, 
allgemein  gesagt;  um  eine  multiplicative  nie  EinheitswurzeL  Es 
sich  ndmlicli  ohne  Muhe  auf  Grund  von  (9)  §  7: 

2  in  , 


Die  Constante  ^  ,  welche  fur  jede  unserer  (n*  —  1)  Functionen 
in  besonderer  Weise  gewahlt  werden  kann,  bleibt  hier  vSllig  ausser 
Betracht.  Immerhin  wollen  wir  doch  schon  beilaufig  niitteilen,  dass 
sie  in  einem  spateren  Abschnitt  in  eigentumlicher  Weise  bestimmt 
wird,  Sie  ist  nur  von  u  unabhangig,  kann  aber  ganz  wohl  noch  eine 
Function  der  Perioden  seinv.  Um  spaterhin  eiu  moglichst  einfaches 


*)  Aus  (3)  folgert  man  leicht  eL  -  p  (^)  ,    e,  -  p  (?")  , 


I,  5.    Analytische  Darstellung  doppeltperiodischer  Functionen..  159 

Verbal  ten  tmserer  Functioneu  gegenuber  den  Modulsubstitutionen  zu 
erzwingen,  wird  sick  die  Einfubrung  der  folgenden  Grosse  als  zweck- 
onassig  erweisen*j: 

'•  *Ii  -f-  ft  fo  /    _  x  c*)1  4*  f*  &ila 

(4)      *,,„(«  I^-O  —    •      I"       - 


Es  ist  dann  insbesondere  <?0,n(V)  =  #00  tmd  man  hat: 


Obne  irgend  auf  die  Bedeutung  dieser  Wahl  fiir  <?;  u  bier  einzugelien; 
wollen  wir  docb  die  durcb  (4j  definierten  Gi-ossen  im  besonderen 
Falle  n  =  2  noeh  naber  verfolgen?  nm  auf  die  Weise  den  Ubergang 
zu  den  Jacobi'scben  ^--Funetioiien  zu  finden. 

§  11.     IJbergang  ZTL  den  ^-Punetionen. 

Fur  n  =  2  baben  wir  unter  Einscbluss  von  <?0,  0(«)  =  0(11)  im 
ganzen  vler  Funetionen  <7;  ^(w);  f^r  w^lcbe  wir  aus  (2)  §  8  die  nach- 
stehenden  Productdarstellungen  gewinnen**): 


2 

=  -=•  •  e    2  -  sin 


=  1 

2  m  —  3 


(1) 


tt 

•  e       •  cos 

n 


*)  la  dieser  Form  hat  Klein  die  <r^    (w)  im  ersten  Abschnitt  der  Abhandlung: 
Gber  die  elliptiscJien  Normdlcurven  der  wtcn  Ordnung  und  zugehorige  Modulfwntfionen 
der  n***  Stufe  (Abh.  der  Kgl.  Sachs.  Ges.  d.  W.  Bd.  13  Nr.  4,  1885)  gegeben. 
**)  Die  von  Weierstrass  aufgestellten  Functionen  ^(w),   0g(u),  ^sC** 
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Die  hier  auftretenden  Producte  lassen  jetzt  eine  elegante  Reihenent- 
wicklung  zu,  wenn  wir  auf  eine  von  Jacobi*)  aufgestellte  identisehe 
Gleichung  zuriickgehen: 

OP       m* 

2  (J*  4-  »—  »A 
°-       * 


In  der  That  setzen  sicli  die  bei  6W  (w)  und  tfn  (^t)  auftretenden  Producte  auf 
Grund  dieser  Gleichung  direct  in  Reihen  um  und  aus  diesen  leiten  wir  dann 
fur  die  beiden  anderen  Producte  entsprechende  Reihen  ab.  Die  dergestalt 
su  Tage  tretenden  Reilien  sind  nun  direct  die  Jacobisclien  &-Functionen: 


I0  ,->    2  . 

cos  --  f-2r    cos  --  2r    cos  ----- 

'  ' 


8      -      KU         <-»     8      •      o'TtU    .     n     8      • 

'•sin zr    sin H  2r    sin 

W2  C02 

i  £  25 

"8  cos  5r-  +  2r8  cos  1-^  +  2r8  cos  ^-^  +  . 

coa     '  co2       '  co2       ' 

x_  i  2. 

.    c\  "2"          2w2rirk2  4t<7tirk2  Quit    . 

-\-2r    cos f-  2r    cos |-2r    cos )-• 


Indeni  man  die  in  diesen  Reihen  auftretenden  trigonometrischen 
Punctionen  durch  ihre  bezuglichen  Ausdriicke  in  der  Exponentialgrosse 
ersetzt,  nehmen  diese  Reihenentwicklungen  die  andere  vielfach  zur 
Verwendung  koniniende  Gestalt  an: 


-  — -  iti 


wenn  wir  allgemein  mit  <r^/4  den  Wert  von  <y^M(w)fiir  ^  =  0  verstehen.    Man  vgl. 
iibrig-ens  S.  p.  36  und  H.  p.  188. 

*)  Man  sehe  ,,Fundamenta  nova  tbeoriae  functionum  ellipticarum*f  (Konigs- 
berg,  1829)  Artikel  64. 
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Indem  wir  hier  die  auf  den  linken  Seiten  der  letzten  Formeln 
fiir  die  Reihen  eingefuhrte  Bezeichnungsweise  benutzen,  komint  unter 
Gebrauen  der  p.  154  fur  die  Diserirninaute  A(oo1;  o2)  aufgestellten 
Productentwieklung  aus  (1)  folgende  BejzieJiung  zicisclien  JacobVs  &-jFunc- 
twnen  und  den  zu  n  =  2  gelwrenden  <%,«(«): 

*«!£ 
" 


/wtt       \ 

&s  (— ,  r)  , 

X£B2  y 


Die  ^-Funetionen  sind  entgegen  den  <?^(«(«)  von  nullter  Dimension 
in  iij  coly  co2;  sie  euthalten  auch  die  Perioden  nicht  nielir  wie  diese 
symmetrisch,  verhalten  sich  vielmehr  besonders  einfach  gegen  c?2;  in- 
dem  sie  entweder  geradezu  um  co2  periodiscli  sind  oder  bei  Vermehrung 
Ton  u  um  o2  nur  das  Zeichen  wechseln.  Im  einzelnen  ist  das  Ver- 
halten der  ^  bei  Vermehrung  von  u  um  CDI  und  c?2  durch  das  Forniel- 
system  zum  Ausdruck  gebracht*): 


*)  Of.  S.  p,  44,  45  und  H.  p.  264, 

Klein-Fricke,  Modulftmctionen. 
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l(=?+l>  ')--*.(".')> 


Die  grosse  Bedeutung  der^ -Functionen  ist  in  der  ausserordentlichen 
Eleganz  ihrer  Eeihenentwicklungen  (2)  begrundet,  welche  eben  dieser 
ihrer  Einfaclilieit  wegen  kunffcigliin  bei  den  verschiedensten  Gelegen- 
heiten  zu  brauchen  sind.  Solches  wird  insbesondere  im  vierten  Ab- 
sctnitte  der  Fall  sein. 


Zweiter  Absclmitt. 


Behandlung  des  grnppentheoretisclien  GrundproMems. 

Erstes  KapiteL 

Von  den  linearen  Suftstitutionen  einer  Varialbelen 
und  ihrer  geometrischen  Deutung. 

Im  vierten  Kapitel  des  voraufgehenden  Abschnitts  batten  wir  die 
beiden  Probleme  angekiindigt,  deren  Behandlung  die  nun  folgenden 
Absclinitte  gewidmet  sein  sollen.  Unter  diesen  beiden  Problenien  ver- 
langt  das  zweite,  functionentheoretisclae  die  voraufgehende  Erledigung 
des  ersten,  gruppentheoretischen.  Beginnen  wir  also  init  dieseni  und 
versuehen,  die  Untergruppen  der  Modulgrivppe  aufeufinden  zmd  &i\>  unter- 
suclien. 

DieModulsubstitutionen  waren  specielle  Beispiele  linear-gebrocliener 
Substitutionen  einer  Variabelen.  Wir  haben  sehon  oben  geseben,  dass 
alle  solcne  Substitutionen  geometrisch  zu  den  als  Kreisvenvandtscliaften 
bezeicbneten  conformen  Abbildungen  hinfuhren.  Fur  die  kunffcigen 
Zwecke  ist  indes  niit  dieser  Angabe  die  Lenre  von  der  geometrischen 
Bedeutung  der  linear-gebrochenen  Substitutionen  noch  nicht  liinreichend 
durchgebildet,  und  wir  gehen  daher  vorerst  daran,  in  diesem  Betracht 
die  notige  Erganzung  zu  schaffen.  Unsere  Betraclitung  wird  leieht  ver- 
standlicher  Weise  zu  den  Entwicklungen  im  dritten  Kapitel  des  vorigen 
Abschnitts  niannigfacne  Beziehungspunkte  darbieten. 

§  1.    Arteinteilung  der  linearen  SubstitTitionen  einer  Veranderlichen. 
Indeni  wir  unter  #  eine  coraplexe  Variabele  versteben,  sei  uns  in 

fi  \  «' a*  +  & 

W  *   —  c*  +  d 

eine  allgemeine  lineare  Substitution  vorgelegt.  Wir  werden  dabei  fortan 
0  und  $'  (und  dadurcli  werden  unsere  xreuen  Betrachtungen  ibr  Charakte- 

11* 
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ristisches  erhalten)  stets  in  derseTben  complexen  Ebene  deuten.  Diese 
Ebene  ist  dann  vermoge  (1)  ein-eindeutig  anf  sicli  selbst  bezogen.  Es 
lassen  sich  dabei  zicei  Lagen  von  £  ausfindig  niachen,  .fiir  welche  der 
zugeordnete  Punkt  er  eben  wieder  mit  £  zusanimenfallt;  setzt  man 
namlieh  in  (1)  /  =  *,  so  kommt  far  g  die  quadratische  Gleichung: 

c^  +  (d—  a)s  —  &==0; 

deren  beide  Wurzeln  die  gemeinten  beiden  Werte  von  &  ergeben. 
Nennen  wir  diese  sich  selbst  entsprechenden  Punkte  Fixpunkte,  so 
folgt  der  Satz:  Die  Substitution  (1)  'besitri  zwei  Ftepurikte,  namlicln 

a^d±y&I^ay  +  ±l>c 
(2)  ^i,  *2  =  -  ^ 

Jetzt  sondern  wir  die  Substitutionen  (1)  in  ewei  Arten,  deren 
erste  die  Substitutionen  mit  getrennt  liegenden  Fixpunlden,  deren  zweite 
diejenigen  mit  susamnmfallenden  FixpunUen  umfasst.  Eine  Substitu- 
tion der  zweiten  Art,  durcb  die  Bedingung 

(a  —  <2)*  +  46c  =  0 

cliarakterisiert,  soil  aucli  eine  paralolisclie  Substitution  hcissen. 

Die  Substitutionen  der  ersten  Art  d.  i.  diejemgen  mit  getrennt 
liegenden  Fispunkten  verteilen  wir  noch  auf  Unterarten.  Es  ist 
?Ll7_3  eine  lineare  Function  von  tt,  die  fiir  »  =  &\  verschwindet  und 

%'     -    £tj 

far0«j»g  unendlich  wird.  Denigeniass  muss  sich  Substitution  (1) 
auf  die  Form  bringen  lassen: 


und  man  berechnet  in  cler  That  sehr  leicht  fiir  den  hier  auftretenden 
Factor  ft  die  Form: 


_ 
—  'be) 

Sei  jetzt  der  absolute  Betrag  von  k  mit  ^  bezeichnet,  so  achreiben 
wir  JC  =  K-  e®1  und  sondern  unsere  Substitutionen  mit  getrennt  liegen- 
den Fixpunkten  noch  weiter  in  folgende  drei  Unterarten: 

I.  In  eine  erste  Unterart  fassen  wir  die  Substitutionen  mit  #  =  0 
zusammen  und  benennen  sie  als  hygerbolisclie  Substitutionen.  Boi  ibnon 
ist  sonach  ft  —  K  eine  reelle  positive  Zahl: 


*    -  *•  *  —  ** 

II.    Die  zweite  Unterart  bestehe  aus  den  Substitutionen  mit  «  —  1, 
fiir  welche  demnach  ft  eine  complexe  Zahl  voni  absoluten  Betrage  1  ist: 
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4«=e»'-r=-?. 


-2  ""  ~2 

Substitutionen  dieser  Form  nennen  wir  weiterhin 

III.  Endlich  sollen  Substitutionen,  filr  welche  zugleich  %  ^  1  und 
&  von  Xull  verschieden  ist,  loxodromisclie  heissen.  Es  ist  ersichtlich, 
class  sich  jede  loxodromisehe  Substitution  dureh  Combination  einer 
gewisseu  hyperbolischen  mit  einer  gewissen  elliptischen  Substitution 
erzielen  lasst**). 

§  2.   Greometrische  Deutung  der  Substitutionen  mit  getrennt  liegenden 
Fixpunkten  fur  besondere  Lage  der  letzteren. 

Indem  wir  hier  vorerst  die  Substitutionen  mit  getrennt  liegenden . 
Fispunkten  des  naheren  verfolgen,  wollen  wir  eine  geoinetrische  Deu- 
tung derselben  benutzen,  welche  den  verschiedenen  Charakter  der  drei 
soeben  namhaft  gemachten  Dnterarten  sehr  anschaulich  macht.  Den 
einzelnen  Punkt  #>  deni  yernioge  (3)  §  1  der  Punkt  #'  entspricht, 
denken  wir  zu  dem  Zwecke  auf  einer  in  der  complexen  Ebene  conti- 
nmerlicli  verlaufenden  Balm  in  &'  ilbergefuhrt.  Den  so  von  #  nach  2' 
wandernden  Punkt  nennen  wir  £,  und  zwar  wolleu  wir  seine  Bahn 
dureh  die  Gleichung  festlegen: 


in  welcher  rj  als  reelle  Zahl  von  0  bis  1  wachsen  soil.  Die  gauze 
#- Ebene  wird  bei  der  dureh  (1)  geregelten  Uberfuhrung  des  einzelnen 
Punktes  #  in  #'?  allgemein  zu  reden,  eine  continuierliche  Forrnanderung 
erleiden,  bei  der  ihre  einzelnen  Teile  unter  Verschiebung  von  ihrer 
Stelle  sich  entweder  zusaminenziehen  oder  dehnen.  Imnierhin  wollen 

*)  Die  Namen  ,,elliptiscbeu,  ,,parabolischea,  ,,hyperbolische"  Substitutionen  sind 
von  Klein  in  der  p.  142  genannten  Arbeit  fiber  elliptische  Functioneu  und  G-leichungen 
iiinften  Grades, Math.  Ann.  Bd.  14(1878),  eingefuhrt.  Es  sind  das  ubrigens  Benennungen, 
die  einer  verbreiteten  Ausdrucksweise  der  Geometrie  nachgebildet  sind.  So  z.  B. 
spricHt  St einer  von  elliptischen,  parabolischen  oder  hyperbolischen  Involutionen 
auf  einer  Geraden,  je  nachdem  die  beiden  Doppelpunkte  der  Involution  conjugiert 
iruaginar,  zusammenfallend  oder  drittens  reell  getrennt  liegend  sind.  Des  ferneren 
benennt  man  den  einzelnen  Punkt  einer  krummen  Flache  als  einen  elliptischen, 
parabolischen  oder  hyperbolischen,  je  nachdem  die  beiden  in  ihm  an  die  Flacho 
zu  legenden  Haupttangenten  imaginar,  zusammenfallend  oder  reell  getrennt 
sind.  U.  s.  w. 

**)  Der  Name  ,,loxodromische  Substitution",  dessen  Bedeutung  sogleich  (§  3)  mit- 
geteilt  wird,  ist  von  Klein  in  der  Abhandlung  9JNeue  Beitrage  zwr  Riemann'scJien 
FunctionentJieorie"  Math.  Ann.  Bd.  21  (1882)  benuUt.  Die  loxodromischen  Substitu- 
tionen kommen  ubrigens  nur  noch  in  den  nachsten  Paragraphen  beilaufigin  Betracht; 
sp'aterhin  treten  sie  bei  den  von  uns  anzustellendert  Untersuchungen  nichtmehr  auf. 
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wir  clocli  sagen,  die  Ebene  lewege  sich  in  sich  selbst,  und  das  Ganze 
unserer  durch  (1)  festgelegten  Bewegung  soil  uns  ein  Bild  fttr  die  Eigen- 
art  der  gerade  vorliegenclen  Substitution  (3)  §  1  seiu. 

Um  nun  die  ,,Bewegungenft  der  Ebene,  wie  sie  der  getroffenen  Ver- 
abredung  zufolge  unseren  drei  Unterarteu  von  Substitutionen  zukornmen, 
in  einfachster  Weise  zu  charakterisieren,  gehen  wir  vorerst  durch  die 
Substitution  5  =  *  """  **  zur  kreisverwandten  0-  Ebene.  Indem  wir  so- 

Z  -   J&> 

gleich  wieder  den  oberen  Index  in  der  Bezeichnung  der  complexen  Varia- 
belen fortlassen,  heisst  das  nichts  auderes,  als  dass  wir  zuvorderst  die  Sub- 
stitutionen /  —  Jce  mit  den  speciell  gelegenen  Fixpunkten  s  =  0  und  0  =  00 
betrachten  sollen.  An  Stelle  der  Gleichung  (1)  tritt  alsdann  die  andere 
(2)  £  =  &•*, 

wobei  die  einzelnen  Bestandteile  dieser  Gleichung  ihre  obige  Be- 
deutung  bewahi't  haben. 

Mogen  wir  nun  in  (2)  sogleich  eine  JiyperboliscJie  Substitution  vor  uns 
haben,  so  ist  &  eine  reelle  positive  Zahl,  die  wir  wie  oben  K  nennen.  Man 
sieht,  dass  unter  dieser  Voraussetzung  der  einzelne  Punkt  5  sick  auf  der 
Geraden  bewegt?  die  durch  den  Nullpunkt  der  e-  Ebene  und  den  be- 
ziiglichen  Punkt  $  bestirnmt  ist.  Auf  dieser  Geraden  wandert  £  vom 
Punkte  #  aus  entweder  gegen  den  Nullpunkt  hin  oder  von  ihm  fort, 
je  nachdeni  K  <  1  oder  >  1  ist.  Das  Geradenliischel  der  0  -Ebene  durcli 
den  Nullpunkt  derselben  wollen  wir  in  diesem  Sinne  als  das  System  der 
Bahncurven  fur  die  vorliegende  Be^veg^mg  beseichnen. 

Wir  geben  nun  noch  der  besonderen  Vorstellung  Raum;  dass  ^ 
in  gleichmassiger  Zunahme  von  0  bis  1  wachst.  Alsdann  wird  der 
einzelne  Punkt  £  sich  mit  einer  Geschwindigkeit  auf  seiner  Bahucurve 
bewegen,  die  durch  den  absoluten  Betrag  von 


geniessen  wird  und  sieJi  sonacJi  mit  dew,  Abstande  des  Pimktes 
Nullpunlde  0  =  0  als  proportional  crweist.  Nun  ist  also  die  Geschwiudig- 
keit,  mit  der  die  wandernden  Punkte  die  einzelne  Stelle  der  #-Ebeiie 
passieren,  fur  diese  Stelle  eine  gleichbleibende  ;  wir  haben  eino  gleich- 
formige  Bewegung  der  ^-Ebene  in  sich  vor  uns,  die  in  dem  Momente 
angehalten  wird,  in  welchern  der  von  &  auslaufende  Punkt  £  die  End- 
lage  £  =  &'  erreicht. 

Neben  dem  System  der  Bahncurven  fiihren  wir  jetzt  noch  ein 
zweites  System  von  Curven  ein,  die  einzeln  tiberall  orthogonal  zu  den 
Bahncurven  verlaufen  sollen.  Dieses  System,  das  wir  als  das  System 
der  Niveaulinien  unserer  Bewegung  benenneu  wollen,  besteht  im  vor- 
liegenden Falle  offenbar  cms  den  concentrischen  Kreisen  dor  #-E"bene 


und  ihrer  geometrisclien  Deutung.  167 

urn  &  =  0  als  Mlttelpwikt.  Xacli  dem;  was  wlr  soeben  liber  die  Ge- 
sebwindigkeit  der  wandernden  Punkte  g  sagten,  warden  diese  Kxveau- 
linien  ersiebtlich  beim  Fortgang  der  Beweguug  in  einander  iibergeben, 
indem  sie  sich  alle  verengern  oder  erweitern,  je  nachclem  #  <  1  oder  >  1 
ist.  In  der  dorch  Fig.  38  gegebenen  Zeicbnung  ist  (fur  den  besonderen 

Fall  H  ==  — J  die  Anordnung  so  getroffen,  dass  die  einzelne  Niveaulinie 
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durch  Ausiibung  der  Substitution,  welcne  wir  hier  betrachten,  gerade  in 
die  nachstfolgende  ubergefubrt  wird.  Es  werden  dann  die  Intervalle 
zwischen  den  Niveaulinien  flir  die  ganze  #-Ebene  ein  Mass  der  an  der 
einzelnen  Stelle  stattfindenden  Geschwindigkeit  der  wandernden  Punkte 
abgeben?  und  es  mussen  die  Radien  der  in  die  Figur  aufzunehnieudeu 
Kreise  gegen  den  Nullpunkt  bin  wie  die  Glieder  einer  convergenten 
geornetriscben  Reibe  abnebrnen;  so  dass  bei  Annaherung  an  den  Null- 
punkt, die  Kreise  immer  naber  an  einander  rucken  uud  solchergestalt 
zu  unendlicb  vielen  den  Nullpunkt  uniringen. 

Geben  wir  zur  elliptisclien  Substitution  #'=e^"-#?  so  bedeutet  die- 
selbe  in-  einfachster  Weise  eine  DreJwmg  der  g-Ebene  urn  ihren  Nullpun'kt 
durch  den  Winkel  ft.  Die  beiden  Ourvensystenie  der  Fig.  38  baben  ibre 
Rolle  gerade  gewecbselt.  Die  concentrischen  Kreise  um  2  =  0  Bind  die 
Sahncurven  geworden,  das  #u  diesen  ortiiogonale  GeradenMschel  durch  &  =  0 
giebt  die  Niveaulinien,  welclie  bei  der  Bewegung  in  einander  ubergehen. 

Endlicb  folgt  fur  eine  loxodromische  Substitution  aus  (2)  durch 
Differentiation  nacb  ^: 

dg—  §<fy.  (log  *  +  #*'). 
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•  Das  Element  c7g  der  Balmcurve  wird  also  gegen  die  Rielitung  des 
Strahles  von  *  =  0  nacli  #  =  £  urn  denjenigen  Winkel  ®  gedrent  er- 
seheinen,  den  wir  unter  positiv  gerechneter  Quadratwurzel  aus 

log* 


cos  & 


y  loga 


sin 


bereclinen.  Die  einzelne  Bahncurve  ist  hiernacli  dadurch  definiert, 
dass  sie  das  Btischel  der  Geraden  durch  den  Nullpunkt  ss  =  0  unter 
einem  constanten  Winkel  <&  schneidet,  der  ersiclitlicli  weder  0  noch 
ein  anderes  Multiplnm  von  -^  ist.  Die  Balmcurven  einer  loxodromisclien 
Substitution  stellen  sonacli  ein  System  congruenter  logaritlimischer  Spiraleii 
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dar,  wie  sie  in  Fig.,  39  fur  den  Specialfall  x  =  ~^-}  &  =  -^    durch  die 

nait  Pfeilen  versehenen  Curven  zur  Anschauung  gebracht  werden*).  Zum 
System  der  Bahncurven  verlauft  ein  zweites  System  von  logaritlimischen 
Spiralen  orthogonal.  Diese  letzteren  liefern  uns  die  Niveaulmien  der  vor- 
liegenden  Ebeneribewegung,  und  es  sind  insonderheit  in  Fig.  39  die  Niveau- 


*)  Man  vgl.  uber  logarithmische  Spiralen,  scrwie  insbesondere  iiber  dio  liier 
in  Betraoht  kommeride  Pigur  Holzmtiller,  JSinfuhrung  in  die  TTieorie  der  iso- 
goncden  Verwandtschaften  u.  s.  w.  (Leipzig  1882)  naraentlich  §  93  und  Fig,  68. 
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linien  wieder  in  solcliem  Abstande  von  einander  aufgenommen^  dass  die 
einzelne  unter  ihnen  bei  Ausfuhrung  der  Substitution  gerade  in  die 
benaehbarte  ubergelit. 

§  3.     Projection  der  erkaltenen  Pignren   auf  die  KiigeloberfTaclie*). 

In  den  Erorterungen  des  vorigen  Paragraphen,  die  an  Formel  (2) 
p.  166  anknupften,  lag  der  eine  Fixpunkt  der  Substitution  ini  unendlicli 
fernen  Punkte  der  #-  Ebene,  was  den  Nacliteil  hat,  dass  die  Bewegung  der 
#-  Ebene  in  seiner  Umgebung  der  directen  Anschauung  unzuganglieh  bleibt. 
Zur  Erglinzung  werden  wir  eine  stereograpkische  Projection  der  #  -Ebene 
auf  die  Kugeloberfiache  vornehmen,  ein  Hilfsmittel,  das  wir  auch  fur 
die  Polge  zu  wiedernoltem  Gebrauche  in  Bereitschaffc  halten  raussen. 
Wir  lassen  die  Kugel  im  Nullpunkte  die  #  -Ebene  beruhren.  Alsdann 
kommen  die  beiden  Pixpunkte  der  Substitution  auf  der  Kugeloberflache 
in  dianietrale  Lage;  und  wir  wollen  sie  als  die  beiden  Pole  der  Kugel 
bezeiehnen.  Das  Geradenbiisehel  durcb.  den  Nullpunkt  der  Ebene 
gent  in  das  zu  diesen  Polen  gehorende  System  der  MeridianTcreise  uber; 
wahrend  die  concentrisehen  Kreise  der  Ebene  um  2  =  0  die  Parallel- 
Jcreise  der  Kugel  ergeben.  Wir  wahlen  ferner  den  Durehrnesser  der  Kugel 
gleich  Eins.  Charakterisieren  wir  dann  den  einzelnen  Parallelkreis 
durch  den  Winkel  cp,  den  seine  Kugelradien  rnit  deru  Radius  zum 
Pole  &  =  Q  bilden,  so  entfallt  ein  Punkt  g  der  Ebene  rait  der  Ent- 
fernung  |  g  |  von  der  en  Nullpunkte  auf  den  Parallelkreis  voin  Winkel 

9  =  2  arctg  |  g  |  . 

Sehen  wir  uns  nunmehr  die  ;,Bewegungen"  der  Kugel  in  sieh  an^ 
wie  sie  den  drei  Unterarten  von  Substitutionen  entsprechen.  Uberaus 
einfach  erledigt  sich  die  elliptisclie  Substitution  #'  ==  e9  1  •  &  des  vorigen 
Paragraph  en;  sie  hat  die  elementare  Bedeutung  einer  Drehung  der  Kugel 
durch  den  Winkel  &  wn  Hire  die  fieiden  Pole  verbindende  Axe.  Andrer- 
seits  entspricbt  der  oben  betraehteten  hyperbolisclien  Substitution  eine 
solclie  Bewegung  der  Kugel  in  sich;  "bei  der  die  einzelnen  Ptirikte  iiber 
die  Meridiane  liinwandern.  Samtliche  Punkte;  die  einmal  einem  Parallel- 
kreise  angehoren,  werden  dabei  im  Fortgang  der  Bewegung  stets  wieder 
einen  Parallelkreis  bilden.  Als  Mass  der  Geschwindigkeit  baben  wir  dabei 

d<p  _  2  log  v, 


so  dass  dieselbe  am  ;;A.quator"  der  Kugel  am  grossten  wird  und  gegeii 
die  beiden  Pole  hin  in  yleicher  Weise  bis  0  abnimmt.  Wollen  wir  dernnadx 


*)  Of.  ,,Ikos."  p.  29. 
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z.  B.  Fig.  38  auf  die  Kugeloberflache  projicieren,  so  werden  sicli 
gegen  den  Pol  <r  =  oc  hin  die  Kreise  ebenso  haufen  mussen;  wie  wir 
dies  oben  fiir  die  Unigebung  von  »  =  0  geschildert  haben.  Fur  die 
beiderlei  jetzt  besprochenen  Arten  von  Substitutionen  erkennt  man; 
dass  die  Eollen,  die  im  Einzelfalle  den  beiden  Polen  der  Kugel  zu- 
gewiesen  sind,  mit  einander  gleichwertig  sind*),  so  dass  in  der  That 
nun  dem  Fixpunkte  $  =  oc  die  Besonderheit  genommen  ist,  die  ilim 
in  der  £-;,Ebene"  anhaftete, 

Man  delint  diese  Benierkungen  sofort  aucL.  auf  die  loxodromisclien 
Substitutionen  aus,  bei  denen  wir  niclit  mehr  ausfuhrlich  verweilen. 
Bemerken  wir  nur  noch,  dass  die  einzelne  Bahncurve  in  eine  Linie 
der  Kugeloberfiaehe  iibergeht,  welche  die  Meridiane  allenthalben  unter 
dem  constanten  Winkel  0  schneidet.  Eine  so  defimerte  Linie,  die 
sich  dann  gleichmassig  um  beide  Pole  unendlich  oft  windet,  heisst 
eben  eine  Loxodrome.  Diese  Linien  gaben  also  zur  Benennung  der 
bezuglichen  Substitutionen  Anlass**). 

§  4.    Bahncurven  und  Niveanlinien  bei  allgemeiner  Lage  der 

Fixpunkte. 

Es  ist  nun  sehr  leicht  die  Betrachtung  der  letzten  Paragraplien 
auch  fur  den  Fall  zweier  beliebig  im  Endlichen  liegenden  Fixpunkte 
#!,  2%  durchzufuliren.  Man  wird  entweder  die  im  vorigen  Paragraplien 
beschriebene  Kugeloberflaehe  mit  ihren  Bahncurven  und  Niveaulinien 
derart  stereographisch  auf  die  Ebene  beziehen;  dass  die  beiden  Pole 
gerade  nacb.  01  und  ^2  projiciert  werden,  oder  man  kann  noch  einfacher 
an  die  in  §  2  geschilderten  ebenen  Figuren  ankniipfen  und  von  dort 
aus  auf  Grund  der  Eigenschaft  der  Kreisverwandtschaft  sofort  zur 
allgemeinen  Lage  der  Fixpunkte  iibergehen. 

Die  Bahncurven  der  hyperbolischen  Substitution,  welche  auf  der 
Kugel  durch  die  Meridiane  gebildet  wurden,  sind  dabei  ersichtlich  in 

*)  Nur  dass  die  ,,Riclitung"  der  Bewegnng  belm  einen  immer  gorade  die  ent- 
gegengesetzte  ist,  als  beim  anderen, 

**)  Noch  erwalinen  wir,  dass  durch  Centralprojection  der  Kugel  auf  einen  langs 
des  Aquators  beruhrenden  Cylinder  die  0-  Ebene  auf  dieser  Cylinderflache  in  einer 
Gestalt  wiedergefunden  ist,  ftir  welche  alle  in  den  beiden  letzten  Paragraphen 
betrachteten  Substitutionen  den  Charakter  elementarer  Verschiebungen  des  Cylinders 
in  sich  erhalten.  Den  elliptischen  Substitutionen  entsprechen  Drehungen  des 
Cylinders  um  seine  Axe,  den  hyperbolischen  aber  Verschiebungen  desselben  in 
Bichtung  der  Axe,  wahrend  die  loxodromischen  nach  wie  vor  aus  jenen  zusammen- 
zusetzen  sind,  so  dass  ihnen  die  Schraubenbewegungen  des  Cylinders  in  sich  ent- 
sprechen. 
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dem  Bilscltel  der  dwell  z\  n/id  2%  liinclurcltlaufenden  Kreise  gegeben. 
Bin  zweites  Blisehel  von  Kreisen;  zum  eben  gemeinten  allentbalben 
orthogonal  verlaufend,  entspringt  aus-  den  Parallelkreisen  der  Eugel 
und  giebt  uns  die  yiveaulinien  der  hyperbolisehen  Substitution  rnit 
clen  Fixpunkten  £1?  2$.  In  Fig.  40  ist  dies  zur  Anschauung  gebraeht, 


\ 


Pig.  40. 


und  man  niag  sich  wieder  vorstellen;  dass  durch.  einmalige  Ausubung 
der  zu  Grunde  liegenden  hyperbolischen  Substitution  die  einzelne  in  der 
Figur  gezeichnete  Niveaulinie  in  die  nachstfolgende  iibergefiihrt  wird. 
Der  Abstand  der  Niveaulinien  von  einander  ist  alsdann  ein  Mass  fur  die 
Geschwindigfceit  an  der  betreffenden  Stelle,  und  es  mussten  sich  die 
Niveaulinien  der  Figur,  wenn  man  ein  Gesamtbild  der  Bewegung  naben 
wollte,  in  der  nachsten  Umgebung  der  Fispunkte  ^,  ^  immer  dichter 
an  einander  drangen. 

Fiir  die  ellvptisclien  Substitutionen  init  den  Fixpunkten  ^  7  &%  liaben 
die  beiden  Kreissysteme  der  Fig.  40  ihre  Rollen  gerade  wieder  ge- 
wecliselt.  Nun  sind  die  durch  #13  ^2  hindurchlaufenden  Kreise  zu 
Niveaulinien  geworden^  und  es  mussten  die  in  die  Figur  aufzunehmen- 
den  Linien  dieser  Art  bei  gewisser  Reihenfolge  sieli  in  jefx  uud  % 
imnier  unter  dem  Winkel  &  treffen,  wenn  wir  die  Zeichnung  wieder 
so  einrichten  wollten,  dass  die  einzelne  Niveaulinie  durch  einmalige 
Anwendung  der  gemeinten  elliptischen  Substitution  in  die  bei  der 
festgesetzten  Reihenfolge  nachstfolgende  tibergeht. 

Endlich  iibertragen   sich  die  beiden  in  Fig.  39  gegebenen,  gegen 
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einander  ortliogonalen  Spiralensysteme  einer  loxodrwnisclien  Substitution 
in  zwei  gleiclifalls  ycgen  einander  ortliogondle  Systeme  von  Doppelspiralen*\ 
deren  einzelne  sich  urn  jeden  der  beideu  Fixpunkte  £1?  #2  unendlicli  oft 


Pig   4:1. 

windet.  Das  System  der  Bahncurven  1st  in  Fig.  41  wieder  durch 
Pfeile  ausgezeich.net,  welehe  die  Bichtung  der  Bewegung  anzeigeii 
sollen.  Die  einzelne  dieser  Bahncurven  sclaneidet  die  Kreise  durch 
^  und  #2  allenthalben  "unter  dem  gleichen  Winkel  @. 

§  5.     Erledigung  der  parabolischen  Substitutionen. 

Wir  haben  nun  letzten  Endes  nocli  von  den  Substitutdonen  mil 
zusaninienfallenden  Fixpunkten  zu  handeln;  die  wir  oben  als  para- 
"bolische  Substitutionen  bezeiclmeten.  Sei 


eine  solche,  so  erf  till  eu  die  vier  Coefficieiiten  die  Bedingimg 


uiid  man  erhiilt  als   Stelle  der  #-Ebeue;  in  welchcr   die  beiden  Fix- 

punk  te  coincidieren: 

a  —  d 

**=~~ir  • 

Gehen  wir  durch  Ausftihrung  der  Transformation  G  «=»  H  _       zur 


•*)  Man    vgl.    bier   iiberall  Holzmtillor's   schon  uator  Scitc  168  gcnanntcs 
,  -namentlich  fur  die  Doppelspiralen  §  19  dosselben. 
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kreisverwandten  #-Ebene,  so  muss  sich  Substitution  (1)  in  eine  solche 
parabolisehe  Substitution  fur  z  transformieren,  deren  beide  Fixpunkte 
bei  #  =  oo  coincidieren.  Eine  Substitution  dieser  Art  muss,  wie  ein 
Bliek  auf  die  in  §  1  allgeniein  fur  die  Fixpunkte  &1}  #2  aufgestellte 
quadratische  Gleicliung  lehrt,  die  Bedingungen  #  =  0,  a  =  d  erfullen, 
und  also  haben  wir  es  hier  insbesondere  mit  den  -Substitutionen 

(2)  ?  =  g  +  A 

zu  thun.  Gehen  wir  zur  Variabeleu  #  zuriiek,  so  entspringt  der  Satz, 
class  sick  die  parabolisclie  Substitution  (1)  auf  folgende  Form  bringen  Idsst: 

(3)  -r-±  —  =  —  -  --  \-A. 

^       /  <y  f  #     __     ff  I 

*    —   Ao  *  —  ^o 

Eine  geometrische  Dentung  bringen  wir  zuTbrderst  fiir  die  Sub- 
stitution (2)  in  Vorsehlag.  "  Die  Bezeichnungen  g  mid  t]  in  der  alten 
Bedeutung  gebrauchend;  wollen  wir  der  die  Substitution  (2)  repr'asen- 
tierenden  Ebenenbewegung  die  Gleichung 

l  —  J+A-j 

zu  Grunde  legen.  Dadurch  ist  nichts  anderes,  als  eine  Parallelver- 
scliiebuny  der  "Ebene  in  siclt  dargestellt,  bei  welcher  der  einzelne  Punkt  0 
auf  gerader  Lime  zum  zugeordneten  Punkte  i  hinwandert.  Durcli  die 
Richtung  dieser  Bewegung  ist  ein  System  paralleler  Geraden  der  #-Ebene 
festgelegt,  und  dieses  giebt  uns  ersiclitlicU  die  SaJmcurven  fur  die  vor- 
liegende  Substitution.  Das  zu  den  Balmcurven  ortJioyonale  System  pardtteler 
Geraden  stellt  die  Niveaulinien  dar,  die  wir  aquidistant  neamen  inussen, 
falls  die  einzelne  unter  ihnen  durch  einmalige  Anwendung  der  Sub- 
stitution in  die  nacnstfolgende  xibergehen  soil 

Fiir  den  allgemeineren  Fall  einer  parabolisehen  Substitution  mit 
endlich  gelegenem  Fixpunkt  ^0  legen  wir  der  reprasentierenden  Ebenen- 
bewegung entsprechend  die  Gleicliung  zu  Grunde: 


Der  Ubergang  von  dem  soeben  beschriebenen  Specialfalle  zur  jetzt 
vorliegenden  Gestalt  der  Bahncurven  und  Niveaulinien  gesehieht  daun 
in  einfachster  Weise  auf  Grund  der  Satze  uber  die  Kreisverwandt- 
schaft.  Das  einzelne  System  paralleler  Geraden  erscheint  in  der 
&  -Ebene  als  ein  System  durch  #0  hindurchlaufender  Kreise,  die  einander 
alle  in  diesem  Punkte  #0  beruhren.  Ein  solcaes  System  von  Kreisen 
wird  also  zuvorderst  das  System  unserer  Bahncurven  sein,  und  wir 
konnen  anch  sofort  die  Orientierung  dieses  Kreissystems  in  der  #-Ebene 
angeben,  indem  wir  darauf  Bezug  nehinen,  dass  wir  unter  den  Bahncurven 
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eine  geradlinige  besitzen,  die  demgeniass  als  geraeinsame  Tangente  aller 
iibrigenfungiert.  Auf  dieserBahncurve  istnanilichder  Punkt  0=00  gelegen 

nnd  eben  deshalb  auch  der  Punkt  g  =  —  ,  welcher  jenem  vermoge  (1) 

c 

zugewiesen  1st;  die  gemeinsame  Tangente  aller  unserer  Bahncurven 
ist  sonaeh  die  Gerade  durch  00  =  a  ~  d  und  »  =  y  .  Ein  anderes 
eben  solches  Kreissysteni  durcli  ^0  giebt  die  Niveaulinien  unserer  para- 


Pig.  42. 


bolischen  Substitution  ab.  Es  entsteht  aus  dem  System  der  Bahnlinien  ein- 
fach  durcli  Drehung  der  #-Ebeae  uni^0  durch  den  Winkel  ~,  wie  solches 
des  naheren  Fig.  42  andeutet. 

Auf  Grund  von  Fig.  42  stellt  sich  eine  parabolische  Substitution 
als  Grenzfall  sowohl  der  hyperbolischen  wie  der  elliptischen  dar,  so 
doss  wir  jene  geradezu  als  Ubergawgsfall  zwiselien  diesen  leiden  Artcn  von 
Sulstitutionen  ansehen  Jconnen.  In  der  That;  lasst  man  in  der  Fig.  40 
die  beiden  Fixpunkte  bis  zur  Coincidenz  sich  einander  annahern,  so 
konimt  Fig.  42  zum  Vorschein,  gleichgultig,  welches  der  beiden  Kreis- 
systeme  in  Fig.  40  die  Bahncurven,  welches  die  Niveaulinien  lieferte. 

Es  lasst  sich  sogar  allgemein  eine  parabolische  Substitution  als 
Grenzfall  einer  loxodroinischen  anseben,  falls  sich  die  Fixpunkte  der 
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letzteren  bis  zur  Coinciclenz  einander  genahert  haben.  Der  Ubergang  ist 
freilich  von  Fig.  41  aus  nicht  so  evident,  wie  von  Fig*  40  aus;  doch  konnen 
wir  hier  an  die  Stelle  der  geometrischen  Vergleichung  eine  analytisehe 
Entwicklung  setzen,  welche  gar  nicht  auf  die  besondere  Unterart  der 
Substitution  Bezug  nimmt,  von  der  wir  beirn  Grenzubergang  ausgehen 
mogen.  Wir  werden  in  (3)  §  1  die  besonderen  Werte  #2  =  #0, 
8^  =  #0  -}-  dgQ  eintragen,  und  inussen  alsdann  nur  Sorge  tragen,  dass 
der  Factor  ft  mit  verschwindendem  dzQ  sich  der  Einheit  nahert.  Das 
erreichen  wir  durch  den  Wert  ft  =  1  —  A  •  d#Q,  wo  A  eine  Constante 
ist-  Substitution  (3)  §  1  hat  dann  die  Form 

1  — 


s  —  s 
oder  naeh  kurzer  Rechnung,  fur  limes  d$Q  =  0: 


w  omit  in  der  That  Formel  (3)  wiedergewonnen  ist. 

§  6.     Tiber  die  bei  den  s-Ftinctionen  erster  und  zweiter  Art 
auftretenden  Substitntionen. 

Die  voraufgehenden  Entwicklungen  sollen  jetzt  eine  erste  Ver- 
wendung  erfahren,  welche  sich  auf  die  im  dritten  Kapitel  des  ersten 
Abschnitts  untersuchten  s- Function  en  bezieht.  In  der  Dreiecksteilung, 
welche  fur  die  einzelne  s  -Function  aus  dem  Symmetriegesetz  entsprang, 
waren  iniiner  die  Dreiecke  der  einzelnen  Art  (d.  i.  entweder,  die 
schraffierten  Dreiecke  oder  die  freien)  mit  einander  direct  kreisver- 
wandt  und  gingen  dementsprechend  in  einander  uber  durch  gewisse 
linear-gebrochene  Substitutionen  von  $.  Da  konnen  wir  nun  die  Frage 
aufwerfen,  wie  diese  fur  die  einzelne  s-Function  auftretenden  Sub- 
stitutionen sich  in  das  Schema  einordnen;  welches  wir  fur  linear- 
gebrochene  Substitutionen  tiberhaupt  in  den  voraufgehenden  Para- 
graphen  gewonnen  haben.  Wir  betrachten  in  dieseni  Sinne  zuvorderst 
die  5-Functionen  erster  und  zweiter  Art,  fur  welche  die  bezuglichen 
Dreiecksteilungen  oben  vollzahlig  mitgeteilt  wurden. 

Wenn  wir  die  Dreiecksteilungen  fur  die  s-Functionen  erster  Art 
in  geeigneter  Weise  auf  die  Kugeloberflache  projicierten,  so  ent- 
sprangen  gerade  die  viererlei  verschiedenen  den  regularen  Korpern  ent- 
sprechenden  Kugelteilungen  (man  vgl.  die  Fig.  13, 15,  p.  72,  76  u.  s.  w.). 
Die  Operationen,  welche  die  einzelne  Kugelteilung  mit  sich  zur  Deckung 
brachten,  waren  ausnahmslos  Drehungen  der  Kugel  um  gewisse  Dwrch- 
messer.  Wir  gewinnen  somit  den  Satz:  Die  fiei  dm  s-Functionen  erster 
Art  auftretenden  Sulstitutionen  sind  durchweg  elliptiscJie. 
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Analytiscii  bestatigt  man  dies  sofort.  In  ;;Ikos."  p.  34  giebt 
Forme]  (14)  den  allgemeinsten  Ausdruck  fur  eine  Substitution,  die 
eine  ;,Drehung  der  Kugel  um  ihren  Mittelpunkt"  bedeutet  und  die  also 
alle  hier  In  Frage  kommenden  Substitutionen  umfasst.  Die  gemeinte 

For  in  el  ist: 

/  _  (d  +jic)2^-  _(&  —  in) 
'"    ~  (b~+  ia)S  +  (d—  ic)  > 

wobei  a,  &,  c,  d  reelle  der  Bedingung 

fl»  +  I*  +  c>  +  ffl  =  1 

geniigende  Zalilen  sind.    Hier  berecbne  man  nun  nacn  Vorscbrift  von 
§  1  die  dort  rait  £  bezeichnete  Grosse.     Man  findet  fiir  dieselbe: 


welches  in  der  Tbat  eine  cornplexe  Zabl  voin  absoluten  Betrage  1  ist. 

Bei  den  s-Fuuctionen  zweiter  Art  legen  wir  die  in  Fig.  32  (p.  1'07) 
gegebenen  geradlinigen  Dreiecksteilungen  zu  Grunde.  Dann  werden  die 
direct  kreisverwandten  Dreiecke  der  einzelnen  Teilung  mit  einander 
congruent,  und  die  bezuglichen  Bewegungen  der  Ebene  in  sicli  ge- 
winnen  den  elementaren  Charakter  congruenter  Verschiebungen  der- 
selben  in  sich.  Aber  unter  dieser  Form  traten  die  Ebenenbewegungen 
oben  nur  an  zwei  Stellen  auf;  namlicli  bei  den  elliptisclien  Sulstitutionen, 
deren  einer  FixpunM  nacli  dem  unendlicli  fernen  Pttnkte  der  JSbene  fallt, 
und  bei  den  parabolischen  Siibstitutlonen  wieder  mit  fesfbleibendem  unend- 
licfi  fmien  Pwitde.  Wir  batten  dabei  entweder  Drebungen  der  Ebene 
um  den  einen  im  Endlicben  gelegenen  Fixpunkt  der  elliptiscben  Sub- 
stitution, oder  Parallelverscbiebungen.  Beide  Arten  von  Sul)$titutionen 
Twmm&i  bei  den  s-Functionen  zweiter  Art  tJiatsacMicti  vor,  wie  ein  Blick 
auf  Fig.  32  sofort  lehren  wird.  Die  Ecken  der  Dreiecke  geben  dabei 
die  im  Endlichen  gelegenen  Fixpunkte  der  elliptiscben  Substitutionen  ab. 

Analytiscn  sind  die  bier  in  Rede  stebenden  Subslitutionen  in  der 
allgemeinen  Form  enthalten 


vix 


wo  v  eine  ganze  Zahl,  A  irgend  eine  Constante  bedeuten  soil.  Ist 
diese  Zabl  v  durcb  12  teilbar,  so  haben  wir  eine  parabolische  Sub- 
stitution ;  anderenfalls  eine  elliptisclie;  deren  im  Endlichen  gelegener 

Fixpunkt  %  =  "  -  ^  ist.    Es  ware  ein  Leichtes  ,  fur  die  drei  Fiille 

i-«~ 

von  s-Functionen  zweiter  Art  nun  aucli  noch  explicitc  die  eintreten- 
den  Werte  von  v  und  A  zu  bestimmen. 
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§  7.     Die  bei  der  s-Function  ,s-(  0  ,  -  -?  y  ?  <7j  auftretenden 
Art  en  von  Snbstitntionen. 

Diseutieren  wir  im  Sinne  des  vorigen  Paragraplien  nun  aucli  die 
Dreiecksteilungen  der  s-Functionen  dritter  Art.  A  Is  Prototyp  fur  clie- 
jenigen  Falle ,  bei  denen  die  Kreisbogendreieeke  lauter  von  0  ver- 
schiedene  TVinkel  liaben,  betrachten  wir  wieder  s(~e>-,  -— ,  -„  ;  JJ  und 

bringen  sonach  die  in  Fig.  33  (p.  109)  angedeutete  Teilung  zur  Verwen- 
dung.  Den  Orthogonalkreis  dieser  Teilung,  dessen  Inneres  vollstilndig 
von  unendlicli  vielen  Dreiecken  erfullt  ist,  denken  wir  der  Einfaehheit 
halber  als  Einheitskreis  der  s-Ebene  fixiert  und  wollen  tiberdies  uocli 
die  Dreiecksteilung  nach  dem  Synimetriegesetz  am  Orthogonalkreise 
invertieren.  Das  ausserhalb  desselben  entspringende  Spiegelbild  ent- 
steht  dann  einfach  dadnrch,  dass  wir  die  Kreise,  welche  in  der  inneren 
Teilung  die  Dreiecke  von  einander  sondern,  ausserhalb  des  Orthogonal- 
kreises  voll  ausziehen. 

Nach  diesen  Verabredungen  iiberzeugen  wir  uns  zunachst  durch 
zweckmassigen  Gebrauch  der  in  den  voraufgelienden  Paragraplien  dar- 
gestellten  Figuren  von  der  Richtigkeit  des  nachfolgeuden  Satzes: 
Wird  dwell  irgend  sine  gera'de  vorliegende  Substitution  ein  Kreis  in  sicJi 
selbst  transformiert,  so  ist  er  entweder  SaJincurve  dieser  Substitution  oder 
im  "besonderen  Falle  auch  NiveauUnie  derselbeti,  wenn  ndmlicli  letetere 
elliptiscli  von  der  Periode  0tvei  ist.  In  diesem  besonderen  Falle  wird 
namlich  das  Innere  des  gedachten  Kreises  durcn  Anwendung  der  Sub- 
stitution gerade  in  den  ausserhalb  desselben  gelegenen  Teil  der  coni- 
plexen  Ebene  transformiert.  Jedenfalls  ist  es  also  unmoglich,  dass 
ein  Kreis  durch  eine  loxodromische  Substitution  in  sich  transformiert 
wird.  Es  entspringt  daraus  das  Resultat:  Die  bei  der  einzelnens- Function 
dritter  Art  auftretenden  Substitutionen  Jconnen  nicht  loxodromisch  sein; 
denn  inimer  wird  ja  der  Orthogonalkreis  in  sich  ilbergefuhrt.  Zudem  ist 
derselbe  stets  Bahncurve,  weil  ein  Punkt  im  Innern  des  Orthogonal- 
kreises  dnrch  irgend  eine  der  in  Betracht  kommenden  Substitutionen 
stets  wieder  in  einen  im  Innern  dieses  Kreises  gelegenen  Punkt  tiber- 
gefuhrt  wird. 

Gehen  wir  nun  insbesondere  zu  Fig.  33  zurtick,  so  ist  zur  einzelnen 
Ecke  s0  der  inneren  Teilung  als  entsprechender  Eckpunkt  der  ausseren 
der  zu  $0  bezuglich  des  Orthogonalkreises  syrametrische  Punkt  •=-*)  zu- 

50 

geordnet.  Je  #wei  sokhe  Pwnkte  SQ,  •=-  gebenofFeribareinPaarvonFixpun7ct&^ 

. so 

*)  Unler  50  ist  immer  der  conjugiert  compiexe  Wert  von  s0  verstanden. 
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/&>  eim  oder  melirere  elliptisctie  Substitutionen  ab,  ivelclie  unsere^  Teilung 
mlt  siclt  selbst  sur  Deckling  Iringen.  Die  Form  dieser  Substitutionen  ist 
allgemein 


mit  ganzen  Zahlen  m,  n,  und  es  ist  insonderheit  n  ==  2,  3,  7  je  naeh 
der  Art  der  Ecke  s0,  welclie  gerade  vorliegt.  Die  durch  die  beiclen 
Fixpunkte  der  Substitution  hindurchziehenden  Kreise  der  Teilung  ge- 
lioren  zu  den  Niveaulinien  der  vorliegenden  Substitution,  wahrend 
als  Babncurve  nur  der  Orthogonalkreis  allein  in  der  Figur  sicht- 

bar  ist. 

Mit  den  unendlich  vielen  Ecken  der  Teilung  giebt  es  solcher- 
gestalt  unendlich  viele  elliptische  Substitutionen,  welclie  jene  in  sich 
uberfiihren.  Aber  wir  beacMen  doch,  class  die  Ecken  deni  Orthogonal- 
kreise  immer  naher  und  naber  kommen,  so  dass  aucn  die  Entfernung  je 
zweier  einander  entsprechenden  Ecken  der  inneren  und  ausseren  Teilung 
immer  kleiner  ausfallt.  Wir  werden  sagen:  Unsere  waiter  und  iveiter 
sicli  einstellenden  elliptischen  Sulstitutionen  nelimen  immer  mehr  den  Glia- 
rokter  der  parobolischen  an.  Freilich  erreichen  sie  inn  nie  ganz;  ja, 
man  kann  sogar  zeigen?  dass  yarabolisclie  Substitutionen  im  vorliegenden 
Falle  tiberhaupt  nicJit  auftreten.  An  gegenwartiger  Stelle  freilich  sind 
wir  gezwungen  diesen  Beweis  zu  uberspringen;  doch  wird  sich  spater- 
hin  Gelegenheit  finden,  eine  Andeutung  daruber  einzufiigen. 

Letzten  Endes  zeigen  sich  nun  aber  auch  noch  Jvyperbolische  Sub- 
stitutionen3  welche  unsere  Dreiecksteilung  mit  sich  zur  Deckung  bringen; 
in  ganz  ausserordentlicher  Mannigfaltigkeit.  Hieruber  an  gegenwartiger 
Stelle  eine  erschopfende  Darstellung  zu  liefern,  bleibt  ganzlieh  aus- 
geschlossen;  mag  es  vielmehr  gentigen?  wenn  wir  eine  ganz  speciellc 
Classe  in  Betracht  kommender  hyperbolischer  Substitutionen  verfolgen, 
diejenigen  nSmlich,  fur  welche  die  Fig.  33  ausser  deni  Orthogonalkreise 
noeh  je  eine  weitere  Bahncurve  aufweist.  Greifen  wir  irgend  einen 
Kreis  auf,  der  die  innere  Teilung  durchzieht.  Derselbe  erscheint  aus 
Seiten  der  Kreisbogendreiecke  zusammengesetzt,  und  immer  die  erste 
und  siebente  Seite  gehoren  zu  schraffierten  Dreiecken,  welche  in  ahn- 
licher  Weise  am  herausgegriffenen  Kreise  gelegen  sind.  Die  Substitution 
aber,  welche  das  eine  von  solchen  zwei  Dreiecken  in  das  andere,  an  siebenter 
Stelle  folgende  iiberfuhrt,  besitzt  ersichtlich  den  ausgewahlten  Kreis  zur 
Bahncurve  und  dessen  beide  Schnittpunkte  mit  dem  Orthogonalkreise 
zu  Fixpunkten.  Ihr  Charalcter  als  hyperbolische  Substitution  ist  sonach 
evident.  Ist  nun  gleich  die  Anzahl  der  hyperbolischen  Substitutionen, 
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deren  Existenz  solcherart  sofort  aus  der  Figur  erkannt  wird,  unbegrenzt 
gross  und  bedecken  deren  Fixpunkte  den  Ortliogonalkreis  aueh  iiberall 
dicht,  so  darf  man  dennoch  keineswegs  glauben,  dass  mit  innen  die 
Gresamtheit  der  hier  in  Betracht  kommenden  hyperbolischen  Substitu- 
tionen  erschopffc  1st.  Inzwischen  wurde  es  woM  nieht  gelingen,  die 
Gesamtbeit  dieser  Substitutionen  mit  den  hier  zur  Yerfugung  stenenden 
Mitteln  in  ubersichtlieher  Weise  darzustellen.  Wir  kommen  sonaeh  hier 
bei  den  s-Functionen  dritter  Art  durch  den  blossen  Anblick  der  Dreiecks- 
teilung  nur  erst  zu  einer  ganz  vorlaungen  Kenntnis  der  zugehorigen 
hyperbolischen  Substitutionen. 

§  8.     Die  Arten  der  Modulsubstitationen,  aus  der  Modulteilung 

entnommen. 

Gehen  wir  nun  endlich  auf  die  %  Modulsubstitutionen  zuriick  und 
bestimmen  durch  Gebrauch  der  Figuren  35  oder  36  (p.  112,  113),  so- 
weit  dies  ohne  Mtihe  gelingen  will,  welche  Arten  unter  diesen  Substi- 
tutionen vertreten  sind. 

Da  ist  zuvorderst,  wenn  wir  uns  etwa  an  Figur  35  halten,  das  Auf- 
treten  unendlich  vieler  elliptisclier  Substitutionen  evident.  Nehmen  wir 
irgencl  einen  Eckpunkt  GJO  der  Teilung,  an  den  #wei  schraffierte  Dreiecke 
heranreichen,  so  giebt  dieser  im  Yerein  mit  seinem  bezuglich  des  Ortho- 
gonalkreises  synimetrisch  gelegenen  Punkte  ersichtlich  das  Paar  von  Fix- 
punJcten  fur  eine  elliptische  Substitution  ab,  welche  die  Modulteilung  in  sich 
transformiert.  Bei  einmaliger  Anwendung  dieser  Substitution  permu- 
tieren  sich  die  beiden  an  o>0  heranreiehenden  schraffierten  Dreiecke. 
Wenden  wir  sie  noch  ein  zweites  Mai  an,  so  wird  dadurch  jedes  unserer 
beiden  Dreiecke  wieder  an  seine  urspriingliche  Stelle  verlegt.  Sonach 
muss  die  in  Rede  stehende  elliptische  Substitution  mit  sich  selbst  com- 
biniert  die  identische  Substitution  geben,  und  wir  benennen  sie  in 
diesem  Sinne  als  eine  Substitution  von  der  Periode  zwei. 

Nehmen  wir  ferner  einen  Eckpunkt  der  Teilung,  in  welchein  drei 
schraffierte  Dreiecke  zusammenlaufen,  so  giebt  dieser  mit  seinem  ausser- 
halb  des  Orthogonalkreises  gelegenen  syrnmetrisehen  Punkte  das  Paar 
von  Fixpunkten  fur  eine  elliptische  Substitution,  die  sick  aus  der  Figur 
soffleicJi  als  eine  solche  von  der  Periode  drei  #u  erkennen  giebt.  Ausser 
den  damit  namhaft  gemachten  elliptischen  Substitutionen  giebt  es 
unter  den  Modulsubstitutionen  nicht  noch  weitere  derartige;  denn 
immer  wtirde  eine  elliptische  Substitution  einen  der  beiden"  Fixpunkte 
im  Inneren  des  Orthogonalkreises  besitzen,  wo  er  ersichtlich  einen  Eck- 
punkt der  Teilung  bilden  miisste. 

Neu  gegenuber  dem  vorigen  Paragraphen  ist  hier,  dass  sieh  unter 

12* 
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den  Modulsubstitutionen  auch  parabolisdie  in  unendlicher  Zahl  vor- 
findeB.  Moge  man  in  der  That  in  Pig.  35  den  Eekpunkt  eines  be- 
liebigen  schraffierten  Dreiecks  sich  wahlen,  mit  dein  dasselbe  an  den 
Orthogonalkreis  heranreieht.  Von  diesem  Punkte  strahlt  ein  ganzer 
Facher  von  unendlich  vielen  abwechselnd  schraffierten  und  freien 
Dreieeken  in  das  Innere  des  Orthogonalkreises  herein.  Da  giebt  es 
erne  Modulsubstitution,  welche  jedes  schraffierte  oder  freie  Dreieek 
des  gedachten  Faehers  in  das  nach  der  einen  Seite  hin  zunachst  auf 
dasselbe  folgende  Dreieek  derselben  Art  iiberfuhrt.  Die  gemeinsaine 
Spitze  aller  Dreiecke  dieses  Faehers  bleibt  dabei  fest,  mid  die  von  ihr 
entspringenden  Kreise  der  Modulteilung  werden  in  einander  iiber- 
gefiihrt.  Die  so  bezeichneten,  einander  beriilirenden  Kreise  sind  er- 
sichtlich  Niveaulinien  der  in  Rede  stehenden  Substitution;  und  diese 
ist  solcliergestalt  als  eim  pardboliscfie  erkannt.  Der  Orthogonalkreis  ist 
iibrigens,  wie  wir  wissen,  tiberall  dicht  von  Spitzen  der  Modulclreiecke 
bedeckt.  Wir  konnen  daher  auch  sagen:  Die  FixpunJtte  der  jparabo- 
lisclien  Modulsulstitutionen  bedecken  den  OrthogonalJweis  tiberall  dicht. 

Letzten  Endes  wollen  wir  nun  auch  die  Figuren  35,  36  dazu  be- 
nutzen,   urn   die  ausserordentliche  Mannigfaltigkeit  der  hyperbolischen 
Substitutionen,   durch  welche   die  Modulteilung  in  sich  iibergeht,  der 
Anschauung  nahe  zu  legen.   Machen  wir  zuvorderst  darauf  aufnierksani, 
dass  die  Kreise  der  Modulfigur  in  zwei  G-attungen  zer fallen,  je  naclidem 
sie  aits  zwei  oder  aus  vier  Dreiecksseiten  besteJien*).     Ein  Kreis  If  der 
ersten  Gattung,  um  von  der  zweiten  hier  nicht  weiter  zu  reden,  wircl 
durch  eine  Modulsubstitution  jederzeit  wieder  in  einen  ebensolchen  K' 
transforiniert.     Man  kann  geradezu  zwei  solche  Kreise  K,  K'  willkiir- 
lich  wlihlen  und  hat  dann  jedesmal  zwei  Modulsubstitutionen,  welche 
K  in  K'  uberfuhren;   in    der  That    wird  ja  jede 
der  beiden  Substitutionen  K  in  K'  transformieren, 
welche  ein   einzelnes  dena  Kreise  JK"  anliegendes, 
etwa  schraffiertes  Dreieek  in  das  eine  der  beiden 
an  K'  liegenden  schraffierten  Dreiecke  tiberfdhrt. 
Insbesondere  ordne  man  zwei  derartige  Kreise 
Kj  J£!  einander  zu,  welche  die  in  nebenstehender 
Figur  schematisch   angedeutete  Lage    gegen  ein- 
ander haben;  des  naheren  soil  das  an  jKT  liegende 
in  die  Figur  aufgenommene  Dreieek  in  das  an  K'   gezeichnete  durch 
die  beziigliche  Modulsubstitution  ubergehen.    Zuordnungen  von  Kreisen 
K3  K'9  welche  gerade  diese  Lagenverhaltnisse  darbieten,  lassen  sich,  wie 

*)  Man  beachte,  dass  in  Fig.  34  (p.  Ill)  ausscWiesslich  die  Kreise  der  ersten 
Gattung  ssnr  Greltnug  kommon. 
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em  Blick  auf  Fig.  35  bezeugt.  nocli  in  der  allermannigfaltigsten  Weise 
auswahlen.  In  Fig.  43  sind  zur  Yeranschaulichung  der  Substitution, 
welche  Si  in  verlangter  Weise  in  Kr  uberfiihrt,  eine  Reihe  von  Kreis- 
bogen  gezeiehnet,  von  denen  insbesondere  die  mit  Pfeilen  versehenen 
Bahncurven  clarstellen.  Die  ubrigen  sollen  einige  Zwischenlagen  des 
Kreises  SI  wahrend  seiner  tJberfuhrung  nach  Si'  darstellen*);  der  die 
Zeiclinung  nach  aussen  abgrenzende,  aus  zwei  Bahncurven  sich  zusammen- 
setzende  Kreis  ist  als  Orthogonalkreis  der  Modulteilung  gedaeht.  Bei 
der  gegenseitigen  Lage  dieser  Kreisbogen  ist  evident,  dass  wir  es  mit  einer 
liyperbolisclien  Modulsiibstitution  su  tlmn  Jiaben. 

Mit  der  unendlichen  Mannigfaltigkeit  moglicher  Zuordnungen  be- 
zeichneter  Art  von  Kreispaaren  S^Kf  ist  die  Zahl  der  hyperbolischen 
Modulsubstitutionen  selbst  unendlich  gross,  und  deren  Fixpunkte  be- 
decken  den  Orthogonalkreis  deinentsprechend  jedenfalls  iiberall  dicht. 
Das  ist  aber  Alles;  was  sich  auf  dem  eingeschlagenen  geometrisclien 
Wege  ohne  Miihe  ergiebt.  Der  arithmetischen  Untersuchung  bleibt 
es  vorbehalten,  hier  noch  ausstehende  Lticken  zu  erganzen.  Da 
werden  wir  denn  die  Modulsubstitutionen  in  ihrer  ursprunglichen  Form 
als  die  ganzzahligen  linearen  Substitutionen  der  Determinante  1: 

,_«£_+_£       a§  —  pv==-L 

y  co  +  6 '  r  f 

aufgreifen  und  werden  ihnen  entsprechend  als  Modulteilung  fortan  nur 
noch  die  in  Fig.  36  angedeutete  Dreiecksteilung  der  o-Halbebene 
betrachten.  Wie  werden  wir  nun  hier  den  Coefficienten  sogleich  an- 
sehen  konnen,  ob  wir  im  Einzelfall  eine  elliptische,  parabolische  oder 
byperbolisehe  Substitution  vor  uns  haben?  Wie  werden  sich  des 
weiteren  die  Fixpunkte  der  parabolischen  und  diejenigen  der  hyper- 
bolischen Substitutionen  arithinetisch  charakterisieren  lassen,  von  denen 
ebensowohl  die  ersten  die  reelle  co  -Axe  iiberall  dicht  iiberdecken,  wie 
die  zweiten?  Diese  Fragen  sollen  im  folgenden  Paragraphea  beantwortet 
werden. 

§  9.     Eine  vorlaufige  arithmetische  Betrachtung  der  Modul- 
substitutionen. 

Die  Fixpunkte  der  beliebigen  Modulsubstitution  »'  =  -~-3r~| 
ergeben  sich  durch  Auflosung  der  ganzzahligen  quadratischen  Gleichung 

yo2  +  (*  —  a)(D  —  /3  =  0 
als  an  den  beiden  Stellen  gelegen 

*)  Wir  bemei^kcri,  dass  K  und  K '  im  allgemeinon  keineswogs  au  den 
linien  dieser  Substitution  gehSren. 
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Fur  die  in  §  1  mit  k  bezeiclinete  Grosse  findet  sich  hier: 


Unter  Gebraueh  der  somit  definierten  Abkiirzungen  lasst  sich  die  vor- 
gelegte  Modulsubstitution,  wie  wir  wissen,  in  die  Gestalt  setzen: 


0)      —    033  CO    -    £03 

Bei  der  Gestalt  (2)  von  k  hangt  es  alleiu  von  deni  Werte  der  Summe 
(a  -|-  S)  ab?  welcher  Art  die  gerade  betrachtete  Modulsubstitution  an- 
gehort.  Wir  werden  diese  Sunirne  («  +  *)  im  folgenden  immer  >  0 
voranssetzen,  was  gegebenen  Palls  durch  gleiclizeitigen  Zeichenweclisel 
der  vier  Substitutionscoefficienten  a,  |3,  y,  d  erreichbar  ist.  Wir  unter- 
seheiden  dementsprechend  folgende  vier  Palle: 

I.    a  +  *  =  0. 

Die  Firpunkte   der   Substitution   sind  die  beiden  conjugiert  com- 
plexen  Punkte: 
(3)  oi^oja  —  5^-*, 

k  wird  gleich  —  1  und  die  Substitution  gewirmt  die  Form 


Wir  finden  sonacli  fiir  a  +  d  =  0  elliptische  Stibstitutionen  von  der 
Periode  £wei.  Setzen  wir  auch  gleich  hinzu,  dass  deren  Gesamtheit 
solchergestalt  gefunden  ist;  denn  es  werden  weiterhin  elliptische  Sub- 
stitutionen dieser  Periode  niclit  niehr  auftreten.  Zur  Classe  dieser 
Substitutionen  gehort  die  friiher  init  T  bezeiclinete;  denn  sie  hatte 

die   Form   T(co)  =  — —  • 

00 

Die  hierher  gehorigen  Subatitutionen  haben  zu  Fixpunkten 

(£]  m      co    sssf  ^  H~  g~ 

^  J  i>     a  —         y         > 

wahrend  sich  als  Wert  von  k  entweder  Q  oder  p"1  findet,  uuter  $  immer 
die  complexe  dritte  Einheitswurzel  ™ — ^"  -  verstanden.  Als  all- 
gemeine  Form  der  Substitutionen  tritt  also  hier 

ein;  und  ^vir  erkennen  in  ihnen  elli/ptische  fyibstitutionen  der  Periode  drei; 
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zityleicli  Ijllden  sle   deren    Gresamffieit.     Als   Belspiel    eiuer   hierher  ge- 
horigen  Substitution  uennen  wir  LVc?)  =  -J7"     * 

H[4    R  +  6  =  2. 

Da  haben  wir  zusamnienfallende  Fixpunkte 


a> 


und  zugleicli  tritt  dies  nur  fiir  «  +  d  =  2  ein.  Die  Siibstitutlonen  mit 
a  -f-  #  =  2  #<s&e;z  f7/<3  Gesamtlieit  der  pardbolisclien  Modulsiibstitutionen. 
Als  Fixpunltte  derselben  stellen  sicli  die  samtlichen  rationales  Punkte  der 
reellen  00  -Axe  dar.  Insbesondere  gehorfc  iierlier  die  Substitution  S,  deren 
Gestalt  durch  &'  =  o  +  1  gegeben  ist.  Den  Fispunkt  derselben  co  =  oo 
werden  wir  also  den  rationalen  reellen  Werten  von  co  zuzurechnen  haben. 

IV.    cc  +  d>2. 

Alle  nun  noch  iibrig  Neibenden,  die  jetzt  vorgeschriebem  Bedinguny 
erfilllenden  Siibstitutionen  sind  liyperbolische.  Die  Fispunkte  o1;  o2  der 
einzelnen  sind  getrennt  liegende  Punkte  der  reellen  o-Axe  und  des 
naheren  sind  diese  Werte  c?1?  G52  dadurch  charakterisiertj  dass  sie  die 
irrationalen  "Wurzeln  einer  ganzsdliligen  quadratischen  Gleicliung  sind. 
Dass  dabei  auch  jede  ganzzanlige  quadratische  Gleichung  nichtquadra- 
tischer  Discriniinante  mit  reellen  Wurzeln  eben  in  diesen  Wurzeln  die 
Fispunkte  thatsachlich.  eintretender  hyperboliseher  Modulsubstitutionen 
giebt,  wird  ein  Hauptsatz  des  tibernachsten  Kapitels  sein. 

Sollen  wir  tibrigens  auch  hier  ein  einzelnes  Beispiel  einer  liyper- 
bolisehen  Substitution  betrachten,  so  mag 


als  solches  gelten.     Nach  leichter  Umrechnung  nimuit  diese  Substitu- 
tion die  Form  an: 

-  ]/5  ____  1  —  ys 

2  1_—  $  ^5      "  2 

""    3"  ' 


§  10.     Die   BegrifFe   der   Aquivalenz    tind   des   Pundamentaltaereiclis 
fiir  eine  G-ruppe  linearer  Substitutionen. 

Nachdem  wir  durcla  die  gegebenen  Entwicklungen  eine  Reihe 
wichtiger  Ansehauungen  ftir  die  linear-gebrocnenen  Substitutionen  einer 
Variabelen  gewonnen  haben,  sollen  jetzt  zwei  Begriffe  eingefiibrt  werden, 
von  denen  namentlich  der  zweite  den  gegenwartigen  und  den  folgen- 
den  Abschnitt  unseres  Buches  durchaus  beherrscht. 

Es  moge  irgend  eine  Substitution  &'  =  V($)  gegeben  sein,  gleich- 


n,  1.    Von  den  linearen  Substitutionen  einer  Taiiabelen 

viel  welcher  Art.  Geld  irgend  ein  Mi&biger  Pnnkb  3,  der  complexen 
Elene  durch  elnmalige  oder  after  wiederholte  Amvenditng  dieser  Siibstitiir 
tion  V  In  *„'  liber,  so  icollen  wir  diesen  PunU  ZQ  mil  £0  leziiglich  der 
Substitution  V  aquivalent  nennen.  Bezeichnen  wir  also,  wie  schon  friiher, 
dtircli  r*  die  durch  w-malige  Wiederholung  von  F  entspringende  Sub- 
stitution, so  werden  zuvorderst  mit  einein  willkurlich  gewahlten  Punkte 
-0  alle  Punkte 

*orn_FC?0),     ^=n%\     *-^=y"M,     '" 
beziiglich  F  aquivaleut  sein.    Verstehen  wir  aber  dann  wieder  uiiter  F 
die   zu  F  inverse    Substitution,    so    werden    beziiglich   F  rait    jenem 
Puukte  ^0  aucb  die  Punkte 

^-r-1^),   ^=v~*(tQ\    ...V"10-^""^!  ••- 

Equivalent  sein;  denn  in  der  That  soil  die  Aquivalenz  zweier  Punkte 
durchaus  ein  gcgenseitiges  Bntsprechen  fiir  dieselben  festlegen,  so  dass 
also,  wenn*0  =  F^""11)  mit  sj~**  aquivalent  ist,  eben  deshalb  schon  ^0(""1} 
umgekehrt  mit  00  fiir  aquivalent  gilt.  Ausser  den  nun  nanihaft  ge- 

machten  Punkteii  *Q9  ^Oa);  ^l\  *™>  ^"^  "'>  deren  A»zahl  Je  nacb 
der  Eigenart  von  F  endlich  oder  unendlich  gross  ist,  giebt  es  aber 
nicht  noch  neue  bezflglich  F  mit  ^0  aquivalente  Punkte  in  der  com- 
plexen  Ebene. 

Alle  hier  zur  Verwendung  gekomineneu  Substitutioneu 

F»,  (M  — 0,  +1,  ±2.-.) 

bilden  nun  gerade  die  Opera tionen  einer  cydischen  Gruype,  deren  Er- 
zeugende  F  ist*).  Wir  werden  also  sagen:  Beziiglicli  F  sind  irgend 
zwei  Punkte  der  complexen  Ebene  dann  und  nur  dami  aquivalent, 
wenn  der  eine  in.  deii  anderen  durch  eine  Substitution  dieser  cyclisdien 
Gruppe  ubergefuhrt  wird.  Demgemass  werden  wir  uns  von  vornherein 
der  Sachlage  besser  anbequemen,  wenn  tvir  &wei  solche  Punlde  ^eeUglich 
dieser  cyclischen  Gruppe  ciquivaknt"  nennen  tmd  also  den  Aqttivaleng- 
legriff  nicht  an  die  eiwaelne  Substitution  F,  vielmehr  sogleich  an  die  aus 
ihr  &w  erzeugende  cycliscJie  Gruppe  kniipfen. 

Hier  konnen  wir  nun  in  der  Verallgenaeinerung  noch  einen  wich- 
tigen  Schritt  thun.  Moge  namlieh  tiberhaupt  eine  Gruppe  von  linearen 
Substitutionen  gegeben  sein,  so  wollen  wir  ganz  davon  absehen,  ob 
diese  Gruppe  cyclisch  ist,  oder  wie  sonst  ihre  Structur  beschaffeii  sein 
mag.  Immer  wollen  wir  dock  #wei  Punkte  #,  #'  der  complexen  Ebene 
einander  "betsuglich  dieser  Gruppe  aquivalent  nennen,  wenn  #  durch  irgend 
eine  Substitution  der  Gruppe  in  i  ubergefuhrt  wird.  So  nennen  wir  ini 

*)  Wir  erinnern  daran,  dass  mit  der  einzelnen  Substitution  V  auch  doren 
iuyerse  F""1  ala  gegeben  gedacht  wird. 
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folgenden  Kapitel  bezuglieh  der  Modulgruppe  zwei  Punkte  o  Equivalent, 
wenn  der  eine  in  den  anderen  durch  eine  Modulsubstitution  uber- 
gefuhrt  wird. 

Xeben  den  so  gewonnenen  Aquivalenzbegriff  stellen  wir  nun  einen 
zweiten  Begriff,  den  wir  sogleich  fiir  irgend  eine  vorgegebene  Gruppe 
linearer  Substitutioneii  ausspreehen,  unangesehen  die  besondere  Structur, 
welch  e  dieselbe  liaben  mag.  TTir  denken  in  der  coinplexen  #-Ebene 
einen  Bereich  abgegrenzt,  weleher  durch  folgende  Forderung  jener 
Gruppe  zugeordnet  ist:  Fiir  jeden  Pitnkt  der  complexen  s-Ebene  soil 
der  Sereich  einen  und  mir  einen  Punkt  als  agitivalent  ~beziiglich  der 
Gruppe  aufiveisen.  Kann  man  in  der  That  einen  solchen  Bereich  in 
der  .r-Ebene  ausfindig  machen^  so  wollen  wir  ihn  eineti  Fundamental- 
'bereicli  der  vorgelegten  Gruppe  nennen.  Damit  haben  wir  nun  den  uberaus 
wichtigen  Begriff  gewonnen,  den  wir  baldigst  genauer  umgrenzen  und 
durchbilden  werden;  um  ihn  dann  spaterhin  zu  einer  langen  Reihe  von 
Anwendungen  zu  verwerten, 

Der  Begrifi7  des  Fundamental-bereichs  einer  Gruppe  linearer  Sub- 
stitutionen  ist  bei  der  geometrischen  Untersuchung  specieller  ana- 
lytischer  Functionen  seit  lange  hervorgetreten.  In  der  That  haben 
wir  derartige  Fundamentalbereiche  vor  uns,  wenn  wir  in  der  Theorie 
der  cloppeltperioclischen  Functionen  die  Ebene  in  lauter  congruente 
Parallel ograrurue  zerlegen.  Fassen  wir  bei  den  Dreiecksnetzen  der 
Schwarz'sehen  s -Function  ein  schraffiertes  mit  einem  benaehbarten 
freien  Dreieck  zusammen,  so  haben  wir  einen  Fundamentalbereich  der 
zugehorigen  Gruppe  linearer  Substitutionen,  wie  wir  dies  unten  noch 
weiter  ausfuhren,  etc.  ^ 

In  anderer  Form  herrscht  der  Begriff  des  Fundamentalbereichs 
seit  lange  in  der  Zahlentheorie,  wp  wir  z.  B.  an  die  Lehre  von  den 
binaren  quadratischen  Formen  von  negativer  Determinate  erinnern. 
Man  handelt  von  der  Aquivalenz  und  Reduction  derselben,  und  da 
werden  wir  nun  im  ubernaehsten  Kapitel  zu  zeigen  haben?  dass  dies 
gar  iiichts  anderes  ist?  als  Betrachtnng  der  Aquivalejnz  beziiglich  der 
Modulgruppe  und  Einfiihrung  eines  Fundamentalbereichs  dieser  Gruppe. 
In  der  That  ist  denn  auch  der  geonietrische  Begriff  des  Fundamental- 
bereichs der  Modulgruppe  wesentlich  von  dort  aus  gewonnen.  Es  ist 
Dedekind  gewesen,  weleher  in  seiner  grundlegenden  Arbeit*)  im 
ggsten  jjan(je  des  Crelle'schen  Journals  die  Lehre  von  der  Reduction 
der  quadratischen  Formen  in  ein  geometrisches  Gewand  kleidete  und 
auf  die  Weise  den  Begriff  dessen  schuf,  was  wir  demnachst  den 

*J  Sch/reiben  an  Herrn  Borehardt   uber  die  Theorie  der  elliptischen 
functionen,  Cr.  J.  Bd.  83  (1877).  '   , 
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Fundamentalbereicli  der  Modulgruppe  nennen  werden.  Zu  der  vollen 
Allgemeinheit,  in  der  wir  den  Begriff  des  Fundamentalbereichs  iiu 
folgenden  gebrauchen,  wurde  derselbe  sodann  von  Klein  iu  seinen 
ersten  Arbeiten  fiber  elliptische  Modulfunctionen  entwickelt*).  t 

Die  grosse  Wiehtigkeit,  welche  der  genannte  Begriff  fiir  alles 
Folgende  besitzt,  veranlassi  uns  schon  an  dieser  ersten  Stelle,  wo  wir 
Gelegenheit  dazu  haben,  mit  Ausfuhrlichkeit  von  ihm  zu  handeln.  Gehen 
wir  demnacli  nun  zu  den  cyclischen  Gruppen  zuruck,  welche  sich  aus 
einer  Substitution  V  erzeugen  lassen,  und  versuchen  fiir  diesen  ein- 
fachsten  Fall  uber  die  Gestalt  des  zugehorigen  Fundamentalbereicli s 
feste  Anscliauungen  auszubilden,  welche  uns  hernaeh  in  den  complicier- 
teren  Fallen  zu  statten  kommen  sollen. 

§  11,    Gestalt  des  Fundamentalbereiehs  einer  cyclisehen  Gruppe  im 

kyperboliselien  und  parabolisonen  Falle. 

Wenn  wir  jetzt  versuchen,  einen  Fundamentalbereich  fur  die 
cyclische  Gruppe  zu  eonstruieren,  welche  sich  aus  einer  vorliegenden 
Substitution  »'  =  V(fi)  erzeugen  lasst;  so  werden  uns  dabei  die  Figuren, 
welche  wir  ini  ersten  Teil  dieses  Kapitels  zur  Deutung  der  einzelnen 
Substitution  V  entwarfen,  von  bedeutendem  Vorteil  sein.  Mb'ge  zu- 
vorderst  V  hyperbolisch  sein,  dann  ist  die  cyclische  Gruppe  der  Sub- 
titutionen  Vn  von  unendlich  hoher  Ordnung.  Sei  V  durch  Fig.  40 
(p.  171)  gedeutet,  so  dachten  wir  uns  doch  die  Niveaulinien  dieser  Figur 
in  solchen  Intervallen  angebracht,  dass  jegliche  durch  einmalige  Au- 
wendung  der  Substitution  V  in  die  nachstfolgende  tibergefuhrt  wird. 
Da  wahlen  wir  uns  nun  zwei  solchergestalt  auf  einander  folgende 
Niveaulinien  willkurlich  aus  und  betrachten  den  ringformigen  Bereich, 
den  beide  einschliessen  (man  vgl.  Fig,  44?  in  der  ubrigens  der  Abstand 
der  Niveaulinien  von  einander  der  Deutlichkeit  halber  etwas  grosser 
als  in  Fig.  40  gewahlt  wurde).  Wir  behaupten:  Der  so  gewonnene 
Bereicli  ist  ein  FitnclainentaTbereicIi  fiir  unsere  cydisclie  Gruppe,  sofcrn 
wir  uns  nocli  entschliessen,  von  den  Jtandpunltfen  dieses  Bereicfis  nur  die- 

*)  In  Vorlesungen  und  Abhandlungen  seit  1877.  Man  sehe  die  drei  p.  142 
nnter  dem  Texte  citierten  Abhandlungen  in  Bd.  14  der  Math.  Annalen  (1878); 
ferner  die  Mitteilung  »Zur  Theorie  der  elliptisclien  Modulfunctionen"  in  den 
Sitzungsberichten  der  Munchener  Akademie  vom  December  1879  (spiiter  abgedruclst 
in  Bd.  17  der  Math.  Annalen,  1880).  Die  Arbeiten  von  Poincare',  in  welchen  dieser 
an  seinem  Teile  den  Begriff  des  Fundamentalbereiehs  zu  Grunde  legt,  beginnen  1881. 
An  sie  schKesst  sich  mlt  neuen  Verallgemeinerungen  die  weitere  Abhandlung  von 
Klein  im  21st6*1  Bande  der  Math.  Annalen  (1882):  »Neue  Beitrdge  zur  jRiemann- 
scfien  Functionentheorie",  wo  zahlreiche  Citate  auf  die  sonst  in  Betraobt  koinmende 
Littcratur  gegeben  werdon. 
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Fig.  44. 


jenigen  des  einen  Gren&ltreises,  etica  des  in  Figur  44  starker  markierten, 
clem  Bereiclie  als  mgeiCorig  zu  ~betracliten. 

Zuin  Beweise  bringen  wir  die  Operatlonen  Vn  der  Gruppe  auf 
unseren  Bereicli  selbst  zur  An- 
wendung  und  gedenken  da- 
bei  der  Ebenenbewegimgen, 
durch  welcLe  wir  oben  diese 
Substitutionen  deuteten.  Ans 
dem  schraffierten  Bereiche  der 
Fig.  44  entspringen  dergestalt  NV 
den  Substitutionen  V*  der 
Gruppe  entspreehend  unendlich 
viele  neue  Bereiche.  Zwecks 
einer  kurzen  Bezeichnung 
wollen  wir  den  einzelnen  der- 
selben  nach  der  Substitution 
Vn,  vermoge  deren  er  aus  deni 
scliraffierten  Bereiche  hervor- 
gent;  selbst  als  ;,den  Bereicn 
Vn"  benennen;  der  sehraffierte 
Bereich  bekommt  dabei  den  Namen  1  der  identischen  Substitution. 
Es  ist  auf  Grand  der  frtiheren  Satze  liber  hyperbolische  Substitu- 
tionen sofort  zii  sehen;  wie  alle  diese  unendlich  *vielen  Bereiche 
y*  fa  =  —  oo  •  •  •  +  oo)  sich  in  der  conaplexen  Ebene  einlagern 
werden.  Neben  den  Bereich  1  schliesst  sich  zur  einen  Seite  der  Bereich  V 
glatt  an,  zur  anderen  aber  F™1,  und  so  lagern  sich  auch  allgeniein  neben 
Vn  zu  beiden  Seiten  F71""1  und  Fw+1,  ohne  noch  eine  Liicke  zwischen 
einander  zu  lassen  und  ohne  einen  Punkt  der  complexen  Ebene  ge- 
meinsain  zu  besitzen.  Denn  die  Punkte  auf  dem  gemeinsamen  Grenz- 
kreise  zweier  benachbarten  Bereiche  F*,  Fw+1  werden  wir  ja  unserer 
Verabredung  entspreehend  als  nur  deni  einen;  F^;  zugehorig  betrachten 
diirfen. 

Das  alles  folgt  aus  deni  blossen  Anblick  der  Fig.  44 ,  wenn  wir 
uns  erinnern,  in  welchen  Intervallen  die  Niveaulinien  auf  einander 
folgen  sollten.  Frliher  wurde  ausfuhrlich  geschildert,  wie  sich  diese 
Niveaulinien  um  die  beiden  Fixpunkte  der  Substitution  F  enger  "und 
enger  zusammenziehen.  So  werden  nun  die  Bereiche  F%  je  naehr  der 
Exponent  n  nach  der  positiven  oder  negativen  Seite  hin  wachst,  um 
so  schmaler  werdend  den  einen  oder  anderen  Fixpunkt  umringen,  wo 
dann  um  den  einen  wie  um  den  anderen  noch  unendlich  viele  stets 
sich  glatt  an  einander  reihende  Bereiche  Vn  Platz  finden.  Letztoa 
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Endes  ist  die  complete  Ebene  von  den  unendlich  vielen  Bereiclien 
iiberall  llickenlos,  dber  aucli  uberall  einfacli  bedeckt,  wobei  freilich  den 
Fixpunkten  selbst  eine  besondere  Rolle  zukomint,  deren  Charakter  aus 
der  gegebenen  Schilderung  leicht  erkannt  wird. 

Dass  der  Bereich  1  wirklich  einen  Fundanientalbereich  fiir  die 
Gruppe  der  Substitutionen  Vn  abgiebt,  ist  nun  evident.  Mogen  wir 
irgencl  einen  Punkt  #0  der  complexen  Ebene  auswahlen*),  so  gehort 
derselbe  einem  bestimmten  Eingraume  Vn  an.  Deninach  ist  #  =  F~~M(£0) 
ein  mit  #0  aquivalenter  Punkt  im  Bereiche  1.  Ist  aber  andrerseits  £0 
ein  beliebiger  Punkt  im  Bereiche  1,  so  gehort,  wie  wir  auch  einen 
von  0  verschiedenen  Exponenten  n  wahlen  mogen,  der  Punkt  Vn(#^)  dem 
Binge  Vn  und  eben  deshalb  niclit  dem  Bereiche  1  an.  Die  Bestiinmung 
tiber  die  Grenzpunkte  des  Bereiches  1  musste  aber  getroflfen  werden, 
damit  dies  oline  Ausnahnie  gilt;  denn  in  der  That  geht  ja  der  eine 
dieser  Grenzkreise  durch  Anwendung  von  V  in  den  anderen  fiber. 


Fig   45. 


Die  Ausfuhrlichkeit,  mit  der  wir  nunmehr  beim  Falle  eiuer  hyper- 
bolischen  Substitution  V  verweilten,  gestattet  uns  jetzt  fiir  die  beiden 
anderen  Falle  einer  parabolischen  oder  elliptischen  Substitution  V  am 


*)  Indes  soil  #0  keiner  der  Fixpunkte  sein.  Streng  geuommeii  besteht  der 
Fundanientalbereich  aus  dem  Bereiche  1  im  Verein  mit  den  beiden  isoliert  liegcn- 
den  Fixpunkten;  doch  haben  wir  fu'r  unsere  ferneren  Zwecke  diese  Verschilrfung 
der  Yorstsllung  nicht  notig. 
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so  grossere  Kiirze.  Zuvurderst  erledigt  sich  der  Fall  einer  para- 
bolischen  Substitution  V  fast  von  selbst  dureh  die  Bemerkung,  dass 
man  erne  solelie  als  Grenzfall  einer  hyper  bolischen  Substitution  fiir 
coineidiereiide  Fixpunkte  betrachten  kann.  Lassen  wir  in  der  That  in 
Fig.  44  die  Fixpunkte  einander  unendlich  nabe  kommen  und  zwar  so, 
dass  die  Babocurven  Tiiid  Niveaulinien  der  Figur  gerade  den  fur  die 
parabolische  Snbstitution  V  vorliegenden  Verbal tniss en  sicb  anpassen! 
In  Fig.  45  erlialten  tcir  dann  im  scliraffierten  Bereiche  V°  =  1  that- 
stieJiUch  einen  FundamentalbereicJi  fiir  die  cydisclie  Gruppe  der  unendlicli 
vielen  parabolischen  Sulstitutionen  Vn?  wie  man  leicbt  nach  Analogie 
der  vorhergehenden  Besprecbung  der  hyperboliscbeii  Substitution  V 
iiKerblickt. 

Nur  a^tf  den  einen  Fall  iniissen  wir  nocb  ausdriicklicb  eingehen, 
dass  der  Fispunkt  der  paraboliseben  Substitution  Y  imendlicb  fern 
liegt.  Dann  sind  die  Bahncurven  und  Niveau- 
linien  zwei  gegen  einander  ortbogonale  Sy- 
stenie  paralleler  Gerader.  Wieder  umgrenzcn 
tins  jetzt  irgend  zwei  unfer  den  Niveaucttrvcn, 
von  denen  die  eine  aus  der  andern  durch  V 
entsteht,  einen  FundamentaXbereicli,  DerseTbe  be- 
sitzt  die  Gestalt  ernes  Elenenlandes.  Von  den 
Randpunkten  dieses  Bereiches  geboren?  wie 
friiber,  nur  die  der  einen  Niveaulinie  (etwa 
der  in  der  Fig.  46  stark  ausgezogenen)  dem- 
selben  an;  in  der  That  sind  ja  wieder  die 
Punkte  der  beiden  Grenzlinien  unseres  Bereiches  einander  aquivaleut, 
indem  die  eine  in  die  andere  durch  Anwendung  der  erzeugenden  Sub- 
stitution V  der  Gruppe  ubergefiihrt  wird. 

§  12.     Fortsetzung:  Fall  einer  elliptischen  Substitution  V.     Willkiir 
in  der  G-estalt  des  Ftmdanientalbereiclis  einer  cyclischen  G-rnppe. 

Wesentlieh  anders  gestalten  sich  die  Verhaltnisse  fiir  den  Fall 
emer  elliptischen  Substitution  V9  den  wir  jetzt  betrachten.  Wir  wollen 
V  sogleich  in  der  Form  aufschreiben; 


g.  4G. 


Hier  miissen  wir  eine  Fallunterscheidung  treffen?  indem  wir  zu- 
vorderst  voraussetzen,  die  Zdhl  fr  stehe  0u  a  in  einem  nwmerisch  mtionalen 

Verhdltnis  fr  =  27t>~,  wo  j?  und  q  als   ganze  Zahlen  ohne  gemein- 
sameu  Teiler  gedacht  sind.    In  dieseni  Falle  entspringt  durch  Wieder- 
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nolung  von  F  eine  cyclisclie  Gruppe  der  endliclien  Ordnung  q,  die  er- 
siclitlicli  aus  folgenden  Substitutionen  besteht: 


=±,  (A -1,2,  •••2). 

"- 

Wir  werden  V  demmtsprecliend  als  eine  eltipUsche  Substitution  der  Periode  q 

lezeiclmen. 

Irgend  einen  Kreisbogen,  der  die  beiden  Fixpunkte  ^,  3%  von  V 
verbindet,  nehmen  wir  jetzt  als  erste  Niveaulinie  an  und  wenden  die 
%  Substitutionen  der  Gruppe  auf  dieselbe  an.  Es  entspringt  ein  System 
von  q  Niveaulinien,  so  gelegen,  dass  je  zwei  auf  einander  folgende 
in  den  Fixpunkten  sich  unter  dem  Winkel  —  treffen.  Die  ganze 
Ebene  ist  auf  diese  Weise  in  q  sichelforniige  Bereiche  zerlegt,  deren 
einzelner  von  zwei  auf  einander  folgenden  unserer-  q  Niveaulinien  ein- 
gegrenzt  ist.  Irgend  einen  dieser  Bereiche  konnen  wir  nun  als  Funda- 
mentallereicli  imserer  Gruppe  verwerten  und  milssen  ihm  dann  freilich 


J'ig.  47. 


wieder  nur  die  PunJcte  der  einen  Gren#linie  merteilen.    Fig.  47  versiun- 
licht  diese  Vernaltnisse  fur  den  Specialfall  q  =  8 . 

Zum  Beweise  werden  wir  aucli  liier  wieder  die  q  Bereiche,  die 
wir  soeben,  durch  die  Niveaulinien  abteilten;  nach  dem  friiheren  Priacip 
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mit  den  Substitutionen  der  Gruppe  als  Xanien  belegen,  wobei  der 
Exponent  n  von  Fw,  well  V$  =  1  1st,  beliebig  modulo  q  reduciert 
werden  kann.  Liegt  jetzt  ein  Punkt  #0  im  Bereiche  Fra,  so  ist  ihin 
#  =  F~~*(,s'0)  im  Bereiche  1  Equivalent.  Andrerseits  iiberblickt  man 
&ofort;  dass  im  letzteren  nicht  nocli  zwei  aquivalente  Punkte  ausfindig 
gemacht  werden  konnen. 

Steht  ztveitens  die  Zalil  &  zu  2%  nicM  in  einem  rationalen  Verlidlt- 
nisse,  so  ist  keine  unter  den  Substitutionen  Vn  mit  n^O  die  identische 
und  man  sagt  alsdann,  die  elliptische  Substitution  V  sei  aperiodiseli. 
Ein  Punkt  geht  durch  immer  erneute  Anwendung  yon  F  stets  in  neue 
Lagen  (iber,  welche  naen  und  nach  die  ihni  zugehorige  Bahneurve 
iiberall  dichter  und  dichter  tiberlagern.  Es  werden  sonach  zum  einzelnen 
Punkte  aquivalente  stets  in  seiner  grossten  Nahe  zu  finden  sein,  und 
es  miisste  der  Fundamental ereich;  werin  wir  aucli  hier  von  einem 
solchen  sprechen  wollten?  eine  unendlich  schmale  Sichel  mit  den  beiden 
Spitzen  #1?  #2  s6"1?  wobei  aber  die  geometriscne  Vorstellung  eines 
^Bereiches"  hinfallig  geworden  ist.  Ein  eigentliclier  FundamentalbereicJi 
existiert  also  in  diesem  Falle  nicht.  Ubrigens  treten  Substitutionen 
dieser  Art  in  der  Folge  gar  nicht  auf,  und  wir  naben  deshalb  nicnt 
no  tig,  noch  langer  bei  ihnen  zu  verweilen. 

Indem  wir  es  unterlassen?  hier  auch  noch  auf  die  loxodromischen 
Substitutionen  einzugehen;  mussen  wir  jedoch  noch  darauf  hinweisen, 
aus  welcher  Mannigfaltigkeit  moglicher  Gestalten  wir  voraufgehend 
die  Fundamentalbereiche  im  besonderen  ausgewahlt  hatten.  In  der 
That  ist  der  Fundaraentalbereieh  einer  Gruppe  an  sich  noch  etwas 
sehr  Willkurliches.  Es  liegt  ja  im  Begriffe  des  Fundanientalbereichs 
nur,  dass  er  zu  jedem  Punkte  der  Ebene  einen  als  'Equivalent  aufweise. 
Haben  wir  ihn  also  im  Einzelfall  einmal  in  einer  speciellen  Weise 
fixiert,  so  konnen  wir  nun  nach  Willkur  Punkte  oder  Teile  desselben 
abtrennen  und  durch  aquivalente  ersetzen.  Irnnier  wird  dann  auch 
der  so  entstehende  neue  Bereich  den  Forderungen  eines  Fundaniental- 
bereichs  geniigen,  so  gut  wie  der  frtihere. 

Im  allgerneinen  wird  der  neue  Bereich,  von  dem  wir  gerade  sprachen, 
aus  getrennt  liegenden  Stucken  bestehen,  und  das  ist  jedenfalls  eine 
Complication,  von  der  wir  absehen  werden.  Aber  auch  durchaus  zu- 
sammenhangend  kann  im  einzelnen  Falle  der  Fundamentalbereich  noeh 
in  mannigfaltigster  Weise  gewahlt  werden.  Moge  man  sich  die  Lage 
der  Bahncurven  und  Niveaulinien  der  gegebenen  erzeugenden  Sub- 
stitution V  noch  einmal  vorstellen  und  eine  irgendwie  gestaltete 
Linie  C  zeichnen,  welche  nur  der  einen  Bedingung  gentigen  soil,  jede 
BaJincurve  #u  schneiden  und  jede  nur  einmaL  Auf  diese  Linie  wenden 
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wir  alle  Operationen  Vn  der  cyclischen  Qruppe  an,  wodurch  sie  in 
eine  'endliehe  oder  unendlieh  grosse  Zalil  neuer  Lagen  CM  iibergeht, 
je  naclidem  wir  init  einer  Gruppe  endliclier  oder  unendlich  holier 
Ordnung  zu  thun  haben.  Immer  werden  wir  dann  durch  irgend  zwei 
benachbarte  unter  unseren  Curven  C(n},  sofern  es  iiberhaupt  einen  Funda- 
mentalbereich unserer  Gruppe  giebt,  eiuen  Bereich  eingrenzen,  der 
alleu  Anforderungen  eines  Fundamentalbereichs  der  vorgelegten  Gruppe 
entspricht*).  Unter  alien  diesen  Bereich  en  sincl  die  oben  zunachst 
angegebenen  die  eiufachsten.  Sie  entstehen,  wenn  wir  die  Curven  C(n) 
als  Niveaulinien  wiihleii  (wo  jetzt  nur  noch  die  Auswahl  der  ersten 
C<o)  cier  Willkiir  anheiin  gestellt  ist).  Wir  haben  auch  in  der  Folge 
keine  Veranlassung,  von  diesen  einfachsten  Gestalten  der  Fundaniental- 
bereiche  cyclischer  Untergruppen  abzuweichen. 

§  13.     Besondere  Ausfuhxungen  fur  die  Modulsubstitutionen. 
Die  elliptischen  Modulsubstitutionen. 

In  der  Gruppe  der  Modulsubstitutionen,  auf  welche  wir  jetzt  noch 
besonders  Bezug  nehmeu,  waren  an  cyclischen  Untergruppen  elliptischer 
Substitutionen  nach  §  9  zuvorderst  solche  der  zweiten  Ordnung  ent- 

halten.    Eine  unter  ilmen  nioge  die  Substitutionen  V(cd)  =  °^  jT  ?  und 


=  G>  enthalten,  wo  dann  also  a  +  ^  =  0  ist.  Uni  fiir  diese 
cyclische  Gruppe  einen  bestininiten;  in  der  Folge  festzuhaltenden  Funda- 
mentalbereich  zu  construieren;  markieren  wir  uns  vorab  die  beiden 

Fixpunkte  von  V: 

K  ±i 

CO,  .    COo   ===  -  * 
i  *         «  y 

Die  im  vorigen  Paragraphen  mit  q  bezeichnete  Zalil  ist  hier  gleich  2; 
und  sonach  werden  die  beiden  den  Fundamentalbereich  eingrenzenden 
Niveaulinien  einen  ganeen  Kreis  zusamniensetzen.  .Wir  treffeu  die 
Anordnung  insbesondere  derart,  dass  die  Fixpunkte  auf  diesem  Kreise 
diametral  gelegen  sind  oder,  was  dasselbe  ist,  dass  die  einzelne 
unserer  beiden  Niveaulinien  gerade  einen  Halbkreis  darstellt.  Den 
ausserhdlb  des  so  gewonnenen  Kreises  belegenen  Teil  der  Ebene  wahlen 
wir  zuni  Fundamentalbereich  und  haben  ihn  in  nachfolgender  Fig.  48 
schraffiert.  Yon  den  Randpunkten  des  Bereichs  sollen  nur  diejenigen 
der  starker  gezogenen  Niveaulinie  diesem  zugehoren. 


*)  Es  wiirde  sogar  statthaft  sein,  dass  C^  die  einzelne  Bahncurve  ofter  als 
einmdl  scbneidet,  sofern  nur  diese  Linie  C^0)  weder  sich  selbst  noch  eine  der 
anderen  0^  iiberkreuzt;  die  Annabme  cles  Textes  empfiehlt  sich  nur  durch  ihre 
besondere  Anschaulichkeit. 
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Aus    Fig.  48   lesen   wir   den   Satz   ab:    Von  zwei  beztiglicJi  der  in 
Rede  stelienden   cyclisclien   Gruppe   dquivalenten   Punlden   Jiat  einer  vom 

reellen    Punlcte   co  =  —    erne    Ent-  ,    <  <  u. ^    .,,,,: 

y  •!  '','..'  /'',      ; ;  ;i  :,  ;/'' 

farming*)  <  —    Wir  scbliessen  ins- 

besondere:  Die  Fixpinikte  der  Ider- 
lier  geltorigen  Siibstitutionen  Itonnen 
lioclistens  die  Entfemung  1  von  der  -.-LlLJ!J[ 
reellen  Axe  erreiclten.  Solches  tritt 
far  y  =  1  ein  und  also  z.  B.  fiir 
die  Substitution  T,  deren  Funda- 
mentalbereicli  man  sich  insonderheit 
nach  Vorschrift  von  Fig.  48  vor- 
stellen  moge. 

Es  giebt  ferner  cyclische  Unter- 
gruppen   der   Ordnung   drei   aus   elliptiscJien  Modulsubstitutionen.     Sei 

V(oi)  =  K<D  ~_T  g  Erzeugende  einer  solchen  Untergruppe,  so  liaben  wir 
als  Fixpunkte  dieser  Substitution**) 


Fig.  48. 


"'l;  W2  —  2y 

Als  erste  Niveaulinie  wablen  wir  die  gerade  Ver'bindungslmie  von  o>1;  G?2? 
die  dann  infolge  des  bier  vorliegenden  Wertes  q  —  3  durcb  V  ini 
ganzen  nocb  in  $wei  weitereLagen 
iibergeht,  welcbe  einander  in  den 
Fixpunkten  unter  den  Winkeln 

—  treffen.  Diese  beiden  letzteren 

o 

Niveaulinien  sollenuns  denFunda- 
nientalbereich  der  vorliegenden 
eycliscben  Grruppe  eingrenzen, 
fiir  welcben  das  Nabere  aus 
Fig.  49  hervorgebt.  Aus  dieser 
Figur  zieben  wir  noch  die  Folge- 
rang:  Unter  #wei  liinsicfitlicli 
unserer  cyclischen  Gruppe  aguivalenten  Pmikten  hat  stets  der  erne 


Fig.  49. 


entweder  vom  PunJcte 


=  —  oder  von  o  == eine  Entfernung  <  — 

*)  Bei  Angabe  dieser  Entferming  sebe  man  vorkommenden  Falls  von  cinem 
negativen  Zeichen  des  y  ab. 

**)  Hier   nnd   in    der   nftchsten  Folge   ist  iminer  an  der   oben  (§  9)   beroits 
gescbehenen  Festsetznng  a  -|-  $  ^  0  festgehalten. 

Klein-Pricke,  Modulfxinctionen.  13 
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Und  liieraus:   Die  grosste  Uniforming,  ivelche  die  Fixpunlde  der  liierher 

1/3 

geliorigen   Sulstitutionen   von   der   reellen  Axe   erreiclien  konnen,  ist  —  • 

Solclies    tritt    fur    y  =  1    ein    mid    also    insbesondere    fur    die    Sub- 
stitution Z7. 


§  14.     Fortsetzung:  Festsetzungen  fiir  die  paraboliscken  und 
hyperb  olisclien  Mo  dulsubstitutionen. 


jetzt 


parabolisclie  Modulsubstitution,  d.  h. 


ist  a  -f-  6  =  2  ,  so  eutspriugt  durch  Wiederliolung  von  V  eine  cycliscke 
Gruppe  unendlieli  holier  Ordnung.  Mogen  wir  erstlich  den  Pall  eines 
in  unendliclier  Feme  gelegenen  Fixpunktes  haben,  wo  dann  V  die 
Gestalt  F(c?)  =  co  +  /5  besitzt.  In  diesem  Falle  gren&en  wir  den  Funda- 
mentalbereicli  durch  #tvei  Gerade  ein,  ivelclie  in  den  Entfermmgen  -f-  -  ft 

0ur  imagindren  Axe  parallel  laufen.    Die  Punkte  der  durch  o  =  --  —  ft 

hmdurchziehenden  Grenzlinie  sollen  dem  Bereiche  zugerechnet  werden. 
Dieser  Vorschrift  entsprecliend  werden  wir  insbesondere  den  Funda- 
nientalbereich  fiir  den  Fall  F(co)  =  03  +  1  construieren. 

Ist   der  dritte   Coefficient  y  der  parabolischen  Substitution  nicut 
gleicli  Null,  so  ist  der  Fixpunkt  derselben  der  rationale  reelle  Punkt 

w  ==  rc  ~     .     Dann  ist  es  zweckmassig  die  Niveaulinien  zur  Eingren- 

zung  des  Fmidamentalbereicns  so  zu  walilen,  dass  die  entspringende 
Figur  in  elenientarem  Sinne  Symmetric  beziiglich  des  Fixpunktes  zeigt. 

Die  Grenzkreise  des  Fmidamcntal- 
bereichs  sollen  also  congruent  aus- 
fallen  und  zu  beiden  Seiten  des  Fix- 
punktes gelegen  soiii,  wie  das  in 
nebenstehender  Figur  zuna  Ausdruck 
gebracht  ist.  Wir  berechnen  niiilie- 
los  die  Bestirnniungsstucke  dieser 
Ereise.  Ist  deren  Durchniesser  d}  so 
sitid  ihre  Schnittpunkte  mit  der  reellen 
Axe  ausser  den  beiden  ini  Fixpunkt 


Fig.  50. 


vereintenbei +  d  gelegen.  Aber 


von  diesen  zwei  Punkten  muss  der  eine  durch.  die  Substitution  in  den 
anderen  iibergefiihrt  werden.    Man  hat  deinaaeh  die  Gleichuug: 


rmd  ibrer  geonietrischen  Deutung. 
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und  findet  clurch  Losung  derselben  fur  d  ausser  deni  selbstverstandlieh  ein- 
tretenden  Werte  d  =  0  nocb  denjenigen,  welelien  wir  suehen,  namlicli 

2  .  -r-r^ 

d  =  —  •     Hieraus  ist  die  Werteverteilung  in  Fig.  50  gewonnen. 

Als  sofort  Terstandliehe  Folgerungen  zielien  wir  wieder:  Von 
zicei  "bezilylicli  der  aus  F(o)  =  co  -f-  ft  entspringenden  cyclisclien  G-ruppe 
aqinmlenten  Pimlden  liat  Iwcltstens  einer  von  der  imagindren  co-Ad'e 
einen  Abstand  <  —  /3.  Und  entsprecliend  aus  Fig.  50:  Bind  zwei  Pmifde 

|        a          /  \ 

lezllfjlicli  der  aus  der  parabolisclien  Substitution  F(o>)  =  — ~~>  (y  ^  OJ 
entspringenden  cijclisclten  Gruppe  aqiiivcdent,  so  licit  der  eine  von  ilmen 

vom  Punlde  &  =  —  oder  vom  anderen  <o 
v 

Sei  endlicli  F(co) 


eine  JSntfernung  <  —  • 

'          J  =- 


eine    hvperboliscbe    Substitution ?    so 

markiere  man  zunachst  die  beiden  reellen  irrational  en  Fixpunkte  o)1;  o2 
derselben.  Alsdann  wahle  man  zu  Grenzeii  des  Fundanientalbereielis  die- 
jenigenbeidenniit  einander  congruent 
ausf allendenNiyeauliiiien,  deren  eine 
durch  V  in  die  andere  ubergefiihrt 
wird.  Da  haben  wir  denn  eine 
Werteverteilung;  wie  sie  in  Fig.  51 
angegeben  ist.  Um  diese  zu  veri- 
fieieren,  bezeicLnen  wir  die  Scbnitt-  i 
punkte  der  ersten  der  beiden  Niveau- 
linien  mit  der  reellen  Axe  durch  x± 
und  ^2,  und  zwar  liege  x%  zwischen 
den  Fixpunkten  der  Substitution. 
Es  werden  dann  die  Schnittpunkte  Fig* 5L 

der  reellen  Axe  und  der  anderen  Grenze  des  Fundanientalbereicbs 
bei  F(%)  und  V(x^)  gelegen  sein.  Nun  verfolge  man  allgernein  die 
Entfernung  F(o)  —  co  zwischen  zwei  einander  vermoge  unserer  Sub- 
stitution zugeordneten  reellen  Punkten  o>;  was  mit  Hilfe  der  Fig.  40 
(p.  171)  ohne  Millie  geschieht.  Man  sieht  leicht,  dass 

f(    \  -rrf    \  ceoo  4"  $ 

vom    Zeichen    abgesehen   fur  ^    ein   Minimum,    fiir  x2    dagegen   ein 

Maximum  wird.     Losen  wir  aber  -^-  =  0  nach  co  auf.  so  erhalten  wir 

dco  ' 


woclureh  unsere  Kreise  die  Radien  —  erhalten.     Daniit  bestatigt  man 

13* 
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in  der  That  sofort  die  in  Fig.  51  angegebene  Werteverteilung  Ton  co. 
Merken  wir  uns  letzten  Endes  wieder  den  Satz  an:  Yon  mvei  PunJden,  die 
leziiglicli  der  aus  der  liyperlolisclien  Substitution  V  entspringenden  cycliscJien 

Gruppe  aqirivdlent  sind,  liegt  stets  einer  enttveder  vom  Punkte  &  =  y   oder 

&  1 

wn  <a  as in  einer  Untfermmg  <!  •—  • 

Blicken  wir  nochnials  auf  die  fur  die  vier  Arten  der  Modulsub- 
stitutionen  nun  gemachten  Bestimmungen  zuruck;  so  zeigt  sich  ins- 
besondere  noch,  dass  der  gerade  zuletzt  ausgesprochene  Satz  iiber  die 
Lage  aquivalenter  Punkte  in  dieser  Form  ganz  allgemein  fur  alle 
Mo'dulsubstitutionen  gilt.  In  der  That  geht  er  ja  in  die  vorgenannten 
partikularen  Satze  iiber,  wenn  wir  den  dort  vorliegenden  Fallen  ent- 
sprechend  —  8  bez.  dureh  a,  a  —  1,  a  —  2  ersetzen,  Dieser  Umstand 
ist  wesentlich  darin  begrtindet,  dass  wir  alle  bezuglichen  Fundamental- 
bereiche  durch  Kreise  vom  Radius  —  abgegrenzt  haben.  Man  wolle 

diese  Bemerkungen  fiir  spater  festhalten. 

Einen  Teil  desjenigen  Problems,  dessen  Behandlung  Aufgabe  dieses 
ganzen  Abschnitts  ist;  haben  wir  nun  bereits  gelost.  Wir  haben 
eine  Reihe  grundlegender  Resultate  iiber  die  in  der  Modulgruppe  ent- 
iialtenen  cydisclien  Untergrivppm  gewonnen.  Freilich  bedtirfen  diese 
cycliselien  Untergruppen  weiterliin  durehaus  nocli  der  erganzenden 
Untersuchung.  Aber  dieselbe  benotigt  entwickeltere  Hilfsniittel ;  wir 
wollen  diese  TJntersueliung  im  folgenden  Kapitel  erst  vorbereiten  und 
dann  im  fibernachsten  Kapitel  erledigen.  Vorab  liaben  wir  noch.  eine 
Erganzung  zu  geben,  welche  an  die  friiheren  Satze  iiber  indirecte 
Kreisverwandtsehaft  ankniipft. 

§  15.     Von  den  Substitutionen  der  Ver'anderliohen  #9  welche 
indirecte  Kreisverwandtschaften  bedeuten*). 

Im  dritten  Kapitel  des  vorigen  Abschnitts  (p.  89)  haben  wir  neben 
die  directe  auch  noch  die  indirecte  Kreisverwandtsehaft  zweier  Ebenen 
oder  einer  Ebene  mit  sich  selbst  gestellt.  Die  Eigenart  dieser  letzteren 
Verwandtschaft  war  die,  dass  zwar  auch  bei  ihr  Kreisen  stets  wieder 
Kreise  zugeordnet  waren  und  die  Winkel  der  einen  Ebene  mit  den 
ihnen  entsprechenden  der  verwandten  an  Grosse  ubereinstimmten:  Aber 
darin  bestand  das  Besondere,  dass  beim  tjbergang  von  einem  Winkel 
zu  seineni  entsprechenden  die  Schenkel  desselben  umgelegt  wurdcn. 
Bine  besondere  indirecte  Kreisverwandtsehaft  der  complexes  ^-JBbenc 

*)  Die  in  den  drei  folgenden  Paragraphen  niitg-eteiiten  Entwicklungon  «ind 
zuerst  voni  Hei*ausgcber  durchg-efulirl  worden. 
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batten  wir  damals  durch  die  Spiegelung  derselben  an  ihrer  reellen  Axe 
hergestellt  und  bringen  diese  Spiegelung  uun  analytiseh  durch  die 

Transformation  von  &  in 

*.' "I 

&       =  G 

zum  Ausdruck,  wobei  z  der  zu  &  conjugiert  coruplexe  Wert  ist.  Dieser 
besondere  Fall,  niit  der  allgemeinsten  directen  Kreisverwandtschaft 
combiniert,  gab  die  allgemeinste  indirecte  Kreisverwandtsehaft.  Letz- 
tere  finden  wir  also  dargestellt  durch: 


wenn  &'  =  a  ~^_  .  eine  beliebige  der  voraufgehend  besprochenen  Sub- 
stitutionen ist*).  Diese  Substitutionen  (1)  wollen  wir  hinfort  als 
Operationen  oder  Stibstitutionen  sweiter  Art  bezeichnen  und  stellen  ihnen 
die  bislang  allein  betrachteten  linearen  Substitutionen  als  solche  von 
der  ersten  Art  gegenuber. 

Eine  Operation  zweiter  Art  F,  niit  sich  selbst  combiniert^  ergiebt 
eine  solche  von  erster  Art: 
(2)  F2  =  F. 

Hierbei  unterscheiden  wir  die  Falle,  ob  die  so  zu  Tage  tretende  Sub- 
stitution V  die  identische  oder  eine  hyperbolische  oder  parabolische 
u.  s.  w.  ist  und  griinden  darauf  eine  Einteilung  der  Substitutionen  zweiter 
Art  in  Unterarten.  Beginnen  wir  sogleich  damit,  diejenigen  Substitu- 
tionen V  naher  zu  untersuchen,  welche  F2  =  1  geben  und  also  als 
Siibstitiitionen  von  der  Periode  gwei  zu  bezeichnen  sind. 
Die  zu  (1)  inverse  Substitution  ist 

(3) 


wobei  a  zu  a  u.  s.  w.  conjugiert  complex  sein  soil.  V  ist  dann  und 
nur  dann  von  der  Periode  zwei,  wenn  F""1  rait  V  identisch  ist.  Ver- 
suchen  wir  also  die  Ooefficienten  in  (1)  und  (3)  proportional  zu  setzen: 

—  ^=#a7     J=jz;6;     c=7tc,     — a=ftd 
und  discutieren  die  solchergestalt  erhaltenen  vier  Gleiclmngen. 

Ist  wenigstens  einer  der  beiden  Ooefficienten  &>  c  von  0  verschieden, 
so  konnen  wir  ihn  aueh  als  reell  voraus setzen,  was  notigen  Falls  durch 
die  offenbar  noch  freistehende  Behafkmg  der  vier  Coefficienten  in  (1) 
mit  einem  geeigneten  genieinsamen  Factor  erreicht  wird.  Dann  aber  ist 
ersichtlich  der  soeben  eingefuhrte  Proportionalitatsfactor  TC  —  1?  und  in- 

*)  Of.  ,,IkoB.M  p.  30  Formel  (2). 
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clem  wir  uoch  die  Coefficienten  in  ibre  reelleu  und  imaginaren  Bestaiidteile 
a  =  ct-L  +  ia*  u-  s.  w.  trennen,  kommt  als  Gestalt  von  F: 

" 


mlclie  Substitution  zweitcr  Art  tltatscicldicli  die  Periods  jswei  lesitzt. 

Vercliwinden  andrerseits  zngleicli  I  und  c7  so  erkennt  man  sotbrt 
als  hinreichencle  und  notwendige  Bedingung  fur  die  Identitat  von  (1) 
und  (3)  die,  dass  -|-  eine  Zahl  vom  absoluten  Betrage  1  ist.  Die 

Operationeii  dieser  Art  aubsumieren  sicb  aber  offenbar  unter  die  Sub- 
stitutionen  cler  Form  (4)?  und  wir  gewinnen  dergestalt  den  Satz:  Die 
Operationcn  swelter  Art  von  d&r  Pcriode  givel  werden  durcli  die  Sub- 
stitutionen  der  G-estalt  (4)  gerade  erscliopfend  dargestellt. 

Um  die  Pixpunkte  der  Substitution  (4);  wofern  sie  solclie  bat; 
zu  berecbnen,  setzen  wir  in  (4)  F(0)  =  e  —  v  +  iy  und  erlialten 

(5)  CL(X*  +  f)  —  2a,x  —  2a2y  —  I,  =  0  , 

eine  Gleiclumg,  aus  welcber  sicli  die  imaginaren  Bestaiidteile  idcntiscli 
fortgehoben  baben.  In  (5)  liaben  wir  nun  die  Gleichung  eines  Kreises 
der  complexen  ^-Ebene  vor  uns,  der  re  ell  oder  unendlich.  klein  oder 
scliliesslich  imaginar  ist,  je  nachdem 

«!2  +  «22    +  &L«l  ^  0 

ist.  Links  steht  bier  die  Determinante  der  Substitution  (4),  negativ 
genonamen.  Da  der  Wert  0  ftir  dieselbe  ausgesclilossen  ist,  so  Itciben 
wir  eine  erneitte  Teiluny  der  hier  in  Rede  stehenden  Oyerationen  in  8^vei 
Unterarten,  je  nachdem  der  Kreis  (5)?  ivelclier  die  vermoye  V  sick  selbsb 
entsprccJienden  Punlzte  liefert}  reell  oder  imaginar  ist,  d.  It.  mit  anderen 
Worten,  je  naclidem  die  Determinante  der  Substitution  (4)  negativ  oder 
positw  ist.  Die  Operationen  der  ersten  dieser  beiden  Unterarten  sind 
diejenigen,  welche  wir  im  vorigen  Abscbnitt  als  Sgiegclungen  bezeicli- 
ueten.  Wir  wollen  jetzt  diese  Benennung  iiberhaupt  auf  die  Substita- 
tionen  zweiter  Art  der  Periode  zwei  ausdehnen  und  nennen  dem- 
entsprechend  den  der  einzelnen  derartigen  Substitution  zugeliorigeu 
Kreis  (5)3  gleichgultig  ob  er  reell  oder  imaginar  ist,  ihren  Symmetric- 
Oder  Spiegelkreis. 

Sei  nunrnelir  die  Substitution  (1)  von  einer  hoheren  als  der  zweiton 
Periode,  so  bilden  wir  uns  vor  allem  die  Substitution  orster  Art 

(6)  F2(V)  =  (^  +  &c)g  +  ab  +  I'd 

(ca  +  dc)0  +  cb  +  dd 

und  bezeiclinen  die  bier  auftretenden  Coefficienten  abgekurzt  bez.  clurch 
a',  1)',  cr,  d'.  Die  Determinante  derselben  ist 
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a' d'  —  Vc  =  .ad  —  bc)(arf  —  ht) 

und  also  eine  reelh  posltice  ZaltL  Desgleichen  hat  die  Sunime  des 
ersten  und  vierten  Coefficienten 

tt'-f-  <T  =  a(t  +  dd  -f-  be  +  JjC 

ersichtlich  einen  reelltn  Zahlwert.  Diese  beiden  Angaben  gentigen, 
um  zu  erkennen,  dass  (6}  niemals  cine  lorodromisclic  Substitution  sein 
Itann.  In  der  That  ist  die  in  §  1  (p.  164)  niit  &  bezeichnete  Zahl,  fur 
die  Substitution  F2  berechnet: 

so  dass  fur  die  hier  eintretenden  Werte  von  a'}  b',  c',  d'  der  Zahlwerfc 
von  ~k  entweder  reell  und  positiv  oder  complex  voni  absoluten  Be- 
trage  1  ist,  womit  unsere  gerade  geschehene  Behauptimg  dargethau 
ist.  Wenn  wir  also  F  als  hyperbolische  Substitution  zweiter  Art 
bezeichnen,  falls  F2  eine  ebensolche  Substitution  erster  Art  ist,  und 
so  fort?  so  haben  wir  als  Unterarten  der  Operationen  ziveiter  Art  nur 
nocJi  die  liyperbolische,  parabolische  und  elliptische  zu  nennen.  Die  Sub- 
stitution F  gehort  in  die  erste;  zweite  oder  dritte  dieser  Unterarten; 
je  nachdeni  die  erste,  zweite  oder  dritte  der  Bedingungen 

(1)  (a a  +  dd  +  be  -}-  bc)^  ^  4(ad  —  be)  (a  d  —  be) 

zutrifft. 

Indem  wir  jetzt  nach  den  Fixpunkten  einer  Substitution  F  frageu? 
beachten  wir;  dass  jeder  derselben  auch  fur  die  Substitution  erster 
Art  F^  Fixpunkt  sein  miisste.  Sonach  kann  F  hochstens  zwei  Pix- 
punkte  besitzen^  die  noch  dazu  fur  eine  parabolische  Substitution  V 
in  einen  coincidieren  mussten.  Uni  dies  genauer  zu  untersuchen,  be- 
zeichnen  wir  die  Fixpunkte  von  F3  niit  ^  und  #%.  Unter  Aowendung 
von  F  werden  cliese  beiden  Punkte  entweder  perinutiert  oder  jeder 
fiir  sich  bleibt  an  seiner  Stelle;  in  der  That  wolle  man  beachteD,  dass 
niit  5X  auch  8\  =  F(^t)  infolge  von 


Fixpunkt  der  Substitution  erster  Art  F2  ist.  Eine  parabolisclie  Sul- 
stitution  V  hat  sonacli  stets  einen  FixpunM,  w'ahrend  weiterhin  die  SacL- 
lage  die  ist,  dass  unter  Anwendmg  von  V  die  beiden  Fixpunkte^  #%  von 
F2  einzeln  an  ihrer  Stelle  bleib&n,  falls  V  J^yperbol^$ch  ist,  dassdagegen  &lt  #% 
ditrcli  V  permutiert  werden,  falls  diese  Substitution  elliptiscli  ist.  Beim  Be- 
weise  dieser  Behauptung  ist  es  statthaft,  die  beiden  Fixpunkte  gl  9  s2  von 
F2  in  einer  beliebig  gewahlten  speciellen  Lage  anzunelimeu.  Benutzen 
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wir  also,  wie  schon  ofter,  ^  =  0,  ssa  =  oo.  Eine  Substitution  F, 
welche  diese  beiden  Punkte  einzeln  an  ilirer  Stelle  lasst,  hat  notweudig 
die  Form  er  =  oi\  andrerseits  hat  eine  Substitution  F,  die  jene  Punkte 
permutiert,  die  Form  a'  —  -I-  •  Da  ist  nun  wirklich  die  erste  unter 

diesen  beiden  Operationen  hyperbolisch,  die  zweite  elliptisch,  wie  man 
durch  Berechnung  der  beztiglichen  Substitutionen  F2  sofort  bestatigt. 

§  16.     Erweiterting   einer   eyclischen   Gmppe   nicht-loxodromisclier 
Operationen  erster  Art  diarch.  zugehbrige  Spiegelxtngen." 

Sei  F  zunachst   irgend   eine   hyperbolische   oder  elliptische   Sub- 
stitution, F  aber  eine  Spiegelung.    Aus  ihnen  bilden  wir  uns  die  Sub- 
stitution erster  Art:  _          __ 
(1)                                              F'  — F"XFF 

und  sagen,  sie  entstete  aus  F  durch  Transformation*}  verinoge  der 
Spiegelung  F.  Sind  gl9  %  die  Fixpunkte  von  F,  so  sind  F(^)  und 
F(#2)  diejenigen  von  F',  wie  man  sofort  zeigt.  Verlangen  wir  also, 
dass  F  und  F'  die  namlichen  Fixpunkte  besitzen,  so  muss  Operation  F 
die  Punkte  ^ ,  02  entweder  einzeln  in  sich  transformieren  oder  permutieren, 
Beschranken  wir  uns  hier  der  Einfachheit  wegen  auf  Spiegelungen  F 
mit  reellem  Syrnmetriekreis,  so  ziehen  wir  nun  zweckmassig  Fig.  40 
(p.  171)  mit  ihren  beiden  Kreissystemen  heran,  durch  welche  wir  seinerzeit 
die  Substitution  F  geometrisch  deuteten.  Wir  gewinnen  so  ohne  weiteres 
den  Satz:  Sollen  V  und  V  die  namlichen  Fixpunkte  besitgen,  so  ist  da&u 
nur  die  eine  Bedingung  erforderlicli,  dass  der  SymmctricJcreis  von  V 
Bahnczirve  oder  Nweaulinie  der  Substitution  F  ist. 

Wollen  wir  des  naheren  untersuchen,  zu  welcher  Substitution  F' 
wir  dergestalt  gefiihrt  werden,  so  diirfen  wir  uns  fiir  die  explicite 
Eechnung  ersichtlich  wieder  der  Fixpunkte  ^  =  0?  5f2  =  oo  bedienen  und 
konnen  iiberdies  unter  den  Bahncurven,  sowie  unter  den  Niveaulinien 
speciell  gewahlte  als  Symmetriekreise  der  in  Anwendung  zu  bringenden 
Spiegelungen  zu  Grunde  legen.  Schreiben  wir  also  erstlich  V(&)  ™  us, 
unter  F  eine  hyper bolische  Substitution  verstehend,  uud  bringen  die 
Spiegelung  an  einer  zugehorigen  Bahncurve  V(i)  =  &  zur  Anwendung. 
Da  zeigt  sich  sofort,  dass  F"~1FF=  Fist.  Bringen  wir  indes  die 
Spiegelung  an  einer  beztiglichen  Niveauliuie  V(#)  =  ---  zur  Verwen- 

8 

dung,  so  zeigt  sich  ebenso  leicht  die  Richtigkeit  der  Gleichung 

F^FF—  F""1. 

*)  Of.  7,Ikos."  p.  6,  7. 
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Indem  wir  dieselbe  Betrachtung  sofort  aucli  fur  eine  elliptische  Sub- 
stitution V  durehfuhren,  ergiebt  sicli  das  Resultat:  Durcli  Spiegelung 
YB  an  einer  Bahncurve  icird  eine  elliptisclte  oder  liyjper'bolisclte  Substitu- 
tion V  stets  in  sicli  trans formiert: 

(2)  vjlrfB=  F; 

durcli  Spiegelung  V$  an  einer  Niveaulinie  iclrd  liingegen  V  in  Hire 
inverse  Substitution 

(3)  Fj'FTy-F-1 
transformiert. 

In  vollig  gleielier  Form  gilt  dieser  Sat0  auch  fiir  die  pardbolisclien 
Siibstitittionen.  Setzen  wir  namlieh  V(i)  =  £  +  6,  unter  I  eine  reelle 
Zahl  verstanden,  so  ist  VB(&)  =  8  Spiegelung  an  einer  Balincurve; 
F^(^)  =  —  &  aber  eine  solclie  an  einer  Niveaulinie.  Da  bestatigt 
man  nun  sofort,  dass  auch  unter  der  jetzigen  Bedeutung  von  F,  F^,  F^ 
die  Gleicliungen  (2)  und  (3)  gelten. 

Die  Formeln  (2),  (3)  geben  nun  den  Ansatzpunkt  zu  einer  weiteren 
sehr  wichtigen  Folgerung.  Wenn  wir  neben  der  nicht-loxodromisclien 
Substitution  F  auch  noch  die  Spiegeluug  F  an  einer  ihrer  Bahncurven 
oder  Niveaulinien  als  Erzeugende  einer  Gruppe  ansetzen,  so  wird  diese 
Gruppe  sicher  die  Substitution  en 

(4)  V,     V»V,     (»  — 0,  ±1,±2,  -..) 

besitzen.  Da  ist  es  nun  die  Polge  der  Gleichung  (2)  bez.  (3);  dass 
hierniit  auch  alle  Operationen  der  gemeinfcen  Gruppe  angegeben  sind; 
denn  auf  Grund  dieser  Gleichungen  lasst  sich  jede  aus  F  und  F  er- 
zeugbare  Operation  entweder  auf  die  Form  Vn  oder  FWF  bringen,  je 
nachdem  dabei  die  Spiegelung  F  eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl 
von  Malen  Anwendung  fand.  Die  gewonnene  Gruppe  enthalt  die 
cyclische  Gruppe  der  Substitutionen  Vn  als  Untergruppej  dabei  nehmen 
wir  nur  eine  schon  in  den  Vorlesungen  iiber  das  Ikosaeder*)  gebrauchte 
Ausdrucksweise  wieder  auf,  wenn  wir  sagen,  jene  Gruppe  entstelie  aus 
dieser  Hirer  eyelischen  Untergruppe  durcli  Erweiterung  vermoge  einer  m- 
gehorigen  Spiegelung  F.  Zwecks  einer  kurzen  Benennung  werden  wir 
aueh  wohl  von  einer  erweiterten  eyelischen  Gruppe  sprechen,  ohne  da- 
mit  behaupten  zu  wollen,  dass  diese  selbst  eine  cyclische  Gruppe  sei. 
Die  Eigenart  einer  solchen  erweiterten  Gruppe  ist  nun  sehr  ver- 
schieden,  je  nachdeni  die  zur  Erweiterung  verwendete  Spiegelung  an 


*}  Cf.  ,,Ikos."  p.  23,  24. 
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einer  Babncurve  oder  einer  Xiveanlinie  der  Substitution  F  gesdhah. 
Betracbteu  wir  zuvorderst  den  ersten  Fall,  bei  deni  also  Gleiehung  (2; 
zur  Yerwendung  komnat,  so  entbalt  die  erweiterte  Gruppe  ausser  der 
acbon  narnbaft  gemachien  cycliscben  Untergruppe  der  Substitutionen 
Vn  vor  allem  aucb  nocb  diejenige  unifussendste  cyclisclie  Untergruppe, 
welclie  aus  der  Operation  zweiter  Art  FF  sich  erzeugen  lasst.  Diese 
Operation  VV  ergiebt  mit  sich  selbst  combiniert  F3: 

wie  aus  <2)  sofort  entspringt,  und  <&  stimmt  sonach  VV  in  Ansehung 
tier  Unterart  mit  F~  und  also  auch  mit  V  iibtrein.  Auf  Grund 
von  (5)  bind  dann  die  l)perationen  der  aus  VV  entspringenden  cy- 
cliscben Gruppe  insgesamt  durcb 

dargestellt. 

Diese  Benierkungen  gewinneu  nocli  an  Bedeutung,  wenn  wir  be- 
weiser,  dass  tcir  auf  diesem  Wege  iiberliauyt  zu  alien  cydisclien  Gniypen 
ydangen  Itinnen,  die  sich  aus  Operationen  g welter  Art  mit  einer  Periode 
>  2  lierstellen  lassen.  In  der  That  lasst  sich  jede  solche  Operation  chirch 
Combination  einer  nicht-loxodromischen  Substitution  V  mit  der  Spiegelung 
V  an  einer  zu  V  gehorigen  Bahncitrue  in  der  Gestalt  VV  darstellcn. 
Wir  werden  diesen  Satz  leiebt  durcb  explicite  Recbnnng  verificieren, 
bei  der  wir  die  Fixpunkte  der  in  Betracht  konimeiiden  Substitutionen 
bei  £  =  0  und  ^  =  oo  bez.  bei  ^  =  00  allein  annehnien,  letzteres  im 
Falle  wir  mit  parabolischen  Substitationen  zu  tbun  haben.  Fiir  unsere 
drei  Unterarten  yon  Substitutionen  kommen  namlich  bei  dieser  speciellen 
Lage  der  Fixpunkte  die  Formen: 

--•»* 


» 2 
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die  wir  sogleich  in  zweckmassiger  Gestalt  berricbteten.  Die  einzelne 
dieser  Substitutionen  kann  nun  als  Combination  VV  dargestellt  werden, 
wenn  bez.  V  und  V  die  Bedeutungen  baben: 


_ 
V(p)  _  g  +  ^eT,     f  (*)  =  eP'*  +  K*ie  "  . 

Hier  ist  aber  in  der  Tbat  in  alien  drei  Fallen  F  Spiegelung  an  einer 
Bahncurve  von  V.     Ubrigens  zeigt  sicb  auch  aufs  leicbteste,  dass  die 
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cinzehie  Operation  zii'cllzr  Art  audit  nttr  auf  cine  IVcibc  in  der  tjtMcinten 
Gestalt  VV  darsMlljar  ist. 

1st  auf  cler  anderen  Seite  V  Spiegelung  an  einer  Xiveaulinie 
von  Vj  so  hat  die  enveiterte  Gruppe  eine  we^entlich  andere  Structure 
Da  man  aus  ,3)  Leiclit  WIIY  =  V  l  iiir  jeden  ganzzahligen  Ex- 
ponenteu  h  ableitet,  so  1st  jede  der  jctzt  hi  liede  slclienden  cnccitertcn 
Gruppe  angel  lufcndv  Substitution  ztveiter  Art  V'1  V  eine  Siriegelung,  deren 
Symmdrieltreis  crslclttllcli  2\tccaulhiie  von  Y  1st.  Die  erweiterte  Gruppe 
hat  souiit  abstract  genommen  den  Typus  einer  I)icdergmjjpc.  Bemerken 
wir  letzten  Endes  noch;  dass  sich  nnsere  Gruppe  durch  gewisse  Paare  ihr 
angehoriger  Spiegelungen  erzeugen  lasst;  das  leisten  z.  B.  die  beiden 
Spiegelungen  F  nnd  V  =  VV. 

§  17.    FTindamentalbereiclie  fiir  die  zuletzt  betrachteten  erweiterten 

Gruppen. 

In  tJbertragung  unserer  oben  eingeftihrten  Begrilie  nennen  wir 
zwei  Punkte  der  ^-Ebene  bezuglich  einer  erweiterten  Gruppe  be- 
sprochener  Art  einander  aquivalent,  wenn  der  eine  in  den  anderen 
durch  eine  Operation  erster  Art  Vn  oder  eine  solche  der  zweiten  Art 
VnV  der  Gruppe  iibergeht.  Ein  Pundamentalbereieh  der  erweiterten 
Gruppe  vrircl  ein  solcher  Bereich  sein;  cler  fur  jeden  beliebigen  Punkt 
der  Ebene  einen  nnd  nur  eiiien  als  aquivalent  beziiglicli  der  erweiter- 
ten Gruppe  aufweist.  Die  ausfiihrliche  EntwicHung  der  Fundamental- 
bereiche  fiihren  wir  hier  nur  bei  der  zweiten  eben  zuletzt  besproehenen 
Classe  erweiterter  Gruppen  durch  ,  bei  denen  V  Spiegelung  an  einer 
Niveaulinie  von  V  war;  diese  Gruppen  allein  sind  fiir  spatere  Ver- 
wendung  von  Wichtigkeit  *).  Aucli  hier  niag  die  eingehendere  Behand- 
lung  des  hyperbolischen  Falles  geniigen. 


*)  tJbrigens  lassen  sich  die  erweiterten  Gruppen  der  ersten  Classe  leiciit  erledigen. 
Man  ziehe,  -wie  es  auch  im  Texte  geschieht,  die  fruher  angegebenen  Gestaltea  des 
Fundamentalbereichs  fiir  die  im  Einzelfall  in  Betracht  kommende  cyclische  Gruppe 
der  Subatitutionen  Vn  heran.  Durch  die  ala  Symmetriekreis  von  V  fungierende 
Bahncurve  von  V  wird  dieser  Bereich  in  zwei  bezuglich  dieser  Bahncurve  sym- 
nietrisclie  Teile  zerlegt,  von  denen  man  einen  zum  Fundamentalbereieh  der  er- 
weiterten Gruppe  ausw'ahlen  kann.  Die  Gestalt  desselben  und  die  Zugehorigkeit 
der  Randpunkte  zu  diesem  wird  man  mit  Hilfe  der  friiheren  Figuren  44  (p.  187)  etc. 
leicht  feststellen.  Durch  einmalige  Anwendung  der  Substitution  V  entspringt  aus 
dem  so  gewonnenen  Bereich  ein  neuer,  demselben  benachbarfcer.  Mit  ihm  vereint 
giebt  er  leicht  ersichtlich  einen  Fundamentalbereieh  fiir  diejenige  cyclische  Gruppe, 
welche  sich  aus  der  Operation  VV  erzeugen  lasst,  eine  Operation,  die  sich,  wie 


S>Q4  U,  1.    Von  den  linearen  SuUtitutionen  eicer  VariaLelen 

Setzen  wir,  die  oft  gebrauchte  specielle  Lage  der  Fixpunkte  wiecler 
benutzend,  r<V;  —  **  und  also  V(/j  =  ^  mit  positiven  reellen  Zahlen 

x,  x',  deren  erste  noch  dazu  von  1  verschieden  sein  muss,  so  ge- 
h'oreu  der  erweiterten  Gruppe  insbesondere  die  Operationen  zweiter 

Art  ;?'  =  ^  an;  deren  Symmetriekreise  durch 

% 
(1)  yr  +  f  =  *»»',     (w  =  —  oo [-00) 

gegeben  sind.  "Wir  bezeiehnen  den  einzelnen  uiiter  ihnen  im  An- 
schluss an  die  ihm  zugehorige  Zalil  n  durch  Sn.  Bs  ist  aufs  leich- 
teste  bestatigt,  dass  durcli  einnialige  Anwendung  der  Substitution  V 
der  Kreis  Kn  in  J^  +  a  ubergefuhrt  wird.  Constatieren  wir  also, 
dass  irgend  zwei  Kreise  Kn  und  J£n+2  einen  Fundamentalbereich  fur 
die  ursprunglicte  cyclische  Gruppe  der  Substitutionen  Vn  eingrenzen. 
Wir  wollen  diesen  Bereieh  kurz  B  nennen. 

Der  Bereieh  B  wird  alsdann  durch  den  Kreis  JST».+  i  in  zwei  ring- 
formige  Bereiche  zerlegt,  die  einander  lesiiglicli  dieses  Kreises  sym- 
metrise?* sind]  denn  in  der  That  sind  die  beiden  auf  Kn  bez.  Kn+z 
liegenden  Punkte  V»*S7>  ]/3?+"s"^i7  einander  beziiglich  Kn+1  sym- 
metrisch.  Einen  dieser  beiden  den  Bereieh  B  zusammensetzenden  Binge 
nennen  wir  5  und  lesitzen  dann  in  Him  einen  FwidamentaTberticli  fur 
iDisere  erweiterte  Qmppe. 

In  der  That  hat  jeder  Punkt  0  der  Ebene  einen  aquivalenten  ^ 
im  Bereiche  B.  Liegt  ^0  aber  nicht  schon  selbst  im  Bereiche  B,  so 
gilt  dies  sicher  von  dem  mit  ihra  aquivalenten  Punkte  *0'  —  Vn+l  F(*r0) . 
Andrerseits  kann  B  keine  zwei  beziiglich  der  erweiterten  Gruppe  aqui- 
valente  Punkte  aufweisen.  Jedenfalls  konnte  namlich  der  eine  von 
zwei  solchen  nicht  durch  eine  der  Gruppe  angehorende  Operation  erster 
Art  in  den  anderen  libergehen,  da  B  ganzlich  innerhalb  des  Punda- 
naalbereichs  B  der  urspriinglichen  Gruppe  gelegen  ist.  Durch  eine 
Operation  zweiter  Art  der  Gruppe  konnen  aber  solche  zwei  Punkte 
auch  nicht  in  einander  iibergehen,  weil  sonst  der  Symmetriekreis 
dieser  Operation  zwischen  beiden  Punkten  hindnrchziehen  miisste^  was 
doch  bei  der  Lage  der  Kreise  (1)  ausgeschlossen  ist.  Sonach  haben 

wir  nochmals  erinnern,  als  die  allgemeinste  der  zweiten  Art  ansehen  lasst.  Wir 
uberlassen  jedoch  weitere  diesbeziiglicne  Atisfiihrungen  dem  Leser.  Dass  ubrigens 
der  Fundamentalbereich  fur  die  aus  einer  einzelneu  Spiegelung  mit  reellem 
Symmetriekreis  zu  erzeugende  cyclische  Gruppe  zweiter  Ordnung  entweder  aus  dem 
Jnnerea  des  beziiglichen  Symmetriekreises  oder  aus  dem  ausserhalb  desselben  ver- 
laufenden  Teile  der  Ebene  besteht,  durfte  sofort  evident  sein. 


tmd  ihrer  geometrischen  Dentnng. 
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wir  in  B  wirklicli  einen  Fund  amen  t  alb  ereich  fur  die  erweiterte  Grappe. 
Wir  setzen  noch  erganzend  hinzu,  class  laer  die  Handpuiikte  aus- 
naJimslos  dls  dem  BereicJte  ziigeltoriff  211  beiracliien  sind. 

Wir  nennen  jetzt  B  nach  der  identisclieu  Substitution  1  und  be- 
nennen  entsprechend,  gerade  wie  das  oben  in  §  11  aueh  geschab,  den 
aus  B  durch  die  einzelne  Operation  der  erweiterten  Gruppe  entspriagen- 
den  Bereich  naen  dieser  Operation.  Der  Gesamtlieit  der  Substitutionen 
der  erweiterten  Gruppe  entsprechen  solchergestalt  unendlich  viele  riDg- 
formige  Bereiche;  icelclie  sicli  allentJialben  glatt  an  einander  legen  tind  in 
Hirer  Gesamtlieit  die  8-Ebene  xollstandig  und  einfach  ledecfcen.  In  der 
That  folgern  wir  ja  aus  der  Begriffsbestimmung  des  Pundamental- 
bereichs,  dass  ein  beliebig  herausgegriffener  Punkt  0  in  einem,  aber 
auch  nur  in  einem  dieser  den  Substitutionen  der  Gruppe  zugeordneten 
ringformigen  Bereiche  gelegen  ist*). 

Unsere  unendlich  vielen  ringformigen  Bereiche  sind  nun;  wie  eine 
miihelose  Kechnung  zeigt?  gerade  diejenigen,  in  welche  die  #-Ebene 
durch  die  Kreise  (1)  zerlegt  wird.  Daher  treten  fur  die  Gestaltung 
der  Ringe  und  ftir  ihre  Haufung  gegen  die  Pixpunkte  hin  die  bereits 
von  friiher  her  bekannten  Verhaltnisse  ein.  Wir  haben  in  Pig.  52 


Fig.  52. 

versucht,  dieselben  durch  eine  Zeichnung  zu  erlautern.  In  dieser 
sind  beide  Fixpnnkte  als  ini  Endlichen  gelegen  angenommen  und  iiber- 
dies  die  Oonstanten  x,  K  so  gewahlt,  dass  unter  den  Kreisen  (1)  auch 

*)  Wofern  er  nicht  gerade  auf  dem  Grenzkreise  zweier  loenachbarten  Bereiche 
gelegen  ist. 
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die  fjvratle  Xiveaniinie  vorkommt.  Je  zwei  benaclibarte  Ringe  sind 
dann  uurcu  eine  Jer  Gruppe  angehorende  Operation  zweiter  Art  in- 
direct kreisvervrandt  auf  einaiider  bezogen.  Wir  haben  daber  unsere 
fruliere  ila&snahrae  der  wecliselnden  Schraffierung  wieder  zur  Aus- 
fibimg  gebracht. 

Wir  miissen  bier  endlich  uoch  von  der  Willktir  in  der  Gestalt 
des  Fundamentalbereichs  I>  bandeln.  Abgeseben  davon;  class  wir  £ilr 
denselben  eicen  beliebigen  unter  den  Ringen  in  Fig.  52  auswablen  konnen, 
ist  cJefselbe  offenlar  gestaltlich  vottig  lestimmt*},  indern  er  von  zwei  auf 
einander  folgenden  Kreisen  (1)  begrenzt  erscheint,  welche  letztere  mit 
der  erweiterten  Gruppe  fest  gegeben  sind.  Wir  haben  bier  also  einen 
sebr  bemerkenswerten  Unterschied  gegentiber  den  Fundamentalbereicben 
fur  die  cycliscben  Gruppen  aus  Operationen  erster  Art  allein;  in  der 
That  konnten  ja  diese  Bereiche  noch  in  der  mannigfaltigsten  Weise 
gestaltet  werden*^).  Wollen  wir  von  der  erweiterten  Gruppe  aus  zur 

urspriinglichen  cyclischen 
Gruppe  der  Substitutionen 
Vn  als  zu  einer  Unter- 
gruppe  jener  zurtickkebren^ 
so  ist  ja  bereits  durcb 
unsere  obige  Entwicklung 
der  einzuschlagende  Weg 
vorgezeichnet.  Wir  iverdcn 
off&ibar  $ivei  neben  einander 
liegende  Hinge  der  Fig.  52 
sit  emem  grossercn  Hinge  011 
vereinen  haben  j  welclier  uns 
den  gcsucJiten  Fundamental- 
bereicti  auf  diesem  Wege  giebt. 
Wir  erwabnen  diesen  an 

53. 

gegenwartiger  Stelle  selbst- 
verstandlichen  Satz  nur  deshalb,  weil  wir  ihn  spaterhin  zu  verall- 
gemeinern  haben  werden. 

Fur  den  elliptischen  und    paraboliscben  Fall  nehmen   die  "(Jber- 

*)  Voransgesetzt   ist  ubrigens,    dass    der  Fundaraentalbereicli  23  zusaminen- 
Jiaogend  sein,  d.  h.  nicht  in  getrennt  liegende  Stucke  zerfallen  soil. 

**)  Die  Besiimmtheit  der  Gestalt  von  B  hat  ubrigens  ihren  Grund  in  dem 
Umstande,  dass  sich  die  erweiterte  Gruppe  aus  Spiegelungen  erzengen  liisstj  in 
der  That  haben  wir  als  solche  erzeugende  Spiegelangen  am  Schluase  des  vorigen 
Paragraphen  die  beiden  Fund  VV  erkannt  Es  ist  im  Texte  nicht  Rauna,  auf 
diese  Verhaltnisse  noch  niiher  einzagehen. 


*and  iforer  geumetrischen  Deutung. 
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legungen  einen  vollig  analogeo  Weg,  wobei  claon  aueh  die  entspringen- 
«leii  Resultate  den  eben  erhaltenen  durehaus  entsprechen.  Es  scliieu 
cleshalb  niclit  erforderlieh,  liier  nocli  eirnnal  in  die  Eiuzelheiten  cler 


Pig   54 

Erorterung  einzufiihren.  Mag  es  gentigen;  dass  wir  die  eintretenden 
Verhaltnisse  noch  dureh  zwei  Figuren  (Fig.  53,  54)  illustrieren?  die 
ohne  weiteres  verstandlicli  sein  werden.  Der  elliptisclie  Fall  setzt 
dabei;  wie  auch  oben,  das  Verhaltuis  der  bezftglichen  Zahl  ^  zu  2 a 
als  em  nuuieriscli  rationales  Toraus. 


Nacli  der  sorait  abgeschlossenen  ailgemeinen  Betrachtung  der 
Operationen  zweiter  Art  konnten  wir  jetzt  insbesondere  zu  den  Modul- 
substitutionen  zuriickgehen  und  neben  den  oben  nntersuehten  nun  auch 
Modulsubstitutionen  zweiter  Art  in  Betracht  zieten.  Das  sind  jedoch 
Erorternngen;  die  wir  besser  fur  das  folgende  Kapitel  vorbehalten. 


Zweites  Kapitel. 

Ton  der  Modnlgruppe  imd  der  ilir  entspreclieuden  Teiluiig 
der  cj-Halbebeiie. 

Im  zehnten  Paragraphen  des  vorigen  Ka,pitels  haben  WIT  die  Be- 
griffe  der  Aquivalenz  uncl  des  Fundamentalbereiehs  allgemeiii  fur 
Gruppen  linearer  Substitutionen  festgelegt.  Dieselben  wurden  dann  ins- 
besondere  verfolgt  fur  die  cyelisehen  Gruppen,  sowie  fur  gewisse  aus 
ilinen  dureh  Erweiterung  vermoge  einer  zugehorigen  Spiegelung  ent- 
springende  Gruppen.  Im  nun  beginnenden  neuen  Kapitel  wolleii  wir 
jene  beiden  oft  genannten  BegrifFe  auf  die  Modulgruppe  anwenden. 
Wir  werden  dabei  Gelegenheit  haben,  in  ausfuhrliehster  Weise  auf 
die  Modulteilung  der  co-Halbebene  zuruckzugehen,  die  nns  nun  schon 
bei  verscMedenen  Gelegenheiten  entgegen  trat.  Das  gegenwartige  Kapitel 
soil  dazu  dienen,  die  Anschauung  jener  eigentiimlichen  Dreieeksfigur; 
sowie  ihrer  Beziehung  zur  Modulgruppe  in  soldier  Weise  zu  beleben, 
wie  es  die  spatere  Verwendung  derselben  zur  Behandlung  unseres 
gruppentheoretiselien  Grundproblems  als  wiinschenswert  ersclieinen  lasst, 

§  1.     Vorlaufige  Angaben  fiber  den  Ftmdamentalbereicli  der 

Modulgruppe. 

Wir  nannten  schon  oben  zwei  Punkte  o',  G>  der  coniplexen 
co-Ebene  einander  ~be$Hglicli  der  'M.odulgruppe  aqttivalenty  ivenn  der  eine 
am  dem  anderen  durcJi  irgend  eine  Modulsiibstitution: 


y<D 

hervorgelit.  Punktepaare  dieser  Art  werden  im  folgenden  immer  wieder 
zu  betracLten  sein;  wollen  wir  daher  bei  Angabe  ibrer  Aquivalenz 
den  Zusatz  ,?beziiglicli  der  Modulgruppe"  sparen,  so  oft  er  als  selbst- 
verstandlich  gelten  kann. 

TJnter  den  cyclisclien  Gruppen  giebt  es,  wie  wir  bei  Gelegenheit  sahen, 
solche,  fur  welche  Fundamentalbereiche  nicht  existieren.  Es  sind  diejenigen 
cyclischen  Gruppen,  welche  aus  sogenannten  aperiodischen  elliptischen 
Substitutionen  erzeugt  wurden.  Um  so  mehr  intissen  wir  bei  einer  nicht- 
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eyclisclien  Gruppe  Imearer  Snbstitutlonen,  welehe  uns  dureh  litre  Sub- 
stitutionen  gegeben  1st,  die  Frage  iiach  der  Existenz  ernes  zugehorigen 
Fundamentalbereiclis  zunaelist  als  eine  oifene  betrachten.  Aber  gerade 
wie  bel  der  Mehrzahl  der  cyelisehen  Gruppen  rcollen  wir  aueh  bier 
bei  der  Modnlgrnppe  diese  Frage  dadarcli  zur  Erledigung  bringen, 
dass  wir  einen  zugehorigeii  Fundament  alb  erelcli  tkatsaehlicli  angeben. 

Bei  diesein  Unternehmen  ruachen  wir  von  dem  selbstver stand- 
lichen  Grundsatz  Gebrauch;  dass  Punkte,  die  beztiglich  einer  eyclisclien 
Untergrappe  der  Modulgruppe  Equivalent  sind;  eben  deswegen  auch 
bezuglich  der  Modulgruppe  selbst  aquivalent  sind.  Wir  schliessen  so- 
fort:  Ein  Fundamenfalbereich  der  Modulgruppe  lasst  slcJi  jedesmal  wlliy 
innerlialb  des  Fundamentalbereiclis  -irgend  einer  der  Modulgruppe  ange- 
Wrigen  eyclisclien  Untergruppe  anordnen. 

Wahlen  wir  liierbei  zuerst  die  aus  der  Operation  $(«)  =  co  -j-  1  zu 
erzeugende  cyclische  Untergruppe  parabolischer  Substitutionen.  Deren 
Fundamentalbereich.  war*)  als  ein  Ebenenband  fixiert?  das  von  zwei  zur 

imaginaren    Axe    in    der   Entfernung   +  "o"   von    derselb631   parallelen 

Geraden  begrenzt  wurde.  Die  Punkte  der  linken  Grenzlinie  dieses  Be- 
reiclies  sollten  demselben  zugerechnet  werden. 

Als    eine    zweite    cyclisehe    Untergruppe    nelimen    wir    die    aus 

^(o)  = entspringende?  deren  Fondamentalbereich  der  ausserhalb 

des  Einheitskreises  belegene  Teil  der  co-Ebene  war**).  Dabei  sollten 
diejenigen  Grenzpunkte  demselben  zugerechnet  werden;  welche  den 
zwischen  +  i  und  —  i  fiber  —  1  verlaufenden  Halbkreis  bilden. 

Den  Fundamentalbereieh  der  Modulgruppe  konnten  wir  demnach 
einerseits  so  geformt  annehmen;  dass  er  ganzlich  zwischen  den  beiden 

zur   imaginaren   Axe    in    den  Entfernungen   +  -^  parallelen  Geraden 

gelegen  ist,  andrerseits  aber  auch  so,  dass  er  sich  ganz  ausserhalb 
des  Einheitskreises  der  o-Ebene  befindet.  Die  Frage,  die  wir  hier 
waiter  aufwerfen,  ist  aber  die:  Konnen  wir  den  gesuchten  Bereich 
nicht  so  gestalten,  dass  er  die  beiden  angegebenen  Lageneigenttimlich- 
keiten  zu  gleicher  Zeit  besitzt?  Bringen  wir  die  beiderlei  beschriebenen 
zu  8  und  T  gshorenden  Fundamentalbereiche  zur  Uberlagerung,  was  in 
Fig.  55  (p.  210)  geschieht,  so  bedecken  sie  gemeinsain  einen  Bereich  der 
o-Ebene;  der  aus  zwei  getrennten  zur  reellen  Axe  symmetrischen 
Stiicken  besteht,  wie  sie  in  der  Figur  durch  Schraffierung  hervor- 
gehoben  wurden.  Wird  sich  also  innerlialb  des  so  eingegrenzten;  aus 


*)  Cf.  §  14  des  vorigen  Kapitels  (p.  194).     **)  Man  sehe  die  Pig.  48  (p.  193), 

Klein-Pricko,  Modulfuactioncu,  14 
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zwei    getrennt    liegenden   Stiicken    bestehenden   Bereiches    eiu    Funda- 

uientalbereieh  der  Modulgruppe  eingrenzen  lassen? 

ThatsacUicl   filer  lialen   mr  i>t>  dem    In  Fig.  55    scliraffierten  Be- 
i  »  reiclte   sellst   tereits   einen   Fundamentallereicli 

der  Modulgruppe  gef  linden,  wie  wir  in  dem 
folgenden  Paragraphen  zum  Naclaweis  bringen. 
BemerkeB  wir  nur  vorab  erst,  dass  uns  die 
Gestalt  des  gewonnenen  Bereiches  keineswegs 
fremd  ist.  Der  in  der  positiven  Halbebene 
belegene  Teil  desselben  wird  durch  die  ima- 
ginare  Axe  in  zwei  symmetrisclie  Halften  zer- 
legt,  deren  linke  gerade  das  Ausgangsdreieek 
der  Fig.  36  (p.  113)  darstellt.  Der  obereTeil  des  in 
Fig.  55  gezeichneten  Bereiches  stellt  also  den 
Complex  eines  schraffierten  und  eines  ihm 
benachbarten  freien  Dreiecks  der  Modulteilung 
dar  und  bildet  gerade  selbst  wieder  ein  Kreis- 
bogendreieck;  jedoch  rnit  den  "Winkeln 

—      5.     0 
3  >    "3  >   U' 

Der  untere  Teil  des  Bereiches  Fig.  55  ist  ein- 
fach  das  Spiegelbild  des  oberen  an  der  reellen 


Wollten  wir  schon  jetzt  in  ausftihrlicher  Weise  die  Modulteilung 
zum  erneuten  Gebrauch  heranziehen,  so  wiirden  wir  in  der  That  init 
Hilfe  einer  kurzen  Schlusskette  in  Fig.  55  einen  Fundamentalbereich 
<ler  Modulgruppe  erkennen.  Es  wiirde  ein  solches  Verfahren  sogar 
besonders  gut  unserer  allgemeinen  Absicht  entsprechen?  die  geo- 
metrische  Anschauung  und  die  gruppentheoretisehe  Begriffsbildung  in 
fortwahrender  lebendiger  Beziehung  zu  halten.  Inzwischen  wollen  wir 
den  Beweis  unseres  Satzes  vorerst  auf  directem,  zahlentheoretischen 
Wege  fUhren,  well  wir  uns  einerseits  derart  besser  an  das  yoraufgehende 
Kapitel  anschliessen  und  andererseits  so  weitere  spater  doch  nicht 
zu  umgehende  Satze  gewinnen  werden.  Unsere  tlberlegung  zerfallt 
in  zwei  Teile,  einen  negativen,  in  welchem  wir  zeigen,  dass  der 
Bereich  Fig.  55  keine  zwei  aquivalente  Punkte  enthalt,  und  einen 
positiven,  wo  zu  beweisen  ist,  dass  wirklich  jeder  Punkt  der  o-Ebene 
eineu  aquivalenten  im  Bereiche  besitzt*). 


*)  Fur    den    hier   zunM-chst   einzuschlagenden  Gedankengang  kann  man  als 
Originalarbelten  erstlich  den  oft  genannten  Dedekind'schen  Brief  an  Borchardt 


nnd  der  ihr  entsprechenden  Teilung  der  co-Halbebene. 

§  2.     Hahere  Betrachtung  des  Fundamentalbereichs.    Kegativer  Tell 
des  erforderlichen  ETaeliweises. 

Wir  zeigen  zunaehst,  class  in  dem  oft  genannten  Bereicli  Fig.  55 
keine  zwei  bez!5glich  der  ilodulgruppe  'aquivalente  Punkte  esistieren 
konnen,  was  dureh  Ruckgang  auf  die  in  den  §§  13  und  14  des  vorigen 
Kapitels  entwickelten  Satze  ohne  iliike  geschieht,  Waren  etwa  ent- 
gegeu  unserer  Behauptung  ©'  und  eo  zwei  im  Bereiche  gelegene  aqui- 
valente Punkte,  so  kann  bei  der  Art,  wie  wir  den  Bereicli  gewonnen 
haben?  diese  Aquivalenz  sieher  weder  durch  eine  Operation 

S*(<D)-0>  +  /J, 

nock  auch  durch  jT(o)  **** vermittelt  sein.     Zwar  geHt  die  linke 

gerade  Grenze  des  Bereiche s  durch  Anwendung  der  Substitution  S  in 
die  rechte  fiber,  aber  von  beiden  sollte  ja  auch  nur  die  eine  dem  Be- 
reiche zugehoren.  Desgleichen  sind  auf  den  beiden  kreisbogenformigen 
Grenzstucken  des  Bereiches  die  Punkte  immer  zu  Paaren  aquivalent, 
indem  sie  darch  die  Operation  T  in  einander  ubergefiihrt  werden. 
Aber  von  diesen  beiden  Grenzstucken  sollten  ja  auch  immer  nur  die 
starker  gezeichneten  Halften  deni  Bereiche  zugehorige  Punkte  liefern. 
Notwendig  miisste  also  die  Aquivalenz  der  beiden  supponierten 

Punkte  a/,  co   unseres.  Bereiches   durch   eine   Substitution  a/  ==  gm  "j"  P 

*  y  00   +  $ 

vermittelt  werden,  die  ein  y  ^  0  hat  und  von  T  versehieden  ist.  Dann 
aber  nehmen  wir  den  friiher  (p.  196)  erhaltenen  Satz  zu  Hilfe:  Unter 
den  beiden  hinsichtlich  einer  solchen  Substitution  aquivalenten  Punkten 

&f}  co  liegt   wenigstens    der   eine   vom   reellen   Punkte   —   oder   vom 

—  f5*  1 

anderen  in  einer   Entfernung   <^ — ;  y  dabei  als  positiv  gedacht. 

Nun  ziehe  man  die  Lage  unseres  Bereiches  in  der  o-Ebene  heran. 
Liegen  wirklich  &'  und  o>  beide  in  demselben,  so  hatten  wir  dem  ge- 
nannten  Satze  zufolge,  wie  man  sieht;  notwendig  y  =  1,  wahrend  zu- 
gleich  eine  der  Zahlen  a  oder  8  verschwinden  miisste.  Wir  sehen  uns 
dergestalt  auf  die  Substitutionen  beschrankt: 

/          ccco  —  1  /  —  1 

CO     =  ,       CO 


.         wj      —  | 

eo        7  CD  -j- 

Aber  die  Substitutionen  der  ersten  Form  sind  die  inversen  zu  den  in 


in  Crelle's  Journal  Bd.  83  vergleichen,  dann  aber  aucli  namentlich  Hurwitz'  Ab- 
handlung  ^Grundlagen  einer  independenten  Tlieorie  der  elliptischen  Modulfwnc- 
tionen  u,  s.  w."  Math.  Annaleo  Bd.  18  (1881),  p.  528. 

14' 
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.ler  zweiten  Form  entlmltenen.  Da  nun  inverse  Substitutionen  der 
namliehen  eyclischen  Untergruppe  angehoren,  so  konnen  wir  die 
weitere  Betraebtung  auf  »'  =  ^=-  beschranken.  Den  Fundamental- 
raum  dieser  Substitution  bez.  der  aus  ihr  entspringenden  eyclischen 
Gruppe  hatten  wir  friiher  dureh  zwei  Ereise  mit  dem  Radius  1  urn 
co  =  0  and  co  —  cc  eingegrenzt;  jedesmal  sollten  dabei  die  Punkte  des  um 
0=0  gelegtenKreisesdem  so  gestalteten  Fundamental  ereichezugehor  en. 
Man  braucht  sich  diese  geometrischen  Yerhaltnisse  nur  klar  vorzustellen, 
um  zu  erkennen,  dass  der  Bereich  Fig.  55  bei  beliebigem  Werte  von  a 
ganzlich  innerhalb  des  fur  die  Substitution  &  =  ™  ~  angegebenen 
Fundamentalbereiches  gelegen  ist.  Damit  ist  aber  die  Unmogliclikeit 
unserer  Annahme,  dass  die  aquivalenten  Punkte  &',  &  beide  im  oft 
genannten  Bereiche  liegen,  zur  Evidenz  gebracnt. 

Den  geometrischen  Inhalt  unserer  bisherigen  Uberlegang  konnen 
wir  in  Kurze  noch  folgendermassen  zusammenfassen.  Wir  denken  uns 
fur  alle  in  der  Modulgruppe  enthaltenen  eyclischen  Untergruppen  die 
Fundamentalbereiche  zu  gleicher  Zeit  in  der  co-Ebene  entworfen,  und 
zwar  gerade  in  den  Gestalten,  die  wir  im  vorigen  Kapitel  fur  die- 
selben  auswahlten.  Da  zeigt  sich,  dass  ein  Bereich  (nainlich  der  in 
Fig.  55  schraffierte)  ausnahmslos  alien  jenen  einzelnen  Fundamental- 
bereichen  genieinsam  ist.  Dass  dieser  dann  keine  gwei  beziiglich  der 
Modulgruppe  aquivalente  Punkte  besitzt,  ist  sogleich  deutlich.  Dass 
er  aber  auch  fur  jeden  beliebigen  Punkt  o>  einen  aquivalenten  aufweist, 
miissen  wir  nun  noch  ausfuhrlicher  zeigen. 

§  3.     FortsetssTing:    Positiver   Tell  des  Haelrweises.     Willk-ur  in  der 

Gestalt  des  Fundamentalbereicns. 

Um  den  noch  erforderlichen  Nachweis  zu  fiihren,  mtissen  wir  far 
die  Punkte  der  o-Ebene  eine  dreifache  Lage  unterscheiden.  Die  reelle 
co-Axe  ist  Bahncurve  fiir  jede  Modulsubstitution.  Ein  Punkt  der  posi- 
tiven  Halbebene  ist  deshalb  stets  nur  wieder  mit  einem  ebensolchen 
Equivalent,  desgleichen  ein  Punkt  der  reellen  Axe  stets  wieder  mit  einem 
reellen  und  endlich  ein  Punkt  der  negativen  Halbebene  nur  wieder  mit 
einem  Punkte  dieser  letzteren.  Fur  einen  im  Innern  der  einzelnen  Halb- 
ebene gelegenen  Punkt  mtissen  wir  demnach  einen  aquivalenten  in  deni- 
jenigen  Dreiecksraum  nachweisen,  welchen  Fig.  55  fur  eben  diese  Halb- 
ebene liefert.  Hier  gestatten  aber  beide  Halbebenen  durchaus  die  nam- 
liche  Behandlungsweise;  und  es  wird  geniigen,  wenn  wir  dieselbe  fur 
eine?  etwa  die  positive  durchfuhren.  Die  Punkte  der  reellen  Axe 
betrachten  wir  hernach  fiir  sich. 
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Indem   wir  nun  rein    arithnietiseh   verfaliren   wolleu?    ktellen   wir 
zuvorderst  die  Bedingung  datiir  auf^  dass  ein  Punkt  G>'  —  x'-{-iy' 

dem  Dreiecksraum  Fig.  55  der  positiven  Halbebene  angehort.     Bs  ist 

ersichtlich  diese: 


mit  dein  Zusatz  jedock,  dass  beim  Zutreffen  des  letztgeschriebenen 
Gleickheitszeichens  an  Stelle  der  ersten  Ungleiekung 

(2)  —  *.£a,'<0 

tritt.  Wenn  wir  indes  fur  irgend  einen  Punkt  der  positiven  Halb- 
ebene co  =  x  +  -iy9  (y  >  0)  einen  aquivalenten  &'  im  Dreiecksraum 
nachweisen  wollen,  so  geniigt  es;  die  Bedingungen  (1)  allein  zu  be- 

riicksicntigen;  denn  ware  etwa  zufallig  0  <x  <-*  3  %'~  +  y'~  =  13 
so  hatten  wir  doeli  in  o>"  =  --  r  ==  —  a?'  +  iy'  einen  mit  o'  aqui- 

valenten Punkt,  der  den  Bedingungen  (1),  (2)  yollig  entspraehe. 

An  den  willkurlieli  gewahlten  Punkt  o  —  x  +  iy  ,  der  nur  der 
einen  Bedingung  geniigen  soil,  eine  von  Null  versehiedene  positive 
Ordinate  y  und  ubrigens  endliche  x,  y  zu  besitzen,  reihen  wir  nun, 
wofern  er  nicnt  selbst  schon  den  Bedingungen  (1)  entspricht,  durch 
abweehselnde  Anwendung  zweier  gewissen  Operationen  eine  endliche 
Kette  mit  o  aquivalenter  Punkte  o>1?  o?27  •••,  deren  letzter  den  Be- 
dingungen (1)  entsprecnen  wird.  Erstlich  namlich  gehen  wir  zuin 
aquivalenten  Punkte 

o1  =  Sai  (o)  «=  a)  +  a>! 

und  konnen  dabei  die  ganze  positive  oder  negative  Zahl  «A  nur  in 
einer  Weise  so  bestimmen,  dass  der  reelle  Bestandteil  xt  von 

«!   =  #1  +  *'& 

der  Ungleichung 

(3)  -T^«i<T 

geniigt.  Ist  zugleich  x^  +  y*  ^  1,  so  genugen  wir  mit  dem  nun  ge- 
fundenen  Punkte  co^  bereits  den  Anforderungen  (1).  Wo  nicht,  wenden 
wir  auf  <%  die  Operation  T  an,  die  zum  neuen  mit  G?  aquivalenten.  Punkte 


hinfuhrt.  Da  o  und  o^  dieselbe  Ordinate  y  =  ^x  haben  und  zugleich 
#i2  +  2/i2  <  1  ist?  50  wird  ^  Ordinate  y2  von  o>2  =  %2  +  i^2  grosser 
$&in  ah  diejemge  von  co.  Nehmen  wir  msbesondere  y  =  yA  ^  -^  ,  so 
(3)  «/2  mindestens  dopyett  so  gross  wie  yl  sew. 


B&  i-t  jeUt  uioglieh,  dass  ^  =  ^  +  fya  dc11  Bedingungen  (1) 
gemigt,  mid  wir  siiid  dann  am  Ziele.  1st  das  aber  nicht  der  Fall,  so 
wiederholen  wir  dieselben  beiden  Operationen,  die  wir  gerade  auf  das 
anfangliche  o  «=  a?  +  iy  anwandten.  Wir  sehreiten  zuvorderst  zu 


fort  und  wahlen  dabei  die  ganze  ZaLl  a.2  derart,  dass  %3  in  &B  ==  a?3  +  ^2/s 
der  Ungleichimg  —  y  ^  %  <  y  genugt.  Dann  liaben  wir  in  c»3  ent- 
weder  den  gesuchten,  den  Bedingungen  (1)  genugenden  Punkt  ge- 
funden  oder  bringen  aufs  neue  die  Operation  T  zur  Anwendung,  indem 
wir  zum  neuen  aquivalenten  Punkte  o4  =  —  —  Yorgehen. 

Jetzt  behaupten  wir,  dass  durcli  solcJie  dbwecliselnde  Anwendungen  der 
Operationen  S  un&  T  und  &WCLY  nach  einer  endlichen  Anzdhl  von  ScliriUen  aitf 
alleFalle  ein  PunJti  &n  eireicJit  wird,  der  tliatsacMieh  die  Bedingmgen  (1) 
erfilllt.  Gehen  wir  namlich  Ton  einem  Punkte  nnserer  Reihe  durch 
die  Operation  T  zuin  folgenden,  so  gelangen  wir,  wie  oben  auseinander- 
gesetzt,  zii  einem  Punkte  mit  grosserer  Ordinate  und  zwar  ist  die 
Ordinate  gegen  die  vorhergehende  wenigstens  verdoppelt,  falls  letztere 

<  JL  war-     Sicher  werden  wir  also  nach  einer  endliclien  Keihe   von 

^ 

Schritten  zu  einem  Punkte  ok  =  $k  +  fyt  gelangen,  der,  wenn  er 
nicht  (1)  selbst  erfullt,  doch  den  Bedingungen 


geniigt.    Dann  aber  wird;  wie  wir  nun  zeigen  wollen,  0^4.2  siclier  den 
Porderungen  (1)  geniigen. 

Der  Wert  (ok^2  ist  namlich.  gegeben  durch 


wo  die  ganze  Zahl  a  so  bestimnit  zu  denken  ist,  dass 


ist     Daneben  leitet  man  aus  (4)  leicnt 

(1  —  axkf  +  a*yi?  ;>  XT?  +  yj? 

ab,  wie  auch  die  ganze  Zahl  a  heissen  mag;   und  diese  Ungleiclmng 
setzt  sich  nach  ktirzester  Rechnung  in 


i.  in 
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uiu.     /tow/:*  cfc+j  6//?c7ft  also  tfwtsadilich  die  T$ediwjnng&i  (1). 

Die  Punkte  tier  positiven  ca-Halbebene  und  also  auch  die  der 
negativen  Halbebene  sind  damit  erledigt.  Wenden  wir  uns  jetzt  zu  den 
Punkten  der  reellen  Axe.  Dabei  haben  wir  eine  grundsatzliehe  Son- 
derung  zwischen  den  rationalen  und  irrationalen  reellen  Punkteu  o 
zu  treffen. 

Sei  CD  =  —  ein  beliebiger  unter  den  ersteren,  so  denken  wir  den 

Bruch  •£•  auf  seine  kleinste  Benennung  gebracht  und  konnen  danu 
nach  elementaren  Satzaii  der  Zahlentheorie  leicht  eine  Modulsubstitution 
cj'  s=s  aca  +  f  ausfindig  machen.  welche  als  ersten  und  dritten  Coef- 

yco  -f-  o  ° 

ficienten  gerade  Zahler  und  Nenner  jenes  Bruches  hat.  Vermoge 
der  gewahlten  Modulsubstitution  erweist  sich  jetzt  00=00  mit  00'==—- 

aquivalent.  Aber  der  erstere  dieser  Punkte,  den  wir  im  Anschluss  an 
Pig.  55  noeh  besser  als  CD  =  too  bezeiehnen,  geliort  dem  Dreiecks- 
rauni  dieser  Figur  an,  indem  in  der  That  co  =  i<x>  die  eine  Ecke  des- 
selben  abgiebt,  was  man  in  unniittelbar  einleuchtender  Weise  nach 
stereographischer  Projection  der  co-Ebene  auf  eine  Kugeloberflache  uber- 
blickt.  Wir  haben  als  Eesultat,  welches  wir  hier  erreichen  wollten: 
Ein  reeller  rationaler  PunTd  co  ist  mit  dem  Punkte  &  «=  «oo  unseres 
Dreiecksraumes  (Fig.  55,  p.  210)  equivalent.  Es  folgt  hieraus  nebenbei, 
dass  alle  rationalen  reellen  Punkte  unter  einander  Equivalent  sind. 

Ist  a>  jetzt  ferner  ein  reeller  irrationaler  Punkt?  so  ist,  welche 
Modulsubstitution  auch  vorliegen  mag,  ^  ^  ^  stets  wieder  ein  end- 
licher  irrationaler  reeller  Punkt.  Aber  yon  Punkten  der  reellen  Axe 
gehort  nur  CD  =  oo  dem  Bereiche  Fig.  55  an,  und  diesen  Punkt  miissen 
wir,  wie  gerade  gefimden  wurde,  den  reellen  rationalen  zurechnen. 
Irgend  einen  irrationalen  reellen  Punkt  besitzt  also  der  oft  genannte 
Bereich  nicht.  Bei  dieser  Sachlage  wurde  es  weitergehende  Betrach- 
tungen  wesentlich  neuen  Oharakters  erfordern,  wenn  wir  unseren 
Fundamentalbereich  dermassen  ausstatten  wollten,  dass  er  auch  far 
jeden  irrationalen  reellen  Punkt  einen  aquiyalenten  Punkt  aufweist. 
Wir  entschliessen  uns  deninach,  an  vorliegender  Stelle  von  den  irratio- 
nalen reellen  Punkten  tiberhaupt  abzusehen,  werden  ubrigens  aueh  in 
der  Folge  zuineist  genotigt  sein,  von  einer  tiefer  dringenden  Unter- 
suchung  dieser  Punkte  Abstand  zu  nehinen. 

Wir  gewinnen  solchergestalfc  unter  Verscharfung  unserer  bisherigen 
Ausdrucksweise  folgendes  Resultat:  $&-  lesdhriebem  wn  Kreisbogen  ftee. 


II,  '2.    Von  der 


mit  den  Ecken  &  —  $,  —  $*,  +  ioo 
Isi  Fundamcntfillercicli  der  Modtdtjruppe  fur  die  positive  <D-  Halbebene 
tinier  Eiri*clduss  der  reellen  ndionalen  Punlde  &.  Einen  entsprecJietzdcn 
Satz  spriclit  man  sofort  fiir  die  negative  Halbebene  und  den  ihr  an- 
yeJwrigen  Dreiecltsraum  der  Fig.  55  aus. 

Hinzusetzen  mussen  wir  hier  tibrigens,  dass  die  Gestalt  des  Funda- 
inentalbereichs  der  ilodulgruppe  von  vornherein  in  ahnlichem  Grade 
unbestimmt  ist?  wie  wir  dies  oben  bei  den  Pundamentalbereichen  fur 
die  aus  Operationen  erster  Art  gebildeten  cyclischen  Gruppen  er- 
kannten.  Beach  ten  wir  etwa  nur  den  Fundamentalbereich  fur  die 
positive  Halbebene,  so  benutze  man,  dass  dessen  Randcurven  teils 
durcn  S,  teils  durch  T  mit  einander  correspondieren.  Mag  man  also 
am  Rande  des  Bereiches  ein  irgendwie  geformtes  Stuck  auslosen  und 
durch  Austibung  der  bezuglichen  Substitution  8  oder  T  an  der  ent- 
spreehenden  anderen  Randstelle  wieder  anheffcen,  immer  wird  man 
wieder  einen  Fundamentalbereich  der  Modulgruppe  fur  die  positive 
Halbebene  gewtonen.  Dass  aber  in  der  That  auf  diesem  Wege 
fur  die  Randcurven  des  Fundamentalbereichs  noch  die  mannigfaltig- 
sten  Gestalten  gewonnen  werden  konnen,  durfte  sofort  evident  sein. 
Inzwischen  kntlpfen  die  folgenden  Entwicklungen  zweckmassig  an 
die  in  Fig.  55  zu  Grunde  gelegte  specielle  Gestalt  des  Fundamental- 
bereichs an. 

§  4.     Einfacli  und  melirfacli  aquivalente  Punkte. 

Hat  man  bei  irgend  einer  Gelegenheit  zwei  Punkte  co,  cof  als  Equi- 
valent erkannt,  so  kann  es  sich  darum  handeln  zu  entscheiden,  wie 
viele  Modulsubstitutionen  den  einen  in  den  anderen  tiberftihren.  Sind 
dies  im  ganzen  die  m  verschiedenen  Substitutionen 

(1)  co'=F,(m),     (i=*l,2,3,...,m), 

so  nennen  wir  c/,  G>  mit  einander  m-fach  Equivalent.  Die  Frage  ist, 
ob  es  Paare  aquivalenter  Punkte  mit  m  >  1  giebt. 

Seien  a/  und  a?  in  der  positiven  Halbebene  gelegen,  so  setzen 
wir  in  (1)  fur  &'  z.  B.  seinen  Wert  Fi(oj)  und  gewinnen  dadurch. 
die  m  neuen  Gleichungen  o  =  >'7i""1"'7«(<»),  welehe  wir  unter  der  Ab- 
ktirzung  V^Vt  =  V-  auch 

»—  F/(»),    (t_l,2,.-.,m) 

schreiben.  Diese  m  Substitutionen,  von  denen  die  erste  die  iden- 
tische  ist,  sind  durchgehends  von  einander  verschieden.  1st  m>l; 
so  erweist  sich  somit  co  als  Fixpunkt  einer  Substitution  Viy  welche 
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bei  der  angenommenen  Lage   des  Punktes  o  nur  eine   ellii)tiscl&  seiii 
kann.     Gehen  wir  also   die   Fispunkte  der  elliptischen  Substitutioneu 
dureh,   die  im  §  9  des  vorigen  Kapitels  (p.  182)  aufgezahlt  wurden. 
Erstlieh  mag  G>  =  *  "*"  %  sein,    so    gehorte   zu   diesem    Fispunkte 

eine  cyclische  Gruppe  swelter  Ordnung  von  elliptischen  Substitutionen. 
In  diesem  Falle  ist  also  m  =  2.  Nun  hat  man  after  sofort  den  Satz: 
1st  &  rnit  sich  selbst  w-fach  aquivalent,  so  gilt  dasselbe  aneh  von 
jedem  mit  o  aqnivalenten  Punkte.  Wir  suchen  jetzt  denjenigen  Punkt 

nnseres  Fundamentalbereichs;  der  mit  ca  =»  -  Equivalent  ist.  NacL. 
dem  angegebenen  Satze  muss  dieser  auch  mit  sich  zweifach  Equivalent 
und  also  unter  der  Form  *  "*"*  enthalten  sein,  da  es  nicht  noeli  anclere 
elliptisclie  Substitutionen  der  Peripde  zwei  giebt,  als  die  unter  I 
(p.  182)  genannten.  Soil  aber  ?-i?  ini  Fundamentalbereicli  gelegen 
sein;  so  muss 


sein.  Da  baben  wir  nun  fur  die  positive  Halbebene  als  einzige  Losung 
dieser  Ungleichungen  a  =  0,  y  =  1?  welche  den  Fixpunkt  &  =  i 
fur  die  aus  T(o>)  =  --  -  zu  erzeugende  cyclische  Gruppe  abgiebi 

Zusammenfassend  haben  wir  das  Resultat:  Zwei  PunJcte  &  und  CD  der 
positives,  Halbebene  sind  stets  und  nur  dann  mit  einander  sweifach  aqiii- 
valent,  ivenn  sie  mit  CD  =  i  equivalent  sind;  die  in  Rede  stehenden  Pwikte 

sind  diejenigen  der  Gestalt  co  =  &  „*  ' 

Aber  es  gab  noch  eine  zweite  Gattung  cyclischer  Untergruppen 
aus  elliptischen  Substitutionen,  namlicli  solche  von  der  Ordnung  drei. 
Die  beiden  Fixpunkte  einer  derartigen  Untergruppe  der  Modulgruppe 

waren  bei  2ct""^  "          gelegen.    Mle  somit  festgelegten  Punkte  and 

gugleich  'kerne  w&iterm  sind  sich  selbst  dreifach  Equivalent.  Wollen  wir 
nachsehen,  wie  viele  von  Omen  im  Fundamentalbereich  gelegen  sind-, 
dass  es  dort  wenigstens  einen  giebt,  ist  sicher.  Wir  haben  zu  solchem 
Zweck  die  ganzzahligen  Losungen  der  beiden  Ungleichungen: 

i2a—  1.1        2ot~i  a 

(2) 


aufzustellen.     Aus  der  ersten  von  beiden  entnehmen  wir 
wahrend  die  zweite 
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a2  -  «  +  1  ^  / 

giebt.  Durch  Subtraction  folgt  fur  «  die  Ungleichung  8a2<J3a;  so 
class  of  nur  0  oder  +  1  sein  kann.  Fur  #  =  0  liefert  die  zweite  Be- 
dingung  (2)  y  =  +  1,  woVon  sick  auf  Grund  der  ersten  nur  y  =  +  1 
als  taugiicli  erweist.  Diese  erste  Losung  «  =  0,  y  =  1  fiihrt  auf 
«  =  £,  wofern  wir  auf  die  positive  Halbebene  allein  aehtgeben. 
Nekmen  wir  weiter  a  =  1,  so  giebt  die  zweite  Ungleichung  (2)  wieder 
y  —  it  ^5  Gim  *s"k  a^er  au^  Grrun<^  ^er  ersten  nur  y  =  —  1  tauglich. 
Inzwischen  fdhrt  auch  diese  zweite  noch  existierende  Losung  &  ==  1 , 
y  ==  —  1  doeh  nur  zum  sclion  gefundenen  Punkte  CD  =  Q  zuriick?  so 
dass  dieser  der  einzige  mit  sick  selbst  dreifacli  aquivalente  Punkt  des 
Pundamentalrauiiis  ist.  Als  Resultat  entspringt:  Zwei  Punhte  der  jposi- 
tiven  Salbebene  sind  stets  und  nwr  dann  mit  einander  dreifach  aquivalent, 
wenn  sie  mit  Q  aguwalent  sind.  Bndlicli  folgt  als  Erganzung:  Fur 
swei  agiiwalente  Punkte  im  ,,Innem"  der  positiven  Halbebcne  ist  m  jeder- 
#eit  gleich  1,  svfern  der  ihnen  aquivalente  Punkt  im  Fundamentalbereich 
von  i  und  Q  verschieden  ist. 

Wir  wenden  uns  ferner  zur  Betraclitung  der  reellen  Punkte,  die 
sich  ohne  weiteres  erledigen.  Fur  irgend  &wei  rationale  reelle  Punlde 
unter  Emschluss  von  &  =====  ioo  ist  stets  m  ==  cx>,  eine  leichte  Folge  des 
Umstandes,  dass  jeder  solche  Punkt  Fixpunkt  einer  cyclischen  Gruppe 
parabolisclier  Modulsubstitutionen  ist. 

Die  Betraclitung  der  negativen  Halbebene  ist  mit  derjenigen  der 
positiven  zugleich  mit  erledigt.  Auch  in  den  weiterhin  eintrotonden 
Erorterungen  bietet  die  negative  Halbebene  gegen  die  positive  keincrlei 
Besonderheit.  Wir  werden  sie  demnach.  fortan  nicht  mehr  besonders 
betrachten. 

§  5.     Die  Substitutionen  8  tind  T  als  Erzeugendo  der  Modulgruppo. 

Sei  CD'  =  F(o>)  irgend  eine  Modulsubstitution.  Wir  wollen  iinis 
das  hier  auftretende  co'  als  Punkt  im  Fundamentalbereich  den  ken,  dor 
jedoch  von  p  und  i  verschieden  sein  soil.  Punkt  co  liegt  alsdann  irgend- 
wo  in  der  positiven  Halbebene  und  ist  zufolge  unserer  Festsetzung  mit  CD' 
nur  einfach  Equivalent.  In  §  3  sahen  wir  nun,  wie  man  diesen  Punkt  co 
durch  eine  Polge  von  Anwendungen  der  Substitutionen  8  und  T  in 
seinen  aquivalenten  Punkt  to'  uberfiihren  kann.  Sei  bei  dieser  Gelegen- 
lieit  S  a^-mal,  sodann  T,  'danu  wieder  S  a2-mal  und  so  fort  ange- 
wandt,  so  schreiben  wir  symboliseh: 

(1)  co'  —  s^TS^^T S"*TSai(<x>). 
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Hier  wird  n,  wie  wir  oben  sahen,  jedesmal  eine  endliclie  ganze  Zahl  aein. 
Rechnet  man  die  so  gewonnene  Substitution  (1)  wirklich  aus;  so  muss 
man  gerade  die  gegebene  Substitution  V  erhalten,  weil  «'  und  CD  nur 
einfach  aquivalent  sind.  Man  Jcann  demnacli  jede  Modulsiibstitwtion  V 
durch  eine  endliche  Kette  von  Anwendungen  der  Tieiden  S}  T  in  der 
Form  (1)  herstellen,  ivas  wir  symbolisch  durch 

(2)  V  =  Sa*  T8**~l  T-.-S"*  T8ai 

andeuten.  In  diesem  Sinne  lenennen  wir  8  ^md  T  als  erzeuyende  8ul- 
stitution&i  d&r  Modulgruppe*}* 

Es  muss  sich  demnach  z.  B.  die  Substitution  U(co')  «=  °°-          durch 

•"•"•   CO 

8  und  T  ausdriicken  lassen.    Tliatsdcfilich  ist,  wie  man  sofort  findeti 

(3)  Z7=Sf-1T. 

Aus  dieser  Formel  entspringt  sofort  TSU=  1,  und  wir  habeii  ja 
auch  schon  fruher  (p.  58)  gesehen,  dass  die  auf  einander  folgenden 
Anwendungen  von  ?7;  8  und  T  zur  identischen  Substitution  fuhren, 
welche  Thatsache  uns  damals  freilich  in  wesentlich  anderer  Gestalt 
entgegentrat.  Da  U  von  der  Periode  drei  ist;  so  liaben  wir  in 
(S"""1^3  die  identische  Substitution;  es  ist  also  (S^T)3  =»  1,  eine 
Gleichung,  die  wir  leicht  nocli  in  die  andere  Form  tiberftiliren: 

(4)  STSTST=1. 

Wir  nennen  diese  Gleichung  eine  #wisclien  S  und  T  bestefiende  Relation**) 
und  folgem  aus  ihr  z.  B.  ffir  die  zu  8  inverse  Substitution  den  Aus- 
druck  8-i=TSTST. 

Endlich  wollen  wir  noch  Gleichung  (1)  in  expliciter  Form  auf- 
schreiben.     Die  Gestalten  von  8  und  T,  namlich 


liefem  in  diesem  Sinne  aus  (1) 


*)  Entspreohend  lasst  sioh  die  homogono  Modnlgruppo  aus  den  Tbeidon  homo- 
gonon  Substitutionon  S  :  a>^f  =*»<»!  +  0$  ,  OD^'  «»  coa  und  T  :  eo^'  »  —  ®s  ,  «>a'  —  •  cOj, 
erzeugen.  Denn  sicher  erhtllt  man  in  Formel  (2)  des  Textee,  wenn  dortselbst  8 
und  T  diese  homogenen  Substitutionen  sind,  die  eine  der  beiden  dem  Symbol  V 
entsprechenden  homogenen  Substitutionen  (cf.  p.  143);  die  andere  1st  dann  einfach 
VT*.  Hiermit  ist  i&ugleich  der  oben  (p.  69)  postulierte  Satz  tlber  die  Herstellung 
aller  Zweigpaare  von  ^(eT"),  Q4(J")  aus  den  Ausgangszweigen  bewieson. 

**)  Solohor  Belationen  bestehen  fflr  B  und  T  tlbrigotos  BUT  dio  beiden  ^=»1 
und  STSTST****  1,  wie  nock  im  gegenwartigen  Abscbmtt  Eap.  9  §  1 
gezeigt  werden  soil. 
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__ 

a  a,  +  o  > 

so   dass   wir   also    eine  KeUenlmictienfavicklung  fur  die   Substitution  V 
erlangt  haben. 

§  6.     Uberdeekung  der  GJ  -Halbebene   mit  aquivalenten  Kreisbogen- 
dreiecken  der  TVinkel  —,  -r-f  0, 

o         o 

Im  vorigen  Kapitel  hatten  wir  z.  B.  fur  den  Fall  einer  cyclischen 
Gruppe  aus  hyperbolisehen  Substitutionen  die  ganze  #-Ebene  mit  sicli 
an  einander  anschliessenden  ringformigen  Bereichen  bedeekt,  welche 
nach  den  Operationen  Vn  der  Gruppe  benannt  wurden.  Der  Bereich  1 
(der  identischen  Substitution  entsprechend)  war  der  anfangliche  Funda- 
mentalbereich  der  eyclischen  Gruppe,  der  Bereich  Vn  ging  aus  ihm 
durch  die  Substitution  Vn  hervor.  An  der  Art  der  Uberdeckung  der 
Ebene  durch  diese  Bereiche  Vn  konnten  die  wichtigsten  Eigenschaften 
der  cyclischen  Gruppe  zur  Versinnlichung  gehracht  werden. 

Wir  werden  jetzt  ahnliche  Entwicklungen  fur  die  Modulgruppo 
durehfiihren,  wobei  wir  uns  auf  Betrachtung  der  positiven  Halbebene 
beschranken  wollen.  Den  dort  gelegenen  Teil  unseres  oben  con- 
struierten  Fundanientalbereichs  belegen  wir  mit  dem  Namen  der 
identischen  Substitution  1  und  benennen  ihn  auch  wohl,  wie  friiher  schon 
sehr  haufig;  als  Ausgangsraum  oder  Ausgangsdreieclt. 

Der  Bereich  1  hat  die  Form  eines  Kreisbogendreiecks,  dessen  zwei 
Ecken  im  Inneren  der  Halbebene  bei  CD  —  Q  und  co  •=«  —  ^a  gelegen 
sind,  wahrend  die  dritte  Ecke  als  der  Punkt  &  =  oo  auf  der  reellen 
Axe  liegt*).  Die  drei  Kreise,  welche  die  Seiten  des  Dreiecks  1  liefern, 
stehen  dabei  senkrecht  auf  der  reellen  Axe.  Wendcn  wir  jetzt  eine 
beliebige  Modulsubstitution  V  an,  so  geht  das  Ausgangsdreieck  1  in 
eine  neue  Lage  iiber,  die  wir  nach  der  dabei  benutzten  Substitution 
selbst  mit  V  benennen.  Dieser  Bereich  V  ist  alsdann  seinerseits  ein  Kreis- 
bogendreieck,  dessen  Seiten  von  Kreisen  gebildet  werden,  die  zur  reellen 

Axe  senkrecht  stehen,  und  dessen  Winkel  wieder  y,  y,  0  sind.  Die 
Ecke  mit  dem  Winkel  0  liegt  auf  der  reellen  Axo  und  zwar  in  einem 
rationalen  Punkte--  derselben.  Die  beiden  anderen  Ecken  sind  zwci 

Punkte  im  Inneren  der  Halbebene,  die  bez.  mit  Q  und  •—  Q*  Equivalent 
sind.  Zwischen  diesen  beiden  Ecken  liegt  auf  der  Berandung  des 

*)  Man  halte  Mer  immer  die  stereographisohe  Projection  der  <0~Ebouo  auf 
eine  Kugelflaohe  zur  Veranschaulidmng  in  Bereitschaft, 
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Dreiecks  V  ein  Punkt,  der  rnlt  03  =  i  aquivalent  ist.  Von  den  Eand- 
punkten  des  so  bezeichneten  Dreiecks  werden  nur  diejenigen  demselben 
als  zugehorig  anzusehen  sein,  welche  entweder  auf  der  Seite  voin 
reellen  rationalen  Eekpunkt  bis  zu  der  mit  Q  aquivalenten  Ecke  7(0) 
oder  aber  auf  der  sich  hier  anschliessenden  Seite  zwisehen  F(0)  und  V(i) 
gelegen  sind. 

Jetzt  denken  wir  uns  der  Gesamtheit  der  Modulsubstitutionen 
entsprechend  die  Gesamtheit  soleher  Dreiecke  V  construiert.  Die 
gegenseitigen  Lagerungsverhaltnisse  derselben  miissen  dann  in  charak- 
teristischer  Weise  zum  Ausdruek  bringen,  dass  wir  im  Ausgangs- 
dreieck  thatsachlich  einen  Fundamental ereich  der  Modulgruppe  besitzen. 
Pixieren  wir  uns  im  Innern  der  positiven  Halbebene  einen  beliebigen 
Punkt  co'?  der  indes  ^orerst  weder  mit  i  nocb  mit  Q  aquivalent  sein 
soil,  so  hat  derselbe,  wie  wir  wissen;  im  Fundamentalbereicn  einen 
und  nur  einen  aquivalenten  Punkt  co  und  zwar  ist  er  mit  demselben 
einfach  aquivalent,  indem  etwa  ca'  =  V(cd)  wird.  Wir  schliessen,  dass  o' 
einemeinzigen  bestimmfcenDreieck  Fangehoi*t;  welches  vono'  iiberstrichen 
wird,  wenn  «  das  Ausgangsdreieek  1  beschreibt.  Die  Kreisbogendr&iecJce  V 
iiberdecken  sonach  in  ihr&r  Gesamtheit  die  ganze  positive  Halbebene,  olme 
iryendwo  erne  Lilcke  $u  lassen,  und  sckliessen  sich  andrerseits,  olme  mit  cin- 
ander  #w  collidieren,  glatt  an  einander  an.  Soil  namlich  eiu  Punkt  mehr 
als  einem  Dreieck  zugehoren,  so  muss  er  nach  unserer  friiberen  Ent- 
wickelung  entweder  mit  Q  oder  *  aquivalent  sein5  Q  und  i  aber  liegen 
auf  der  Begrenzung  unseres  Ausgangsdreiecks,  so  dass  in  den  ge- 
nannten  Punkten  auch  nicht  etwa  niehrere  Dreiecke  tiber  einander 
greifen,  sondera  nur  an  eiuander  stossen.  Wir  werden  hier  an  der 
Verabredung  festhalten,  die  wir  betreffs  Zugehorigkeit  der  Randpunkte 
zu  den  Dreiecken  getroffen  haben.  Die  Sachlage  ist  dann  die,  dass 
an  den  einzelneu  mit  Q  aquivalenten  Punkt  imnaer  drei  Dreiecke  V 
beranragen,  denen  dieser  PunJtt  als  zugehorig  &u  'betrachten  ist,  an  jeden 
mit  i  aquivalenten  Punkt  aber  je  &wei  Dreiecke. 

Wir  haben  auf  diese  Weise  independent  eine  Beihe  von  Satzeri 
gewonnen,  welche  wir  auf  der  anderen  Seite  aus  der  uns  bereits  be- 
kannten  Modulteilung  der  &  -Halbebene  obne  weiteres  batten  ablesen 
konnen.  Benutzen  wir  nun  diese,  urn  die  geschildorten  Verhaltnisse 
geradezu  durch  eine  Figur  zu  illustrieren.  Wir  sagten  schon  iin  vorigen 
Kapitel  (p.  180),  dase  die  Kreise  der  Modulteilung  (Pig.  36,  p.  113)  in 
sswei  Gattungen  sioh  teilen,  je  nachdem  sie  aus  zwei  oder  vier  Dreiecfcs- 
seiten  zusammenge^etzt  sind.  Denken  wir  die  Kreise  der  ersten  Gattung 
samtlich  aus  der  Figur  herausgenommen  und  tibrigens  die  frtlher  ge* 
branchte  abwechselnde  Schraffierung  der  Direieofce  der  Modnlteilung 
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vernichtet,  so  entspringt  gerade  die  Figur,  welclie  den  letzt  vorauf- 
gehenden  Betrachtungen  entspricht.  Wir  haben  in  Fig.  56  dieses  des 
naheren  ausgefuhrt  und  dabei  in  das  einzelne  Dreieck  die  ihni  zu- 
gehorige  Substitution  V  in  der  Form  eingetragen,  wie  sie  sick  aus 
den  Erzeugenden  S  nnd  T  zusammensetzt.  Dreieck  1  ist  dabei  durch 
Schraffierung  besonders  hervorgehoben. 

In  Fig.  56  veranschauliche  man  sich  nun  namentlich  die  Zugehorig- 
keit   der   Randpunkte   zu   den   einzelnen    Dreiecken.     Urn    diese    zum 


I?ig.  56. 

Ausdruck  zu  bringen,  sind  die  Eandkreise  ittimer  nach  Seite  des  zu- 
gehorigen  Dreiecks  doppelt  ausgezogen.  Da  sieht  mau  denn,  dass 
auch  die  auf  der  Berandung  der  Dreiecke  liegenden  Punkte  im  all- 
gemeinen  nur  einein  Dreiecke  zuzurechnen  sind.  Nur  ein  mit  i  aqui- 
valenter  Punkt  gehort  auch  so  noch  zwei  Dreiecken  an  und  ein  mit  9 
aquivalenter  Punkt  sogar  dreien  von  den  sechs  Dreiecken,  welclie  ihn 
rings  uinlagern.  Auf  solche  Weise  kommt  die  mehrfache  Aquivalenz 
dieser  besonderen  Punkte  mit  sich  selbst  geometrisch  zuin  Ausdruck* 
Zur  positiven  Halbebene  rechneten  wir  tibrigens  auch  noch  die 
rationalen  reellen  Punkte.  Auch  sie  betreffend  giebt  uns  die  in  Rede 
stehende  Dreiecksteilung  die  Versinnlichung  eines  in  §  4  aufgestellten 


Satzes.    Jeder  solche  Punkt 


—  war  mit  sich  selbst  oo-fach  aqui- 


valent.  Darin  erblicken  wir  jetzt  nur  die  abstracte  Formulierung  des 
geometrischen  Satzes,  dassv  von  jedem  rationalen  reellen  Punkte  ein 
Biischel  von  unendlich  vielen  Dreiecken  der  Teilung  in  die  co-  Halb- 

hineinstrahlt. 
Wir  benutzen  endlich  Fig.  56  noch  zur  Einiibung  einer  weitethm 
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ofter  wiederkehrenden  Uberlegung.  Das  einzelne  Dreieck  F  ist  langs 
seiner  drei  Seiten  von  drei  neuen  Dreiecken  umlagert,  dessen  Be- 
nennungen  wir  ausfindig  machen  wollen.  Ist  V  das  Ausgangsdreieck  1, 
so  ist  es  umlagert  von  den  drei  Dreiecken  S,  T,  S—1,  wie  IL  Pig.  56 
angedeutet.  Ist  V  irgend  eine  andere  Modulsubstitution,  so  uber- 
streicht  «'  =  F(o>)  das  Dreieck  F,  wenn  a  das  Dreieck  1  beschreibt. 
tlberstreicht  des  weiteren  o>  das  Dreieck  S,  so  beschreibt  F(o)  das  mit 
F  langs  des  Kreises  von  V(i  oo)  nach  F(  —  £2)  benacnbarte  Dreieck. 
Gerade  dasselbe  benachbarte  Dreieek  erhalten  wir  auch;  wenn  CD  in 
o>'  =  F(co  -f-  1)  =  F/Sr(o)  das  Ausgangsdreieck  beschreibt.  Das  in  Rede 
stehende  gum  DreiecJce  V  benachbarte  Dreieck  liat  also  den  Namen  VS.  In 
g&nau  analoger  Weise  erhalten  wir  fur  die  beiden  anderm  benachbarten  Dreiecke 
in  leiclit  ersiclitlicher  Zuordmmg  die  Namen  VT,  VS~~l.  Beachten  wir 
endlich  noeh;  dass  U  und  C"2  die  Namen  der  beiden  Dreiecke  sind, 
denen  im  Verein  mit  dem  Ausgangsdreieck  1  der  Punkt  Q  zugehort. 
Wie  soeben  folgern  wir  dann  miihelos:  Der  eingelne  mit  Q  aquivalente 
PunJtf  F(p)  gehort  immer  den  drei  Dreiechen  &u:  F,  FZ7,  FD"2. 


§  7.     Brweiterung  der  Modulgmppe  durch  Spiegelungen. 

Wir  haben  ini  vorigen  Kapitel  die  dort  besprocbenen  eyclischen 
Gruppen  der  Substitutionen  Vn  durch  zugehorige  Spiegelungen  erweitert. 
War  zu  diesem  Ende  bei  der  einzelnen  solchen  Gruppe  die  Spiegelung  F 
zur  Anwendung  gebracht,  so  bestand  ;?die  erweiterte  Gruppe"  aus  den 
Substitutionen  Fn?  Fw  F,  J>  =  07  +1,  ±  2,  -  •  •)•  Wir  wollea  hier 
versuchen,  ob  auch  die  Modulgruppe  in  analoger  Weise  einer  Br- 
weiterung fahig  ist.  Die  allgemeine  Form  fur  die  Operationen  zweiter 
Art/  welche  Spiegelungen  darstellen,  war  (c£  Formel  (4),  p.  198): 


Lassen  wir  dahin  gestellt;  ob  der  spiegelnde  Kreis  von  F  reell  oder 
iraaginar  ist,  d.  i.  in  anderen  Worten,  ob  die  Determinante  xinserer 
Substitution  .  —  a^  —  a^  —  b^  negativ  oder  positiv  ist.  Immer  aber 
wollen  wir  doch  annehmen,  dass  diese  Determinante  den  Wert  —  1 
oder  +  1  habe: 
(2)  V  4-  V  +  64«t  -  ±  1, 

was  man  durch  Modification  der  ,vier  Substitutionscoefficienten  um  einen 
gemeinsamen  reellen  Factor  notigenfalls  stets  erreichen  kann. 

Wenn   wir  jetzt  (lie   Modulgruppe    durch   die   Spiegeluug  F  er- 
woitern,  so   wird  sich  in  dor  erweiterten  Gruppe  nebcn  jedor  Modul- 
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substitution  F  jedenfalls  die  Operation  zweiter  Art  VV  vorfinden. 
Aber  genau  wie  oben  bei  den  cyclisehen  Gruppen  werden  wir  nun 
fordetn,  dass  die  genannten  Substitutionen  V,  TV  bereits  die  gauze 
erweiterte  Gruppe  bilden,  dass  in  dieser  letzteren  also  nicht  nocli  neue 
Operationen  erster  oder  zweiter  Art  enthalten  sein  sollen.  Zu  dem  Ende 
muss  offenbar  mit  jeder  Substitution  V  auch  VVV  eine  Modulsulstitution 
sein,  was  wir,  einen  gewonnten  Sprachgebrauch  der  Gruppentheorie 
benutzend,  dahin  formulieren,  dass  V  mit  der  Modulgnippe  vertausclibar 
sein  soil.  Die  so  gestellte  Forderung  befriedigt  die  Spiegelung  V  nun 
stets,  wenn  sie  die  beiden  Operationen  8  und  T  in  sich  transformiert. 
Man  zeigt  das  leicht  durch  Verwendung  des  Satzes,  dass  S  und  T 
Erzeugende  der  Modulgruppe  sind,  sofern  man  beachtet,  dass  V  selbst, 
als  Spiegelung,  die  Periode  zwei  besitzen  muss.  Wollen  wir  also 
nacnse.hen,  ob  wir  Spiegelungen  V  ausfindig  machen  konnen,  fiir  welclie 
sowotl  VSV  wie  auch  VTV  wiederuni  eine  Modulsubstitution  darstellt. 
Indem  wir  in  sofort  verstandlicher  AbktLrzung  die  beiden  Ope- 
rationen erster  Art  VSV,  FTFnur  insoweit  namhaft  machen,  dass 
wir  jeweils  nur  ihre  vier  Coefficienten  hinsclireiben,  folgt  aus  (1)  bei 
der  bekannten  Gestalt  von  S  und  T: 


(3) 


Hier  sollen  wir  nun  Modulsubstitutionen  haben.  Identificieren  wir  also 
diese  Substitutionen  (3)  Coefficient  fiir  Coefficient  mit  den  Substitutionen 

fea,  ep\  ^  .  $  yier  gail2;e  Zahlen  der  Deterruinaate  1  siud; 
\eY,  edJ*  ' 

wahrend  uni  der  Allgenieinheit  willen  ein  zunachst  noch  nicht  naher 
bekannter  reeller  oder  coniplexer  Factor  e  in  den  Ausdruck  dieser 
Modulsubstitutionen  mit  aufgenommen  wurde.  Wir  schliessen  indes 
sofort,  dass  dieser  Factor  notwendig  +  1  ist.  Denn  die  Determinaute 
der  Substitutionen  (3)  bestimmt  sich  auf  Grund  von  (2)  zu  1,  so  dass  auch 
$(a$  —  jfly)  =  e2  =  1  sein  muss,  Indem  wir  also  vom  e  ganz  ab- 
sehen  konnen,  bleibt  tiberhaupt  nur  die  eino  Bedingung  zu  fordern, 
dass  die  Coefficienten  in  den  beiden  Substitutionen  (3)  reelle  gan^o 
Zahlen  sein  sollen.  Das  ist  aber  nur  moglich,  wenn  entweder  aa  ver- 
schwindet  oder,  wofern  a2  ^  0  ist,  wenn  %  «=  &x  =  ct  •  0  i«t.  Die 
letztere  Bedingung  fiihrt  auf  die  besondere  Operation; 
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(4)  &'  =  &, 

welclie  librigens  thatsachlich  den  Aiiforderungeii  genugt,  indem  ftir 
sie  VS  V  =  S,  VT  V  =  T  wird.  Verfolgen  wir  andrerseits  weiter  die 
Operatioiien  niit  a2  =  0,  die  wir  rait  Dnterdruckung  der  unteren 
Indices  der  nun  durcbgehends  reellen  Coefficienten  folgendermassen 
schreiben: 

(5)  r(o>)  ==  ?^.nU       —  a2  —  "be  =  +  1. 

y  cat  —  a  — 

Die  Gleicliungeii  (3)  nehmen  jetzt  die  besondere  Gestalt  an: 

c2  >     a2  —  ac  +  6c/ 

VTV=  (^  7_  ^      !1 

Aus  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  folgt,  dass  a  und  c  ganze 
Zahlen  sein  mtissen,  die  zweite  fordert  dami  auch  fur  b  einen  gauz- 
zahligen  Wert.  Weitere  Bedingungen  sind  nicht  zu  befriedigen.  Daher 
der  Satz:  Die  Modulgruppe  ist  misser  durcli  (4)  auch  nocli  der  JJJr- 
weiterung  durcli  irgend  cine  Operation  der  Form  (5)  f'&liig,  wenn  dort- 
seibst  a,  b,  c  gan&e  reclle  Zahlen  sind. 

Mit  den  uiiendlicli  vielen  Operatioiien  (5)  erhalteii  wir  nun  aber 
keineswegs  uiiendlicli  vielo  Erweiterungen  der  Modulgruppe,  soudern 
liberhaupt  imr  $wei  verschiedene.  Erweitern  wir  aiainlich  orstlicu 
durcli  (4)7  so  haben  wir  als  Operatioiien  zweiter  Art  der  erwciterten 
Grnppo:  _^ 

>y  co  «4—  $ 

uiiter  denen  dio  Spiegelungen  durch  d ««  —  a  charakterisicrt  sind. 
Alle  ganzzahligen  Operationen  (5)  positivcr  Determinate  sind  also  in 
der  auf  diese  Weise  erweiterteii  Gruppe  bereits  enthalten  und  wiirden 
daher  an  Stelle  von  (4)  gesetzt  zu  keiner  anderen  erweiterfcou  Gruppe 
fuhren.  Erweitern  wir  aber  durcli  die  Operation  (5)  negativcr  L)o- 
terruinante  <&'  «=»  —  co7  so  gewhmen  wir  als  Operatioiien  aweiter  Art 
der  erweitorten  Gruppe: 

(7) 


welche  nun  alle   ganzzahligen  Operatioiien  (5)  tiegatirer  Doterminante 
timfassen  (namlicb,  fiir  cc  «=  cJ). 

Von  don  beideti  nitSgliolioji  ErwoitcnmgeB   cler  Modulgruppo  hat 
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nur  die  letztere,  die  Brweiterung  durch  Operationeu  zweiter  Art  der 
Determinate  —  1,  weiterhin  fur  uiis  Bedeutung.  Man  bestatigt  nam- 
lich  leicht,  dass  dureh  eine  Operation  (6)  ein  Punkt  der  eiuen  Halb- 
ebene  to  stets  in  einen  solehen  der  anderen  Halbebene  transfbrmiert 
wird,  tc&Jirend  durcli  (7)  jeder  Punkt  CD  in  einen  Pimkt  der  ndmllelien 
Halbebene  ubergefiilirt  wird.  Vorgreifend  aber  beinerken  wir,  dass 
spaterhin  nur  den  Operationen  eine  functionentheoretische  Bedeutung 
beigemessen  wird,  welche  einen  beliebigen  Punkt  der  einzeluen  Halb- 
ebene  stets  wieder  in  einen  Punkt  der  namliclien  Halbebene  trans- 
fornaieren*).  Fortan  verstehen  wir  demgemass  unter  der  erweiterten 
Modulgruppe  immer  nur  diejenige  von  den  leiden  in  Eede  stehendcn 
Grujppen,  welche  die  Operationen  (7)  als  Siibstitutionen  swciter  Art  ent- 
Mlt  Nennen  wir  also  allein  diese  Operationen  Modulsulstitutionen 
tweiter  Art  und  bezeiclinen  sie  generell  durch  die  Abkurzung  F(o>). 
Die  in  der  erweiterten  Gruppe  enthaltenen  Operationen  zweiter 
Art  stellen  tibrigens  keineswegs  durchgeLends  Spiegelungen  dar. 
Solches  thun  nur  diejenigen  init  a  ==  d.  Die  so  bezeichneten  Spiege- 
lungen  besitzen  sanitlich,  da  sie  von  der  Determinate  —  1  sind, 
reellen  spiegelndeii  Kreis.  In  der  That  stellt  sicli  derselbe  durch  die 
Gleicliung 


( 


— 


oder  falls  y  =  0  ist,  durcli 

(9)  2%  —  ft 

dar,  o  =  x  +  iy  gesetzt.     Machen  wir  nocli  zum  Untorscliicd  darauf 

aufmerksain,   dass    unter    den    Operationen  (G)    nur    die    eine  a/  «=  <a 

einen  reellen  Symnietriekreis  hat. 

Urn  zu  unterscheiden,  welcher  Unterart  die  in  der  erweitertou 
Modulgruppe  enthaltenen  Operationen  zweiter  Art  angehoren,  sclireibou 
wir  die  Ungleichung  (7)  p.  199  in  den  hier  vorliegendon  Cooflieuwten, 
wo  sie  die  Form  annimmt: 

{(a  -  8^  +  2}a       4, 


Sehen  wir  von  dem  Falle  a  =  d  ab,  der  auf  die  Spiegolungon  fiihrt; 
so  ist  offenbar  stets  {(a  —  tf)2  +•  2}a  >  4,  und  also  gcwinnou  wir 
vermoge  der  an  der  citierten  Stelle  angegebenen  allgemeiuon  Itegel 
den  Satz:  Die  Operationen  %weiter  Art  der  erweiterten  Modulgrupjte  sinfl 


*)  Man  vergloiche  dazu  auch  die  obigen  functionentheoretieohcn  ErOttoruugon 
anf  Seite  113  und  114. 
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entweder  Spiegelungen  oder  liyperlolisclie  Substitutionen  wveiter  Art; 
elliptiscJie  oder  paraboliscJie  Substitutionen  dieser  Art  Jcommen  in  der  er- 
weiterten  Gru/ppe  nicht  vor. 


§  8.     Der  Fundamentalbereiclx  der  erweiterten  Modulgrappe. 

Irgend  zwei  Punkte  der  positiven  o- Halbebene  werden  wir  be- 
ziiglich  der  erweiterten  Modulgruppe  aquivalent  nennen ?  wenn  dei 
eine  durch  irgend  eine  Modulsubstitution  der  ersten  oder  zweiten  Art 
in  den  anderen  iibergeht.  Ein  Fundamentalbereich  der  erweiterten 
Modulgruppe  muss  fur  jeden  beliebigen  Punkt  der  positiyen  Halb- 
ebene einen  und  nur  einen  aquivalenten  Punkt  aufweisen.  Wollen 
wir  versuchen,  einen  Bereich  dieser  Art  ausfindig  zu  macnen. 

Zu  dem  Ende  zielien  wir  die  durcli  (8),  (9)  §  7  dargestellten 
Ereise  lieran,  welche  die  Spiegelkreise  fur  die  Modulsubstitutionen 
zweiter  Art  der  Periode  zwei  waren.  Sicher  darf  durcn  das  ;?Innere" 
des  gesucnten  Bereiches  keiner  dieser  Kreise  liindurchziehen,  viel- 
mebr  mussen  sie  analog  wie  oben  bei  den  erweiterten  cyclischen 
Gruppen,  sofern  sie  iiberhaupt  an  deni  jetzt  gesuchten  Fundamental- 
bereich Teil  nehmen,  Eaiidcurven  desselben  abgeben.  Ungewiss  bleibt 
dabei  noch,  ob  man  den  Fundamentalbereicn  ausschliesslicli  durcli 
solene  Spiegelkreise  eingrenzen  kann.  Gleichung  (9)  §  7  stellt  ein 
System  zur  iniaginaren  Axe  paralle- 
ler  Geraden  dar^  die  immer  in. 

dem    Intervalle    -5-    auf    einander 
& 

folgen.  Zwei  auf  einander  folgendo 
unter  ibnen  sind  z.  B.  durch  ^«=0 
und  2^  +  1=0  fixiert.  Wir  haben 
sie  in  Fig.  57  aufgezeichnet  und 
ihiien  auch  noch  denjenigen  Kreis 
hinzugesellt,  welcher  durch  (8)  §  7 
unter  den  besonderen  Werten  a« 
y  =  1  gegeben  ist. 

Die  bezeichneteu  drei  Linien  grett74en  das  in  der  Figur  sehraf- 
fierte  Kreisbogendreieck  mit  den  Ecken  bei  o>  «=  i,  9,  ^"oo  uud  deu 

Winkeln  bez.  y ,  y,  0  ein.    Man  zeigt  durch  eine  leichte  Uberlegung, 

dass  keiner  der  Kreise  (8),  (9)  §  7  durch  das  Innere  des  so  gewonnenen 
Bereiches  hindurchzieht.  Dieser  Bereich  ist  uixs  nun  sehr  bekatmt; 
in  der  That  haben  wir  in  ihm  das  Ausgan$)$dreieck  wieder  erhalten,  von 
clem  aus  iui  vorigon  Ab^clmitt  nach  dom  Symmotriegeset'/  die 


57. 
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Modulteilung  entsprang.  Hier  l&rmn  wir  dieses  Ausgangsdreieclt  in 
seiner  Eigenschaft  als  Fundamentalbereich  der  erweitwten  Modulgruppe 
lennen;  denn  in  der  That  Uldet  dasselbe  einen  solclien,  was.  leiclit  ge- 
zeigt  wird. 

Soil   namlich    der   Punkt  »  =  x  +  iy   im    construierten    Bereich 
liegen,  so  ist  zu  dem  Bnde  die  notwendige  mid  hinreicliende  Bedingung 

(1)  ~1<^0>     ^  +  ^1- 

Aber  wo  wir  auch  einen  Punkt  in  der  Halbebene  annahmen,  stets 
konnten  wir  doch  einen  mit  ihm  aquiyalenten  Punkt  o>'  —  x '  +  iy' 
nachweisen,  der  den  Bedingungen  (1),  (2)  §  3  entsprach.  lyt  jetzt  die 
unter  (1)  gegebene  Bedingung  —  y  <^  x'  <  0  fur  diesen  Punkt  nicht 
zugleich  erfiillt,  so  gehen  wir  noch  zum  aquivalenten  Punkt  &"  —  —  co' 
weiter.  Dieser  wird  dann  sicher  der  Bedingang  (1)  genugen  uncl  also 
im  fraglichen  Bereiche  liegen.  Hiermit  ist  die  erste  wesentliche  Eigeu- 
sciiaft  eines  Fundamentalbereiclis  als  voriianden  nachgewiesen. 

Andrerseits  durfen?  wenn  wir  es  mit  einem  Fundamentalbereiche 
zu  thun  haben  sollen,  im  Bereiche  Fig.  57  keine  tswei  bezuglich  der 
erweiterten  Gruppe  einander  aquivalente  Punkte  gelegen  sein.  Seiche 
lassen  sicli  aber  in  der  That  nielit  ausfindig  maclien.  Waron  nainlicli 
die  beiden  verscltiedenen  aquiyalenten  Punkte  c?^  o>  unsereni  Bereiche 
angehorig,  so  kann  nach  fruheren  Satzen  sicher  keine  Modulsubstitu- 
tion  erster  Art  CD  in  or  uberfiiliren.  Wir  batten  also  &r  ==»  "Kfoj),  wo 
V  eine  Modulsubstitution  zweiter  Art  sein  niusste.  Da  aber  schreibe 
man  o"  ==  —  o?  und  es  mftssfcen  co"  und  ce»'  =  V( —  o^)  —  K(a>^) 
zwei  verschiedene  aquivalente  Punkte  sein,  die  beide  den  Bedingungen 
(1),  (2)  §  3  genugen  und  die  doch  an  einander  durch  cine  Modulaub- 
stitation  erster  Art  gebunden  wsiren.  Solche  zwei  Punkte  giebt  OH 
nicht,  und  eben  deshalb  kftnnen  auch  die  beiden  supponierten  Punkte 
&',  G)  in  unserem  Bereiche  nicht  ausfindig  gernaeht  werden7  wie  wir 
beweisen  wollten.  tTbrigens  geht  zugleich  aus  unserer  Dberlegung 
hervor,  dass  selbst  auf  dem  Rande  unseres  Bereiches  Paaro  bezuglich 
der  erweiterten  Modulgruppe  aquivaleuter  Punkte  nicht  ausiindig  gc- 
maeht  werden  konnen.  Wir  werden  also  dem  nun  gefmdenen  Jfun&Q,- 
mentalber&iche  der  erweiterten  Gruppe  seme  Randpwiltie  oJtne  Ausnahmc 
0urechnm}  im  Gegensatz  zu  der  Sachlage,  die  wir  oben  Mr  den  Funda- 
mentalbereich  der  urspriinglichen  Modulgruppe  kennea  leniten. 

Benennen  wir  nun  den  gewonnenen  Fundameaatalbereich  mit  dem 
Namen  1    der   identischen   Substitution ?   urn    xmsere   alte   Massnahmo 
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auch  hier  aufzunehmen.  Durcli  irgend  eine  Operation  der  erweiterten 
Gruppe  wird  der  Bereich  1  alsdann  in  ein  neues  Kreisbogeiidreieck 

init  den  Winkeln  -|-,  y ,  0  transfornriert,   das  wieder  den  Namen  der 

zur  Verwendung  gekommenen  Substitution  tragen  soil.  Die  so  ent- 
springenden  Dreiecke,  wie  sie  der  Gesamtlieit  der  Modidsiibstitutionen 
crster  und  zweiter  Art  entsprechen,  iverden  dann  die  positive  co-Halbebene 
vollstandig  und  olme  Liicke  bedecken.  Das  schliessen  wir,  wie  schon 
ofter  in  ahnlicher  Weise,  aus  der  allgemeinen  Definition  des  Begriffs 
Fundamentalbereich. 

Aber  nun  haben  wir  den  vollen  Anschluss  an  das  voraufgehencle 
dritte  Kapitel  erlangt;  denn  die  tins  hier  vorliegende  Bedeckung  der 
Halbebene  mit  Kreisbogendreiecken  ist  gerade  die,  welche  durcli  die 
Modulteilung  (Fig.  36,  p.  113)  bewerkstelligt  wird.  In  der  That  war  ja  der 
Fundamentalbereich  der  erweiterten  Gruppe  rait  dem  Ausgangsclreieck 
jener  Teilung  identisch,  und  die  Substitutionen,  welche  die  directe 
Kreisverwandtschaft  des  Ansgangsdreiecks  init  den  librigen  schraffierteu 
Dreiecken  der  Teilung  darstellten,  waren  ja  gerade  die  Modulsubstitu- 

tionen  F(co)  =  K(0   ,  v  •    Qan0  entsprechend  Jconnen  aber  die  niclit-scliraf- 

^    J         yco  +  ^ 

fierten   Dreiecke  dwell    die   Substitutionen  giveiter   Art    F(o>)  =  ^ ""  ^ 

yco  —  9 

aus  dem  scliraffierten  Ausgangsdreieck  liergestellt  werden;  denn  das  freie 
Dreieck,  welches  sich  langs  der  imaginliren  Axe  an  das  schraffierte 
Ausgangsdreieck  anlegt,  ist  augenscheinlich  durch  &'  =  —  co  gegeben, 
und  aus  diesem  entstehen  die  samtlichen  anderen  freien  Dreiecke  durcli 
die  Operationen  erster  Art  F(o). 

Erscheint  sonach  unsere  bereits  voru  ersten  Abschnitt  her  bekannte 
Figur  in.  einem  neuen  Lichte*),  so  konnen  wir  sie  nun  uingekehrt 
benutzen,  urn  neue  Satze  fur  die  erweiterte  Modulgruppe  abzuleiten. 
Da  haben  wir  z,  B.  als  sofort  ersichtliche  Folgerungen:  Ein  Punkt  irn 
;)Innern"  des  Bereiches  1  (Fig.  57  p.  227)  ist  beaiiglich  der  erweiterten 
Modulgruppo  mit  sich  selbst  einfach  Equivalent,  iiidem  er  nur  durch 
die  identische  Substitution  in  sich  tibergeht.  Ein  Punkt  auf  der 
Berandung  dieses  Bereiches,  jedoch  von  einem  Eckpunkt  verschieden, 
ist  roit  sich  selbst  zweifach  Equivalent;  denu  er  ist  Fixpunkt  einer  in 
Botracht  kommenden  Spiegelung.  Aber  die  Eckpunkte  CD  =  i,  Q,  ioo 

*)  Man  beaohte  auch,  dass  wir  in  (8)  und  (9)  §  7  die  Kreise  doi*  Modul- 
teilung  geradessu  duroh,  ihre  Gleichungen  charakterisiert  haben.  Leicht  kdnntc 
man  dabei  noch  Mr  die  Coefficienten  dieser  Gleichungen  aritlimetisch  dio  Keun- 
zeicnen  angeben,  ob  ein,  Kreis  der  einen  odor  der  atideren  der  beiden  friiher  unter- 
sohiedenen.  Gattungen  vorliegt. 
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sincl  sich  selbst  bez,  vierfaeh,  sechsfach  und  oo-faeli  Equivalent.  Der 
Grad  der  Aquivalenz  anclerer  Punktepaare  der  Halbebeue  wird  dann 
in  schon  einmal  geiibter  Schlussfolgerung  durch  Zurttckgehen  auf  die 
beziiglichen  aquivalenten  Punkte  des  Fundamental  ereichs  festgestellt. 

§  9.     Vergleieh    der  Pundamentalbereiche    der    ttrspriinglichen    und 
erweiterten  Modiolgruppe. 

Die  Bedeutung  der  letzten  Erorterungen  konnen  wir  noch  dadurch 
iia  ein  lielleres  Liclit  setzen,  dass  wir  den  Fundaraentalbereich  der  er- 
weiterten Modulgruppe  init  demjenigen  der  tirsprunglichen  vergleichen, 
welche  letztere  nur  die  Modulsubstitutionen  erster  Art  umfasste.  Dieseii 
letzteren  Bereich  behalten  wir  dabei  in  der  fruher  beschriebenen  Gestalt 
bei  und  kommen  vor  alien  sogleich  auf  die  Uberdeckung  der  Halbebene 

durch  Kreisbogendreiecke  niit  den  Winkeln  ~,  -^-,  0  zuruck;  wie  wir 

sie  oben  in  §  6  zu  skizzieren  batten.  Da  wir  tier  neben  eiuandcr 
immer  mit  Kreisbogendreiecken  verschiedener  Arten  zu  thun  haben 
werdeu,  so  empfiehlt  es  sich,  vorab  noch  eine  Verscharfung  miser er 
Ausdrucksweise  zu  verabreden.  Wir  wollen  namlich,  so  oft  es  zur  Unter- 
scheidung  wunschenswert  ist>  die  Kreisbogendreiecke  der  eigentlichezi 

Modulteilung  (Fig.  36;  p.  1 13)  d.  h.  diejenigen  mit  den  Winkeln   ^- ,  •—• ;  0; 

welche  soeben  nach  den  Operationen  der  erweiterten  Modulgruppe  be- 
nannt  wurden,  als  Elementardreiecke  bezeichnen.  Alsdann  besteht  der 
Fundainentalbereieh  der  ursprunglichen  Modulgruppe  aus  denjenigen 
beiden  benachbarten  Elementardreiecken^  welche  als  gemeinsame  Seite 
den  Teil  der  imaginaren  o-Axe  von  +  i  bis  +  ioo  besitzcn.  Diese 
zwei  Elementardreiecke  bilden  wiederurn  ein  Kreisbogendreieck?  uiimlich 

eines  mit  den  Winkeln  -^-,  — ,  0,  und    gemass    seiner  eben   besehrio- 

benen  Bildung  wollen  wir  es  als  ein  DopjoeldreiecJc**)  bezeiclmen. 

So  sollen  nun  iiberhaupt,  so  oft  diese  Verschiirfung  dor  Aus- 
drucksweise  von  Vorteil  ist,  die  in  §  6  beschriebenen  Dreiecke  als 
Doppeldreiecke  benannt  werden.  Immer  namlich  entsteht  das  oiju^olno 
durch  Combination  zweier  benachbarter  Elementardreiecke ?  welche  die- 

*)  Im  Sinne  der  jetzigen  Construction  kQnnte  man  don  Fundameutalboroioh 
der  ursprunglichen  Gruppe  auch  Kreisbogenviereck  nennon,  insofern  der  Itand 
desselben  aus  vier  Elementardreieoksseiten  besteht.  Dass  der  Fundamental eroick 
der  ursprunglichen  Gf-ruppe  aus  zwei  Fundamentalbereichon  der  erweiterten  be- 
steht, kommt,  wie  wir  sagen  kdnnen,  darauf  hinaus,  daes  die  ursprflngliche 
Gruppe  halb  soviel  Substitutionen  besitzt  als  die  erweifcerte.  Dieses  Sachvorhaitnis 
wird  uns  nooh  wiederholt  beschaftigen. 
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jenige  Seite  gemeinsam  kaben,  der  in  den  beiden  Dreiecken  die  Winkel  0 
und  —  anliegen.  Im  Sinne  des  §  6  tragt  das  einzelne  solclie  Doppel- 

dreieck  den  Namen  derjenigen  Substitution  erster  Art,  den  wir  iia 
vorigen  Paragrapken  seineni  schraffierten  Elementardreieeke  beilegten. 
Das  Doppeldreieck  1  nennen  wir  dabei  nacli  wie  vor  auek  Ausgangs- 
drcieclu  fur  die  ursprilngliche  Modidgmppe ,  wakrend  das  Elementar- 
dreieck  1  Ausgangsdreieck  fur  die  erweiterte  Modulgruppe  keisst. 

Besonders  interessant  ist  es,  wenn  wir  die  Willktir  in  der  Ge- 
staltung  der  beiden  Fundamentalbereicke  vergleicliend  in  Betracht 
zieken.  Wir  kaben  oben  sckon  mitgeteilt,  dass  der  Fundamental- 
bereich  der  urspriinglicken  Gruppe  in  der  inannigfacksten  "Weise 
begrenzt  werden  konnte;  und  dass  es  nur  die  einfaahste  Art  war, 
wenn  wir  denselben  durch  Kreise  bez.  Gerade  eingrenzteu.  Dem- 
gegeniiler  ist  der  FundamentaTbereicli  der  erwdterten  Gnippe  von  vorn- 
lierein  vollig  fest  'bestimmt  (inimer  vorausgesetzt,  dass  wir  ihn  $11- 
sammenliangend  wahkn  wollen),  weil  seine  Grenzen  als  Spiegelkreise 
gewisser  Modulsubstitutionen  zweiter  Art  fest  liegen?  und  es  bleibt 
tier  nur  die  eine  Willkttr,  dass  wir  uns  unter  den  Elemeiitardreieckeu 
cler  Modulteilung  nach  Belieben  eines  zum  Fundamental ereick  aus- 
wahlen  konnen, 

Dieser  Satz  gewinnt  nocli  an  luteresse  durcli  Hinweis  auf  die 
erweiterten  cyclischen  Gruppen  am  Schlusse  des  vorigen  Kapitels. 
Auch  deren  Fundamentalbereiche  waren  in  ahnlicher  Weise  gestaltlicli 
lest  bestimmt.  Aber  wir  konnten  dock  die  Erweiterung  einer  cyclischen 
Gruppe  nock  in  niannigfaltiger  Weise  vornekmen,  indeni  der  cyclisckeii 
Gruppe  als  Operation  zweiter  Art  die  Spiegelung  an  irgend  einer  be- 
liebigen  der  in  Betrackt  komnienden  Niveaulinien  kinzugesetzt  werden 
konnte.  Ganz  anders  bei  der  Modulgruppe,  die  nur  in  zwei  Weisen  der 
ferweiterung  lahig  war.  Ja?  wenn  wir  uns  auf  die  positive  o-Halbebene 
besckrankten,  was  Rucksicktnakme  auf  kiinftige  Entwicklungen  gebot, 
so  blieb  nur  nock  die  eine  Art  der  Erweiteruug  als  moglick  iiber,  die 
wir  tkatsacklich.  vornakracn.  WSiklt  man  also  bei  der  Construction 
der  oft  genannten  Fundamentalbereicke  eiae  Darstellung,  welcke  die 
Gruppenerweiterung  zum  Princip  mackt  und  also  zuvorderst  vom 
Fundataentalbereicke  der  erweiter^  Gruppe  Eandelt  (sofern  eine  solcke 
existiert),  wakrend  von  da  aus  in  der  beschriebenen  Weise  zur  urspriing- 
lickeu  Gruppe  vorgegangen  wird,  so  ist  in  der  Gestaltung  unserer  Be- 
reicke  jede  WillkGr,  die  nickt  deni  Begriffc  des  Fundamentalbereicks 
als  notwendig  ankaftet;  von  vornherein  ausgeschlossen*). 

**)  Wir  gcdenkon  hier  endlicli  auoK  noch  der  drei  TO  Torigen  Absohniti  be- 
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§  10.     Die  erzeugenden  Operationen  der  erweiterten  Gruppe. 

Das  Ausgangsdreieck  der  erweiterten  Gruppe,  welches  als  solclies 
den  Naraen  1  der  identisehen  Substitution  tragt,  gelit  durch  die  drei 
Spiegelungen  an  der  imaginaren  Ase?  an  der  durch  2x  +  1  =  0  dar- 
gestellten  Geraden  und  endlich  am  Einheitskreise  in  die  drei  be- 
nachbarten  Dreiecke  fiber.  Flir  diese  drei  Operationen  zweiter  Art 
fiihren  wir  die  besonderen  Benennungen  A  bez.  B  und  0  ein.  Es  soil 
also  sein  (of.  die  gleicli  niitzuteilende  Figur  58) 


a  ,          <D    =  —  »  -      ,          o>    — 


Substitutionen,  die  in  ihrer  Bedeutung  als  Spiegeluugen  von  der  Periode 

zwei  sind: 

(2)  A*  =  l}     17s  —  1,     t?2=l. 

Jetzt  sei  durch  V(co)  irgend  ein  schraffiertes  ocler  freies  Elemental*- 
dreieck  benannt*),  so  dass  co'  =  F(co)  dieses  Dreieck  beschreibt, 
wenn  o>  das  Ausgangsdreieck  liberstreicht.  Man  wircl  dann  leicht 
selieo,  dass  die  drei  mit  V  benachbarten  Elena  entardreieeke  die  Namen 
VA9  VBy  VC  tragen.  Nun  kann  man  durch  Fortgang  zu  benacli- 
barten  Dreiecken  voni  Elezaeutardreieck  1  aus  iiberhaupt  zu  jedem 
anderen  Elementardreieck  gelangen.  Also  folgt  aus  der  gerade  er- 
klarten  Benennung  beuachbarter  Dreiecke  leicht  der  Satz:  Die  drei 
Operationen  A,  B,  C  sind  Erzeugeude  der  erwciterten  Gmj)pe,  so  dass  sick 
jede  Substitution  dieser  Gruppe  synibolisch  als  Product  aus  den  Factorai 
Ay  B}  C  schreiben  liisst**).  Man  bcmerke  dabei,  dasa  infblge  di^r 
Gleichungen  (2)  in  diesem  Producte  nicht  derselbe  Factor  zweimul 
hinter  einander  oder  gar  noch  ofter  einzutretcn  braucht. 

Je  nachdem    eine  Operation    der  erweiterten   (Jruppe   (lurch   eino 


sproclienen  Arten  von  s-Functioneu.  Fiir  sie  alle  liesao  sick  oino  Thoorio  durcli- 
bilden,  die  der  hier  fiir  <»(/)  entworfenen  bis  in  die  Einzeliiciton  analog  jyebaut 
sein  wurde.  In  jedem  besonderen  Falle  iiatton  wir  ciiio  urBprfmgliclwj  Gruypo 
linearer  Substitutionen  der  Yariabelen  $,  wolche  dann  auch  durcb  Ilinaunahmo 
gewisser  Operationen  zweiter  Art  zu  einer  erweiterieu  Gruppe  auHg(!«taltot  wordon 
kb'nnte.  Da  hlitte  man  dann  im  einzelnen  Dreiock  dor  beztiglioUou,  rJ\)iluiig  oinen 
Fundamentalbereich  fiir  die  erwciterte  Gruppe,  in  aswei  noben  oinandor  liogondon 
aber,  die,  allgemein  zu  reden,  ein  Kreisbogenviorcck  bildon,  oinon  Ftaxdamontal- 
bereich  der  urspriinglicben  Gruppe. 

*)  Wir  begreifen  hier  also  unter  V  zugleich  auch  die  MotlulHubsiitutionen 
zweiter  Art  mit. 

**)  Die  Erzeugung  der  erweiterten  Gruppe  aus  den  Oporatiouon  A^  J^  0  cnt- 
spricht  nun  gerade  der  im  vorigen  Abschnitt  gOHCbildovteu  Kutntobung  dor  Modul- 
figur  vcrmdgo  des  Symmctriogesotzes  vom  AuBgangsdreiook  a\iB. 
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gerade  oder  ungeracle  Anzahl  von  Anwendungen  der  drei  Substitutionen 
A,  B}  0    hergestellt  wird;   ist   sie  YOU   der  ersteu  oder  zweiten  Art. 
Insbesondere    folgt    der    Satz:    Die    Siibstitutionen    der    urspriinyliclieu 
Gruppe  miissen  sich  crzeugen   lassen  aits  den  lesonderen  unter  ihnen: 
(3)  AB,  BA,  AC,  CA,  BC,  CB, 

die  ersiclitlich  paarweise  MI  einander  invers  sind. 

Zur    Kenntnisnahme    der    Bedeutung    der    Operationeu  (3)    habeii 


Pig.  58. 


AC  —  T,     0  A  =  T, 


wir  in  Fig.  58  eine  Reihe  von  Eleiaentardreiecken  gezeichnet  mid  uiit 
den  Namen  der  beztigliclien  Substitutionen  verselien.  Da  sieht  man 
nun  leicht,  doss  aus  den  Formeln  (3)  gerade  imsere  alien  Operational 
S,  T,  U  aufs  nene  entspringen: 


(4) 


Insbeaondere  entnehmen  wir  den  Formeln  (4)  neue  geonietrische 
Definitiorjen  der  Substitutionen  89  T,  U.  So  8.  B.  bcdeutet  T  eine 
Spwyehwig  an  dor  imagindren  Axe  comliniert  mit  einer  solclien  am  Ein- 
heitslweise,  wobei  es  gleichgtiltig  ist,  in  welcher  Folge  diese  Operationen 
ausgeiibt  (werden.  Unigekehrt  gewinnen  wir  aus  der  bekannteu  Perio- 
dicitat  der  Substitutionen  T  und  U  fur  die  Erzeugenclen  A,  2>*;  G  der 
erweitertcn  Gruppe  ausser  den  schon  niitgeteilten  Relationen  (2)  noch 
die  beiden  anderen: 

(5)  ACAC^l,    BCBCBC=l. 

Von  (liesen  constatiert  die  erste  nur  die  bereits  genannte  Vertausch- 
barkeit  von  A  und  O. 
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§11.    Transformationen  der  Modnlteilung  in  sich.    Bereiche,  welche 
von  einem.  rationalen  reellen  Punkte  atisstrahlen, 

Wenn  wir  irgend  eine  Modulsubstitution  der  ersten  oder  zweiten 
Art  ausfuhren,  so  wird  die  Modulteilung  der  co-Halbebene,  in  ihrer 
Gesamtheit  betrachtet,  dadurch  in  sich  selbst  transformiert.  Freilich 
wird  die  Benennung  der  Elementardreiecke  ini  Siune  des  §  8  hierbei 
eiue  Modification  erfahren  und,  wofern  eine  Operation  zweiter  Art  zur 
Ausfuhrung  kam;  miisste  zugleich  die  Scliraffierung  gewechselt  werden, 
wenn  die  Figur  nachher  wieder  den  urspriinglichen  Anblick  clar- 
bieten  sollte. 

Unter  diesen  Transformationen  der  Modulfigur  in  sich  kanien 
iui  vorigen  Abschnitte  bereits  die  Spiegelungeii  an  den  jetzt  in  §  7 
Forniel  (8)  und  (9)  betrachteten  Synirnetriekreisen  in  ausgiebiger 
Weise  zur  Geltung.  Hier  aber  wollen  wir  den  Ubergang  unserer 
Figur  in  sich  selbst  unter  Anwendung  einer  Modulsubstitution  crstcr 
Art  noch  ein  wenig  naher  schildern.  Da  koranien  nns  die  geo- 
metrischen  Deutungeu  dieser  Substitution  en  durch  ihre  Balincurven 
und  Niveaulinien,  wie  wir  sie  iin  vorigen  Kapitel  entwickelten,  aufs  neue 
zu  statten;  denn  sie  geben  uns  das  Mittel,  die  durch  die  einzelne  Sub- 
stitution bezeichnete  Uberfiihrung  der  Figur  in  sich  der  Aiiscliaumig 
nahe  zu  legen.  Voile  Anschaulichkeit  ist  aber  geracle  das  Ziel;  das 
wir  in  dieser  Hinsicht  anstreben. 

Hier  hatten  wir  nun  zunachst  von  den  beiden  Artcn  elliptiacher 
Substitutionen  zu  handeln,  die  oben  unterschieilen  warden,  jo  iiach- 
dem  der  in  der  positiveu  Halbebeiie  o  gelegene  Fixpmikt  mit  Q  odor  I 
Equivalent  ist*).  Wir  wollen  indes  dabei  nicht  vorwuilen,  vvoil  eine 
solche  Discussion  der  elliptischcn  Modulsubstitutiouen  bereits  in  aus- 
reichender  Weise  in  §  8  des  vorigen  Kapitels  gogebeii  ist. 

Wichtiger  wird  cs,  dass  wir  nunmehr  die  parabolisclien  Substitutionen 

ausfiihrlich  in  Betracht  ziehen.    Eine  unter  ihnen  habe  den  Fixjuinkt  '*-, 

so  wollen  wir  uns  vorab  erst  noch  darliber  unterriehten,  wclcher  Art 
die    Lagerungsverhiiltnisse    dor    Doppelclreiecke    in    der    Nilho    diowow 

Punktes  sind.   Eines  dieser  Doppeldreiecke  sei  V()  =  f    7   A   Es  ytrahlt 

dann  voni  Punkte  ~  in  die  Halbebexie  eiu  Fuchor  von  unencllich  vielon 
Dreiecken  hinein,  welche  die  Namen 


*)  Man  ziebo  etwa  noch.  besonders  die  Substitutionon  T  und  U  Holbfrti  lujran 
und  suche  in  Fig.  36,  p.  113,  die  Elementardreiecke  auf,  welcno  boi  don  bossiig- 
lichen  Trausforroationen  der  Figur  in  sich  in  oinander  iibcrgohcu. 
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besitzen.     Der  von  der  Gesamtheit  dieser  Dreiecke  niit  gemeinsanier 
Spitze  —  bedeckte  Bereich  soil  jB  f — j  genannt  werden.   Wir  wollen  die 

Form  desselben  jetzt  des  naheren  untersuchen*),  was  uni  so  wichtiger 
ist,   als   an  gens  cheinlich  die  Gesamtheit  der   Dreiecke   der  Modulfigur 

durch    den   Inbegriff  der  von    sarntlichen  rationale!!  Punkten  —  aus- 
strahlenden  Bereiche  -#(-7)  erschopft  wird. 

Zu  den  Bereiehen  ]B  (— -j  gehort  auch  S(ioo)}  und  gerade  dieser 

Bereich  ist  der  Anschauung  besonders  leicht  zuganglich.     Ziehen  wir 

zur    reellen    Axe    zwei    Parallele 

durch     GJ  =  i    bez.     a?  =  ^ ,     so 

verlauft    die    Begrenzung     dieses 

Bereiehes,    wie    in   Figur  59    zur 

Anschauung    gebracht     ist;     zwi- 

schen     diesen    beiden    Parallelen. 

Sie    ist    gebildet    durch    eine    un- 

euclliche    Kette    von    Kreisbogen; 

welch e   samtlich  die  durch  CD  =  i 

gezogene  Horizontalgerade  beruh- 

ren    und    dann    zu    beiden    Seiten 

des  jeweiligen  Beriihrungspuiiktes 

bis  zu  der  durch  $  hindurehlaufcn- 

clen  Horizontalgeracleu   sich   erstrecken,  welche  letztere  sie  uiiter  dem 

Winkel  %-  erreichen. 

b 
Vernioge  der  bekannten   Satze    iiber  die   Ivreisverwandtschaft  er- 

fahren  wir  hieraus  sofort  die  Gestalt  eines  beliebigen  Berciches  J3  f— j  * 

Wir  ziehen   zwci  die   reelle  Axe  in  o>  ==  —    berlihrende   Kreise,    den 

y  ' 

+  P 


Fig.  50. 


ersten  durch  --.- 


den  zweiten  durch 


Wir   entwerfen    so- 


- 

-(-  o  VQ 

dann  eine  Kette  von  Kreisbogen,  welche  durchgehends  zwischon  jenen 
beiden  Kreisen   gelegen  sind.     Den  ersten  sollen  alle  dicse  Bogen  be- 

ruhren;  den  zweiten  sollen  sie  immer  unter  dem  Winkel  —  erreiehen. 
Das  System  dieser  consccutiven  Kreisbogen  ist  vollig  bestimmt,  wenn 

*)  Fur  dio  Darstellung  des  Tcxtes  ist  namontlioh  Dedekind's  Erorterung  in 
Or.  J.  Bd.  83  p.  273  massgeblich  gewesen. 
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wir    etwa    noch   fur    eiuen    ersteu    unter   ibnen  den   Punkt  ~v-j   ^ 
Beruhrungspunkt  mit   dem  kleiueren   unter  jeneu   beideu   Kreiseii  an- 


Fig.  60. 

geben.  Der  Bereich  bietet  souach  den  liier  in  Fig,  60  aiigedeuteten 
Anbliek  dar*). 

Moge  man  sich  jetzt  auf  geraclliniger  Balm  dem  Puukto  co  =* 

von  der  positiven  Halbebene  aus  annaliern,  mid  zwar  zuuiujhst  scnk- 
recht  gegen  die  reelle  Axe.  Diese  Balm  wird  nur  cine  cndliche  Zahl 
von  Eleinentardreiecken  durcliziehen;  denn  sie  wird  sicli  alsbald 

in  demjenigen  Dreiecke  von  B(  K]  befinden,  dessen  beide  von  -     aus- 

laufenden  Grenzen  einander  ihre  convexe  Seite  zukohrcn.  EiToicht 
nnsere  Balm  die  reelle  Axe  unter  endliclieni,  jedoch  niclit  rcchtoia 
Winkel?  so  wird  sie  stets  vor  Erreiclmng  des  Zielcs  itnendlich  vide 
Dreiecke  durchziehen.  Aber  sie  ^vird  nach  Durchlaufttny  eincr  end- 

lichen  Zalil  von  DrciccJccn  in  %>(-*)  faineinfiihrcn  und  altibald  nur  nock 

Dreiecke  dieses  BereicheSj  diese  dann  freilich  in  uncndlichcr  Zahl  durch- 
lanfen.  Ahnliche  Verh'altnisse  treten  ein;  wenn  wir  uus  dem  Puukto 

o  =  —  auf  krummliniger  Balm  nahern,  die  unter  eudlichem  Winkol 

auf  die  reelle  Axe  auftrifft.  Ja,  wir  konuen  sogar  anneltmen,  daws 
unsere  Bahn  am  Ziele  die  reelle  Axe  bertihrt.  Wenn  nur  dortsdltsk 


*)  Diese  Figur  60  1st  ubrigens  nur  schematise!!  zu  verstohon;  os  wird  z.  B. 


iin  allgemeinen  nicht  eintreten,  dass  die  Seite  einos  dem  Boroioho 
bOrendon  Elementardreiecks  geradlinig  ausfalli 


ange- 
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der  Krilmmiingsradiits   uns&rer  Balm   Jcleiner   ist   als   der  Radius  jenes 


obigen  Krelses  durcli  a-  und  "^r-,  so  werden  tcir  inimer  nacli  Dicrcli- 
laufung  einer  endliclien  Zalil  von  Dreiecken  welterliin  durcliaus  im  Be- 
reiclie  B  (  —  )  verNeiben. 

Nach  diesera  Versueke,  die  Lagenverkaltnisse  der  vom  Fixpunkt  — 

einer  paraboliseken  Substitution  V  ausstraklenden  Dreiecke  zu  er- 
klaren,  m'oge  man  der  Ebenenbewegung  gedenken,  durck  welehe  wir 

diese  Substitution  V  deuteten.     Der  Bereieh  JS(—  )  wird  dabei  in  sick 

\y/ 

ubergefukrt,  indem  seine  Dreiecke  okne  ikre  Reikenfolge  zu  andern 
eine  ??Versckiebung"  innerkalb  des  Bereickes  nack  der  einen  oder 
anderen  Eicktung  erfakren  (wobei  sick  das  einzelne  Dreieck;  wenn 
wir  auf  seine  Dimensionen  ackten  wollen,  ersicktliek  deknen  oder 

zusammenzieken  wird).  Alle  von  a>  =  ~-  ausgekenden  Seiten  clieser 
Dreieeke  fungieren  dabei  als  Niveaulinien  von  V,  und  indena  wir 
sie  tiber  J5(  —  )  kinaus  verlangern,  gewinnen  wir  eine  Ansckaunng  da- 

von,  wie  die  ausserkalb  B  (—  j    gelegenen  Dreiecke  in   einander   tlber- 

gehen.  Da  siekt  man  vor  allem,  wie  bei  ofter  wiederkolter  AnwenduDg 
von  F  aus  der  einen  der  beiden  Spitzen.,  niit  denen  sick  die  positive 

Halbebene  zwis^ken  dem  Bereicke  B  (—  )  und  der  reellen  Axe  an  o  ==  ~ 

*  \  y  /  y 

kerandrangt^  uuaufkorlick  neue  Dreiecke  kervorquellen,  wakrend  die 
bislang  vorkandenen  Dreiecke  auf  die  andere  Spitze  zu  gedrangt  werden 

und  in  dieser  versiegen.  Inimer  werden  dabei  die  iibrigen  Bereicke  B  (^-/j 

in  einander  iingeteilt  (ibergeken,  d.  k.  okne  dass  der  einzelne  etwa  zer- 
stiickt  wiirdc.  In  jenen  beiden  unendlick  sckmal  auslaufenden  Spitzen 

zwiscken  B(-  }  und  der  reellen  Axe  sind  also  nock  unbegrenzt  viele 
Bereicke  B(  *,)  entkalten,  wie  sebr  wir  uns  auck  in  diesen  Spitzen  deru 
Punkte  —  genakert  haben  mogen.  Dies  stimnit  durckaus  nait  jener 


Vorstellung  von  der  Modulteiluug  ftberein;  wie  sie  sckon  im  vorigen  Ab- 
scknitt  gewonnen  wurde. 

Nun  endlick  moge  man  auck  eine  hyperboliscJie  Modulsubstitution  V 
in  Betrackt  ziekeri,  deren  beide  Fixpunkte,  wie  wir  wissen?  reell  und 
irrational  sind.  Aber  wie  besckaffen  anck  ein  irrationaler  reeller  Punkt 
o)0  sein  mag,  niikern  wir  uns  demselben  aus  der  positiven  Halbebene 
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auf  einer  Bahn,  die  etwa  gegen  die  reelle  Axe  senkreclit  gerichtet 
oder  unter  endlichem  Winkel  geneigt  1st,  so  wird  diese  iminer  mend- 
licli  viele  Bereiclie  B  (-)  durchziehen,  ehe  sie  zurn  Ziele  «0  kornmt. 
Fort  und  fort  werden  iibrigens  die  durchzogenen  Bereiclie  B  (~)  kleiner 
imd  kleiner  werden,  und  es  werden  also  die  hierbei  in  Betraclit  kom- 
menden  rationalen  Werte  —  sich  dern  Werte  nacli  mehr  und  mehr  dem 
irrationalen  Zahlwerte  «0  annakern,  der  aber  fiir  endlich  bleibende 
Zalilen  a  und  y  nie  vollstandig  erreieht  wird. 

Die  Bahncurven  einer  hyperbolischen  Substitution  Fziehen  nun  gerade 
in  der  hier  gemeinten  Weise  an  die  beiden  irrationalen  Fixpunkte  hinaii 
(nanilich  so,  dass  sie  die  reelle  Axe  unter  endliclieni  Winkel  sclineiden). 
Da  wird  also  die  Modulteilung  unter  Anwendung  von  F  derart  in  sicli 
transformiert  werden,  dass  der  einzelne  Bereich  B  (~)  in  der  Kette 
derjenigen  Bereiche  B  versclioben  wird,  welclie  in  eben  skiswsierter 
Weise  mit  ihm  auf  die  namliche  Balmcurve  aufgereiht  sind.  Es  ist 
dabei  keineswegs  gesagt,  dass  J?  ()  durcli  einmalige  Anwciidung  von 


V  etwa  in  den  naclistfolgenden  Bereich  JS^  dieser  Iteihe 
B  (—  )  kbnnte  gleich  in  den  2ton;  3ton,  sagen  wir  gleich  in  den  v1011  Ciber- 
gehen.  Nur  ist  dabei  v  eine  endliche  Zahl;  denn  sswischen  der  ersten 
uud  neuen  Lage  von  B  (—  )  findet  sich  doch  nur  eine  endliclie  Zahl 

von  Elenientardreiecken  vor.  Aber  freilich  niiisseii  wir  bei  all  dioson  l^c- 
traehtungen  sehr  betonen,  dass  die  in  Bedc  steliende  Bahncurve  dem 
;,Innern^  der  positiven  Halbebene  angelioren  soil.  Leicht  sieht  man  ntim- 
lieh;  dass  die  gemeinte  Zahl  v  fiir  die  namliche  Substitution  grosser  uud 
grosser  wird,  je  mehr  sich  die  herausgegriffene  Bahncurve  in  ihrem  Ge- 
sanitverlaufe  der  reellen  Axe  annahert.  Auf  die  beiden  Bahncurveti,  welch  o 
von  den  Stticken  der  reellen  Axe  gebildet  werden  e  die  durcli  die  boidou 
Fixpunkte  von  V  begrenzt  sind*);  findet  unsere  tTborlegung  koino  An- 
wendung. Die  hiermit  besprochenen  Verhaltnisse  gewinnon  ttbrigens, 
wie  wir  hier  voraus  bemerken,  unter  Zugrundelogung  der  satir  reollon 
Axe  orthogonalen  Bahncurve  von  V  im  folgendcn  Kapitel  oino  wich- 
tige  Anwendung  auf  die  Theorie  der  ganzzahligen  quadratischcn  Foriuon, 


*)  Die  cine  von  diesen  beiden  Babncnrven  zioht  dnrch  dun  Puuki  <»  •-«  ex?, 
wo  sie  jedocli  als  Kusaminenlitlngond  au  cleukon  iHi»;  man  (Iborira^o  nich  die  Pigur 
anf  die  compUixe  a>-3uigel. 
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§  12.     Projection   der   Modulfigur   in   eine   geradlinige   Dreiecksfigur. 

Zum  Schlusse  besprechen  wir  noch  eine  merkwiirdige  Projection 
der  Modulteilung,  die  wir  allerdings  weiterhiii  nicht  gebrauchen  werden, 
die  aber  wegen  ihrer  innigen  Beziehung  zur  synthetisehen  Geometric  be- 
sonders  benierkenswert  ist.  Man  beziehe  in  irgend  welcher  nicht  naher  zu 
specificiereuden  Weise  die  co- Ebene  stereographiscli  auf  eine  Kugelober- 
flaehe,  wobei  irgend  ein  Kugelkreis  K  Trager  der  reellen  Werte  co 
wird.  JL  zerlegt  die  ganze  Kugelflache  in  zwei  Kugelcalotten,  von 
denen  die  eine  der  positiven  cj-Halbebene  entspricht.  Diese  Calotte  wird 
der  Modulteilung  entsprechend  eine  Uberdeckung  mit  unendlich  vielen 
Kreisbogendreiecken  tragen;  deren  Seiten  von  Kreislinien  gebildet 
werden,  welche  auf  K  orthogonal  stehen. 

Wir  denken  nns  jetzt  alle  diese  Dreieeksseiten,  welche  die  Sym- 
metriekreise  der  Modulteiluug  lieferten,  auf  der  Kugeloberflache  durch 
beziigliche  Ebenen  zuni  Ausschnitt  gebracht.  Da  der  durch  die  ein- 
zelne  solche  Ebene  auf  der  Kugel  ausgeschnittene  Kreis  zu  K  ortho- 
gonal verlauft,  so  geht  diese  Ebene  durch  den  Pol  P,  welcher  der  zu 
K  gehorenden  Ebene  beztiglich  der  Eugel  zugeordnet  ist.  Die  Gresamt- 
heit  der  Ebenen?  welche  den  Symmetriekreisen  der  Modulteilung  soleher- 
gestalt  entsprechen,  gehort  also  dem  Ebenenblindel  durch  P  an.  Dabei  ent- 
spricht dein  einzelnenElementardreieck  der  positiven  co-Halbebene  ersicht- 
lich  eine  dreiseitige  Ecke;  welche  von  drei  Ebenen  unseres  Ebenenbiindels 
eingegrenzt  wird.  Alle  diese  dreiseitigen  Ecken  schliessen  sich  gerade 
glatt  an  einander  und  erfullen  vollstandig  das  Innere  des  zum  Kugel- 
kreis SI  gehorenden  vora  Punkte  P 
ausgehenden  Tangentenkegels ,  indem 
sie  sich  gegen  dessen  Mantel  hin 
allenthalben  unendlich  dicht  zusammen- 
drangen. 

Bringen  wir  nun  unser  System 
dreiseitiger  Ecken  mit  einer  beliebigen 
Ebene  JK  zuni  Durchschnitt,  die  jedoch 
P  nicht  enthalten  soil.  Diese  wird  dann 
den  eben  gemeinten  Tangentenkegel  in  m*-  61* 

eineni  Kegelschnitt  durchschneiden,  und  wir  wollen  insbesondere,  dor 
Einfachheit  halber,  "E  so  gelegt  denken?  dass  dieser  eine  Ellipse  werde. 
Jede  dreiseitige  Ecke  bildet  dann  im  ebenen  Durchschnitt  ein  geradliniges 
Dreiech,  und  die  Gesamtheit  dieser  den  Elemientardrtieclwn  der  positiven 
Halbebene  eindcutig  mgvordneten  goradliniyen  DreiecJce  'bedecM  das  Tnnere 
jener  JSllijpsc  vollstandig  und  ohne  LucJce.  Wir  denken  nns  die 
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Hnigen  Dreieeke,  wie  in  Fig.  61  angedeutet,  wechselweise  schraffiert, 
wobei  die  schraffierten  Dreiecke  im  Ellipseninneren  den  schraffierten 
Dreiecken  der  co-Halbebene  zugewieseii  sein  sollen.  Damit  haben  wir  die 
neue  Form  der  Dreiecksteilung  gewonnen,  um  die  es  sich  handeln  sollte. 
Nun  ist  die  Sachlage  die,  dass  wir  fiir  eine  independente  Brzeuguug 
uuserer  neuen  Figur  auf  Grund  weniger  Satze  der  projectiven  Geo- 
metrie  eine  uberaus  elegante  Construction sregel  besitzen.  Wir  erirmern 
zuvorderst  daran,  dass  man  in  der  Geometrie  verschiedene  Kegel- 
sehnitte  unter  sich,  sowie  auch  Kegelscliuitte  auf  gerade  Punktreiben 
projectiv  zu  beziehen  pflegt.  In  zwei  solchen  auf  einander  projectiv 
bezogenen  Gebildeii  entsprechen  dann  insbesondere  stets  vier  harmo- 
nisclien  Punkten  des  einen  wieder  vier  ebensolche  Punkte  des  aii- 
deren.  Dabei  ist  die  Beziebung  vollig  festgelegt,  wenn  wir  drei 
Punkten  des  einen  Gebildes  nach  Willkur  drei  Punkte  des  anderen 
zuordnen. 

Nun  liegt  zwiscben  der  reellen  co-Axe  und  der  Ellipse  (Fig.  GlJ 
durcb  Vermittlung  des  Kreises  K  eine  eindeutige  Beziehung  vor.  Man  er- 
kennt  diese  Zuordnung  sofort  als  eine  protective,  so  dass  inslesondere  vier 
harmonischen  Punlkten  auf  der  redlen  CD -Axe  ein  gleichfalls  liarmonisclies 
Punktquadnvpel  auf  der  Ellipse  entspricht.  Dariiber  liinaus  beachte  man, 
dass  die  in  Eede  stehende  projective  Beziehung  erst  dadurch  eindeutig 
festgelegt  ist,  dass  man  drei  Punkten  der  reellen  c»-Axc  nach  Willkur 
drei  Punkte  der  Ellipse  zuordnet.  In  der  Thfit  cnthiilt  unsere  obcn 
vollzogene  Projection  so  viele  willldirliche  Elemente,  dass  wir  nicht  nur 
unsere  Ellipse  beliebig  annehmen  niogen,  sondern  daim  noch  drei  reellen 
Punkten  CD  drei  Punkte  der  Ellipse  willktlrlich  zuweison  konnen. 

In  diesem  Sinnc  aind 
hierneben  iu  Fig.  G2  drei 
Punkte  der  Ellipse  den 
Punkten  o>  ==  0,  !,  oo  zu- 
goordiiet  uud  nach  diescn 
cj-Werten  bcnarmt.  J)em- 
nticliHt  fixicren  wir  in  der 
co-Halbcbene  di<3  drei  durcli 


0,  x  ^  1 , 


a 

4 


dargestellten  Symmetriekreise,  von  denon  der  erstc  dio  Punkte  CD  =«=  0 
und  (0  =  00,  der  zweito  die  Punkte  co  =  oo  uml  co  «*  1,  der  <lritto 
endlich  co  =  1  uucl  &  =  0  vcrbindot.  Dic»o  drei  Hymuietriokroise 
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werden  in  der  Ellipse  die  geraden  Verbindungslinien  der  drei  znar- 
kierten  Punkte  ergeben.  Das  aus  seclis  Elernentardreieeken  bestehende 
Kreisbogendreieck  init  den  Ecken  o  =  0,  17  oo,  wie  es  von  jenen  drei 
Sjmmetrielinien  eingegrenzt  wird,  giebt  uns  also  in  der  Ebene  IE 
das  geradlinige  Dreieck  mit  den  drei  co  =  0,  1,  oo  entsprechenden 
Punkten  der  Ellipse  als  Eeken. 

Naeh  dem  Synimetriegesetz  lagern  wir  nun  in  der  co -Ebene  urn 
jenes  Rreisbogendreieck  mit  den  Ecken  co  —  0,  1,  oo  drei  neue 
benachbarte  Dreiecke,  die  dann  jeweils  auch  aus  seeks  Elementar- 
dreiecken  bestehen.  Wir  richten  auf  irgend  eines  dieser  drei  Dreiecke 
unsere  Aufmerksanikeit.  Dasselbe  hat  mit  dein  urspriinglichen  Dreieck 
zwei  Ecken  geniein;  dber  die  dritte  EcJce  des  ncuen  DreiecJcs  ist  von  der 
dritten  des  urspriingliclien  dwrcli  die  beiden  gemeinsamen  Eclzen  Jiarnio- 
niscJi  getrennt,  wie  das  im  Syininetriegesetz  begriindet  liegt.  Wollen 
wir  jetzt  diese  Verhaltnisse  auf  das  eine  sehon  gezeichnete  geradlinige 
Dreieck  der  Fig.  62  iibertragen,  so  entspringt  aus  der  projectiven  Be- 
ziehnng  der  reellen  co-Axe  auf  die  Ellipse  der  nachfolgende  Saiz: 
Neben  das  erste  Dreieck?  .das  die  CD  ==  0;  17  oo  entsprechenden  Punkte 
der  Ellipse  zu  Ecken  hat,  lagern  sich  drei  neue.  Das  einselne  von 
iJinen  liat  mit  dem  ersten  swei  Ecken  gemein,  will  wend  seine  dritte  EcJce 
von  der  dritten  Ecke  des  ersten  Dreiecks  durch  die  gemeinsamen  Eck- 
punJite  auf  der  Ellipse  liarmoniscli  getrennt  ist. 

Fiir  die  Construction  des  vierten  harmonischen  Punktes  auf  der 
Ellipse  ziehen  wir  nun  eine  sehr  bekannte  Regel  heran  und  benennen 
dabei  die  Punkte  der  Ellipse  geradezu  nach  den  beziiglichen  reellen 
a>-Werten.  Man  ziehe  in  den  drei  Punkten  0,  1,  oo  der  Ellipse  die 
drei  Tangenten,  welche  ein  der  Ellipse  umschriebenes  Dreieck  bilden. 
In  diesem  verbinde  man  jede  Ecke  mit  dem  Beriib.rungspu.ukte  der 
gegentiberliegenden  Seite  durch  eine  Gerade.  Diese  drei  Geraden  sclinei- 

den   dann   auf  der  Ellipse   die   drei  den  Werten  w  —  —  1?  ~?  2  ent- 

spreclienden  PunJcte  aus  und  liefern  in  ihnen  die  neuen  Eclsen  fur  die 
dem  ersten  benacfibarten  DreiecJte.  Aber  gugleich  werden  diese  drei  Ge- 
raden die  Unterteilung  jenes  ersten  DreiecJcs  in  seine  sechs  Ekmentar- 
dreieclte  ergeben;  denn  sie  entsprechen  ersichtlich  denjenigen  Symmetrie- 
kreisen  der  co-Halbebene;  welche  clort  das  Analoge  leisten. 

Wir  haben  diese  Verhaltnisse  in  Fig.  62  veranschaulicht;  und  man 
iiberzeuge  sich  nun  an  der  Hand  dieser  Figur,  dass  die  Construction,  wie 
wir  sie  eben  filr  das  Dreieck  mit  den  Ecken  0,  17  oo  ausftlhrten,  jetzt 
aufs  neue  Anwendung  gestattet  auf  die  neu  hmzugekoninienen  benach- 
barten  Dreiecke.  Da  werden  wir  z.  B.  fQr  das  Dreieck  mit  den  Ecken 

Klein  -Prick o,  Modulfunoiionow.  1C 
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0;  --,  1  das  entspreehende  unaschriebene  Dreieck  vollstandig  zeichnen 

und  nun  wieder  die  Ecken  dieses  Dreiecks  niit  deu  gegenuberliegendeu 
Berularungspunkten  seiner  Seiten  durcli  Gerade  \>erbinden.  So  werden 
wir  neben  den  beiden  neuen  benachbarten  Dreiecken  zugleich  die  Unter- 
teilnng  des  jetzt  betracnteten  in  seine  sechs  Elementardreiecke  ge- 
winnen.  Es  ist  ersichtlich,  wie  diese  Construction sregel  immer  wieder 
aufs  neue  ihre  Anwendung  findet.  Letzten  Endes  werden  wir  das 
ganze  Innere  der  Ellipse  einfach  und  liickenlos  niit  lauter  geradlinigen 
Dreiecken  iiberdeekt  haben,  welche  sich  gegen  die  Ellipse  selbst  allent- 
halben  in  unendlichen  Schaaren  herandrangen.  Dies  ist  dann  eine  mit 
deni  Lineal  allein  construierbare  Figur,  welclie  der  Modulteilung  der 
co-Halbebene  genau  entspricht  und  statt  ihrer  z.  B.  auch  fur  zahlen- 
theoretische  Zwecke  rait  besonderem  Vorteil  benutzt  werden  kann*). 

*)  Ich  babe  diese  Figur  (an  die  sich  eine  Meuge  weiterer  gooxnetrischer  Be- 
merkuDgeii  anknupfen)  in  meinen  Voiieatingen  von  1877  an  wiederliolt  zur  Sprache 
gebraeht,  weil  dieselbe  anch  unter  rein  synthetisehoii  Gesichtspnnkten  aehr  be- 
merkenswert  ist.  Sie  giebt  uns  namlich  das  ubersichtlichste  Bild  fiir  die  con- 
structive Erledigung  der  in  der  synthetischen  Geometrie  fundaraentaleu  Anfgabe, 
ein  einformiges  Grundgebilde  (hier  unsere  Ellipse)  dadurcli  mit  unendlich  vielen 
Elementen  zu  uberdecken,  dass  man  zu  drei  willkiarlich  gegebonen  Elementen 
desselben  immer  -vfieder  das  vierte  barmonische  construiert.  Im  Herbst  1873  hattc 
ich  mit  dem  verstorbenen  Clifford  eine  lebhafte  Unterhaltung  dariiber,  dass  man 
es  als  Aufgabe  der  modernen  Mathematik  betrachten  mussc,  die  uns  iiberlcom- 
menen,  getrennt  neben  einander  stehenden  matheinatischen  Disciplinen  in  lebon- 
dige  Wechselwirkung  zu  setzen;  wir  kamen  tiberein,  dass  dios  ftir  synthctiacbo 
Geometrie  und  Zahlentheorie  am  scbwierigsten  sein  m5chte.  Die  JTigwr  (62)  dca 
Textes  stellt  diese  Verbindimg  her.  Man  wolle  in  dicser  Hinyicht  innbesondoro  die 
zahlentheoretischen  Entwicklungen  des  folgenden  Kapitels  vergleichon. 

Kloin. 


Drittes  Kapitel. 

Von  den  gauzzaliligen  Mnareii  quadratisclien  Formen  und  der 
Gleiehfrereclitigung  der  Modulsubstitutionen. 

Fauden  wir  soeben  die  Modulteilung  der  co-Halbebene  in  innigster 
Beziehung  zur  synthetischen  Geometrie  stehend,  so  soil  in  diesem 
Kapitel  dereu  zahlentheoretische  Bedeutuug  durch  Eingehen  auf  ein 
besonderes  Kapitel  der  Zahlentheorie  naher  entwickelt  werden.  Es 
soil  sich  um  die  ganzzaliligen  biniiren  quadratischen  Foriaen  handeln 
und  insbesoudere  um  ihre  Aquivalenz  und  Reduction.  Ohnedies  ist 
dieser  Bxcurs  erforderlicli  fur  die  weitere  Einzelbetraclitung  der 
aus  den  Modulsubstitutionen  gebildeten  cyclischen  Gruppen,  deren  Unter- 
sucbung  wir  im  ersten  Kapitel  uiiterbrachen. 

Ubrigens  sind  im  Verlaufe  dieses  Kapitels  unter  Modulsubstitu- 
tionen seblechtweg  imnier  nur  die  Operationen  erster  Art  verstanden. 
Dreieck  sagen  wir  deninach.  kurz;  wo  statt  dessen  genauer  Doppel- 
dreieck  stehen  sollte?  und  tiquivalente  Punkte  sind  iininer  honiologe 
Punkte  zweier  Doppeldreiecke.  Es  ware  keineswegs  unmoglicli,  auch, 
die  Operationen  zweiter  Art  der  erweiterten  Modulgruppe  heranzu- 
7Aizielien.  Doch  beriibren  wir  dieselben  nur  an  einer  einzigen  Stelle 
unter  dera  Texte  nebenlier. 

§  1.    Beuennnng  der  quadratischen  Formen*). 

Man   ist  in   der  Zahlentheorie   gewohnt,   die  binare  quadratiscbe 
Form  im  Anschluss  an  Gauss  in  der  Gestalt: 
(1)  atf  +  2bxy  +  eif 

zu  fixieren.    Yon  den  drei  ganzen  Zahlen  a,  21,  c  ist  also  die  rnittlere 
von  vornherein  als  gerade  angenomnien;  eine  Festsetzung,  von  der  wir 


*)  Man  vgl.  Her  uberall  den  vierten  Abschnitt  in  Dirichlet,  Vorlesungm 
faber  JZahlentJieorie ,  herausgegeben  und  mit  Zus&tzeii  vorsehen  von  Dodekind 
(dritte  Auflage,  Braunschweig  1879). 
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nur  ganz  beilaufig  eininal  abweichen  werden.    Als  abgekiirzte  Bezeich- 
nung  fur  die  quadratische  Form  (1)  brauchen  wlr  fortan  diese: 

(a,  &,  c). 

Die   ganze   Zahl   &2  —  ac   bezeichnet   man   als    Determinants   der 
giiadratisclien  Form: 
(2)  D  —  62  —  ac. 

Bei  den  weiterhin  zu  besprechenden  Problemen  ist  der  Wert  der 
Determinante  fur  die  einzelne  quadratische  Form  von  grosster  Wichtig- 
keit.  Ist  die  Determinante  eine  positive  Quadratzahl  einscnliesslich 
der  Null,  so  lasst  sich  die  Form  (1)  in  zwei  Linearfactoren  mit  ratio- 
nalen  numerischen  Coefficienten  spalten.  Solehe  Formen  bleiben 
Her  ganz  ausser  Betraclit.  Die  ubrigen  Formen  teilen  wir  je  nach  dem 
Vorzeichen  von  D  in  quadratische  Formen  von  positiver  und  solche  von 
negative?  Determinante  ein.  Bei  diesen  letzteren  mtissen  ersichtlich  der 
erste  und  dritte  Coefficient  a  und  c  das  gleiche  Vorzeichen  tragen. 
Je  nachdem  dieses  das  positive  oder  negative  ist;  spricht  man  in 
dieseni  Falle  von  einer  positiven  be#.  negatwen  Form. 

Endlich  bezeichnet  man  die  grosste  ganze  Zanl  6,  welche  a,  2& 
und  c  zugleich  teilt,  als  Teiler  der  quadratischen  Form  (a,  6,  c). 

Nachdem  wir  so  an  die  wichtigsten  in  der  Theorie  der  quadratisehen 
Formen  gebrauchlichen  Benennungen  erinnert  haben;  wenden  wir  uns 
jetzt  sogleich  zur  Betrachtung  cles  ersten  Hauptproblems  dieser  Theorie, 
desjenigen  von  der  Aquivalenz  der  quadratischen  Formen. 

§  2.     Von  der  Aquivalenz  der  quadratischen  Eormen* 

Wir  fassen  hier  das  Aquivalenzproblem  der  Formen  nicht  in  der 
allgenieinsten  Gestalt,  sondern  sogleich  derart  specialisiert,  wio  es 
weiterhin  gebraucht  wird.  Es  seien  a,  ft,  y,  S  vicr  gansso  Zahlon 
der  Determinate  1: 

ad  —  fty  —  1, 
so  schreiben  wir 

x'  ==  ax  +  py,    y'  =  yx  +  Sy 

und  fiihren  an  Stelle  der  %,  y  die  %',  y'  in  cine  vorliegeiule  quadra- 
tische Form  ein.     Es  entspringt  dergestalt  die  Oloichung 

ax*  +  Ztxy  +  c«/2  =  a' 'a'*  +  26  Vy'  +  c 'y/a, 

wobei  sich  die  a',  V,  c    ohue  Miihe  durch  die  a,  <b,  c  und  die  Sub- 
stitutionscoefficienten  cc,  /3;  y  darstellen   lassen.     Die    beid<m    Vormon 

(«,  6,  «),    (a',  y,  <>.') 
tragen  alsdann  den  Nanicn  aguivalentcr  Fonnen,  utul  es  entspringt  <la« 
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Problem,  die  Formenaquivalenz  der  naheren  Untersuchung  zu  unter- 
ziehen. 

Die  Substitution  x'  =  —  x,  y'  —  —  y  lasst  jegliclie  Form  unver- 
andert,  und  also  fiihren  auch  die  beiden  Substitutionen 

xf  =  ax  +  fry,     y'  =  yx  +  dy 
und 

x  =  —  ax  —  fiy,    y'  —  —  y#  —  dy 

die  einzelne  Form  in  die  namliehe  neue  iiber.  Das  hat  ersichtlicli 
zur  Folge,  dass  ivir  gerade  unsere  niclit-liomogenen  Modulsiibstitiitionen 

00  »'=^l>    «*-/*-! 

als  diejenigen  Siibstitutionen  anspreclien  Jsonnen,  tvelche  die  quadratisclien 
Formen  in  aqiiivalente  uberfiffiren.  Dieser  Auffassungsweise  werden 
wir  clann  dadurch  Kechnung  tragen,  dass  wir  statt  der  Zahleu  x,  y 
deren  Quotienten  G>  =  x  :  y  einfuhren  und  dementsprechend  unsere 
einzelne  quadratische  Form  (a,  b,  c)  aucli  wohl  in  der  Gestalt 


schreiben.  Nur  nilissen  wir  dann  jedesmal  nach  Ausfuhrung  einer 
Substitution  (1)  zur  Entfernung  des  dabei  sich  einstellenden  Nenners 
mit  (yo'  —  a)2  multiplicieren. 

Naehdem  wir  so  Fuhlung  mit  dem  vorigen  Kapitel  gewonneu 
haben^  niacnen  wir  noch  kurz  auf  die  Thatsache  aufmerksam,  dass 
aquivalente  Formen  stets  die  gleiclie  Determinate  fiesiteen;  es  entspriclit 
dieser  Satz  der  in  der  Algebra  wohlbekannten  Invarianteneigenschaft 
der  Discriminante  quadratiseher  Formen. 

Wir  geben  nun  gleich  die  beiden  Probleme  an,  um  deren  Auf- 
losung  es  sich.  in  der  Lehre  yon  der  JLquivalenz  der  Formen  zunachst 
handelt.  Liegen  zwei  Formen  derselben  Determinante  vor,  so  gilt  es  erst- 
licla  zu  entscheiden,  ob  sie  aquivalent  sind  oder  niclit.  Trifft  Aquivalenz 
zu,  so  reiht  sich  deni  das  zweite  Problem  an:  Alle  Siibstitutionen 

m,_«^+j 

y&  +  a 

anzugcben,  welcfie  die  eine  Form  in  die  andere  uberfiihrcn. 

Bei  der  Beantwortung  dieser  Fragen  zeigen  die  Formen  positiver 
Determinante  ein  ganz  anderes  Verhalten  als  diejenigen  von  negativer. 
In  jeder  Beziehung  einfacher  gestaltet  sich  die  Untersuchung  der 
letzteren;  rait  ihnen  werden  wir  also  beginnen.  Wir  sprechen  dabei 
ausschliesslich  von  positiven  Formen  dieser  Art,  da  fiir  negative  genau 
die  nauilichen  Satze  gelten.  Gehen  diese  Formen  docli  aus  den  erstercn 
einfach  durch  Multiplication  mit  —  1  hervor. 


II,  3     Von  den  ganzzahligen  bin^ren  quadratic  eken  Formen 

§  3.     Representation  der  Pormen  negativer  Determinante  und 
Keduction  derselben. 

Die  positive  quadratiscbe  Form  (a}  I,  c)  babe  die  negative  De- 
terroinante  D  =  &2  —  ac.  Bei  der  weiteren  Betrachtung  dieser  Form 
sollen  die  Variabelen  derselben  als  unbeschriinkt  veranderlich  ange- 
sehen  werden,  und  es  darf  deinentspreehend  co  in 

aco2  +  26oj  +  c 

auch    beliebige    complexe    Werte    annebmen.      Von    dieser    Erlaubnis 
inacben  wir  Gebrauch;  indera  wir  die  Wurzeln  der  GJeicbung: 

«co3  +  2ln  +  c  =  0 

in    die  Betrachtung    einfiibreu.     Bs    sind    die    beiclen    coujugiert   com- 
plexen  o-  Werte: 


Durch  die  Lage  eines  dieser  Punkte?  etwa  des  in  der 
Halbebene  gelegenen  und  tibrigens  durch  den  Wert  der  Dolorminanto 
ist  die  in  Rede  stehende  Form  eindeutig  bestimmt.  Jener  complexe 
Wert  co  ist  namlich.  Wurzel  einer  eindeutig  bestimuiten  quadrtiiisclien 
Gleichung  mit  reellen  Coefficienten  : 

Qa  +  2Aco  +  ft  —  0. 
Uusere  fragliclie  Form  muss  also  notwendig  in  der  Gestalt 

JCCO2  +  %KA<X>  +  Up 

enthalten  seiu.    Da  sie  aber  positiv  ist  uud  die  Detenu  huiulc  I)  besitzl, 
so  ist  x  notwendig  dem  positiven  Werte  gleich: 


Wir  haben  soinit  das  Recht;  cine  "bdicbiyc  Form  der  Ddermwmle  I) 
durch  den  PunJct  der  positiven  Halbebene: 


03 


sii  reprasentieren.  Vermoge  dieser  Reprasentation  besii&sen  wir  in  dor 
Modulteilung  der  <»-Halbebene  ein  tiberaus  bequemes  JliUsmitiol,  dio 
ftir  die  Formen  negativer  Determinate  aufgeworfojuon  Problomo  vt\\ 
losen,  bez.  die  seit  lange  in  der  Zahlenthcorio  bekaxmto  Losung  der- 
selben durcb  Mittel  der  Anschauung  zu  yersinnliohen.  Wir  ftihrou  dam 
erstlich  fiir  die  Frage  nach  der  Aquivalenz  ssweier  Formen  woitor  UUH. 
Wir  verabreden  zunachst:  Qehort  der  eine  hier  in  'BdracM  komnwnde, 
die  Form  (a,  I,  c)  reprasenticrende  Pmkt  a  dem  Ausffangadrewc/ce  an, 
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so  nennen  ivir  diese  Form  })twfatciert".  Unsere  Theorie  der  Modulteilung 
giebt  dann  sofort  den  Satz:  Jede  Form  ist  mit  einer  und  nur  einer 
reducierten  Form  aquivalent.  Denn  der  Begriff  der  Formaquivalenz 
deckt  sich  vermoge  der  eingefuhrten  Representation  der  Formen  bei 
gegebener  negativer  Determinante  vollig  mit  dem  Begriff  der  Aquivalenz, 
wie  wir  ihn  fur  die  Punkte  der  cj-Halbebene  oben  definiert  haben. 

Die  Frage,  warm  zwei  Formen  gleicher  Determinante  (a,  1),  c)  und 
(a'}  &',  c')  aquivalent  sind,  erledigt  sich  nun  so:  Man  suche  diejenigen 
beiden  Substitutionen 

**  +  P        V'Ctrti  —  *'*  +  F 

vm  4-   ti>  r     \     J  v'm    4-    Ar> 


+-    .....    ___  .      -  r     .  ^j  ,  ____      i  — 

6'  ^    J          y  co  +  & 

welche  bez.  die  Punkte 


in  das  Ausgangsdreieck  verlegen*  Findet  es  sich,  (lass  die  Pwnhte 
nack  gescliehener  Verlegung  coinddieren,  so  sind  die  Formen  aqidvalcnk. 
Zugldch  entspringt  in 

G>'  ==F'-iF(o)) 

thatsachlicJi  cine  Substitution,  ivelcUe  die  eine  Form  in  die  andere  iSbcrfuhrl. 
Es  ist  nur  eine  andere  Ausdrucksweise  dieses  Resultats,  wenn  wir 
classelbe  im  gewolinlichen  Sprachgebrauch  der  Zahlentheorie  so  fassen: 
Man  gehe  von  den  gegebeiaen  Formen  m  den  reducierten^  niit  denen 
sie  bez.  aquivalent  sind.  Diese  Ictgteren  milssen  identiseli  sein,  falls 
Aquivalen$  der  gegelenen  Formen  stattfinden  soil. 

§  4.     Zanl  der  Substitutionen,  -welche  die  Aq.uivalenz  zweier 
Formen  mit  D  <  0  vermitteln. 

Auch  die  zweite  unter  unseren  Fragen;  namlich  die  nach  der 
Zahl  der  Substitutionen,  welclie  die  gegebene  Form  in  eine  mit  ihr 
aquivalente  tiberfuhren,  beantwortet  sich  sofort  auf  Grand  des  §  4  iin 
vorigen  Kapitel.  Zwei  Formen  (a,  1,  c)  und  (a',  V  c')  nennen  wir 
mit  oinancler  w-fach  aquivalent  ,  wenn  es  im  ganzen  m  verschiedene 
Substitutionen  (1)  §  2  giebt,  welche  otwa  die  erste  in  die  zweite 
tiberluhren.  Die  beiden  reprasentierenden  Punkte 


wcrden  dann  iru  Sinne  des  vorigen  Kapitels  gleichfalls  wt-fach  aqui- 
valent sein.  Dahor  das  Resultat:  Sind  die  Werte  a,  &'  entwcder  mit 
i  oder  Q  aquivalent  j  so  giebt  es  &wci  be#.  drei  verschiedene  Substitutionen^ 
wclclic  (a,  I,  e)  in  (a',  I',  c'}  iibcrfuhren;  in  alien  tibrigcn  Fallen  aler 
nur  cine  cbwigc. 
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Wolleii  wir  uns  insbesondere  nocli  die  reducierten  Fprmen  an- 
sehen,  die  zu  den  Ausnahmefallen  zweifacher  bez.  dreifacher  Aquivalenz 
gehoren.  Im  ersten  Falle  muss  o  =  i  der  repmsentierende  Punltt  sein 
und  also  die  Form  diese  sein: 

am2  +  a  =  (a,  0,  a), 

so    dass    die   Determinante    ein   negatives    Quadrat    ist.     Im    anderen 
Falle  mit  dem  reprasentierenden  Punlde  Q  ist  die  G-cstalt  der  Form: 

21&2  +  2&G)  +  2&  =  (2&,  I,  2V), 
und  also  ist  die  Determinante  ein  negatives  dreifaches  Quadrat. 

Ini  allgemeinen  wird;  dem  Gesagten  zufolge,  eine  Form  nur  dureh 
die  identische  Substitution  o>'  =  co  in  sich  trans forrniert,  in  den  Aus- 
nahmefallen  durch  zwei  bez.  drei  Substitutionen,  die  eine  cyclische 
Gruppe  bilden.  So  geht  ersichtlich  (a9  0,  a)  ausser  bei  der  Identitat 
a'  =  c?  noch  bei  der  Substitution 

T(o>)  =  —  — 

V      J  CO 

in  sich  uber7  desgleicheii  die  Form  (26,  &>  2&)  uocb   bei  dcu  beidon 
Substitution  en: 


§  5.     Ausseres  Kennzeichen,  reducierter  JTormen,     Endlictikeit 
der  Classenanzahl. 

Man  kann  es  leicht  einer  gegebenen  Form  fin  den  Werlcn  ihrer 
Coefficienten  a,  ft,  c  ansehen;   ob   sie    reducicrt   ist    odcr   nicht.     Soil 

in  der  That: 

ax*  +  2b%y  -f-  cif 
reduciert  sein,  so  muss 


(i)  «-: 

dem  Ausgangsdreiecke  (Fig.  G3)  angohoren. 
Der  reelle  Teil  dieses  a>-Wcrtes  muHw  U!HO;  wic 
wir  noch  einmal  aus  der  Figur  ablcgon,  <ler 


'  O 

g.  es.  Ungleichung  gentigen: 


welche  in  geordnete  Form  ubergefiihrt  so  lautet: 

—  a<2b<.a. 

Andrerseits  darf  der  absolute  Betrag  von  (1)  mcht  untor  die  Ein- 
heit  herabsinken,  so  dass  noch  hinzukommt: 
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a  a 

welche    Ungleiehung    wir   infolge    der  Eigenscnaft   unserer  Form    als 
einer  positiven  sofort  zusammenziehen  in: 

c2>  a. 

Eine  weitere  Bemerkung  erheischt  nur  noch  der  Fall  c  =  a,  also 
derjenige  einer  Form 


ay*. 
Diese  Form  wird  durch  die  Operation  T  ubergefuhrt  in 


und  von  beiden  ist  infolge  unserer  frtiheren  Verabredung  fiber  die 
Zugehorigkeit  der  Randpunkte  zum  Ausgangsdreieck  iiur  die  mit  nicht- 
negativem  zweiten  Gliede  reduciert.  Zusammenfassencl  gilt  also:  Eine 
quadratiscJie  Form  (a,  b,  c)  lieisst  reduciert,  falls: 

—  «<2&<^a?     a^c 
ist,  le#.  ^venn  fur  a  =  c  ausserdem  noch  die  folgende  Bedingung  zutrifft: 


Diese  Ungleichungen  werden  uns  jetzt  leicht  zur  Kenntnis  eines 
weiteren  wichtigen  Satzes  aus  der  Theorie  der  quaclratisehen  Formen 
verhelfeu.  Es  ist,  wie  man  sielit,  fiir  eine  reducierte  Form: 

W  -  J)  =  ac  >  a2  >  4&2; 
woraus  folgt: 

-  ±  D  ^  62. 


*)  Jetzst  uberblickt  man  ntm  auch,  auf  welchem  Wege  man  von  der  Theorie 
der  quadratischen  Formen  aus  zum  Fnndamentalbereich  der  Modulgruppe  vor- 
dringen  konnte,  wie  wir  schon  oben  bei  der  ersten  Erwahnung  des  Wortes  Funda- 
mentalbereich  historiscla  anfiihrten  (cf.  p.  185).  In  der  That  darf  man  annehmen, 
dass  dieso  eben  jetzt  erhaltenen  rein  zahlentheoretischen  Bedingungen  fCir  dio  re- 
ducierten  Formen,  welche  in  dieser  Gestalt  liingst  in  der  Zahlentheorie  im  Ge- 
braxich  sind,  fiirDedekind  den  nachsten  Ausgangspunkt  bildeten,  vonwelchem  aus 
derselbe  vermSge  geometrischer  Deutung  dieser  Bedingungen  den  Bereich  gewann, 
den  wir  als  Fundamentalbereich  der  Modulgruppe  benennen.  —  An  dieser  Stelle 
gedenken  wir  nun  auch  der  erweiterfcen  Modulgruppe.  Da  ist  die  Sachlage  ein- 
fach  die,  dass  zwei  Formen,  die  im  Sinne  des  zahlentheoretiachen  Sprachgebrauchs 
uneigentlich  aquivalent  heissen,  durch  zwei  Punkte  der  positiven  o-Halbebene 
roprasentiert  werden,  welche  homolog  in  zwoi  ungleichartigen  Elementardreiecken 
der  Modulteilung  sind  und  also  mit  einander  durch  eine  Modulsubatitution  zweiter 
Art  correspondieren.  Liegt  im  speciellen  der  reprasentierende  Punkt  einer  Form 
auf  einem  Kreise  der  Modulteilung,  so  wird  diese  Form  sich  selbst  sowohl  eigent- 
lich  wie  uneigontlich  Equivalent  soin.  Hierher  geh5ron  insbesondere  die  so- 
genannten  arabigm  Formen;  dor  reprasentierende  Punkt  einer  solchen  liegt  auf 
einer  verticalen  Geraden  der  Modulteilung. 
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Trifft  das  Gleichkeitszeichen  zu;  so  kann  b  nur  positiv  sein.  Ver- 
stehen  WIT  deslialb  unter  der  nachfolgenden  Quadratwurzel  cleren  posi- 
tiven  Wert,  so  ist 


Bei  vorgeschriebeneni  D  ist  deshalb  fur  l>  nur  eine  cndlichc  Eeihe 
von  Werten  zuganglich.     Ftir  gewahltes  &  ist  dann  weiter: 

und  da  die  links  stehende  bestirninte  Zahl  nur  auf  eine  endliclie  Anzakl 
von  Weisen  in  zwei  Factoren  a,  c  zerlegt  werden  kann,  die  sich  iiber- 
dies  durch  die  Forderung  0  <  a  <,  c  noch  weiter  reduciert?  so  ist  fiir  ge- 
gebenes  D  die  Zahl  der  moglichen  reducierten  Formen  eine  beschrankte. 
In  der  Regel  spricht  man  diesen  Satz  in  etwas  anderer  Form 
aus.  Man  vereint  namlich  alle  mit  einander  aquivalenten  quadratischen 
Formen  in  eine  Classe  von  Formen.  Jede  Classe  enthalt  dann  nur 
eine  reducierte  Form  und  der  gerade  gefundene  Satz  lasst  sich  so  aus- 
sprechen:  Die  Ansalil  der  Classen  qiiadratisclier  Formen  von  ycydtener 
negative?  Determinante  ist  jederzcit  endlicli*}. 

§  6.    Representation  der  Fornien  positiver  Determmanto**). 

Urn  vieles  schwieriger  gestaltet  sich  die  Durclifiihrung  ciner  ont- 
sprechenden  Theorie  fiir  die  Fornien  posifcivor  nicht-quadnvbischer  Deter- 


!i)  In  den  noch  im  letzten  Abschnitt  des  nllheren  namhaft  au  machcn(l<ui 
Arbeiten  von  Grierster  und  Hurwitz  liber  Relafcionen  zwischon  den  Clas«on- 
anzahlen  quadratischer  Formen  negative!*  Determinante  linden  die  voraufgohondon 
Er6rterungen  nicht  unmittelbar  Anwendnng.  Dortselbst  konnte  nUmlich  tlio  Annahmc 
eines  ausschliesslich  geraden  zweiten  Cocfficionten  der  Formon  sswcckmassigor  Weiwo 
nicht  aufrecht  erhalten  werdcn;  dersclbe  kanii  daselbst  jeclon  gan«7ia}iligen  Wort 
annehmen,  cine  Bestimmung,  die  iibrigens  auch  sonwt  viulfach  im  Qobrauuh  int. 
Die  in  den  gemeinten  Arboiten  von  (Siorster  und  Hurwitss  ^obrauchto  BczoichuungH- 
weise  ist  P^2  +  Qxy  +  Ry*  =  (P,  Q,  JK),  wobei  als  Determinante  dioaor  Form 
D  —  —  A  B=  Q2  —  4.  Pit  zu  bezeiclmen  ist.  Alle  socbon  im  Texto  gegebonon  lOnt- 
wicklnngen  lassen  sich  solbstverstandlich  ohno  Miiho  ftbortragun.  Die  ala  powitiv 

angenommene  ciuadratisclie  Form  (P,  Q,  Ji')  wird  durch  at  *»        b  "*"  *  ^     roprii- 

*J  JL 


sentiert.    Das  Kennzeichen  einer  reducierten  Form  ist  —  P<^Q<ip>  l><.  J^ 
noch  fur  P^E  als  dritte  Bodiugung  Q  >  0  kommt    Daraus  boatiwint  man  1'rtr 


wio  mi 


reducierte  Formen  leicht  —  y  -^  <  Q  ?>  T/-T-  rind  bowoiat  ganss  ftbnlioh 

Texte  die  Endlichkeit  der  Classenanzahl  fiir  gegebono  negative  Dctoruumitito  —  A. 

**)   Die  Verwendung   dei*  Modultoiluug   fur   dio   Thcsorio    der    (luiulratiHchoii 

Formen  positiver  Determinant   gcachah    zuertti  durch  Stephen  Smith   in  der 
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minante  D.  Wir  suchen  hier  von  vornherein  nach  einer  zweckniassigen 
Art;  die  eiuzelne  solclie  Form  (a,  ft,  c)  geonietriseh  zu  reprasentieren. 
Die  Gleichung 


wird  nuiimehr  befriedigt   durch   die   beiden  reellen  irrationalen  Werte: 

—  i  +  y~s  —  i  —  yu 

03  —  -  LJ:  —       &   _  ---  »  -- 

1  a          '          2  a 

Unter  der  Bestinimung,  ]/D  stets  positiv  zu  nehmen,  uennen  wir  o^ 
die  erste,  o?2  die  zweite  Wurzel.  Die  hier  gewahlte  Bezeielinuiig  a>1?  o23 
die  librigens  nur  vorlibergehend  in  Betracht  komrat,  wird  man  wohl 
kaum  mit  derjenigen  der  Periode  des  elliptischen  Integrals  erster  Gat- 
tung  verwechsela.  Nunmehr  verbinden  wir  a^  uud  cv^  durch  einen 
der  positiven  o-Halbebene  angehoreiiden  Halbkreis;  dessen  Gleichung 
also  diese  ist: 

a  (a?  +  f)  +  Six  +  c  =  0,       (®  =  x  +  nj). 

Diescr  Kreis  ziisammen  mit  clem  Zalilivcrt  von  D  mag  uns  die  Form 
(a,  b,  e)  reprasentieren.  Aber  diese  Representation  ist  noch  eine  zwei- 
dentige,  indem  durch  den  einzelnen  derartigen  Halbkreis  und  den  zu- 
gehorigen  Wert  von  I)  gleichzeitig  noch  die  beiden  Formen  (a,  b,  c) 
und  (  —  a,  —  b}  —  c)  reprlisentiert  sind.  Denigeniass  wollen  wir  uns 
den  Halbkreis  mit  emern  Pfeile  versehen  denken,  der  von  der  ersten 
Wursel  zur  ziveitcn  liinl'uhrt.  Je  nachdem  dann  der  Pfeil  nach  rechts  oder 
links  weist;  ist  der  erste  Coefficient  a  der  Form  negativ  oder  positiv. 
Nebenbei  inerken  wir  hier  noch  den  Satz  an?  dass  bei  Cbergang 
M  einer  liqiiivalenten  Form  die  erste  Wurzel  a)t  jedesmal  ivieder  in  die 
erste  co^  der  iiquivalenten  Form  iibergehk  In  cler  That;  weuclet  man  auf 
(a,  b,  c)  die  Substitution 

V(m\  —  —  "tJ5 

Kw  —  yfl)  +  ^- 

an,  so  geht  die  erste  Wurzel  o^  der  gegebenen  Form  iiber  in 


Arbeit  ,,Sur  Us  citations  modulmrcs",  wclchc,  1874  gesehrieben  und  zuniicbsfc  der 
Parisor  Akademio  vorgolegt,  spaterhin  in  den  Atti  della  Accademia  Itcale  doi 
Lincei  Bd.  1  (1877)  Aufnahme  fand.  Dor  Raum  fiir  die  reducierten  Formen  ist 
dort  froilich  nicht  wie  im  Texte  lixiert,  vielmohr  hat  cr  die  Gcatalt  desjenigcn 
Beroiches,  den  wir  sehr  bald  als  Fundamentalbereich  dor  Congruenzgruppe  2ter  Stufo 
konuen  lornen  werden  (cf.  Fig.  G7,  p.  270).  Dadurch  ist  unmittelbarer  Anschluss 
an  Gau»s'  Behandlungsweiso  der  Formen  von  positiver  Determinante  orreicht, 
wobei  dann  freilich  die  Actuivalcnz  gegeuuber  den  Entwicldungcn  des  Textos  eino 
Einscluiinkung  erfilhrt,  von  der  wir  erst  im  folgenden  Kapitel  des  genaueren  han- 
deln.  Die  Darstollung  des  Toxtcs  wurde  in  der  ITanptsache  von  Klein  in 
Vorlesung  vonx  Sommor  1879  gegeben.' 
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wobei  ]/J9  nach  wie  vor  positiv  zu  nehmen  1st.  Bei  Ausfuhrung  der 
Substitution  V  geht  also  nicht  nur  der  die  erste  Form  reprasentierende 
Halbkreis  in  den  zur  zweiten  Form  gehorigen  iiber,  sondern  die  Pfeil- 
richtung  des  ersten  Ereises  giebt,  der  Transformation  mit  unterworfen, 
fur  den  zweiten  Kreis  die  richtige  Pfeilrichtung  ab. 

§  7.    Brster  Ansatz  zur  Transformation  einer  Form  positiver 
Determinante  in  sich. 

Die  erste  Frage,  welche  uns  in  das  Studium  der  Aquivalenz  von 
Formen  positiver  Determinante  einfiihren  soil,  ist  diese:  Giebt  es 
Mod^tl$^lbstitu•tionen,  welche  die  Form  (a,  &;  c)  in  sicli  transformieren?  Sicher- 
lich  wird  eine  derartige  Substitution  die  beiden  Punkte  a7l7  c?a  an  ihrer 
Stelle  lassen;  denn  eine  Permutation  derselben  ist  nach  deni  Schluss- 
satze  des  vorigen  Paragraphen  ausgeschlossen,  da  doch  der  erste 
Coefficient  a  der  Form  nicht  das  Zeichen  wechseln,  sondern  erhalten 
bleiben  soil. 

Soil  es  nun  Substitutionen  geben;  welche  die  irrationalen  Punkte 
G)1}  c»2  an  ihrer  Stelle  lassen,  so  miissen  dieselbcn  hyperbolisohc  scin, 
die  dann  insgesamt  eine  cydisclie  Gmppe  I'lyper'bolisclier  Siibslititkionen  lildcn 
iverden.  Greifen  wir  irgend  eine  dieser  fraglichen  Substitutionen 


heraus   und   untersuchen  die  Moglichkeit,    sie  von   der  quadratischcn 
Form  (a,  ft,  c)  aus  wirklich  zu  erreichen. 

Wir  werden  davon  ausgehen  miissen,  dass  die  Grleiclmngcn 


^2  _|_   ^  Q^to   _  ^  =  0, 

von  denen  die  zweite  die  Fixpunkte  der  in  Rede  stehendon  Substitution  V 
bestimmt,  dieselben  Wnrzeln  haben  sollen;  mid  dass  also  ihrc  linkcti 
Seiten  bis  auf  einen  constanten  Factor  iibereinstimnion  mftssen.  Sci 
jetzt  (a,  &,  c)  eine  Form  voni  Teiler  a1,  so  haben  wir  ausuusctecu : 

(1)  tf($  —  cc)  ==  2bw, 

unter  «*  eine  bestimmte  ganze  Zahl  verstanden.  0*berdies  wollen  wir 
noch  die  jedenfalls  gerade  gauze  Zahl  <$(a  +  f)  mii  2t  bezeiclineu. 
Wir  berechnen  uns  dann  noch  ftir  cc  und  &  eiuzeln: 
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(2)  <ro:  =  £  —  lUy       <sS=*t+lu. 
Es  ist  hiernacli: 

6\ud  —  fty)  =  <5*=*f  —  Du2, 
und  also  sind  i  und  u  gwei  ganze  Zalden,  die  der  Gleiclmng  i 

(3)  '-1^  =  1 
geniigen. 

Sind  t  und  u  umgekehrt  irgend  zwei  dieser  Gleicliung  geniigende 
Zahlen,  so  konnen  wir  uns  auf  Grand  obiger  Formeln  aus  diesen  t  und  u 
ira  Verein  mit  a,  26,  c  vier  Goefficienten  a,  ft,  y,  8  einer  gesuchten  hyper- 
bolischen  Substitution  herstellen.  TTnsere  Frage  nach  der  Moglichkeit 
der  Transformation  von  (a,  &?  c)  in  sich  ist  sonach  auf  die  andere 
nadi  der  Auflosbarkeit  der  Gleiclmng  (3)  zuruckgefiihrfc. 

§  8.    Beriekt  iiber  die  PelPselie  Gleiclmng. 
Die  letztgefundene  Gleicliung 
(1)  *=£*-! 

wird  nach  deni  englischen  Matliematiker  Pell  als  die  PelKsclie  Gleicliung 
benannt.  Sie  lasst  fur  t  und  u  jedenfalls  die  triviale  Losung  i  =  +  <?, 
u  ==  0  zu.  Inzwisehen  ist  es  eine  Hauptleistung  von  Lagrange  in 
der  Tbeorie  der  ZaL.len;  nachgewiesen  zu  liaben?  dass  auch  liieruber 
hinaus  die  Pell'sclie  Gleichung  filr  D  >  0  noch  durch  weitere  Zahlenpaare 
t,  u  befriedigt  werden  Jcann,  die  l)eide  von  Null  verscMeden  sind.  Indeni 
wir  den  Beweis  der  Existenz  derartiger  Losungen  aufschieben  (um  ihn 
in  §  13  zu  bringen),  geLen  wir  zuvorderst  gleich  zur  Nutzanwendung 
dieses  Lagrange'schen  Satzes  fiir  die  sonstige  Tlieorie  der  Peirschen 
Gleichung,  sowie  dann  weiter  fiir  unsere  die  quadratischen  Formen 
positiver  Deterniinante  betreflfenden  Fragen. 

Wir  wollen  dabei  t  sowohl  wie  u  positiv  annelinien;  denn  die 
vier  Losungen  +  ^;  +  w  sind  kaum  wesentlicli  verschieden.  Giebt  es 
niehrere  deravtige  positive  Losungen,  so  sei  eine  zweite  tr,  n',  eine 
dritte  t"9  u"  u.  s.  w.  Wir  bilden  danix  unter  positiv  genomniener 
Quadratwurzel  yD  das  nachfolgende  Product: 


in  welches  wir  beliebig  viele  unserer  Losungen  in  beliebigen  Multi- 
plicitaten  cc,  a',  u",  -  •  •  zusammengefasst  denken.  .  Durch  elementare 
Rechnung  lasst  sich  dies  Product  wieder  auf  die  Form: 
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bringen,  und  nun  behaupten  wir,  dass  die  iilrigcns  positlven  Zalilen 
tw,  I«(l)  gleicltfalls  wieder  cine  Losuny  von  (1)  darstellen.  In  der  That 
haben  wir  die  beiclen  Gleichungen: 


(wobei   wir   eininal    die   oberen,    das   zweite   Mai   die   imteren   Zeichen 
nehinen).     Das  Product  dieser  beiden  Gleichungen  liefert  direct: 


Je  grosser  t,  urn  so  grosser  muss  offenbar  auch  das  zugeliorige  u 
sein;  welches  mit  t  zusamnien  (1)  lost.  Man  kann  demnach  von  einer 
Jtleinsteto  positive*  Losimg  der  Pell'schen  Gleicliiing  sprechen,  die  durch 
F,  U  bezeichnet  sein  nioge.  Wir  nehmen  jetzt  im  Producte  (2)  fur 
alle  Factoren  iibereinstimniend  diese  kleinste  Lusung  T,  U  mid  bilden 
dementsprechend  die  Potenz 

+  u  y^  v_  i*  +. 

~G         /  ""      "  "  a 


In  tn,  tin  ist  so  eine  unendliche  Meuge  positiver  Losungoii  der 
Pell'schen  Gleichung  gewonnen;  ja  yeradezu  deren  Qe.saMriUwti9  wic  wir 
nun  behaupten.  Da  namlich  die  linke  Seite  der  letzten  flloichuwg  mit 
wachsendem  n  selbst  unbegrenzt  wachsfc,  so  nilisstc;  falls  noch  cine 

neue  Losung   t,  u  hinzukonimen   sollte,   -T.?1L,    deiu    W<»rtn 

7r  j.  a  |/ 
zwisclien   zwei   auf   einander   folgenden   Potenzcn    von  ^ 

legen  sein: 

T  +  u  y.n 


Schreiben  wir  alsdann 


so  Wiire: 


d.  h.  es  ware  nicht  T,  U,  sondern  T0,  £/0  die  kloinstc  positive  I^osung. 
Es  soil  jetzt  n  in  der  Gleichung  (U)  auch  0  und  negative  gujti/e 
Zahlen  clurohlaufen.     Er«ichtlich  ist 
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f0  =  <7,  UQ  =  0 

t-n  =  tH  ,  «_»  =  -  Ufl  . 

Filr  n  =  —  oo  •  -  •  +  °°  haben  itir  in  den  solclienveise  definierten 
tn?  un  alle  Losungen  der  Pell'schen  Gleicliung,  bel  denen  t,t  niclit  negativ  ist. 

§  9.     Herstellung  aller  Snbstitutionen,  die  eine  Form  positiver 

Determinante  in  sicb.  transformieren. 

Gelien  wir  zuriiek  auf  die  Darstellung  der  hyperbolischen  3ub- 
stitutionen,  welche  die  Form  von  positiver  Deterrainante  (a,  lf  c)  in 
sich  transforniiereu,  durch  die  ganzzahligen  Losungen  der  Pell'schen 
Gleichung: 

6a  =  t  —  bu,         <?/3  =  —  cu, 

<5y  =  au,  6d  =  t+lit, 

so  ist  zuvorderst  soviel  deutlich;  dass  ein  simultaner  Zeichenwechsel 
von  t  und  u  einen  eben  solclien  fiir  cc,  |3,  /?  9  nach  sich  zielit  und 
demnacli  niclit  auf  eine  wesentlicn  verschiedene  Substitution  ftihrt. 
Wir  werden  also  alle  gesuchten  vSubstitutionen  erhalten,  ^venn  wlr  nur 
die  am  Sclduss  des  letzten  Paragraphen  vermerlden  Losungen  zulassen* 
Sei  nun  neben  der  ersten  in  (1)  verwencleten  Losung  k,  u  der 
Pell'sclien  Gleichung  eine  zweite  clurcL.  t',  i\f  gegeben,  so  entspreche 

('       PLf\ 
/  ^,  )  .     Wie  vorhin  leiten  wir  aus   den  beideu 
y  ,  d  / 

in  Rede  stehenden  Losungen  die  dritte  ab: 


wobei  explicite: 


,,r  _  tt'  +_Duuf  „  _  tu'  -j-  t'u 


ist.     Entspreche   dieser   dritten  Losung   die  hypcrbolische  Substitution 

(//       af?\ 
t?  s>"}')  so  zeig^  ^i116  einfaclie  Rechnung,  dass  diese  dritte  Substitution 
7  3  °  ' 
(jerade  durck  Combination  der  beiden  ersteren  entsteht: 


y, 
Nun  sei  insonderheit  der  kleinsten  positiven  Losung  T,  U  die  Sub- 

stitution 

jp,*  s  _  ^  etc*  +  (3 

Y  W  —  7^+"^ 

zugeordnet.  Dann.  haben  wir  als  hauptsachliches  Resultat:  Der  Losimg 
tn,  un  entspriclit  die  durch  n-malige  Wiederholung  von  a>'=  V(ci)  ent- 
sprinyende  Substitution  co'=  Vn(cdj.  Die  Zab.1  n  durchlauft  dabei  alle 
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ganzzahligen  (positiven,    wie  negativen)  Werte,    und   insonderheit  isfc 
F°  ==  1  die  Identitat. 

Hierrnit  aber  haben  wir  den  fur  die  Keuntnis  der  hyperbolischen 
Substitutionen  fundamentalen  Satz  erhalten:  Sind  die  irraMondlen  P-itnUe 
G)19  co2  die  Witrgeln  einer  gan&zdliligen  quadratiscJien  Gleieliung,  so  geliort 
git  diesen  Punlden  als  Fixpunltten  jedesmal  eine  cydiselie  Gruppe  hyper- 
lolisclier  Sulstitutionen.  Es  eiiedigt  sich  damit  aueh  unsere  Frage  nach 
der  Aquivalenz  einer  Form  positiver  Deternainante  mit  sich  selbst: 
Eine  Form  (a,  b,  c)  mit  D>Q  ^vird  stets  durcli  unendlicli  viele  liyper- 
lolisclie  Sulstitutionen  in  sicfi  transformiert,  ndmlich  durch  alle  diejenigen, 
ivelclie  a>17  c?a  &u  FixpunUen  Jiaben.  Zugleicli  ersclwpft  die  cydisclie 
Gruppe  dieser  Siibstitutionen  die  Gesamtlieit  derer,  die  (a}  6;  c)  in  sich 
iiberfiiliren. 

§  10.    Iiage  des  eine  Form  positiver  Determinante  reprasentierenden 
Halbkreises  in  der  co-Halbebene. 

Der  Halbkreis,  durch  welchen  wir  in  §  6  eine  vorliegende  Form 
(a,  t,  c)  positiver  Determinante  reprasentierten;  gehort  als  Bahncurve 
derjenigen  cyclischen  Gruppe  hyperbolischer  Substitutionon  an,  welche 
wir  dieser  Form  soeben  zugeordnet  fanden.  Erinnern  wir  uns  jetzt 
an  die  Gestalfc  des  Fundanientalbereichs  dieser  cyclischen  Gruppe,  wie 
wir  ihn  im  ersten  Kapitel  fixierten,  und  denken  insbesondere  die  o-Ebene 
den  einzelnen  Substitutionen  der  cyclischen  Gruppe  entsprechend  in  die 
unendlich  vielen  bezuglich  unserer  Gruppe  aquivalenten  ringformigcn 
Bereiche  zerlegfc,  die  sich  gegen  die  Fixpunkte  C319  coa  hin  niehr  und 
mehr  zusammenzogen.  Mit  der  o-Ebene  wird  anch  der  (a,  b,  c)  re- 
prasentierende  Halbkreis  durch  diese  Bereiche  in  unendlich  viele  sich 
gegen  cox  und  co2  haufende  Kreisbogenstiicke  zerlegt,  die  bezuglich  der 
in  Rede  stehenden  cyclischen  Gruppe  und  also  aueh  *be$'dyliek  der 
Modulgntppe  aguivalent  sind*). 

Denken  wir  uns  jetzt  die  gesainte  Modulteilung  in  der  cj-llulbcbenc 
aufgetragen  und  greifen  einen  emzelnen  der  Bogen  horaus,  iu  welche  wir 
soeben  den  reprasentierenden  Halbkreis  zerlegt  fandeu.  Wir  koiincn  das 
Sachverhaltnis  so  wahlen,  dass  der  Anfangspunkt  diesen  Jiogens  gcrade 
auf  der  Grenze  eines  Doppeldreiecks  liogt;  alsdann  wird  der  'Bogen 
gerade  eine  bestimmte  endliche  Zald  von  sagen  wir  ft  J)oppddreiechen 
divrehseteen.  In  der  That  liegt  er  ja  ganz  im  Innorn  der  Halbcbeno, 
und  sein  Endpunkt  ist  rait  dem  Anfangspunkte  aquivaleni 


*)  Man  vergleiche  die  im  ersten  Kapitel  (p.  187)  fur  die  hyporbolittchcn  Rub* 
stitutionen  mitgeteilte  Fignr. 
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Insgesamt  wird  nun  der  Halbkreis  durch  die  Doppeldreiecke  der 
Modulteilung  in  unendlich  viele  Kreisbogen  zerschnitten,  die  sich  gegen 
co1  und  c?2  haufen.  Aber  in  der  Reihe  dieser  Bogen  ist;  wie  wir 
sahen,  der  nte  jedesmal  mit  deni  (M  +  ft)fcen  aquivalent.  Wollen  wir 
also  alle  diese  unendlich  vielen  den  einzelnen  Doppeldreiecken  an- 
gehorigen  Bogen  inimer  durcli  die  gerade  in  Betraeht  koinrnenden 
Modulsubstitutionen  in  das  Ausgangsdreieck  verlegen,  so  wird  dieses 
doch  nur  von  ft  Bogen  durclisetzt  erscheinen,  der  en  einzelner  dann  frei- 
lich  unendlich  oft  uberdeckt  gedacht  werden  muss. 

Zur  naheren  Erlauterung  kntipfen  wir  noch  an  die  Vorstellungen 

in  §  11  des  vorigen  Kapitels  an.  Dort  bezeichneten  wir  mit  B{— j 
den  Complex  derjenigen  Doppeldreiecke,  die  voni  rationalen  reellen 
Punkte  —  ausstrahlten.  Nun  wird  sicher  der  (a,  Z>,  c)  reprasentie- 
rende  Halbkreis  unendlich  viele  solche  Bereiche  J?(— j  durchziehen, 
deren  zugehorige  Punkte  —  z.  B.  gegen  o^  bin  bald  grosser  bald 

kleiner  als  G>±  sind  und  diesen  Punkt  in  immer  engere  Grenzen  ein- 
sehliessen*).  Aber  das  oben  herausgegrijBFene  ^  consecutive  Doppel- 
dreiecke  durchsetzende  Stuck  des  Halbkreises  durchzieht  nur  eine  be- 
schrankte  Eeihe  von  Bereichen,  deren  Anzahl  in  der  That  noch  kleiner 


als  ft  sein  wird.  In  Fig.  64  1st  schematisch  der  Fall  dargestellt,  dass 
unser  Halbkreis  den  besonderen  Bereich  S(ioo)  durchsetzt.  Man  zahlt 
dabei  sofort  ab;  dass  von  den  genannten  p  auf  einander  folgenden 
Doppeldreiecken'ftinf  auf  den  Bereich  B(ioo)  entfallen,  und  bewerk- 
stelligt  muKelos  die  Verlegung  der  fiinf  durch  diese  Doppeldreiecke  auf 
unserem  Halbkreise  abgeschnittenen  Bogen  in  das  Ausgangsdreieck. 
Tndem  wir  dies  in  Fig,  64  ausfuhren;  ist  nun  auch  leicht  ersichtlich; 


*)  Man  vgl,  insbesondere  die  Sohlussbctrachtung  in  §  11  des  vorigen  Kapitels. 

Klola-Hrloke,  ModuJfanctioncB..  17 
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wie  allgemein  die  p  das  Ausgangsdreieck  durchsetzenden  Bogen  mit 
einander  correspondieren.  Denken  wir  sie  in  einer  Reihe  durchlaufen, 
wie  sie  vordem  im  Halbkreise  auf  einander  folgten,  so  geht  jedesmal 
der  Endpunkt  eines  Bogens  entweder  durch  die  Substitution  8  bez.  S~l 
(die  ini  Palle  der  Fig.  64  allein  zur  Yerwendung  koinmi),  oder  durch  T 
in  den  Anfangspunkt  des  folgenden  fiber.  Zwischen  zwei  auf  einander 
folgenden  Anwendungen  von  T  koinrnt  dabei  8  immer  ein  oder  mehrere 
Male  zur  Terwendung.  Anwendung  von  T  bedeutet  jedesmal,  dass  der 
(a,  6,  c)  reprasentierende  Halbkreis  an  der  gerade  erreichten  Stelle  in 
einen  iieuen  Bereich  B(~)  eintritt.  Nachdem  wir  solchergestalt  (>  —  1) 
Male  hinter  einander  8  oder  T  zur  Ausubung  gebracht  haben,  warden 
wir  beim  pten  Male  gerade  wieder  zu  dem  Bogen  zuruckgefuhrt,  von 
dem  wir  ausgingen.  Dnsere  p  das  Ausgangsdreieck  durchsetzenden 
Bogen  bilden  in  diesem  Sinne  eine  geschlossene  Kette. 

Die  Yeranschaulichuug  dieser  Verhaltnisse  wird  sich  jetzt  als 
vollig  ausreichend  erweisen,  urn  auch  fur  die  Formen  positiver  Deter- 
minaute  das  Aquivalenzproblem  zu  erledigen. 

§11.    Von  den  reducierten  Formen  und  iliren  Perioden,    Brledigung 

des  Aguivalenzproblems. 

Nach  solchen  Vorbereitungen  gehen  wir  dazu  iiber?  von  der  Aqui- 
valenz  der  Formen  positiver  Determinate  zu  liandeln.  Wir  stelleu 
aueh  hier  wieder  die  Definition  einer  reducierten  Form  an  die  Spitee:, 
Die  Form  (a,  b,  c)  positiver  Determinate  soil  reduciert  heissen,  falls  ihr 
reprasentierender  Hati)7cr&is  das  Ausgangsdreieck  schncidet.  Wir  nenuen 
sie  dabei  eine  Hauptreducierte,  falls  der  reprasentierende  Halbkrois  die 

untere  kreisformige  Gronsso  dea  Aus- 
gangsdreiecks  schiieidot  ?  Nvbcu- 
red^lciert<G  im  andereii  Fallo.  ((Jf, 
Fig.  65.) 

Nun  iblgt  so  fort  aim  den  vor- 
ausgeschickten]ilntwicklungeu,:J^^ 
Form  positiver  Determinant  (a,  ft;  /*) 
i$timgan#en  mit  y,  vwsclviGdencn  rcdu- 
ciarten  Formen  aguwalwit,  wo  ^  die 
mehrfachgeuanutecHdlicljeundvotiO 
verschiedene  positive  gan/.e  Zalil  der 

das  Ausgaugsdreieck  durchsetzenden  Bogen  ist>  in  die  auf  obon  be/Aiicli- 
nete  Art  der  (a,  I,  c)  r.oprasentierende  Ualbkreis  Iransformiert  vrird.  in 
der  That,  mogen  wir  irgend  eines  von  den  durch  don  reDriisciitieronden 
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Halbkreis  durchschnittenen  Dreiecken  herausgreifen,  dern  die  Substitu- 
tion V  angehore,  und  dann  vermittelst  der  zu  V  inversen  Substitu- 
tion F^1  die  Form  (a,  b,  e)  bez.  ihren  Halbkreis  trans  formier  en  ;  jedesmal 
entspringt  auf  deni  Wege  eine  zu  (a,  b,  c)  afjuivaleute  reducierte  Form. 

Die  p  reducierten  mit  (a,  b,t  c)  aquivalenten  Formen  lassen  sich 
nun?  wie  die  p,  Kreisbogen  des  Ausgangsdreiecks,  in  eine  gesehlossene 
Kette  von  p  Grliedern  an  einander  reihen,  wobei  jede  folgende  Form 
aus  der  vorhergehenden  dureh  Ausubung  von  S  oder  T  entsteht; 
zwischen  zwei  Anwendungen  Yon  T  kommt  dann  die  Substitution  8 
stets  ein  oder  mehrere  Male  zur  Ausubung.  Diese  Reihe  der  ^  Forruen 
nennt  man  eine  Periode  reducierter  Formen.  Die  game  Classe  der  mit 
(a,  I,  c)  agiiwalenten  Formm  Ttonnen  wir  dann  micli  durch  die  so  er- 
haltene  Formenperiode  reprasentieren* 

Das  erste  Problem  aus  der  Theorie  der  Aquiralenz  fur  die  Fornien 
von  positiver  Determinate  haben  wir  jetzt  in  folgender  Weise  zu 
beantworten:  Bind  #wei  Formen  (a,  Z>;  c)  und  (a'y  1)',  e')  aquivalent, 
so  miissen  sie  dieselbe  Periode  rediicierter  Formen  ftesiteen.  Zugleich  eiit- 
springt  durch  die  beiderseitige  tJberfuhrung  Yon  (a,  6;  c)  und  (ar,  b1  ,  cr} 
in  die  redueierten  Formen  bei  zutreffender  Aquivalenz  eine  Substitution 
&'  =  V(n),  welehe  (a,  b,  c)  in  (a,  6',  c')  tiberfiihrt.  Durch  Ver- 
einigung  Yon  V  mit  den  hyperbolisclien  Substitutionen,  die  (a,  b,  c) 
in  sich  transformieren;  entstehen  alle  iibrigen  Substitutionen?  die  gleich-' 
falls  (a,  b}  c)  in  die  niit  ihr  aquivalente  Form  (a'y  b',  c')  transfor- 
mieren.  Damit  ist  das  zwetie  Aguivalenzproblem  von  selbst  writ  erledigt. 

§  12.    Ausseres  Kennzelchen  reducierter  Formen.     Endlichkeit 
der  ClassenanzaM. 

Soil  der  Halbkreis,  der  durch  die  Gleichung 
(1)  ^(a?8^  ?/2).+  2abx  +  ac  —  0 

dargestellt  wird  und  eiue  vorliegende  Porni  (a;  bf  c)  reprasentiert;  das 
Ausgangsdreieck  durehsetzen,  so  muss  wenigstens  einer  der  beiden  Punkte 
co  «=  Q9  —  Q*  in  seinem  Innern  gelegen  sein,  Liegen  beide  darin,  so 
ist  die  beziigliche  Form  (a,  6,  c)  Nebenreducierte^  falls  nur  einer  Yon 
beideu  dern  Innern  dieses  Kreises  angehort,  ist  (a,  b,  "  c}  Haupt- 
i%educierte,  Diese  beiden  Punkte  Q,  —  $2  haben  aber  die  Ooordinaten 

1/3 


Tndem  wir  diese  Werte  in  die  Kreisgleichung  (1)  emsetzen,  finden  wir; 
class  die  ITngldclwng 
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entiveder  fiir  das  erne  der  leiden  fragliclien  Zeichen  oder  fur  leide  statt- 
fmden  muss,  je  naclidem  (a,  b,  e)  Haupt-  oder  Nebenreducierte  isL 
Ans  der  gewonnenen  Ungleichung  zielien  wir  iin  Verein  mit: 

D  =  tf  _-  ac 

die  neue: 

a?±al  +  W<D. 

1st  D  gegeben,  so  sind  die  fiir  reducierte  Formen  zulassigen  Wertcombi- 
nationen  a,  6  an  Zahl  beschrankt.  Da  nun  c  rait  a,  b,  D  zugleich  ge- 
gebeii  ist,  so  existiert  fiir  gegebene  Deterniinante  nur  eine  endliche 
ZaM  reducierter  Formen.  Um  so  mehr  wird  die  AnzaM  der  Classen 
aqirivalenter  Formen  von  positiver  Determinate  D  eine  endlieJie  sein. 

§  13.     Existenzbeweis  fiir  die  kleinste  positive  Losung  T,   U 
der  Pell'scken  Grleichung. 

Wir  haben  oben  (p.  253)  vorab  nur  erst  historisch  mitgeteilt,  dass 
die  Losbarkeit  der  Pell'sclien  Gleicliung  allgemein  durch  Lagrange  be- 
wiesen  sei.  Die  vorangehenden  Erorterungen  konnen  wir  nun  aber 
ausbeuten?  um  jetzt  nachtraglich  in  anscliaulicher  Weise  die  Existcnz 
von  Losungen  der  Pell'schen  Gleicliung  durcli  nicht-versehwindemle  t,  n 
darzuthun.  Wir  skizzieren  den  einzuschlagenden  Gedankengang  kurz 
.in  folgender  Weise. 

Bei  gegebener  Deter minante  D  greife    man  als  einfachste  Form 

(1,  0,  -  D) 

auf,  lehre  ihre  Deutung  durch  einea  Kreis  und  gebe  sodann  Defi- 
nition und  aussere  Kennzeichen  der  Reduciertheit,  aus  welch  en  letztereu 
insbesondere  noch  die  Endlichkeit  der  Anzahl  der  lieducierten  iblgt. 

Demnachst  gehe  man  von  der  Form  (1,  0,  — D)  durch  wieder- 
holte  Anwendung  von  8  bez.  T  zu  aquivalenten  reducierton  Formen 
und  beginne  so  unter  steteni  Hinblick  auf  die  Figur  die  Formcnperiode 
zu  bilden.  Sie  kann  nur  eine  endliche  Zahl  von  Formen  urnfassen, 
denn  alle  ihre  Formen  haben  die  gleiche  Deterniinante  D  und  siud 
reduciert.  Soniit  werden  wir  in  gekennzeichneter  Weise  etwa  nach  ^ 
berechneten  Formen  zur  ersten  (1,0,  —  D)  zuriickgefuhrt.  Fatten 
wir  nunmehr  die  bis  dahin  zur  Verwendung  gekommencn  /SY?  T  zu: 

(1)  fif«r5»r---(»)  — ?—t-5 

^  J  ^    '        yc»  +  6 

zusammen,  so  haben  wir  eine  offenbar  von  der  Identitat  verscliiedeno 
Substitution  erhalten,  die  (1,  0,  — •  D)  in  sich  transformiert. 

Jetzt  bilde  man  wie  in  §  7  die  allgemeine  Ge«talt  der  8ub- 
stitutionen;  die  unsere  Form  in  sich  transformicren.  Die  gel* undone 
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Substitution  (1)   muss    zu    denselben   gehoren,  und   es   wird   sicb   also 
schreiben  lassen: 

a=T,    p  =  DU,    y  =  U,     d  =  T. 

Die   dadurcli  clefinierten    ganzen    und    von  Null  verschiedenen   Zahlen 
T,  U  genligen  wegen  ad  —  (3y  =  1  der  Bedingung: 


Es  ist  demnacli  in  T,  U  erne  Losung  der  Pell'sclien  Gleiclmng  f  —  Du2  =  1 
gefwiden,  und  zwar,  wie  wir  wissen,  gerade  die  kleinste  Losung,  ans  der 
alle  iibrigen  in  oben  gekennzeichneter  Weise  hergestellt  werden. 
Handelt  es  sich  um  die  allgemeinere  Gleichung 


so  gehe  man  vou  cler  fiir  diesen  Fall  einfachsten  Form  (&,  0,  --  J 

aus    und   lege  Schritt  iur  Scliritt  die  namliche   Gedankenentwicklung 
zuriick. 

Hiermit  ist  die  Betraclitung  der  Tlieorie  der  quadratiscnen  Pormen, 
soweit  wir  derselben  liier  nachgehen  wollten;  zuni  Abschlusse  ge- 
konimen. 

§  14.     Transformation  der  Modulsnbstitutionen. 
Hat   sonaeli    die    Modulteilang  der  co-Halbebene  fur  die  Zahlen- 
theorie   schonste  Bedeutung,    so    konnen    wir    nun    unigekehrt    diese 
letztere    benutzen;    um    fur    die   Modulsubstitutionen   nocli   cine  Beihe 
ergiinzender  Satze  aufzustellen.     Wir  bezeichnen  durcli 


ceo  +  d 

eiiie  beliebige  lineare  Substitution  von  co,  die  also  irgencl  welche  nur 
der  einen  Bedingung  ad  —  be  ^  0  geniigende  Ooeflicienten  haben  mag; 
wiihrend  wir  fur  die  Modulsubstitutionen  nacli  wie  vor  die  Bezeicliuung 


vorbehalten.    Die  zu  W  inverse  Substitution  schreiben  wir:    . 


und  definieren  nun  erne  neue  Substitution  T7"',  indem  wir  folgende  Com- 
bination der  eben  genannten  Operationen  bilclen: 
(1)  F/(o))  =  >K-1FWr(oj). 

Man  sagt  dann,   V  cntstehe  aus  V  durch  Transformation  v&nnogo 
der  Operation  TF*).    Das  Merkwtirdige  dieser  weiterhin  sehr  wichtigen 

*)  Of.  7,Ikos."  p.  6,  7,  sowie  p.  232—234,. 
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Massnahme  ist,  dass  alle  Substitutionen  V,  die  durcli  Transformation 
vermittelst  einer  und  derselben  Operation  W  aus  der  Gesamtheit  der 
Modulsubstitutionen  T  entstehen,  ilirerseits  ivie  die  V  eine  Gruppe 
l)ilden;  denn  es  ist: 


Ordnefc  rnan  der  Substitution  F4  der  ursprimglichen  Gruppe  die  aus 
ihr  entspringende  F/  der  ,,transformierten  Gruppe"  zu,  so  lehrt  die 
letzte  Gleichung  iiberdies  nock,  dass  Mvischen  den  beiderseitigen  Gmppen 
das  VerMUnis  des  lioloedrischen  Isomorpliismus  "bestelit. 

Der  naehste  Schritt  zum  Besonderen  isfc,  dass  wir  nuninehr  W(&) 
selbst  als  Modulsubstitation  wablen.  Dann  ist  auf  Grand  von  (Ij 
aucli  die  transforniierte  Substitution  V  eine  Modulsubstitution.  Dabei 
lehren  die  einfacbsten  Beispiele,  dass  V  im  allgemeinen  von  F  vcr- 
seliieden  ist.  Immerhin  ist  docb;  falls  W  Modulsubstitution  ist;  die 
eben  gemeinle  Gruppe  der  transforrnierten  Substitution  en  koine  andere 
als  die  Modulgruppe  selbst,  und  also  ist  dergestalt  unsere  Modulgvuppe 
holocdrisch  isomorph  auf  sich  selbst  bessogen. 

Es  sind  dies  alles  Begriffe,  die  in  den  folgenden  Kapiteln  cine  be- 

sondere  WicMigkeit  erlangen;    hier  verfolgen   wir  sic   zuvorderst   nur 

nacli  einer  Eichtung.    Im  Falle  die  transformierendc  Substitution  W  selbst 

eine  Modulsiibstitution  erster  Art  ist,  nennen  wir  die  ursprilngliche  und 

'  transformierte  Modulsiibstitution 


V,  sr  \7',  9' 

mit  einander  gleictiberechtigt.    Leicht  findet  man  dabei  explicitc: 

,    a  «*  ada  —  aly  +  edfi  —  US,     ft'  —  6rf«  +  c^/J  —  ftsy  -    bd6, 
' 


c'2p  +  a?<y  +  acS  ,     d'  =  —  lea  —  c.d 

Hier  bilden   wir  noch  die   Srnnme   des   orsten  und   yiorten  (Jooi- 
ficienten  a}  d': 

a'  +  8'  =  (ad  —  6c)  (cc  +  *)  =-  a  +  #. 

Gleiehberechtigte  Substitutionm  haben  somit  glcielie  tfwnme  des  ersten  und 
vierten  Coefficienten.  Es  kauri  deninacli  eine  elliptisclie  Habstitution 
stets  nur  wieder  mit  oiner  ebensolchen  der  gleiclien  Poriodo  gleicli- 
berechtigt  sein;  desgleichen  kann  eine  paraboliache  Substitution  nur 
tnit  einer  parabolischen,  eine  hyperbolische  nur  mit  oinor  liyper- 
boliscben  gleichberechtigt  sein.  In  wie  weit  diesc  Sutsso  umkehrbar 
sind,  soil  nunmehr  zum  Schlusa  dieses  Kapitels  untersuclxt  wcrden, 


und  der  GleiehberechtiguBg  der  Modulsubstitutionen.  263 

§  15.     Gleicnberechtigung   im    Falle    eUiptischer   und   parabolisclier 

Substitiitionen  . 

Moge  T'  irgend  eine  elliptische  Modulsubstitution  der  Periods 
zwei  sein;  um  mit  diesen  zu  beginnen,  so  gehort  zu  derselben  als  Fix- 
punkt  der  mit  i  aquivalente  Punkt  V(i).  Alsdann  tragen  die  beiden 
an  diesen  Punkt  heranragenden  Doppeldreiecke  der  Modulteilung  auf 
Grund  friiherer  Untersuchungen  die  Namen  V  und  VT,  so  dass 
(1)  o>  —  F(«D"),  a»'-FT(a»") 

aquivalente  Punkte  dieser  beiden  Doppeldreiecke  sind,  wenn  co"  irgend 
em  Punkt  ini  Ausgangsdreieck  ist.     Aus  (1)  folgt 


als  Gleicliung  zwischen  &'  und  CD.  Aber  nach  der  Voraussetzung  war 
Tr  die  Substitution,  welche  die  beiden  in  Rede  stehenden  Dreiecke  in 
einander  tiberfiihrt.  Da  wir  nun  «  aufs  leichteste  so  wahlen  konnen, 
dass  &  mit  &'  nur  einfach  Equivalent  ist,  so  kommt  als  Darstellung  von  T'i 
(2)  T'  —  FTF-1, 

so  dass  T'  aus  T  clurcli  Transformation  vermoge  der  Substitution  F"1, 
entspringt.  Sonach  sind  alle  elliptisclwn  Siibstltittionen  der  Periode  zwci 
mit  T  ifnd  also  alle  tmter  einander  yleiclibereclitigt. 

Die  elliptiscliei]  Substitutionen  der  Periode  drei  zerfallen  in  zwei 
Gattungeu,  je  nachdem  der  im  Sinne  von  p.  165  der  einzelnen  Substitution 
zugeh6rigeWinkel#gleieli?~  oder  -?  ist;  (den  damals  mit  ^  bezeieh- 

neten  Punkt  denken  wir  dabei  als  den  in  der  positiven  Halbebeue 
gelegenen  Pixpunkt  unserer  Substitution).  Zur  ersten  Gattung  geliort 
insbesondere  die  Substitution  U,  und  wir  zeigen  jetzt  muhelos,  dass 
alle  ubrigcn  Sulstitutionen  dieser  Gattuny  mit  II  und  also  unter  einander 
yleicliberechtigt  sind.  Sei  in  der  That  U'  eine  Substitution  dieser 
Gattung,  deren  Fixpuiikt  F(p)  sein  soil.  Wie  wir  sahen;  transformiert 
alsdann  die  Substitution  U'  das  Dreieck  V  in  das  Dreieck  VU.  Sind 
demnach  &'  und  co  %wei  einfach  aquivalento  Punkte  dieser  beiden 
Dreiecke,  wo  hat  man  neben  einander  die  Gleichungeu: 


aus  welchen  U'  =  FZ/T-1,  d.  i.  die  Gleichberechtigung  vou  U  uncl  U' 
entspringt. 

In  derselben  Weise  zeigt  man,  dass  die  in  der  zweiten  Gattung 
vereinten  elliptischen  Substitutionen  der  Periode  drei  mit  U~l  =  Z7a 
und  also  uberhaupt  unter  einander  gleichberechtigt  eind.  Aler  eine 
Substitution  aus  der  ersten  dieser  beiden  Gattungen  ist  niemals  mit  einer 
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soletien  aus  der  zweiten  Gatimg  gleictibereclitigt.  Wir  beweisen  das  Mer 
durch  Angabe  ernes  bequemen  arithmetisehen  Unterscheidungszeichens 
fur  unsere  beiden  in  Rede  stehenden  Gattungen.  Denken  wir  namlich 


die   Coefficienten    einer   hierher    gehorigen  Substitution  ^J  derart 

fixiert,  dass  *  +  d  =  +  1  wird,  so  lialen  die  Sulstitutionen  der  ersten 
Gattimg  ein  positives  ]3  und  negatives  y}  die  Sulstitutionen  der  Meiten 
Gatt'imy  dagegen  ein  negatives  jS  und  ein  positives  y.  In  der  That  ist 

die    allgemeinste    Form   einer    mit  U=(_^  Q)  gleichberechtigten 

Substitution  zufolge  (2)  §  14 

/ad  +al  +  cd,       V  +  ld  +  d*  \ 

\—a2^ac  —  c*,  —al  —  Ic  —  cd/' 

welclie  '  wirklich  als  Summe  des  ersten  und  vierten  Coeflicienten  +  1 
und  als  zweiten  Coefficienten  eine  positive,  als  drittea  aber  ciue  nega- 

tive Zahl  nat.    Indem  man  sodann  aucli  noch  die  mit  £73  ==  (  .  ;        .  ) 

gleichberechtigten  Substitutionen  in  allgemeinster  Form  aulstellt,  veri- 
ficiert  man  miihelos  unsere  Behauptungen  vollstandig. 

Statt  hier  librigens  an  die  friiheren  Satze  liber  die  JJauenuuujjf 
benachbarter  Doppeldreiecke  der  Modulteilung  anzukiiupfen,  luitten 
wir  aucli  rein  arithnietisch  verfahren  tind  direct  mit  cler  boHomleren 
Gestalt  der  elliptischen  Substitutioueu  arbeiten  konnen.  J^ino  Obor- 
legung  dieser  Art  bringen  wir  jetzt  bei  den  parabolisclicn  Substitu- 
tionen in  Anwendung*). 

Sei  S'  irgend  eine  besondere  parabolischc  Substitution;  so  koimon 
wir'  dieselbe  sogleich  in  der  Gestalt  anschreiben: 


2  —  • 

Ihr  Fixpunkt   ist   bei  o  =  ?—•—  gclegen.    Moge  diosor  Hruoh 
auf  seine  kleinste  Benennung  gebracht 


lauten,  so  werden  wir,  unter  A  eine  gewisse  ganze  Zahl  vorHiehcnd: 

K  -    1  =  ^^?        ^  sssa  -  &C 

zu  schreiben  haben.    8f  ninimt  so  nach  kurzer  Kechnung  die  (JeHtalt  an: 


*)  Umgekehrt  kOnnte   man   wicder    letsstero  durch  eino   nickhr 
gefasste  tTbeiiegung  orsetzen, 
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—  he,      1  — 

Da  ft  ganzzablig  ist;   so   niuss  A  durcli  c  teilbar  sein.     Schreibeii  wir 
derngeinass  A  =  ex  ,  so  ist 

«, 


,  _  A  +  **d,       ^Z2     \ 
V—  KC*     ,  1  —xcd/ 


Die  liierbei  auftretende  gauze  Zahl  %  nennen  wir  die  Amplitude  dcr 
parabolisclien  Substitution  8'  und  bezeiebnen  diese  letztere  geiiauer  durch 
S*.  Schreiben  wir  dann  kurz  S^  =  Sf,  so  beweist  eine  leiclite  Recli- 
nung,  dass 

S;  —  8'*,     («  —  —  oo.-.  +  oo) 

ist.     Wir  liciben  also  in  den  &'  die  Siibstitutionen  derjeniyen  cyclisctien 
Gnippe  gciconnen}  deren  Erseugende  die  Substitution  S'  der  Amplitude  1  ist. 
Da  c  und  d  relativ   prim    sincl,   so  konnen  wir  ihnen  jetzt    zwei 
weitere  ganze  Zalilen  a,  ~b  zugeselleu;  so  dass: 

ad  —  1c  =  1 
wircL     Vermoge  der  Substitution   Wi 


transforniiereii  wir  sodann  S"x  und  finden  nacli  kurzer  Beclmung: 


Leiclit  ergiinzt  mau  dieses  Kesultat  zum  Schlusssatz:  Zwei  paraboliscJie 
Substitutionen  sind  stets  und  nur  dann  gleicHberechtigl,  wenn  sie  dieselbe 
Amplitude  Jiaben. 

§  16.     Gleichbereclitigung  hyperbolisclier  StilDstitutionen. 

Die  elliptischen  Substitutionen  standen  in  engster  Beziehung  zu 
denjenigen  quadratiscnen  Formen,  deren  Determinante  ein  negatives 
einfaches  bez.  dreifaelies  Quadrat  ist;  und  wir  batten  fiir  die  para- 
bolischen  Substitutionen  soeben  in  gleicher  Weise  die  quadratischen 
Pormen  mit  verschwindender  Determinante  beranziehen  konnen.  Jeden- 
falls  werden  wir  nun  aber  die  in  Ansehung  der  hyperbolischen  Sub- 
stitutionen noch  schwebenden  Fragen  durcb  Verwertung  der  friiher  fiir 
die  quadratischen  Formen  positiver  Determinante  erhaltenen  Satze 
erledigen. 

Sei  eine  cyclische  Gruppe  hyperbolischer  Substitutionen  gegeben, 
deren  Erzeugende 


II,  8-    V°u  dcn  ganzzahligen  binliren  quadratischeu  Formen 


ist.  Die  Fixpunkte  derselben  findet  man  durch  Nulisetzen  der  qua- 
dratischen  Form 

(1)  2<y&2  +  2(9—  «>  -  2ft. 

Der  reprasentierende  Halbkreis  dieser  Form  sei  uns  zugleich  Ke- 
prasentant  der  Substitution  V.  Wir  merken  uns  uberdies  noch  die 
Determinante  der  Form  (1): 

(2)  JD  -(«  +  *)*-  4, 
sowie  ihren  Teiler  tf. 

Wir  haben  nun  gesehen,  wie  man  die  Substitutiouen  V*  der  oyclischen 
Gruppe  durch.  die  unendlich  vielen  Losungen  der  Pell'scheii  Gleichung 


herstellen  kann.  Insbesondere  entsprang  aus  der  kleinyten  poaitiveu 
Losung  Tj  U  die  Substitution  V  selbst,  aus  tn  und  «„  aber  V\  Ba 
war  dabei 


und   wenn   wir    den   Exponenteu  n  hierbei    wieder    die  Amplitude  dor 
Substitution  Fw  nennen,  so  kommt  fur  dieselbo  die  Darstolhmg*): 


Wahlen  wir  jetzt  irgend  eine  Modulsubstituiiou  W  und  tranw- 
formieren  durch  dieselbe  unsere  cyclisclie-  Gruppe  der  hyjicrboliscliou 
Substitutionen  Vn.  Es  entspringt  dabei  eino  holoedrisch  isomorplie 
cyclische  Gruppe  hyperbolischer  Substitutionen,  wclche 

(4)  V'W  —  W-iVWfa) 

zur  Brzeugenden  liat.  Der  besonderon  Substitution  Vn  der  Ampli- 
tude ft  ist  dabei  V'n  mit  der  gleiclien  Amplitude  n  ssugeordnet,  so 
dass  wir  jedenfalls  fordern  werden:  Bollcn  $wei  hypwbolischc  Subslilu- 


*)  Diese  '  Darstellung  steht  insoforn  in   engstor  Boaiohung  au  dor  frflhoron 
Schreibart  dor  Substitutioneu  p.  164,  als  die  dort  mit//  boKoichnotn  %ahl  fflr  die 


/*  4.  M  i 

Substitution   rw  gerado  die  Form  7c  ^=  I  ----  -  -----  /  annimmt. 
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tionen  yleiclibereclitigt  sein,  so  milssen  sie  die  gleiclie  Amplitude  in  ihrcn 
'bezilglichen  cydisclien  Untergruppen  liciben*}. 

Inzwisclien  1st  die  so  gefundene  Bedingung  fur  die  Gleichbe- 
reclitigung  zweier  Substitutionen  V?  V  noch  nicht  hinreichend.  Wir 
miisseu  vielraehr  dariiber  hinaus  nocli  beachten,  dass  die  reprasen- 
tierenden  Halbkreise  der  beiden  Substitutionen 

F(o>)  und   F'(CD)  =  W^VW^d) 

nrit  einander  equivalent  sind,  indem  der  eine  in  den  anderen  durch. 
Ausfiihrung  der  Substitution  W"1  tibergeht.  Zum  Beweise  genugt 
es,  wenn  wir  dartliun,  dass  die  Fixpunkte  o1;  &$  vou  V  durch  Aus- 
libung  von  W""1  in  diejenigen  der  anderen  Substitution  V  tiber- 
gelieii.  Setzt  man  aber  fiir  o  den  Wert  at'  =  PF~1(cjt);  (i  =  1,  2), 
so  kommt 


und  es  1st  also  o>;  wirklicli  Fixpunbt  von  V.  G-leiclibereclitigte  hyper- 
bolische  Siibstitutionen  V,  V  liabcn  sonacli  iiqitivalente  reprasentierendc 
Kreise***). 

Hierin  erkennt  man  nun  aber  auch  leicbt  die  ausreickende  Er- 
ganzung  der  zunachst  angegebenen  Bedingung,  so  class  wir  die  Prage 
nach  der  Gleicliberechtigung  zweier  liyperbolischen  Substitutiouen  unter 
Verwertung  des  fruher  fiir  die  Aquivalenz  der  Fornjen  positiver  De- 
terrninante  erlialteneii  Hauptsatzes  in  folgender  Art  beantworten: 
Man  uiitersuche  vorab,  ob  die  beiden  Substitutionen  gleiche  Amplitude 
babeu.  Trifft  dies  zu,  so  transfornaiere  man  deu  die  eine  Substitution 
reprasentierenden  Halbkreis  in  oben  ausfiihrHcli  erorterter  Weise  in 
die  p  das  Ausgangsdreieck  durchsetzenden  Bogeii  und  fuhre  die  nam- 
liche  Operation  auch  mit  dem  Halbkreise  der  anderen  Substitution 
aus.  Die  Widen  Sulstitutionen  yleic/ier  Amplitude  sind  dann  und  nur 
dann  gleicliberecMigt,  wenn  wir  beide  Male  m  demselben  System  von 
Xtogen  geftihrt 


*)  Indessen  bemorken  "wir  nooh  nebeubei,  dass  es  besondere  hyperbolische 
Subsfcitutionen  giebt,  die  mit  ihren  iuversen  gleicliberechtigt  siud,  wo  dann  der 
im  Texte  axisgesprochene  Satz  in  sofort  ersichtlicher  Weise  zu  ergiinzen  sein  wiirde. 
1m  einzelnen  solchen  Fall  geht  der  ropr^sentierende  Halbkreis  durch  unendlich  viele 
mit  CD  «=»  i  aquivalente  Punkte.  Die  beztiglichen  quadratischen  Form  en  sind  solche, 
die  mit  Hauptreducierten  der  Gestalt  (a,  &,  —  a)  Ji^ivalent  sincJ.  Ofitenbar  wird 
also  jedo  mdgliche  Zerlegung  des  Einzelwertes  JD  5n  die  Summe  zweier  Quadrate 
D  =  ft  »  -f.  as  auf  Substitutionen  dieser  besonderen  Art  fdhron. 

**)  Entaprechend  entnehmen  wir  aus  der  obcn  gegebenen  Bntwicklung  don 
Satz:    Gleichberechtigte  elliptieche  oder  parabolische  Substiiutionen  liaben 
valente  Fixpunkte. 


268  H>  3-    ^r°n  den  ganzzahligeu  biniiren  quadratischen  Forrnen 

§  17.     Gleichberechtigung  der  in  der  Modulgruppe  enthaltenen 
oyclischen  TTntergruppen. 

Endlich  wollen  wir  zum  Schluss  den  Begriff  der  Gleichberechtigung 
von  einzelnen  Substitutionen  auf  die  cyclisclien  Gruppen  ausdehiien, 
die  in  der  Modulgruppe  enthalten  sind.  Es  liegt  sehr  nahe,  class  wir 
zwei  cyelische  Untergruppen  der  Modulgruppe  dann  gleichberechtigt 
nennen  werden,  wenn  sie  sich  aus  zwei  gleichberechtigten  Modul- 
substitutionen  erzeugeii  lassen.  Wenden  wir  diese  Festsetzung  zu- 
vorderst  auf  die  elliptisclien  Modulsubstitutionen  an;  so  entspringt  der 
Satz:  Alle  cyclisclien  Untergruppen  gweiter  Ordming  und  dcsgleiclien  auch 
dlle  cyclisctien  Untergruppen  der  dritten  Ordmmy  sind  gl&ichbercclitigt.  Jene 
werden  namlich  aus  den  elliptischen  Modulsubstitutionen  cler  Periodo 
zwei,  diese  aus  denjenigen  der  Periode  drei  crzeugi. 

Benennen  wir  des  weiteren  eine  cyclische  Untergruppc  dor  Modul- 
gruppe als  eine  ?;umfassendste",  wenn  sie  nicht  in  einer  nocli  um- 
fassenderen  gleichfalls  der  Modulgruppe  angohorendeu  cyclisclien 
Gruppe  als  Untergrappe  enthalten  ist,  so  werden  allc  utnfassendsten 
cydisclien  Untergruppen  aus  pardbolisclicn  Modidsiibstitutioneti  mil  cinandcr 
gleicKberechtigt  sein-  clenn  ihre  Erzeugenden  sind  die  parabolischcn 
Modulsubstitutionen  der  Amplitude  1,  In  der  einzelnen  yolcheu  um- 
fassendsten  cyclischen  Gruppe  werdon  dann  immer  diejcnigen  Sub- 
stitutionen wieder  eine  Untergruppe  fur  sich  bildon,  dcren  Amplitude 
durch  eine  beliebig  gewiihlte  gauze  Zahl  teilbar  ist?  welche  letztcrc 
dann  die  niederste  bei  den  Substitutionen  dioscr  Untergruppo  eiu- 
tretende  Amplitude  ist.  Der  allgeineine  Satz  ist  dann  dcr?  dass  je 
mod  cyclisclie  Untergruppen  parabolischer  Modtdsubslitutionen  gleieh- 
'bereclitigt  sind,  wenn  die  niedersten  in  diesem  Sinne  fur  die  heiden 
Gnippen  in  Setracht  Iwmmenden  Amplituden  einander  gleich  sind. 

Anders  natUrlieh  gestalten  sich  die  Dinge  fur  die  aus  'hypwholischen 
Modulsubstitutionen  bestehenden  cyclischen  Untergrui)pon.  Bringen 
wir  die  gleichberechfcigten  Untergruppen  dioser  Art  iinmer  in  eiuc 
Classe  zusamrnen,  so  erlialten  wir  leicM  ersiclitllch  nock  elno  wn'begren&tG 
Mannigfaltiglceit  solclier  Classen,  auch  wenn  wir  vorcrst  ganss  alloi,n 
von  den  umfassendsten  hier  in  Betracht  kommeuden  cycliBch.cn  Unler- 
gruppen  handeln.  Indem  wir  namlich  hier  etwa  nur  primitive  quadra- 
tische  Formen  zulassen,  d.  i.  solche,  bei  denen  a,  I,  c  Zahlon  ohnc  cincji 
alien  gemeinsamen  Teiler  sind,  haben  wir  offenbar  den  Sat/;  da«s  die 
eben  genannten  Classen  gleichberechtigter  cyclischer  Untcrgruppou  den 
Classen  primitiver  quadratischer  Formen  positiverDetcnuinanto  wechaol- 
weise  eindeutig  zugeordnet  sind.  Die  Anzahl  dor  letztcren  (llasHon  ist 
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aber  sclion  desbalb  unendlicb  gross,  well  es  unendlicb  viele  positive 
ganzzablige  D  giebt.  Dass  iibrigens  in  zwei  gleiclibereclitigten  um- 
fassendsten  cyclisclien  Gruppen  liyperbolisclier  Modulsubstitutionen 
wieder  gleicliberecbtigte  Untergruppen  enthalten  sind,  folgert  man 
leicht;  wie  vorhin  bei  den  paraboliscben  Modulsubstitutionen*). 

Die  Betraehtungen  der  letzten  Paragraphen  baben  die  Unter- 
suehung  der  in  der  Modulgruppe  enthaltenen  cycliscben  Untergruppen 
soweit  gefordert,  wie  wir  sie  bier  tiberbaupt  geben  wollten.  Nacb- 
dem  wir  daniit  nun  scbon  einen  Teil  unseres  gruppentbeoretiscben 
Problems  zur  Erledigung  gebracbt  baben;  ist  es  jetzt  an  uns;  zur 
Betracbtung  nicbtcycliscber  Untergruppen  der  Modulgruppe  vor- 
zugeben. 

*)  Eine  besondere  Stellung  nelimen  dann  wieder  die  Classen  derjenigen 
cyclischen  Untergruppen  ein,  die  durcb  gewisse  Modulsubstitutionen  der  Periode 
zwei  in  sich  iransformiert  werden.  Es  sind  das  die  Classen,  welche  Operationen 

der  Gestalt  (^J  \\    enthalten,    bez.    deren   entsprechende  Formclassen  reducierte 
\p,  d/ 

Form  en  der  Grestalt  (a,  &,  —  a)  besitzen. 


Viertes  Kapitel. 

BespreclmBg  eiiier  lesonderen  in  der  Modulgruppe  enthalteuen 

TJntergruppe. 

In  den  drei  voraufgehenden  Kapiteln  haben  wir  neben  einer  Reihe 
grundle gender  Erorterungen  unser  gruppentheoretisches  Grundproblem 
insoweit  behandelt,  dass  wir  uns  iiber  die  cyclisclien  Untergruppen  in 
der  Modulgruppe  unterriehteten.  Nun  aber  bilden  die  cyclisclien 
Untergruppen  nur  einen  verschwindend  kleinen  Bruchteil  aller  der 
Modulgruppe  angehorigen  Untergruppen.  Wollen  wir  also  jetzt  ver- 
suchen,  uns  auch  fiber  die  nichtcyclischen  Untergruppeu  zu  orientieren. 
Dabei  wird  uns  das  auch  oben  bereits  wichtige  Hilfsmittel  der  Funda- 
mental bereiche  von  wesentlichstem  Nutzen  sein.  Der  Plan  unserer 
Untersuchung  ist  der,  dass  wir  zuvorderst  eine  besondere  Untorgruppe, 
die  seit  lange  her  bekannt  ist,  aufgreifen  und  an  ihr  alle  diejenigen 
Begriffe  erlautern,  welche  hernach  bei  der  allgenieinen  Untersuchung 
der  Untergruppen  inassgeblich  werden.  Dieser  besondercu  Uutergrupj)e 
ist  das  gegenwartige  Kapitel  gewidmet. 

§  1.     Definition  der  Untergruppen  F"  und  f'.- 

Zwei  besondere  Modulsubstitutionen  erster  Art,  die  wir?  wie  aueh 
bisher  schon  haufig;  imr  durch  Angabe  ihrer  (Joefficicaiten  uurafaaft 
inachen,  seien: 

/«,  f\          (a',  A 

V,  dJ '       V',  8')  ' 
Durcli  Combination  clerselben  entspringt  die  dritto: 

(«"*  P"\_(K«'  +  Py',     atf'+m 

\y",   d"J  ~  \ya'  +  8y'9       yftf  +  di'J  ' 

Trifft  es  sich,  dass  sowohl  j3  wie  /3'  geradc  int;  so  niolit  man,  daas 
auch  /3"  eine  gerade  Zahl  werden  wird.  Die  Substitutionen  juit  geradem 
/3  geben  also  unter  sich  combiniert  stets  wiecler  solche;  sic  bildozx  cine 
Untergruppe  der  Modulgruppe.  Auch  gerade  <y,  y'  habon  oiii  gerades  y" 
im  Gefolge?  und  wir  konneu  insbesondere  zusamrnenf'aHtiend  don 
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aufstellen:  Alle  Modulsiibstitutionen  erster  Art  mit  geraden  zweiten  und 
dritten  Coefficienten  ($,  y  lilden  far  sicli  eine  Gruppe,  welche  somit  tine 
Untergruppe  der  Modulgruppe  darstellt.  Die  Coefficienten  a,  8  der  be- 
treffenden  Substitutionen  sind  natiirlich  ungerade. 

Die  so  definierte  Untergruppe  ist  es;  deren  Untersuchung  das 
gegenwartige  Kapitel  gewidmet  sein  soil.  Wir  bedienen  uns  hierbei 
einer  kurzen  Bezeichnungsweise,  indem  wir  die  Gesamtgruppe  der 
Modulsubstitutionen  erster  Art,  d.  i.  die  ursprtingliche  Modulgruppe, 
clurch  f  bezeichnen.  Die  soeben  definierte  Untergruppe  soil  daneben 
niit  rr  bezeichnet  werden,  bis  eine  sachgemassere  Benennung  fur  die- 
selbe  gewonnen  ist  (vergl.  den  Schluss  Ton  §  6,  p.  283). 

Es  handelt  sich  nun  zuvorderst  darum,  fur  die  Griippe  P  eine 
Theorie  zu  entwickeln,  welche  an  der  Behandlung  der  Gruppe  f  ini 
zweiten  Kapitel  des  gegenwartigen  Abschnitts  inr  Modell  findet.  Ein 
Moment  wird  freilicn  im  Laufe  der  Besprechung  als  wesentlich  neu 
hinzukommen,  und  das  ist  naturgemass  die  RucKbeziehung  der  Gruppe  V 
auf  die  Gruppe  f,  von  der  sie  ja*  eine  Untergruppe  ist.  Gerade  in 
diesem  GesicHtspunkte  der  Riickbeziehung  auf  f  ist  die  Moglichkeit 
begrundet;  die  in  Aussicht  stehende  Untersuenung  der  Gruppe  f  her- 
nach  zu  verallgenieinern. 

Von  vornherein  ist  fur  uns  von  Wiehtigkeit,  dass  die  Gruppe  f 
gerade  wie  die  Gesamtgruppe  f  der  Erweiterung  vermoge  einer  Spiege- 
lung  fahig  ist.  Hier  wollen  wir  uns  aber  keineswegs  auf  eiiie 
allgemeine  Untersuchung  liber  die  Moglichkeit  einer  solchen  Erwei- 
terung einlassen,  vielniehr  gehen  wir  sogleich  zu  derjenigen  besonderen 
Erweiterung,  welche  uns  iin  folgenden  die  besten  Dienste  leistet.  Die 
Modulsubstitutionen  mit  geradeni  ft,  y,  welche  also  unsere  Untergruppe  f 
bilden,  niogen  fiir  den  Zweck  der  gegenwartigen  sowie  auch  der  weiter 
folgenden  tJberlegungen  in  irgend  eine  Beihenfolge  gebracht  durch 
VQ  =  1,  01?  «;2;  •  •  •  bezeichnet  sein,  wobei  die  ersfcert;0>  die  Identitat  sein 
soil.  Wir  wollen  zur  Erweiterung  alsdann  A  (o>)  ==  —  ~&  verwenden, 
so  dass  neben  jede  einzelne  Substitution  erster  Art  vt  unserer  Unter- 
gruppe noch  ViA  als  Operation  zweiter  Art  tritt.  Die  leichteste  Rech- 
nung  beweist,  dass  die  Substitution  A  mit  der  Gruppe  P  vertauschbar 
ist,  so  dass  die  Gesamtfieit  der  Operatlonen  #/,  VfA  thatsachlich  wieder  eine 
Gruppe  Hldet  Diese  nennen  wir  die  erweiterte  Gruppe  P  und  bezeichnen 
sie  kurz  durch  P,  wahrend  die  Operationen  zweiter  Art  v*A  der  so 
gewonnenen  Gruppe  auch  wohl  vt  geschrieben  werden.  In  ganz  ent- 
sprechencler  Weise  bezeichnen  wir  fortan  die  im  zweiten  Kapitel  ge- 
wonnene  erweitorte  Modulgruppe  durch  F;  in  dieser  f  ist  dann  die 
Gruppe  P  als  Untergruppe  enthalten. 
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Unsere  erste  Aufgabe  soil  jetzt  die  sein;  Fundamentalbereiche  fur  die 
Gruppen  f'  und  P  zu  construieren.  Naeli  den  Erfahrungen  des  zweiten 
Kapitels  wird  es  vorteilhaft  sein,  in  diesem  Betracht  mit  der  erwei- 
terten  Gruppe  F'  zu  beginnen,  indem  wir  dann  in  der  That  gestaltlich 
fest  bestiminte  Fundamental  ereiche  fiir  unsere  Gruppen  erwarten 
dfirfen,  wofern  sich  die  Verhaltnisse  hier  almlich  gestalten  sollten,  wie 
im  zweiten  Kapitel  bei  der  Untersuchung  der  Gruppen  f,  f. 

§  2.    Der  Fundamentalbereich  fiir  f. 

Unter  den  Substitutionen  zweiter  Art  unserer  erweiterten  Unter- 
gruppe  f:  _ 

—  /    ^          ojco  —  B 

V  (  CO  )  =====  -=  -  c 

V    J          yco  —  § 

stellen  diejenigen  nait  a  =  d  auf  Grand  unserer  friilieren  Entwicklangen 
Spiegelungen  dar.  Fur  die  einzelne  solche  Spiegelung  ist  nacli  Forniel  (5) 
p.  198  der  Syinnietriekreis  durch 

(1)  y(s»+j,»)_  2ax  +  p  =  Q 

gegeben;  wo  nun  /3  und  y  keiner  anderen  Bedingung  unterworfen  sind, 
als  dass  sie  gerade  genommen  werden  mtissen;  wiilirend 

(2)  ««-/Jy-l 
ist. 

Die  Gesamth&it  der  in  der  positiven  Hal'be'bme  verlaufenden  Halb- 
Tcreise  (1)  stellt  nun  gerade  die  Gattung  derjenigen  IfalbJcreisc  der  Modul- 
teilung  (Fig.  36,  JQ.  113}  dar,  welche  aus  je  0wei  ffllemeniardreicckseiten 
zusammengeset&t  sind.  Wollen  wir  uns  namlich  fur  die  Kreise  clieser 
Gattung  allgemein  die  Gleichung  aufstellen,  so  beachten  wir,  dass  sie 
alle  mit  einem  unter  ihnen,  etwa  mit  dem  durcb.  %  ==  0  dargestellten, 
aquiyalent  beztiglich  f  waren.  Ist  aber  eine  beliebige  Modulsubtititution 
erster  Art 

u'<x>  +  p' 
®   —^-5-+"^' 

und  lasst  man  &'  die  iuiaginare  ca«Axe  beschreiben,  $0  besclireibt  co 
zufolge  elementarer  Rechnung  den  Kreis: 

(3)  2«>'(^2  +  2/0  +  %  (ft*  +  0Y)«  +  2/5'*'  —  0. 

Diese  Gleichung  subsuniiert  sich  unter  die  Gleichungeti  (1);  donn  sic 
hat  gerade  ganze  Zahlen  zu  Ooefficienten;  welcho  tibordicf?  der  Bodinguug 


genfigen.      Andrerseits    aber   lasst   sich    (I)    stats    auf   die    Form    (8) 
bringen.    Benennen  wir  namlich  den  grosston  Toiler  von  (a  +  1)  xmd  y, 
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der  doeh  eine  gerade  Zahl  seln  wird?  durch  2t,  so  definieren  wir  von 
den  Coefficienten  der  Gleichung  (1)  aus  die  vier  Zahlen  a'?  /?',  /,  d' 
durch: 


«— 


zr'          ^  2tr     >      '  y  a  +  1  y 

Die  ersten  drei  derselben  stellen  sich  sofort  als  ganse  Zahlen  dar, 
wahrend  man  fur  die  vierte  den  gleichen  Charakter  sehr  leicht  auf 
Grund  von  (2)  erkennt.  Da  man  endlich  noch  sofort  verificiert,  dass 
a'  $' —  fi'y'  =  i  jst,  so  konnen  wir  unsere  vier  Zahlen  als  Coefficienten 
einer  gewissen  Modulsubstitution  erster  Art  ansehen.  Indeni  wir  dann 
die  Coefficienten  von  (1)  durch  a,  /3';  y',  d'  ausdriicken,  gewinnen  wir 
in  der  That  eine  Gleichung,  welche  sieh  unter  (3)  subsuniiert. 

Nehmen  wir   auf  Grund   dieses  Resultates   aus   der  Modulteilung, 
wie  wir  sie  von  friiher  her  kennen;  alle  aus  je  vier  Dreiecksseiten  ge- 


Fig.  (56. 

bikleten  Halbkreise  heraus,  so  verbleibt  uns  diejenige  Teilung  der 
(D-Halbebene;  welche  durch  die  Syinmetrlekreise  der  in  der  Gruppe  I" 
enthaltenen  Spiegelungen  bewerkstelligt  wird.  Diese  Massnahme  ist 
nun  gerade  entgegengesetzt  dem  "Obergange,  welcher  uns  oben  (p.  Ill, 
112)  von  Fig.  34  zu  Fig.  35  fuhrte.  Also  gewinnen  wir  jetzt  durch  die 
Kreise  (1)  eine  nut  Fig.  34  kreisverwandte  Teilung  der  co-Halbebene 
in  unendlich  vicle  niit  lauter  verschwindenden  Winkeln  ausgestattete 
Kreisbogendreiecke.  In  Fig.  66  haben  wir  einige  derselben  entworfen 
und  dieselben  ini  Anschluss  an  Fig.  34  wechselweise  schraffiert  und 
frei  gelassen. 

JSm  jedes  dieser  Dreieclw,  0.  B.  das  in  der  Figw  mit  1  leeeiclmele, 
ist7  so  behaupten  wir  nun,  ein  Fundamentalbereich  filr  die  erweiterte 
Grwppe  P.  Notieren  wir  gleich,  dass  unter  den  drei  Eandcurven  des 


K 1  o  I  n  -  P  r  i  c  Ic  « ,  Moclnl ftin  ctlonon. 


IS 
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so   gewahlten  Dreiecks   die  beiden  Geraden   durch  #  =  0?#+1  =  0 

gegeben  werden,  wahrend  die  dritte  Seite  durch  \&  +  ~J   +  y2  =  \~) 

dargestellt  ist.     Die  Punkte   des  Dreiecks  1   sind   also   cliarakterisiert 

durch  die  beiden  Bedingungen: 

(4)  —  1  <[  x  <!  0 ,         #2  +  x  +  «/2  2>  0 . 

Dass  aber  das  Dreieck  1  thatsachlich  ein  Fundauaentalbereich  fiir  f ' 
ist,  folgt  nun  so.  Erstlich  sind  alle  Dreiecke  der  Fig.  66  niit  einem 
outer  ihnen  z.  B.  dem  Dreieck  1  bezuglich  f  Equivalent;  denn  je  zwei 
benaehbarte  Dreiecke  gehen  durch  die  zum  bezuglichen  Symmetrie- 
kreis  (1)  gehorende  Spiegelung  v  in  einander  liber.  Da  diese  Dreiecke  aber 
in  ihrer  Gesamtheit  die  ganze  co-Halbebene  bedecken,  so  existiert  fiir 
jeden  Punkt  der  letzteren  wenigstens  ein  bezuglich  der  f  iiquivalenter 
Punkt  ina  Dreieek  1.  Wilren  andrerseits  G/;  &  zwei  bezuglich  dor  f" 
aquivalente  Punkte  im  Innern  des  Dreieeks  1,  so  konnte  doch  sicher  nicht 
o'  =  0 (co)  sein.  Denn  eine  solche  Operation  v  wiirde  jedenfalls  nicht  die 

(1     K\ 
'  !j  J  haben  konnen,  da  Dreieck  1  ganz  innerhalb  eines  Funda- 

mentalbereichs  von  S  gelegen  ist.  Uiisere  supponicrte  Substitution  v 
mtisste  also  einen  von  0  verschiedenen  dritten  Ooefficientcn  y  haben; 

und  wir  setzen  etwa  v  =  (    '  ^ ) .     Dann  aber  gewinnfc  der  Satz  An- 

\y,  O/ 

wendung?  dass  wenigstens  der  eiue  unserer  beiden  uquivalontou  Punkte 
o^  co  von  einem  der  beiden  reellen  Punkte  -  7  —  -  eine  Eutferznmg 
^  —  besitzen  muss.  Unter  Rucksicht  darauf,  dass  gegenwUriig  y  stots  cine 


gerade  und  also  cc  und  d  ungerade  Zahlcn  sind;  folgt  in  dor  That  an« 
bezeichneten  Lagenverhaltnissen  durch  eiue  leichtc  Betrachtnn^; 
von  jenen  beiden  Punkten  &',  co  hochstens  der  cine  dem  Dreieck  1  an- 
gehoren  kann.  Nun  komite  es  abor  zweitens  soin,  dass  die  boidcn  bo- 
ziiglich  der  V  aquivalenten  Punkte  & ',  a?  des  Dreiecks  I  durch  oino  in 
jener  Gruppe  enthaltene  Operation  zwoiter  Art  v  f/usaniniou^o<mlnct 
waren.  Dann  spiegele  man  etwa  den  Punkt  o>'  an  d(ir  ima^imirou  Ax<k; 
wobei  er  in  einen  Puukt  co"  des  in  Fig.  OG  mit  a  bozcicluiotou  Dr<>i(»ckH 
ubergeht.  Dieser  Punkt  co"  wurde  daim  aus  co  durch  eino  Hubwtitu- 
tion  v  entspringen,  was  man  jodoch  gerade  durch  dio  oben  Hcluvn  bo- 
nutzte  Schlussfolgerung  als  unmoglich  erkennfc.  Dan  Droioek  I  bir^t 
also  keino  zwei  bezuglich  der  f  nquivalentc  Ptnikto  und  ist  soiuit 
thats'tiehlich  ein  Fundamentalbcreich  dieser  Qruppo,  woranw  wir  mm 
sogleich  eine  Beihe  weitercr  Folgerungcn  ziohen. 
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§  3.    Die  Erzeugenden  von  f  und  F". 

Ordnen  wir  den  gerade  gefundenen  Fundamentalbereieh  der  F'  der 
identischen  Substitution  1  zu,  so  sind  iiberhaupt  die  samtlichen  Dreiecke 
der  in  Fig.  66  angedeuteten  Halbebenenteilung  einzeln  den  Operationen 
v,  v  der  f  eindeutig  zugeordnet,  und  es  entsprechen  insbesondere  immer 
die  schraffierten  Dreiecke  den  Operationen  erster  Art  v.  Hier  sehen 
wir  nun,  dass  Punkte  co  auf  der  Grenze  zweier  benachbarten  Dreiecke 
sich  selbst  beziiglich  der  P  immer  zweifach  aquivalent  sind,  indeni  sie 
ausser  durch  die  identische  Substitution  noeh  durch  diejenige  Spiege- 
lung  in  sich  selbst  transformiert  werden,  welche  eben  jene  zwei  be- 
nachbarten  Dreiecke  permutiert.  Eine  hohere  als  zweifache  Aquiyalenz 
mit  sich  selbst  beziiglich  der  V  komnit  nur  fur  die  Eeken  der  Dreiecke 
vor*);  eine  einzelne  solche,  in  einem  reellen  rationalen  Punkte  CD  ge- 
legen,  ist  mit  sich  selbst  oo-facli  aquivalent,  da  sie  genieinsanie  Ecke 
fiir  unendlich  viele  Dreiecke  der  Fig.  66  ist. 

Nachdeni  wir  dies  kurz  bemerkten,  yerfolgen  wir  nunmehr  die  drei 
Spiegelungen  der  I"',  welche  das  Dreieck  1  der  Fig.  66  in  die  drei 
uuniittelbar  benachbarten ,  nicht  schraffierten  Dreiecke  tiberfiihren. 
Diese  Spiegelungen  nennen  wir  abgekiirzt  a,  &,  c  in  der  in  der  Figur 
angezeigten  Reihenfolge  und  berechnen  sehr  leicht  als  explicite  Grestalt 
unserer  drei  Substitutionen: 

(1)         a(co)  =  —  co,          &(«)  =  —  c?  —  2.         cCcal}  = OL , 

—  2oo  —  1 

(wobei  naturlich  a  nur  eine  andere  Schreibweise  fiir  die  sonst  mit  A 
bezeichiiete  Operation  ist).  Uberhaupt  aber  bilden  diese  drei  Opera- 
tionen a,  &,  c  fiir  die  Gruppe  I"  das,  was  die  Substitutionen  A,  B,  G 
fur  f  waren.  In  der  That  erkennt  man  aus  der  Figur,  dass  a,  1),  c  ein 
System  von  Erzeitgenden  fiir  die  enoeiterte  Gruppe  P  lilden.  Jede  Sub- 
stitution v,  v  dieser  Gruppe  Itisst  sich  also  symbolisch  als  Product 
aus  Factoren  a,  &;  c  schreiben,  xmd  wir  branch  en  insbesoudere,  um 
jedes  solche  Product  zu  bilden,  nicht  dieselbe  Substitution  zweimal 
hinter  einander  oder  noch  ofter  auszuiiben,  da  ja  a,  &,  c  als  Spiege- 
lungen  den  Gleichungen: 

a2=l,         ft8— 1,         f^i 
genilgen.    Je  nachdena  die  Factorenanzahl  ein.es  einzelnen  solchen  Pro- 

*)  In  der  That  kommt  ja  unter  den  Substitutionen  «?  keine  elliptische  vor. 
Es  feblen  nsimlich  diejenigen  jvon  der  Periode  drei,  weil  a  und  ^  fur  die  Sub- 
stitutionen v  "beide  ungerade  sind  und  also  a  +  §  »=»  1  hior  ausgeschlossen  bleibt; 
ea  fehlen  feruor  diejonigen  der  Periode  zwei,  weil  boi  diesen  —  |3y  «=  a2  +  1 
sein  mxisste,  wiibrend  (loch  «a  +  1  niemals  eine  durch  4  teilbare  Zahl  sein  kann. 

18* 


276 


11,4.    Bespreckung  einer  besonderen 


duetes  gerade  oder  ungerade  1st,   wird  dasselbe   eine  Operation  erster 
oder  z  waiter  Art  der  Gruppe  I"  darstellen. 

Aus  besagten  Verhaltnissen  ergiebt  sich  fur  die  Substitution  en  v9 
welch  e  fiir  sicli  genommen  die  Gruppe  V  bilden,  dass  sie  sich  aus 
den  sechs  unter  ihnen:  ab9  ac,  be,  ba,  ca,  cb  werden  erzeugen  lassen. 
Aber  von  diesen  sechs  Operationen  v  sind  die  drei  letzten  die  inversen 
der  drei  ersten,  und  da  wir  bei  unserer  Fassung  des  GruppenbegrifFs 
mit  der  einzelnen  Substitution  auch  immer  deren  inverse  gegeben 
denken,  so  wird  man  die  f'  aus  den  Substitutionen 
(2)  s(o>)  =  ai(a>),  t(a>)  =  ac(a>),  M(O)  =  lc(cai) 

herstellen  konnen.    Aber  aueh  hier  lasst  sich  noch  eine  Reduction  vor- 
nehmen?  indeni  ersichtlich 

M  »=  lc  =  "ba  -  ac  • 


wird.     Die  Vernaltnisse  gestalten  sich  also  ganz  ahnlich,  wie  oben  bei 

der  Gesamtgruppe  T  (p.  219,  238).     Wir  haben  den  Satz:  Die  in  (2) 

defmierten  Substitutions*  s  imd  t  sind  Ereeugende  der   Untergmppc  V. 
Explicit  lauten  diese  beiden  Substitutionen: 

(3)  *(a»)-a>  +  2,      *(»)-8i-+r 

Ihrer  Art  iiach   sind  dieselben,  wie  die  Forineln  Koigon,   paniboliaclio 
Substitutionen  und  zwar  solche  der  Amplitude  +  2. 

§  4    Der  einfachste  Fundamentalbereich.  fiir  P. 

Wir  wollen  die  beiden   KroisbogendrciocUo   1    and  a   don   vorigeu 
Paragraphen  zu   einem   grossereji  Boreiche    conibinieren,    vvolchor  das 

in   Fi&\   (>7    diirgcsteJJtc 


ur 


C 
_  ^~ 

bpriinffliclw  (Jhtcryrujyw  f. 
ErKtlicU  iwt  nlimlich  klar, 
daaH,  wo  inimor  wir  aueh 
einon  Putikt  der  ay  -Hal  b- 
cbene  iixioron  ino^<iii; 
dorselbo  ylotw  bezuglich 
der  Grappcf  einon  iiqtii- 
valenton  1'unki  im  Vier- 
eck  B'ig.  67  besitzt  (der  dessen  schraffiertem  oder  froiein  Droiock  an- 
gehort,  je  nachdem  jener  Punkt  selbst  in  oiuem  fichraffiertcH  oder 
freien  Dreieckc  der  in  Fig.  66  angedouteten  Eboneniibordockuug  golegcu 


abgiebt. 
Vicrvck  ist  cin 
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ist).  Andrerseits  besltzt  unser  Viereck  keine  zwei  beziiglich  P  aqui- 
valente  Punkte,  was  wir  in  der  That  bereits  p.  274  bewiesen  haben. 
Freilich  sind  bezuglich  der  P,  wie  die  Figur  zeigt,  die  Punkte  des  Vierecks 
immer  zu  Paaren  Equivalent,  indem  je  zwei  solclie  stets  durcli  die 
Spiegelung  a  zusammengeordnet  werden;  aber  die  Operation  a  gehort 
ja  als  von  der  zweiten  Art  der  Grruppe  V  nicht  an,  so  dass  die  Punkte 
jener  Paare  einander  bezuglich  P  nieht  Equivalent  sind*). 

Bei  dieser  Erorterung  spielen  selbstverstandlich  die  auf  der  Be- 
randung  des  Vierecks  gelegenen  Punkte  eine  besondere  Rolle.  In 
der  That  sieht  man,  dass  die  beiden  Geraden,  welche  nach  rechts  und 
links  unser  Viereck  abschliessen,  bezuglich  der  P  Equivalent  aus- 
fallen;  denn  die  eine  von  ilmen  wird  durch  die  Substitution  s(oo)  =  &  +  2 
in  die  anclere  transformiert.  Desgleichen  sind  die  beideii  nach  unten 
hin  das  Viereck  begrenzenden  Halbkreise  bezuglich  P  Equivalent,  in- 

deni  der  eine  durch  die  Operation  tf(co)  =  - — ^j—  in  den  anderen  tiber- 

geht.  Das  sind  aber  gerade  die  Erzeugenden  der  Gruppe  f",  so  dass 
wir  den  Satz  aussprechen  werden:  Die  Grengkreise  des  Fundamental- 
bcrciclis  der  V'  sind  &u  Paaren  einander  zugeordnet,  und  jedem  dieser 
Paare  geliort  eine  der  erzeugenden  Substitutionen  der  P  in  der  Weise  &u, 
class  durcli  diese  Substitution  der  eine  Kreis  des  Paares  in  den  anderen 
i'ibergefilhrt  ivird.  In  der  Figur  67  ist  die  Zuordnung  dieser  Grrenzkreise 
durch  Pfeile  angedeutet.  Damit  aber  das  Viereck,  in  Ubereinstimmung 
mit  dieseii  Erliiuterungen,  den  Anforderungen  eines  Fundamental- 
bereichs  fur  die  P  vollends  entspricht,  rechnen  wir  fortan  von  den 
Randpunkten  desselben  nur  die  auf  den  in  der  Figur  starker  niar- 
kierten  Grenzkreisen  gelegenen  dem  Vierecke  zu. 

Auf  diese  letztere  Bestimmung  mussen  wir  Riicksicht  nehmen, 
wenn  wir  rein  arithmetisch  die  Bedingungen  formulieren  wollen,  denen 
die  Punkte  des  Fundamentalbereichs  der  P  geniigen.  Unter  Riick- 
sicht auf  die  Gleichungen  der  Grcnzkreise  findet  man  'dann  leieht  den 
Satz:  Ein  Punkk  o>  ==  x  +  iy  gelibrt  dann  und  nur  dann  dem  Funda- 
mentallereiche  der  P  an,  wenn  folgende  Bedingungen  erfilUt  sind: 

(1)  —  !<»<  +  !,         ^2±^  +  2/3^°- 

Dabci    ist    hinzuzusctzen,    dass   letetere   Hedinyung,    so   lange   wir   das 

Zeichen  >  anwenden,  sowoU  fur  das  olere  wie  untcre  ZeicJtcn  gelten  soil, 

*)  Cranz  analog1  gestaltete  sich  obeu  am^  Schlusso  von  II,  1  die  Beziehung 
rlcs  Fundamentalbereichs  einer  cyolischen  Gruppe  zu  demjenigen  der  beKiiglichen 
ei-weiterten  Gruppo.  Auch  dorfc  konnte  dor  lotztero  Bereich  aus  dem  ersfceren 
durcli  symmetrische  Halbiorung  hergestellt  werden. 
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dans  aber   das   G-leiclilieitszciclien   in   derselben   Iwcltstens    fur    das    dbcre 
Zeichen  +  sidreffen  darf. 

Uuser  oft  genanntes  Kreisbogenviereck  soil  jetzt  selbst  den  Nanien  1 
dei*  identisclien  Substitution  bekoninien,  der  vorliin  nur  seinem  scliraf- 
fierten  Teile  beigelegt  war.  Der  Bereich  1  wird  uns  dann  als  Aus- 
yangsviereclt  oder  Ausgangsrauin  der  Gnippe  V  dienen,  von  dem  aus  wir 
den  Substitutionen  v  der  f  entsprechend  die  tFbercleckung  cler  ganzen 
co  -  Halbebene  niit  Kreisbogenviereckcn  leisten.  Da«  einzelne  unter 
ihnen  soil  dann  wieder  den  Namen  v  der  Substitution  tragen,  durch 
die  es  aus  dem  Viereck  1  entsprang.  Die  Gewaintlieit  clieser  den  Sub- 
stitutionen v  entsprechenden  Vierecke  werden  alsdann  die  eo-  Halbebene 
einfacli  und  lilcl^ilos  bedecken,  wie  wir  durch  schon  ofter  geiibte 
Schlussfolgerung  beweisen.  In  der  That  brauclien  wir  aber  auf  die&en 
Nacliweis  Her  gar  nicht  naher  einzugelien;  denn  wir  kommen  vou  der 
bekannten  in  Fig.  66  angedeuteteii  Halbcbeiiemiberdeclumg  (lurch 
Kreisbogendreiecke  direct  zur  jetzt  gemeinten  "Oberdeekung,  indeni  wir 
jedes  schraffierte  Dreieck  v  derselben  niit  dem  bcnaclibartcu  freien 
Dreieck  va  zum  Kreiabogenviereck  v  conibinicren.  Man  donko  «icli 
diese  Operation  insbesondere  fiir  die  in  Fig.  66  aufgeiiommeuon  Droiecke 
ausgefiihrt,  wobei  man  denu  auch  erkcnnt,  dass  das  Viereck  1  rings 
von  den  vier  neuen  Viereck  en  s,  s~1y  t,  t~~l  uuolagert  ist*). 

§  5.   Ansatz  zttr  Buckbeziehung  der  Untergruppo  f  anf  dio 
Gesamtgruppe  f. 

Die  bisherigen  Bntwicklungen  zeigcn  die  groswte  Ajialogic  xwisclicu 
den  Gruppen  f  und  Vr,  deren  letztere  sich  bis  hicrher  iu  dor  That 

*)  Das  Ausgangsviereck  cler  Gruppo  f  tritt  111  dor  noueron  Jjiti<ji*aiur  bo- 
reits  mehrfaoh  auf.  Man  seho  z.  B.  dio  achoii  j>.  (>:$  ^enjiunto  Arbeit  vou  Scliwar/, 
Or.  J.  Bd.  75  p.  318  und  319,  sowie  naruentliolL,  wti«  dio  Boni(ilmi)tf  «"i*  Modul- 
teilung  angoht,  die  gleichfalls  boroits  ol'ter  gcnannto  Arboit  von  Klein  in  Hd.  1.4 
der  Math.  Ann.  p.  119  u.  f.  Bea  weiteron  liogt  dor  Iriiher  gonunnton  Arboil  von 
Sfc.  Smith  iiber  die  quadratischen  Formen  poHitivcr  Dotcvminanto  der  Funda- 
mentalbereich  der  Gruppe  f  als  Ausgangsraum  zu  Urun<lo,  oino  Abwuiclnm#  gogon 
nnsere  obige  Darstellung,  deren  wir  bereita  bei  Oelogonhoiii  (p.  261)  ^(jdaohtcsn. 
Vor  allem  aber  diirfte  es  interessant  sein,  daas  wick  Hchon  boi  (JauHH  Ini  Vorom 
mit  den  Substitutionen,  wolche  hier  dio  P'  bilden,  dio  Vorntollung  <;inOH  in  der 
complexen  Ebene  der  clen  Subatitutioncn  nntorworfenou  Varlabolfiii  gologonon  BCJ- 
reiches  fmdet,  welcher  ganz  unzweideutig  mit  unsoroni  AiiHgangHviorock  ini  woa(jni- 
lichen  ubereinstinimt.  Man  sehe  den  dritten  Band  dor  GtuiHs'Hohon  Worko  p.  478, 
wo  sieh  die  Substitutionen  der  1"'  vollig  charaktoriaiert  iindou,  nnd  wo  dor  go- 
meinte  Bereich  durch  eine  Figur  wiedergegoben  ist,  in  dor  froilich  die  iialbfc  rois- 
f6rmigen  Randcurven  nur  mangelhaft  zu  erkennon  sind.  In  dor  That  iwt  OB  abor 
aus  den  an  der  citierten  Stelle  bei  Gauss  vorliogondon  iunctiononthoorotiBchcn 
Bemerkungen  unzwoifelhaft,  class  Gauss  dio  richtige  Figur  im  Sinno  hattc. 
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gerade  so  behaudeln  liess,  wie  ini  vorletzten  Kapitel  die  Gruppe  F. 
Nun  aber  soil  es  gelten,  die  BezieLung  zwischen  den  beiden  Gruppen 
f  und  r'  zum  Gegenstande  der  Untersucliuug  zu  inachen,  uncl  dabei 
koniinen  wir  zu  wesentlich  neuen  Gesiclitspunkteu.  Da  die  nachsten 
Betraclituugen  durchaus  auf  diese  beiden  Gruppen  eingesclirankt  bleiben, 
so  erlauben  wir  uns  fur  die  Aquivalenz  der  Punkte  der  cj-Halbebene 
eine  abgekiirzte  Bezeiehnungsweise.  Punkte,  die  beziiglich  der  Gruppe 
f  Equivalent  sind,  solleu  fcurz  ;?relativ  Equivalent"  heissen,  wuhrend 
Punkte,  die  beziiglich  der  Gesanitgruppe  f  Equivalent  sind,  schlecht- 
weg  ^Equivalent"  genannt  werden  sollen. 

In  dieseni  Sinne  werden  relativ  aquivalente  Pmikte  stets  auch 
Equivalent  heissen  niiissen;  denn  die  Substitution  v,  wekhe  den  einen 
jener  Punkte  in  den  anderen  trail sforniiert,  gehort  als  Modulsubsti- 
tutiou  auch  der  Gruppe  f  an.  Aber  nicht  jede  Moclulsubstitution  ge- 
hort  der  Gruppe  I"'  an,  so  dass  nicht  beliebigc  zwei  aquivalente 
Punkte  daruni  schon  relativ  Equivalent  zu  nennen  sind.  Es  ist  dem- 
nach  auch  sehr  wohl  moglich,  class  iin  Iimern  des  Fiuulanientalbereichs 
der  Gruppe  P'  noch  Paare  oder  Tripel  u.  s.  w.  Equivalenter  Punkte 
ausfiudig  gemacht  werden  konnen.  Wir  wollen  geradezu  die  Aufgabe 
stelleu,  zu  untersuchen,  wie  es  niit  der  Aquivalenz  der  Punkte  ini 
Innern  des  Kreisbogenvierecks  Fig.  67  beschaffen  ist. 

Uni  hiertiber  zu  entseheiden,  crinnern  wir  daran,  class  Equivaleute 
Punkte  honiolog  in  den  Doppolclreieckeii  der  Modultciluug  gelegen 
sind.  Indem  wir  aber  die 
Dreiecke  der  Modulteilung 
in  unser  Kreisbogenviereck 
eintragon,  entspringt  die 
nebenstehend  abgebildete 
Fig.  68.  Wir  entnchnien 
aus  derselben  den  wichtigen 
Satz:  Der  Fundamental- 
lereich  der  Untergnvpgv  V 
ste'llt  einen  Complex  von  zwolf 
Elementardreieeken  der  Mo- 
dulldlung  dar,  von  denen 
die  Hdlfte  scfiraffiwt,  die 
Htilf'te  frei  ist.  Daher  ist  der  einpelne  Punkt  des  Kreislogenvicreelcs  stets 
einer  imtcr  seeks  diesem  Viereelt  angeUorigen  dqnwalenten  Punhten.  So 
z,  B.  haben  wir  in  Fig.  68  und  zwar  ini  Elementardreieck  1  einen 
Piuikt  o>0  fixiert,  Mit  ihm  sind  claim  die  homologen  Punkte  ca1?  o>2,  -  •  •,  co5 
in  den  iibrigen  schraffierten  Dreiecken  der  Figur  Equivalent, 
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Wollen  wir  die  Substitutionen  ausrechnen,  durch  welche  derartige 
sechs  aquivalente  Punkte  GJO,  ml9  •  •  -,  &5  des  Kreisbogenvierecks  rnit 
einander  verbunden  sind,  so  macM  es  einen  Unterschied  aus,  ob  diese 
Pimlde  scliraffierten  oder  freien  Dreiecken  cmgelioren.  Im  ersteren  Palle, 
auf  welchen  sich  also  direct  Fig.  68  bezieht,  nehinen  wir  o>0  im  Ele- 
mentardreieck  1  an  und  finden  dann  nach  Regeln  des  vorletzten 
Kapitels  ohne  Miihe 

=  G,   =^±1        o,   =  -TT.1 

^  O.    =09+1          W=—  G)f   =         ^ 

sechs  Substitutionen,  die  wir  der  Reihe  nach  durch  F0  =  1,  F1;  -  •  -;  F5 
bezeichnen.  Liegen  unsere  sechs  Pankte  hingegen  in  den  sechn  freien 
Elementardreiecken  der  Fig.  68  und  unter  ihnen  etwa  o>0  im  Dreieck  A, 
so  treten  an  Stelle  der  Substitutionen  (1),  wie  man  leicht  zeigt, 


welclie  Substitutionen  wir  bez.  durcli  F0'  =  1,  F/,  •  •  -,  F5'  bezeiclmeii. 
Die  beiclen  so  gefundenen  Reilien  von  je  seehs  Operation  en  K*>  F/ 
stimnien  nur  insofern  uberein;  als  VQ'  =  F0,  F/  ==  F.,  ist;  in  alien 
iibri  gen  Fallen  ist  aber  F/  von  Vi  verschieden.  Dieser  Mangel  tin  Dbor- 
einstimniung  zwischen  freien  und  scliraffierten  Elemontardroieckon  wiirdc 
fiir  weiter  zu  ziehende  Folgerungen  sehr  storend  sein,  wenu  or  sich  iiiclii 
durch  einen  einfachen  Kunstgriff  iiberwinden  liesse.  Wir  erinncrn  daran7 
dass  der  Fundamentalbereich  der  nur  aus  Operationeu  erster  Art  bestehon* 
den  Gruppe  f  friiheren  Erlauterungen  zufolge  (p.  191)  gestaltlich  iji  der 
mannigfaltigsten  Weise  gewahlt  werden  kanu.  Habeu  wir  ilm  einmul  in 
bestimmter  Weise  gewahlt  wie  z>  B.  in  Fig.  67;  wo  dann  die  liandcurven 
zu  Paaren  einander  relativ  aquivalent  sind,  so  hindert  nichts,  dtiHs  wir 
an  irgend  einer  Stelle  des  Eandes  ein  Stuck  aus  dom  Bereichc  hcruus- 
losen  und  auf  dieses  gesondert  diejenige  Substitution  der  Untergruppe 
P  anwenden;  welche  es  an  der  beziiglichen,  relativ  aquivalontou  Stolie 
des  Randes  anhangt;  der  so  modificierte  Bereich  wird  obensowohl  ein 
Fundamentalbereich  von  f  sein?  wie  der  ursprtingliche.  Derartige 
Gestaltanderungen  mogen  wir  nun  auch  wiederholt  anwendon,  imtner 
werden  wir  doch  so  zu  neuen  Bereichen  geftlhrt,  dio  gleichfalLs  Funda- 
mentalbereiche  fur  f  abgeben.  Um  einen  kurzen  Ausdruck  zu  haben, 
wollen  wir  die  in  Rede  stehende  Operation  als  »wlanibte  Abamlcrwiy" 
des  Fundamentalbereichs  benennen* 


in  der  Modulgruppe  entlialtenen  Unlergruppe. 
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Fig.  60, 


Durch  erlaubte  Abanderung  des  Fundamentalbereiclis  Fig.  68 
konnen  wir  nun  tJbereinstimmung  zwischen  den  zu  den  freien  und 
schraffierten  Dreiecken  gehorigen 
Substitutionen  V,  V  erzielen.  In 
der  That  trenne  man  zuvorderst 
vom  BereicheFig.68  die  drei  links 

von  der  Linie  x  =  —  —  gelegenen 

Elementardreiecke  ab  und  trage 
sie  durch  Ausiibung  der  Substitu- 
tion 5(0)  =  w  +  2  an  der  rechts 
liegenden  geraden  Grenzlinie  des 
Bereiches  wieder  an.  Dadurch 
erhalten  wir  die  nebenstehend 
(Fig.  69)  wiedergegebene  Gestalt 
fur  den  Fundamentalbereich,  wo- 
bei  man  vor  alleni  darauf  achtgeben  wolle,  in  welcher  Zuordnung  nun 
die  Raudcurven  relativ  Equivalent  sind  (es  ist  dies  in  der  Figur  durch 
Pfeile  angedeutet).  Im  jetzt  erhal- 
tenen  Bereich  sehneide  man  noch 
die  links  unten  und  rechts  unten 
gelegenen  Blementardreiecke  ab 
und  hei'te  sie  durch  Ausftihruug 
der  bezuglichen  Substitutionen  v 
an  den  relativ  Liquivalenten  Stellen 
(cl.  h.  in  der  Mitte  unten)  wieder 
an;  dergestalt  entspringt  Fig.  70. 
Wollen  wir  nun  miter  Zn- 
grundelegung  dieses  Fuiidamen- 
talbereichs  die  sechs  Substitu- 
tionen bereclmen,  welche  einon 
Punkt  co0  etwa  des  Doppel- 
dreiecks  1  in  die  sechs  im  Boreich 
gelogencn  aquivalenten  Punkto  uberfuhrcn,  so  sseigt  wich  thatsachlich  0133 
Qnterschied  zwischen  schraffierten  und  freien  Ureiecken  nicht  mehr. 
In  jcdom  Falle  erhalten  wir: 


(3) 


U0; 


sechs  SubHtitutionen,  die  wir  jekt  F0  =====  1, 


nemien  wollen, 


da  die  bisher  niit  dieser  Bozeichnung  belegtou  Substitutionen  (1)  nicht 
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weiter  in  Betraeht  koniinen.  Diese  F*  sind  denn  aucli  bereits  in  der 
richtigen  Folge  in  Fig.  70  eingefcragen.  Den  so  gestalteten  Funda- 
inentalbereicli  (Fig.  70)  far  die  Untergruppe  T'  wollen  wir  bei  den 
nacksten  Betraclitungen  zu  Grunde  legen.  Wir  betouen  auadrucklicL, 
doss  sich  derseibe  aus  (^vlsscn  secJts  Dogpeldreiecken  der  Modulteiluvy 
zusammensetzen  Idsst. 

§  6.    Beprasentantensystem  nnd  Index  fiir  die  Untergruppe  I"'. 

Bezeiclinung  fc  statt  f'* 

Eiii  vollig  beliebiges  Doppeldreieek  cler  Modultoiluug  trage  im 
friiher  erorterten  Sinno  den  Namen  der  Substitution  V.  1st  alao  o' 
eia  Punkt  im  ,,Tiinernw  dieses  DreieckvS,  GJ  aber  sein  tlquivalentcr  "Punkt 
im  Ausgangsdreieck  der  Gruppe  f,  so  ist 

(1)  co'  =  F(w). 

Der  Punkt  c?  besitzt  audrerseits  einon  relativ  aquivaleiilou  Vunki  <o" 
im  Fundanientalbereiclie  der  I"',  und  es  sei  etwa  co'  =  VA(W").  Dc»r 
so  geineinte  Punkt  o"  liege  nun  ini  Doppeldreieck  V,  dor  Fig.  70,  so 
dass  G>"  =  V,(co)  und  also  weiter 

(2)  CD'  —  ri.F,(ai) 

'wird,  wobei  co  und  co'  wieder  die  in  (1)  euthalienen  Pinikto  wind.  Da 
wir  aber  eo'  ini  ?>Inuern"  seines  Drciccks  V  anualmicn;  so  sind  die  Punkto 
G>  und  o'  nur  einfach  iiquivalent,  und  wir  dQrien  aus  (1)  und  (2)  aul* 
die  Identitat  der  Substitutioncn  V  und  v&Vt  schliessen.  Jcdc  belicbiyc 
Modulsiibstitution  erster  Art  V  lassl  sick  sonach  in  der  GcstaU: 

(3)  V  —  vkVi 

darstellen,   und  gwar   nur  in  e'tncr  cinziycn    \\feise,    wie   wir  nun  nodi 
zeigen  wolleu.    Gesetzt  uiimlich,  es  gabe  fiir  V  neben  der 
noch  eine  zweite  vmVt,  so  ware 


wobei  wir  unter  &  jeden  beliebigeu  1'uiikl  verstelien  dtirfeu.  Hoi 
jetzt  im  Ausgangsdreieok  cler  Gruppe  f  gelegen  uud  v.Wiir  im  ;;Innernu 
desselben,  so  liegen  die  beiden  Punkto  F7(co)  und  Vi(w)  iru  wlnnoru" 
des  Pundatnentalbereiclis  der  Gruppe  f'.  Diesolbon  sind  nun  auf  (irund 
der  letztcn  Gleiclumg  relativ  aquivnlont;  dcshalb  anuwson  .sie  Jnsi  ilirer 
bezeielineten  Lage  coincidieren,  Ubordies  aiud  diesclben  aiich  nur  eiwfach 
relativ  aquivalcnt;  wir  haben  sonach  Vk~lvm  «=#„««  1  ?  d.  i.  v^  ««  vm 
und  eben  deshalb  Vi  —  Vi,  was  zu  zeigen  war. 

Wenn  wir  nun  auf  Grund  des  gewonnenon  KalzeH  day  Wubwtitutionca- 
scherua  anschreiben: 


in  der  Modulgruppe  euthaltenen  Untergiuppe. 


(4)  F,      v  F>      v.,  Fo 

so  umfasst  dasselbe  die  Gesamtlteit  der  Substitutionen  der  Grujgpe  f, 
es  ist  jede  eimelne  derselben  aueli  nur  einmal  aufgefiilirt  Die  Substi- 
tutionen  der  Gruppe  f  erscheinen  so  der  Untergruppe  f  entsprechend 
in  sechs  Classen  (Horizontalreihen  des  Sehenias)  angeordnet,  wobei  die 
erste  Classe  gerade  die  Substitutionen  der  Untergruppe  f  umfasst. 
Die  einzelne  dieser  Classen  ist  vollig  charakterisiert  durch  Angabe  einer 
einzigen  ihrer  Substitutionen  5  wir  wollen  sagen,  daas  jede  seiche  Sub- 
stitution ihre  gauze  Clause  reprasentiert.  Es  liegt  offenbar  am  nachsten, 
zu  diesenz  Ende  die  in  der  ersten  Verticalreihe  des  Schenias  (4)  miter- 
gebrachten  Substitutionen  F0  =====  1,  F1?  F2?  •  •  -;  Ffi  selbst  zu  verwerten. 
Wir  drtlcken  diese  Sachlage  durch  den  folgenden  Satz  aus:  Die  sechs 
Siibstikutioncn  VQ  =  1,  F17  Fa;  •  •  •,  F5  "bllden  eln  der  Untergruppe  f~'  enfr 
sprechendes  Iicpriisentantensystan  fur  die  Gesamtgmppe  f  oder,  ausfuhr- 
liciier  gesprochcn,  fur  die  seeks  Classen,  in  welche  siclb  die  Siibstitutionen 
von  r  der  Untergruppe  P  entsprccliend  spalten. 

Tm  Anschluss  daran  wollen  wir  hier  noch  einen  Ausclruck  ein- 
fuhreii,  der  gclegentlich  sehon  im  vorigeji  Abschnitt  genannt  wurde 
und  in  der  Folge  vielfacli  auftritt.  Uni  die  An0ahl  der  Eeprasen- 
tanten  VL  hervortrctcu  zu  lassen,  werden  wir  fortan  sagen,  die  Gruppe 
V  habe  als  Untergruppe  von  f  den  Index  sec/is*).  Dieser  Index  in 
Bezug  auf  die  Gesamtheit  f  nioge  nun  geradezu  in  die  Bezeichnung 
der  Untergruppe  aufgenommeii  werdcu.  Wir  wollen  namlich  fortan 
statt  der  vorlaufigen  Se&eiclmung  f  die  inhaltreicliere  IBegeiclmung  f(.  in 
Anwendung  Iringen.  In  dieseni  Sinne  konnte  die  Gesanatgruppe  f 
auch  als  fa  bezeichnet  werden**). 

*)  "Wir  nehmen  hier  ersiohtllch  nur  die  i>.  140  begonnenen  Entwickhmgeii 
wieder  auf.  EB  handelt  sich  hier  wie  auch  im  folgondon  Paragraphen  uni  gaiiK 
elementare  Siltzc  der  Gruppentheorie,  die  ala  solchc  wohlbckannt  sind.  Das  Eigen- 
tiinilicho  der  im  Texte  gegobencn  Darstellung  liogt  in  der  Ibrtwahrendeu  Bezug- 
nahme  auf  die  Figuren  der  o-Halbebene. 

**)  Wie  hier  der  Fundamenfcalboreich  der  fe  &ich  aus  seclis  Fundaraental- 
bereichen  der  f  aufbaut,  so  fanclen  wir  oben  in  §  4  den  Fundamentalbereich 
der  f  aus  sswei  pundamentalbereichen  der  f  bestehend;  in  der  That  handelt  es 
sieh  hier  um  einander  entsprechende  Satze,  indem  n'amlich  f  als  Untergruppo 
der  f'  vora.  Index  zwei  zu  bezeichnon  ist.  Ebonso  umfasst  der  Fundamcntal- 
beroich  von  f  zwoi  Fundamentalbereiche  von  f  (awei  Elementardroiecke).  Wir 
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§  7.     Die  Tn  als  ausgezeiehnete  Untergruppe. 
Sei   F  irgend    eine    beliebige    Modulsubstitutiou    crster    Art,    so 
wollen   wir  jetzt   die    Substitutionen  vk   der  Untergruppe  T6    durcli    F 
transibrmieren.     Die   einzelne   Substitution  vk  gehe  dabei  iiber  in  vkf, 
so  class 
(1)  VL'  —  F-^F 

seiu  wird.  Die  Gesanatheit  dcr  so  entspringendeii  Substitutionen  v/J 
bildet,  wie  wir  wissen,  wieder  eine  Gruppe,  welche  verinoge  der  Zu- 
ordnung  von  vx-  und  vkf  holoedriseh  isomorph  auf  f^  bezogen  ist.  Be- 
zeichnen  wir  die  Gruppe  der  Substitutionen  t;/  mit  re'  und  nehineii 
fur  dieselbe  eine  bereits  im  vorigen  Kapitel  bei  den  cycliselien  Uuter- 
gruppen  znr  Verwendung  gekomniene  Ausdrucksweise  wieder  auf,  indcm 
ivir  die  Untergruppe  f(/  mit  TG  innerlialb  der  Qcsamtgruppc  f  ylcicli- 
l)erechtigt  nennen,  was  wir  synibolisch  durcli 

(2)  r;  =  7-irfiF 

ausdrucken  wollen. 

1st  F  eine  Substitution  der  Gruppe  TG  sclbst,  also   K*«  Vi?  a 
aus  der  Gruppeneigenschaft  von  FG7  dass  fG'  ideutiseli  mit  fG  wird: 


Hieraus  aber  folgt  weitcr;  dass  die  SuUalitutionen  der  eiiiKohum  Ilori- 
zontalreihe  des  Schernas  (4)  §  C;  zur  Transformation  von  r(f  angewandi, 
stets  wieder  auf  die  namliche  zu  ro  gleicliberechtigte  Gruppo  f(/  fiihroti; 
demi  es  ist  stets 


welches  aucli  die  besouders  ausgewahlte  Substitution  vm  ist. 
folge  belwmmen  wir  lerelts  alle  mit  fu  gleich'bereelit'Kjten  Unkmjruppen,  icenn 
wir  mr  Transformation  nur  die  scelis  Stibstitutionon  des  lleprasentanten- 
systems  verwenden;  die  ZaJil  der  mit  f(.  gleiclibereclitiyten  Unteryrnypcn,  divw 
sellst  als  solehe  mitge&ahlt,  kann  daher  den  Index  G  der  IJntergruppo  f,. 
nicht  iiberschreiten. 

Es  ist  aber  gar  iricht  notig,  dass  die  A.nzah.1  der  vorwcliiedonon, 
solchergestalt  mit  T6  gleichbcrechtigten  Untergruppen  wirklich  doiu 
Index  6  gleichkommt,  und  in  der  That  gestalten  «ich  die  Verhull- 
nisse  hier  derart;  dass  fti  nur  mit  sich  selbsl  yleichhereehtigt  erseheint;, 
d.  h.  durch  jede  irgendwie  gewahlte  Modulsubstitution  erster  Art  F  in 

haben  hier  tiberall  Specialfalle  eines  spaterhin  horvortrctondon  allgomoinon 
den  war  sclion  hier  in  fojgender  Wcise  formulioron:   Wcnn  cina  (h'uppe  in 
zweiten  als  Untergruppc  votn  Jndex  /t  cnthalten  ist,  no  urn/aunt  dcr 
"bereich  der  er&keren  Gruppe  ^  Fundainentalbcrcitfie  der  ssioeitcn* 
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slcli  transformiert  ivird.    Greifen  wir  nanilich  eine  beliebige  Substitution 
V&  =  (     J    *  )    auf   und    benennen    zum    Untersehiecle    die    Coefficienten 

y,  <v 

von  V  durcli  lateinische  Buehstabeu,  so   ist  die  in  (1)  definierte  Sub- 
stitution VL    gegeben  durch: 


facia  +  cdp  —  aly  —  led,      —  tfy  +  ld(a  —  8}  +  fft\ 
\    a2y  —  ac(a  —  d)  —  c2(3,     —  leu  —  cdfi  +  aly  +  add) 


Da  nun  bei  geraden  /$,  y  sowohl  a  wie  8  ungerade  sind,  so  isfc 
(a  —  d1)  gerade;  und  #&'  selber  geliort;  welcne  Modulsubstitutiou  erster 
Art  auch  F  sein  mag;  der  Untergruppe  rc  au. 

Eine  Untergruppe,  welche  durcb  jede  Substitution  der  Gesanit- 
gruppe  in  sich  transformiert  wird  und  also  innerhalb  derselben  nur 
mit  sich  selbst  gleicliberechtigt  ist?  heisst  in  der  G-esamtgrujype  ans- 
gezeiclmet  oder  eine  ausgezeiclmete  Untergnifpe  der  Gesamtgmppe*).  In 
diesem  Sinne  nennen  wir  f~0  eine  ausgegeiclmete  Untergruppe  der  Modul- 
gruppe  f.  Wir  bringen  das  so  gewonnene  Resultat  sogleicli  zu  einer 
sehr  wiebtigen  Verwendung. 

§  8.     Endliche  G-ruppe  6f{5,  der  F0  entspreclxend.     Die  F2  -and 
die  drei  gleiekbereelitigten  T.J. 

Auf  Grund  der  eben  gewonnenen  Stitze  werden  wir  jetzt  der  aus- 
gezeicbneton  Untergruppe  rc  eine  endliche  Gruppe  sechster  Orcbiung 
6r0  zuordnen*);  die  wir  danii  sogleicli  selbst  wieder  in  zweclcmassiger 
Weise  verwenden  werden. 

Wir  greifen  irgend  zwei  Modulsubstitutionen  erster  Art  auf,  die 
wir  an  der  Hand  des  Schema  (4)  §  6  in  der  Form  v9Vn,  VtVj  schreiben. 
Die  erste  soil  also  der  (7*  +  l)ton?  c^e  zweite  der  (j  +  l)ton  Horizontal- 
reihe  des  Schemas  angelioren.  Wir  combinieren  diese  beiden  Substitu- 
tionen,  indem  wir  auf  die  Variabele  o  erst  die  zweite;  dann  die  erste 

*)  Man  bestiltigt  solbrt  nadatriiglich  ,  tlass  z.  B.  auch  die  urspriinglicho 
Modulgruppe  f  cine  auflgezeichncto  Untergruppo  dor  erwciterten  f,  des  weitereu 
P"  «B  ro  cine  solclio  der  I"  ist.  Fur  die  Begriifsbestimmnng  dor  ausgozeicbneten 
Untergruppcu  vergleiche  man  iibrigena  ,,lkos."  p.  6,  7,  sowie  die  dorl  gonannten 
"Werke  Gber  Gmppontheorie. 

**)  2nr  liegolung  der  Bozeiclinungsweise  fiihren  wir  Mer  ausdrucklicli  an? 
dass  durch  griechische  Buehstaben  r^6  ibrtan  stets  Untergruppon  der  Modulgruppe 
bozoichnet  soin  sollew,  nnd  dass  die  unten  atigehSrogte  Zahl  ft  jodesmal  don  Index 
deraelbon  in  Beauug  auf  f  bedeutet.  OH  sollon  anderweitig  eintretendc  Grnppcn 
Boin?  und  OR  soil  daboi  immer  imtor  dor  angehangtcn  ZaH  n  deron  Qrdnung  ver- 
s  tan  don  sein. 
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Substitution  angewandt  denkea.  Es  entspringt  dergestalt  die  Substitu- 
tion vffVAv{Tj.  Aber  auf  Grand  des  Umstandes,  dass  rfl  ausgezeiehnet 
in  f  enthalten  ist,  koonen  wir  stets 


setzen,    wo  «?4   eiue  bestimmte   andere  Substitution   der  Gruppe  Tc  ist. 
Indem  wir  dann  noch  VAVj  ausrechnen,  was 

(i)  Pi?;—  't?,K, 

geben  uioge,  sehreibt  sich  unsere  vorhin  erzeugte  Substitution: 


Infolge  (1)  ist  der  ZaLlwert  von  m  hier  einzig  und  alleiii  von  Ji  and  j 
abliangig,  so  class  wir  den  Satz  anssprechen:  Combini&rt  man  in  vor- 
gescJirieb&ner  Eeihenfolge  swei  vollig  leliebige  Snbstitutionen  aits  lestimmten 
zwei  Horizontdlreihen  des  Schemas  mit  einander,  so  entspringt  erne  Sub- 
stitution, die  elner  lestimmtm  dritten  Howontalreihe  angdiort.  Combi- 
nieren  wir  z.  B.  zwei  der  niiralichen  Horizontalreihe  angeliorende  Substi- 
tutionen  mit  einander,  so  finden  sich  durch  Heranziehutig  von  (S)  p.  281 
nach  leichter  Zwisclaenrechnung  die  Resultate:  Zwei  Substitutionen  der 
zweiten  Reihe  geben  eine  solehe  der  dritten;  zwei  Substitutionen  der 
dritten  Reihe  aber  eine  solclie  der  zweiten,  walirend  eine  Substitution 
der  zweiten.  Reihe  mit  einer  solchen  der  dritten  Reihe  in  belicbiger 
Reilaenfblge  verbuuden  stets  eine  der  ersten  Reihe  angehorige  crgiobt. 
Gehorten  aber  die  Substitutionen  entweder  beide  der  vierten  odor  der 
funften  oder  endlich  der  seclisten  Reihe  an,  so  entspringt  durch  ibro 
Combination  stets  eine  solclie  der  ersten  Keilie*),  Es  beruht  dies  Ver- 
halten,  wie  wir  ansdriicHich  betonen^  nur  darauf,  daas  f<}  eine  aus- 
gezeichnete  Untergruppe  von  f  ist. 

Diese  Verhtiltnisse  gestatten  jetet  eine  neue  Aufi*asHungsweise,  die 
wir  durcli  folgende  tfberleguag  oiufuliren.  Bei  clem  ebon  erlialtenon 
Satze  war  die  Unterscheidung  der  Substitutionen  einor  und  dersolbeu 
Horizontabeihe  des  Schemas  verwischt,  wtihrend  duftlr  clic^  verachicdonon 
Horizontalreihen  gegen  cinaiider  streuge  gesondert  war^n.  Wir  werden 
jetzt  denieatsprecheud  die  Substitutiouon  jeder  einzelncn  xiasoror  llori- 
zontalreihen  und  insbesoudere  die  Substitutionen  v  der  Untergruppe 
f6  als  von.  einander  nur  unwesoiJitlich  verschieden  auseheu**),  was  wir 
dadurch  ausdrucken  wollen,  dass  wir  unter  Einfiiliruiig  oin««  Xquf- 
valenzzeiehens 

__________  Vff<W&9      Vy  Vi  00  !?A  Vi 

*)  M"a»  vergl,  tibrigens  dio  sogleich  fol^cnden  Formoln  (5). 
**}  Wir  naachon  schon  hiei*  darauf  anfmerfcatun,  das^  wit*  diowon  Hchritt  bal- 
digst  (in  §11,  p.  294)  durck  eine  elegante  gcomefcriMclic  MaaHnalimc 
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sehreiben,  gleicligiiltig  welche  ganzen  Zahlen  liier  g  und  Ji  sind.  Wir 
konnen  dementsprecliend  sagen:  Sobald  wir  die  Siibstitutionen  der  Unter- 
gruppe  FG  als  unter  einander  niclit  versclvieden  ansehen,  rediiciert  sich  die 
Gesamtheit  der  Modulsiibstitutionen  erster  Art  auf  nur  seclis  verscliiedene 
Operationen  F0',  F/,--  -;  V$  (ivobei  V{  nock  eineganz  willJcitrliche  Operation 
den*  (i  +  l)ten  Horizontalreilie  des  oft  genannten  Scliemas  sein  Jcann*). 

Zwei  unter  den  sechs  gewahlten  Substitutionen  V[  geben  mit 
einander  eombiniert  eine  Substitution;  welche  im  Sinne  der  gerade 
getroffenen  Verabredung  nait  einer  dritten  unter  ihnen  fur  identisch  gilt: 
(2)  F/F/roF,'. 

Dabei  werden  wir  den  ani  Eingang  des  Paragraplien  entwickelten  Satz 
iiochmals  dahin  aussprechen,  dass  den  leiden  in  (2)  gerade  vorliegenden 
Zahlen  i,  7c  diese  ganz  bestimmte  Zalil  I  sugeordnet  ist,  vollig  unabliangig 
davon,  icelclie  besondere  Substitution  V{  ^vir  aiis  der  einzelnen  Horwontalreilie 
ausicalilten.  Wir  wollen  demnach  far  VI  kurz  wieder  F»  und  insbesoudere 
fur  VQ  1  schreiben,  indera  wir  zu  vorliegendera  Zwecke  statt  der  all- 
genieinen  Vf  wieder  die  p.  281  eingefuhrten  Reprasentanten  der  sechs 
Horizontalreihen  heranzielien.  Einige  besondere  Falle  der  Forniel  (2), 
aus  deneu  sich  alle  iibrigen  Combinationen  unserer  sechs  Substitutionen 
leicht  herstellen  lassen,  liaben  wir  hier  zusarninengestellt: 


FxFaroFfi,       F1F4cx;F3,      F1F6roF4. 

Jetzt  werden  wir  otfenbar  auf  Grand  der  Formeln  (2),  (3)  den 
Satz  ausspreehen  konnen:  Vermoge  unserer  neuen  Auffassnng  l)ilden  die 
Operational  Vl  eine  Grujppe;  dieselbe  ist  von  sechster  Ordnung,  so  dass 
iv  ir  sie  als  6rr>  "benennen  werden,  und  erweist  sicli  vermb'ge  (3)  als  eine 
T>iedergru<ppc.  Wir  wiederholen:  Die  Gesamtgruppe  f  reduciert  sicli  anf 
cine  Diedergrnype  G-G,  so'bald  man  die  samtliclwn  Substitutionen  der  ro  mit 
einer  unter  ihnen  $.  J3.  der  Identiiat  1  als  identisch  eracMet. 

Endlicli  iuhren  wir  fur  diese  Verhaltnisse  eine  kurze  Bezeiclmuugs- 
weise  eiii,  welche  die  Sachlage  in  besonders  charakteristischer  Weise 
kennzeichnet.  Wir  konnen  namlich  offenbar  sagen,  dass  tswiselien  einer 
Diedergruype  (r$  und  der  Modulgruppe  f  das  VerhaUnis  des  Isomorphisms 
vorliegt;  freilieh  ist  dies  ein  Isomorphismus  von  unendlicU  hoher  Meroedrie, 
Der  einzclnen  Operation  F/  der  G<-,  welclie  man  sich  in  irgend  einer  Form 
gegeben,  denken  kann*),  wird  clabei  die  Gesamtheit  der  in  einer  be- 
stimniteji  Horizontalreihe  von  (4)  §  G  ejithaltenen  Modulsubstitutionen 

*)  Man  dcnko  7,.  B.  an  dio  iu  ,,Ikoa»u  zur  Bebandluug  kommenden  Dieder- 
gruppen  #fi. 
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zugeordnet  sein;  der  einzelnen  Modulsubstitution  aber  entspricht  urn- 
gekehrt  nur  eine  bestiininte  Operation  der  G6.  Es  ist  bei  isomorpher 
Zuordnung  zweier  Gruppen  ein  allgemeiiier  Satz;  dass  der  identisclien 
Substitution  1  der  Gruppe  kleinerer  Ordnung  in  der  anderen  Gruppe 
die  Substitutionen  einer  in  dieser  ausgezeichneteji  Untergruppe  zu- 
geordnet sind.  Das  trifft  hier,  wie  wir  beinerken,  in  der  That  zu,  in- 
dem  der  Operation  1  der  GQ  die  Substitutionen  v  der  T6  entsprechen. 

Hier  nun  sogleich  unsere  weitere  Verwertung  der  Diedergruppe  fffl. 
lunerhalb  derselben  kommen  zwei  Arten  cyclischer  Untergruppen  in 
Betracht*).  Erstlich  haben  wir  eine  in  der  Gr6  ausgezeiehnete  Unter- 
gruppe dritter  Ordnung  G3,  welche  die  Substitutionen  1;  V19  V%  uni- 
fasst,  sodann  sind  drei  gleichberechtigte  <72  der  zweiten  Ordnung 
zu  nennen,  welche  einzeln  neben  der  Identitat  1  noch  die  Substitu- 
tionen F3  bez.  F4,  F5  enthalten.  Jeder  dieser  vier  Untergruppen  ist 
mm  in  der  isomorphen  Gruppe  f  notivmdig  eine  Unteryruppe  zugcordnet, 
so  dass  wir  dergestalt  im  ganzen  zur  Kenntnis  von  vier  neuen  Unter- 
gruppen der  Modulgruppe  gelangen.  Da  haben  wir  erstlich  dor  G% 
entsprechend  eine  Untergruppe?  in  welcher  die  Substitutionen  der 
ersten  drei  Reihen  des  Schemas  (4)  §  6  vereint  sind.  Wollen  wir  ihr 
entsprechend  die  Substitutionen  der  Gesaiutgruppc  f  in  ein  Schejna 
anordnen  analog7  wie  (4)  §  G  der  f~c  entspricht,  so  ordnen  sicli  dio 
ersten  drei  Reihen  von  (4)  §  6  uuu  in  der  ersteu  Uomontulreihe  des 
neuen  Schemas  an,  die  folgenden  drei  Reihen  von  (4)  §  G  aber  in 
einer  zweiten.  Wir  haben  also  eine  Untergruppe  wmi  lndr,x  MMI,  ra, 
gefunden  imd  Isestatigen  noch  muhelos,  dass  sie  m-T  anMjeacicIinet  ent- 
halten ist. 

In  vollig  gleicher  Weise  finden  wir;  dans  den  drei  (j 
tigten  Untergruppen  (?2  der  G^  in  der  Modulgmppe  drei  (j 
Untergruppen  win  Index  drei  rj?  T3r,  r;}"  entsprechen,  wolcli(i  eiazohi  nebcu 
den  Substitutionen  der  fG  bez.  noch  dicjenigcn  dor  viorfcon;  lutifixni  und 
sechsten  Reihe  (4)  §  G  umfassen.  Jn  dor  That  Iblgt  ja  die  Exialou/, 
dieser  Untergruppen  auch  schon  direct  aus  den  in  dor  milfcloren  Iteiho 
von  (3)  angegebenen  Formelu.  Nur  class  sie  glcichbercchiigfc  sind;  koinito 
raan  auch  noch  auf  directem  Wege  zu  bestafcigcn  wtlnschen.  Abor  in 
der  That  findet  man  durch  Bfickgang  auf  die  unter  (;i)  JK  281  angegcbono 
Bedeutung  der  Substitutionen  F& 

vr1  •  vffv*  •  v,  =  v,t  -  V-* v,v{ 

sowie  andrerseits 


*)  Man  sehe  fiber  die  Structur  dor  Diodorgru)>}Ki  t,Ilro«."  p.  U  u.  f",  untl  vor- 
gloiche  (ibrigens  auch  die  X^ormclgrappo  («H)  do»  Textea, 
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wodurch    die   Gleichberechtigung    der    drei   in  Rede    stehenden    Qnter- 
gruppen  F3  zur  Evidenz  gebracht  ist. 


§  9.     Die  FTindamentalbereieh-e  .F3  der  gleiekberechtigten.  T3. 

Fur  die  drei  gleichberechtigten  Untergruppen  F3  des  vorigen  Para- 
graplien  sollen  nxmmelir  zugehorige  Fundamentalbereiche  angegeben 
werden,  was  durcli  zweekniassigen  Gebrauch  des  Fundamenfcalbereichs 
der  Untergruppe  F6  ohne  besondere  Muhe  gelingt.  Beginnen  wir  so- 
gleich  rait  der  ersten  unter  unseren  drei  Gruppen  fa?  welche  die 
Substitutionen  vk,  vkVs  enthalt,  erinnern  nns  der  expliciten  Gestalt 
der  VBy  welche  kei^e  andere  ist  als  die  Substitution  S,  und  nehrnen 
iibrigens  den  Fundamentalbereieh  der  T6  in  seiner  urspriinglichen  durch 
Fig.  67  oder  68  (p.  276,  279)  gegebenen  Gestalt  an. 

Da  T6  in  der  vorliegenden  T3  als  Untergruppe  enthalten  ist;  so 
kann  man  fur  irgend  einen  beliebig  in  der  Halbebene  aufgegriffenen 
Punkt  einen  beziiglich  der  P3  aquivalenten  ini  Bereicn  Fig.  68  sicher 
nacliweisen.  Liegt  dann  etwa  dieser  aquivalente  Punkt  nicht  von 
selbst  seh on  innerhalb  der  beiden  zur  iniaginaren  Axe  parallelen 

Geraden  x  =  +  -^ }    so    konnen    wir   ilin   ersichtlich  durch  Austibung 

der  Substitution  F3  =  8  oder  Fg"1  =  S~l,  welche  ja  beide  der  P3 
angehoren,  in  den  zwiscben  diesen  beiden  Geraden 
verlaufenden  Teil  des  Bereiches  Fig.  68  hinein  ver- 
legen.  Dieser  hierneben  in  Fig.  71  zur  Darstellung 
gebrachte  Teil  des  Fundamentalbereichs  der  f6  weist 
sonach  fur  jeden  Punkt  der  Halbebene  einen  be- 
ziiglich der  T3  aquivalenten  auf.  Aber  es  kann 
andrerseits  keine  zwei  bezuglich  dor  F3  aquivalente 
Punkte  co,  co'  in  seinem  Tnnern  geben.  Sicher  ist 
namlich  ausgeschlossen ,  dass  zwei  solche  etwa  exi- 
stierende  Punkte  durch  eine  Substitution  v  mit  ein- 
ander  correspondieren,  Bs  ware  soaiit 


»).  Piff-71- 

Nun  ist  aber  bei  der  Lage  von  o  entweder  Fs(o>)  oder  F3""1(o>)  im 
Bereiche  der  Fig.  68  gelegen.  Nennen  wir  diesen  Punkt  co",  so  ware 
co  =  F8^:1(co")  und  G)r  BBSS  t?jfc F3 T7^  (co ")  =  t?f(o/r);  eine  Gleichung?  die 
deshalb  uninoglich  ist,  wcil  wir  in  Fig.  68  einen  Fundamentalbereieh 
der  rn  besitzen.  Wir  erhenncn  sonacli  in  Figur  71  einen  Fundamental- 
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JPig.  72. 


lereieh  der  Qruppe  T3*)  und  haben  nur  noch  festzusetzen,  welche 
Randpunkte  dein  Bereiche  zugehoren  sollen.  In  der  That  sind  diese 
ja  wieder'paarweise  bezuglich  der  F3  Equivalent,  indem  die  linke  gerade 
Grenzlinie  durch  Anwendung  Ton  F3  =  8  in  die  rechte  ubergeht,  die 
beiden  unteren  kreisformigen  Randcurren  aber  vernioge  der  Substitu- 
tion v  =  t  correspondieren.  Diesem  Sachverhalte  entsprechende  Fest- 

setzungen,  welche  wohl  keiner  weiteren 
Brlauterung  bediirfen,  sind  in  Fig.  71 
angedeutet. 

Ftir  die  beiden  Gruppen  F3'  und 
F3"  tritt  eine  vollig  analoge  Uber- 
legung  ein;  die  wir  eben  deshalb  hier 
nicht  ins  eiuzelne  auszuiuhren  brauchen. 
Bei  der  F3'  beachte  man,  dasi  F^  mit 
der  Substitution  T  identisch  ist,  und 
dass  deshalb  in  dem  in  Fig.  72  an- 
gecleuteten  Bereiche  fur  jcden  Punkt 
der  Halbebene  ein  bezilglicb  ("/  aqui- 
valenter  zu  find  en  ist.  Da  sich  aber 
auch  keine  zwei  bezuglich  f/  aquivalente  Punkte  in  demselben  linden 
lassen,  so  ist  er  Fiindammtalbcreich  von  r^.  Ebenso  flnclet  man  den 

Fundamentalbercich  fiir  r;j"  in  der  in 
Fig.  73  gegebenen  Gestalt, 

Hier  ist  es  nun  besondcrw  lehr- 
reich.,  die  Beziehungon  der  drei  ge- 
fundeuen  FundamcntalboreicJhe  uuter 
einander  nsiher  za  verfolgen,  xaid  wir 
entwickeln  zuvorderst  einen  darauf 
bessiiglichen  allgomoiiien  Satss.  Irgcnd 
eine  unserer  bisher  gofundencn  Untcr- 
gruppen  nennon  wir  f^  und  bos&eichuen 
deren  Substitutionen  vortibergeliend 
selbst  wieder  durch  1?  v^  v$,  •  •  *, 
wiihreml  ihr  Fundamental  bercich  J.<Jft 
heissen  soil.  Es  giebt  danu  zuni  beliebigen  Punkt  CD'  der  Halbebeuo 
uur  einen  bezuglich  T^  aquivalenten  Punkt  o>  in  2<}t: 


Fig.  73. 


*)  Wir  halben  hier  eine  neue  Bestatiguiag  des  in  der  Note  p.  284:  dngegobeivon. 
Satzes.  In  der  That  "bemerke  man,  dass  fe  inuerhiilb  dor  H,  Unlorgruppo  vom  Index 
zwei  ist;  dem  entaprichfc  es  denn,  dass  sich  der  Fundamentalbereieh  dor  f(,  HUS 
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Jetzt  fuhren  wir  irgend  eine  beliebige  Modulsubstitution  erster  Art  F 
aus,  die  wir  uns  wieder  im  Sinne  von  p.  166  durcix  eine  ,?Bewegung" 
der  Halbebene  in  sich  bewerkstelligt  denken.  Der  Fundamentalbereich 
FP  gehe  dergestalt  Tiber  in  den  Bereich  Fu'}  wobei  die  neuen  Rand- 
curven  gerade  in  der  Polge  einander  zugeordnet  sein  sollen,  wie  die 
urspritnglichen.  Zugleich  gehen  durch  unsere  Transformation  die  beiden 
soeben  mit  CD  und  CD'  bezeichneten  ;  durch  (1)  verbundenen  Pankte  in 
CDJ  ==  F(a>)  und  a?/  —  F(co')  iiber;  welche  letztere  dann  oifenbar  durch: 


verbunden  sind.  Unter  Rucksieht  auf  die  Bedeutung  von  FiU  folgt 
sonaeh  ohne  weiteres,  dass  ein  beliebiger  Punkt  der  Halbebene  in  einen 
und  nur  einen  Punkt  des  Bereiches  Fp  durch  eine  Substitution  aus  der 
Reihe  F^F"1,  F^F""1,  F^F"1,  •  •  •  libergefiihrt  werden  kann.  Aber 
das  sind  gerade  die  Substitutionen  der  mit  f/£  gleichberechtigten 
Untergruppe  r^  =  VrfJtV~~'L7  so  dass  wir  den  Satz  gewonnen  haben: 
Transformieren  wir  irgend  eine  vorliegende  Untergruppe  durch  eine  Modul- 
substitution  erster  Art  V,  so  erhalten  wir  einen  Fundamentalbereicli  der 
neuen  Untergruppe  aus  dem  der  erster  en,  indem  wir  auf  diesen  die  &u  V 
inverse  Substitution  F"1  ausuben. 

Diesen  Satz  wolle  man  nun  durch  Einzelbetrachtung  der  drei 
fiir  die  Untergruppen  F3  angegebenen.  Fundamentalbereiche  bestutigen. 
Bs  ist,  wie  man  durch  explicite  Reehnung  sofort  beweist;  z.  B. 


Demgemass  muss  der  in  Fig.  71  gezeichnete  Bereich  durch  A.usfuhrung 
der  Substitution  T  in  den  in  Fig.  73  dargestellten  Bereich  iibergehen. 
Bei  der  Bigenart  der  fruher  ausfiihr- 
lich  gesehilderten,  T  entsprechenden 
Ebenenbewegung  ist  dies  sofort  evi- 
dent. Wenden  wir  des  ferneren,  der 
zweiten  Gleichung  (2)  entsprechend; 
auf  den  Bereich  Fig.  72  die  Substitu- 
tion S""1  an,  so  erhalten  wir  den  hier~ 
neben  (Fig.  74)  angegebenen  Bereich, 
der  ein  Fundamentalbereich  der  Unter- 
gruppe  rs"  sein  muss.  Derselbe  hat 
nun  freilich  nicht  direct  die  in  Fig.  73 
angegebene  Gestalt,  doch  geht  er 
leicht  ersichtlich  durch  ;,erlaubte  Abanderung"  in  diese  liber.  In  der 

zwei  Ihmdainentalbereiclien  der  fa  zusammensetzen  laast,  was  am  anschaulichsten 
dnroh  Vergleich  der  Figuren  71  und  69  (p.  281)  horvortrith 

10* 


H,  4-    Besprechnng  einer  besonderen 

That  brauchen  wir  nur  vom  Bereiche  Fig.  74  das  links  von  der 
Geraden  $  —  —  1  gelegene  Stuck  desselben  abzutrennen  und  fur  sich 
vermoge  der  zur  Untergruppe  geli5renden  Substitution  S2  zu  trans- 
formieren,  urn  dergestalt  direct  zu  Fig.  73  zuruckzugelangen. 

An  deni  jetzt  vorliegenden  Material  der  zu  den  T3  gehorigen 
Fundamentalbereiche  hat  sich  sonach  unser  allgemeiner  Satz  iiber  die 
Fundanientalbereiche  gleichberechtigter  Untergruppen  vollig  bestatigt. 

§  10.     Erneute  Betrachttmg  des  Fundamentalbereielis  FG 
der  TTntergruppe  T6. 

Zn  neuen  Gesichtspunkten  gelangen  wir  durch  Anwendung  des 
allgemeinen  im  vorigen  Paragraplien  gewonnenen  Satzes  auf  den 
Fundarnenfcalbereich  F6  der  ausgezeichneten  Untergruppe  rc.  Tndem 
wir  auf  F6  die  Substitution  erster  Art  V^  ausfiben,  geht  dieser  Be- 
reich  in  FB'  iiber?  der  als  Fundamental bereich  zu  der  nait  rc  gleich- 
berechtigten  Untergruppe  T/  =  V~^GV  gehort.  Aber  als  ausge- 
zeichnete  Untergruppe  ist  T6  nur  mit  sich  selbst  gleichboreclitigt,  so 
dass  auch  F*  Fundanientalbereich  von  T6  ist  und  also  durch  erlaubte 
Abanderung  in  FQ  selbst  iibergefiihrt  werden  kann.  Von  crlmbter  Al- 
dnderung  algesefmi  wird  sonach  der  Fundamentallcrcich  T>\  der  aus- 
gezeicJmeten  Untergruppe  Te  durch  jede  Modulsulstitittion  erster  AH  in 
sich  selbst  transfonniert. 

Wenn  wir  diesen  Satz  explicate  an  den  Figuren  priifon  wollen, 
so  ist  keineswegs  erforderlich,  dass-wir  nun  auch  jede  Modulsubfltitutiou 
erster  Art  zur  Ausiibung  bringen  und  dabei  das  Verhalten  von  F& 
priifen.  Es  geniigt  vielmehr,  die  sechs  Substitutionen  tleis  lleprasen- 
tantensystenis  oder,  wofern  wir?  was  hier  zweckmassiger  iat,  die  in  Fig.  68 
(p.  279)  gegebene  Gesfcalt  des  Fundamentalbereichs  JPY0  au  Grande  Icgen, 
diejenigen  sechs  Substitutionen  auszuliben,  durch  wolche  dan  Elemcntar- 
dreieck  1  dieser  Figur  in  deren  sechs  schraffierte  Drcicoke  nborgcfllhrt 
wird;  denn  die  Substitutionen  v  der  TG  yelbst  werden  ja  1<\.  wielier  von 
erlaubter  Abanderung  abgesehen  in  sich  iiberfuhren.  Aber  wir  konnoix 
hier  noch  eine  weitere  Reduction  vornehmen.  Zeigt  sich  riJimlicli,  (lass  J'T0 
im  oft  genannten  Sinne  sowohl  durch  8  als  T  in  sich  ilbergoluhrt  wird? 
so  wird  dieser  Bereich  auch  durch  jede  andere  Modulsubatitution  in 
sich  transformiert,  denn  jede  lasst  sich  aus  S  und  T  erzeugon. 

Die  Wirkung  dieser  beiden  Operationen  wollo  niau  nun  in  der 
That  an  Fig.  68  verfolgen.  Aufs  leichteste  erledigt  sich  zunuchst  die 
Substitution  1\  denn  bei  der  Art,  wie  die  Elementardreiecke  der 
Modulteilung  durch  Ausiibung  der  Substitution  T  paarweiso  periuutiert 
werden,  ist  sofort  evident,  dass  T  den  in  Fig.  68  gexcichneten 
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complex  gerade  in  sicli  iiberfuhrt,  wobei  dann  aber  auch  die  durch 
die  Pfeile  angedeutete  Beziehung  der  Randcurven  auf  einander  naeh 
wie  vor  dieselbe  1st.  Wenden  wir  S  auf  F6  an,  so  bekommen  wir 
zuvorderst  einen  zwischen  den  beiden  Geraden  x  =  0  und  x  =  2  ge- 
legenen  Bereicli  F6'.  Indessen  machen  wir  hier  von  der  erlaubten 
Abanderung  Gebrauch,  dass  wir  die  rechts  von  x  =  I  liegende  Halfte 
yon  FQ  abtrennen  und  vermoge  der  zur  T6  gehoreiiden  Substitution 
$-3  an  der  relativ  aquivalenten  Stelle  wieder  anhangen.  Dergestalt 
wird  man  wiederum  zur  Gestalt  Fig.  68  von  F6  zuriickgefiihrt,  so  dass 
slch  die  oben  angegebene  Eigenschaft  dieses  Bereiches  thatsachlich 
bestatigt  hat.  tFbrigens  bemerkt  man  leicht,  dass  sich  bei  derartigen 
Transformatioiien  von  F6  in  sich  eine  feste  Regel  liber  die  Zugehorig- 
keit  der  Randpunkte  zuin  Bereich  nicht  aufrecht  erhalten  lassl  Rechnen 
wir  z.  B.  die  in  Fig.  67  (p.  276)  stark  niarkierten  Randeurven  des  Be- 
reiehs  FQ  demselben  zu  und  tiben  nun  etwa  die  Operation  T  aus;  so 
werden  diese  stark  gezeichneten  Randcurven  gerade  in  die  beiden 
anderen  Seiten  des  Kreisbogenvierecks  F^  ubergefflhrt.  Zweekmassiger 
Weise  wird  man  also  liier  tiberhaupt  unentsehieden  lassen,  welche  von 
je  zwei  einander  zugeordneten  Randcurven  des  Bereicb.es  F&  dieseni 
ztigelioren  soil. 

Die  Ausubuug  der  Operationen  S  und  T  hat  sich  hier  noch  einiger- 
massen  einfach  bewerkstelligen  lassen.  Wollten  wir  aber  auch  noch 
andere  Operationen  V  direct  ausuben,  ohne  von  ihrer  Zusanimen- 
setzung  aus  S  und  T  Gebrauch  zu  machen,  so  wtirden  wir  schwer- 
fiilligeii  Betrachtungsweisen  nicht  iminer  aus  dem  Wege  gehen  konnen. 
In  der  That  wird  man  auch  bei  Dntersuchungen  der  vorliegenden  Art 
den  fortwahrenden  Gebrauch  ??erlatibter  Abanderungeu"  nur  als  einen 
Notbehelf  ansehen  nittssen,  den  wir  urn  so  Heber  yermeiden  werden, 
da  es  wirklich  eine  andere  Massnahme  giebt,  welche  die  gerade  ge- 
fundenen  Uigenschaften  von  FG  zur  unmittelbaren  Anschauung  bringt. 
Bei  dieseii  Bigenschaften  ist,  wie  man  l)emerkt;  einzig  die  Aufeinander- 
folge  der  Elementardreiecke  von  FG  wesentlich,  wie  sie  sich  in  deren 
Lagerung  und  in  der  durch  die  Pfeile  der  Fig.  68  angedeuteten  Zu- 
ordnung  der  Randcurven  des  Bereiches  FG  ausspricht.  Jede  etwa  stetig 
verlaufende  Formanderung  von  FB,  welche  die  Aufeinanderfolge  der 
Dreiecke  dieses  Bereiches  intact  lasst,  giebt  uns  daher  eine  neue 
Gestalt  fur  FG,  welche  ihrerseits  ebenfalls  geeignet  ist;  die  am  Eingang 
des  Paragraphen  aufgestellte  Eigenschaft  von  FQ  der  Anschauung  vor- 
zufUhren.  Wir  wollen  uns  dementsprechend  jetzt  FQ  aus  dem  Zusuinmen- 
hang  der  oo-Halbebene  herausgeschnitten  denken,  und  eine  besondere 
stetige  B'ormanderung  mit  dem  so  isolierten  Bereiche  vornehmen.  Die 
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so  entsteliende  neue  Gestalt  unseres  Bereiches  erweist  sich  danii  that- 
sachlick  zur  Veranschaulichung  der  in  Rede  stehenden  Bigenschaften 
von  FQ  besonders  geeignet,  wie  wir  denn  aucli  auf  dieseni  Wege  zum 
weiteren  Verfolg  der  in  den  voraufgelienden  §§  8  und  9  gegebenen 
Entwicklungen  wichtigste  Hilfsmittel  gewinnen  werdea. 

§  11.  Zusammenlegung  des  Fundamentalbereichs  JPG  zur  diedriscn 
geteilten  Kugel.  Beziehung  der  Diederteilung  auf  die  Modulteilung. 

Wir  haben  bereits  oben  (vgl.  Pig.  20  p.  79)  Gelegenheit  getabt,  von 
eiuer  gewissen  stetigen  Formanderung  eines  Kreisbogendreiecks  init  paar- 
weise  auf  einander  bezogenen  Raudpunkten  zu  handeln,  aus  welcliem  wir 
damals  eine  einfach  bedeckteEbene  herstellten.  Einenahnlichen  Anderungs- 
process  wollen  wir  jetzt  mit  dem  Kreisbogenviereck  Fig.  68  (p.  279) 
vornelnnen,  dessen  Randpuukte  ja  aucli  in  der  dureh  die  Pfeile  angezeigten 
Weise  zu  Paaren  auf  einander  bezogen  sind.  Moge  das  Viereck  eine 
stetig  veiiaufende  Dehnung  erfabren,  wobei  die  einander  zugeordneten 
Randpunkte  niehr  und  mehr  einander  genahert  werdeu.  Es  schien  zweck- 


.Fig.  701). 


Pig.  75  o. 


76  d. 


niassig,  diesen  Vorgang  durch  eine  Reihe  von  Zeiclnmngon  K\I  orlauiiorn; 
die  in  Fig.  75 a,  b>  c?  d  zusamiaengestellt  sind*).    Diesolbon  tlborhcben  mm 

*)  Brsichtlich  stehen  dio  goomotrischen  MasBiiahmou  clos  Textos  in  ongator 
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der  Muhe,  noch  welter  bei  den  Einzelheiten  der  Forruanderung  zu  ver- 
weilen,  und  wir  werden  clemnach  sogleich  das  endliche  Resultat  der- 
selben  in  Augensehein  nelimen.  Wir  wollen  namlich  schliesslich  die 
auf  einander  bezogenen  Randpunkte,  welche  in  der  co-Halbebene  be- 
ziiglicli  I~6  aquivalent  waren;  zur  Coincidenz  bringen  und  geradezu 
zusamniengelieftet  uns  vorstellen.  So  entspringt  Pig.  76,  in  welcher  wir 
direct  unsere  friihere  Pig.  12  (p.  70)  wieder  erkennen.  Wenn  wir  nun 
nocli  zur  Projection  dieser  Figur  auf  die  Kugeloberflaehe  gehen,  wie  sie 
oben  Fig.  13  (p.  72)  giebt,  so  haben  wir  diejenige  Gestalt  erhalten,  in 
welche  wir  den  Bereich  F6  umwandeln  wollten.  Wir  haben  so  das 
Eesultat:  Durch  stetiye  Deformation  des  FundamentalbereicJis  der  Unter- 
(jruppe  1~6  Itann  man  aits  demselben 
die  diedriscli  geteilte  Kugd  (Pig.  13) 
Jierstellen. 

Dass  wir  soeben  am  Schlusse  der 
stetigen  Formanderung  geradezu  die 
diedrisch  geteilte  Kugel  erhielten,  wird 
fur  die  Anschaulichkeit  der  durchge- 
f (ihrten  Massnahme  nur  einGewinn  sein. 
Inzwischen  konnen  wir  den  Deforma- 
tionsprocess  von  FB,  der  schliesslich 
zur  Zusanimenheftuiig  der  auf  einander  bezogenen  Randcurven  von  F6 
t'uhrt,  noch  in  niannigfaltigst  abgeanderter  Weise  durchfiihren.  Da 
hiitten  wir  die  diedriscli  geteilte  Bbene  oder  Kugel  in  irgend  einer 
verzerrten.  Form  gewonnen;  aber  ininier  waren  die  „  Lagenverhalt- 
nisse"  der  Dreiecke  gegen  einander  doch  die  n*amlichen  geblieben; 
und  wir  konnten  in  der  That  auch  jede  solchergestalt  entstehende 
Figur  zu,  der  Mehrzahl  der  Anwendungen  benutzen,  die  wir  mit 
Pig.  76  im  Sinne  haben.  —  Benierken  wir  ubrigens  hier  sogleich, 
dass  sieh  in  analoger  Weise  auch  die  Bereiche  Fs  der  T3  zu  einfach 
iiberdeckten  Ebeneii  (oder  Kugeln)  zusanimenlegen  lassen,  wie  wir  das 
in  einem  "der  nachstcn  Paragraphen  wirklich  durchfiihren  werden.  Die 
Verallgemeinerung  unserer  Massnahme  besprechen  wir  im  nachsten 
Kapitel*,  dieselbe  wird  fur  unsere  gruppentheoretischen,  so  wie  func- 
tionentheoretischen  Erorterungen  allgeniein  von  weitgehendster  Bedeu- 
tung  sein. 


Fig    76. 


Beziehung  zu  den  p.  81,  82  durchgefuhrten  tJberlegungen  (insbesondere  vergleiche 
man  die  damaligen  Figuron  24  und  25  mit  den  jetssigen  75  b,  c,  d).  Die  Ver- 
wandtschaft  der  beiderseitigen  Entwicklungen  werden  wir  spaterhin  mit  Hilfe  von 
beaiigliohen  functionoatheoretischen  Satzon  des  folgenden  Abschnitts  leicht  tiber- 
blickon. 
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Kehren  wir  nunmehr  zum  Fundarnentalbereich  FQ  und  zur  ge- 
wonnenen  abgeanderten  Form  desselben  zuruck.  Es  erscheint  zu- 
vorderst  als  das  Wichtigste,  dass  relativ  aquivalente  Punkte  in  .der 
neuen  Gestalt  von  JF6  zu  identischen  geworden  sind.  Diese  Bemerkung 
bezieht  sich  zunachst  nur  auf  die  Eandpunkte  des  Fundamental bereichs 
in  der  co-Halbebene,  man  kann  sie  aber  auch  leicht  auf  die  Punkte 
der  o-Halbebene  iiberhaupt  ausdelmen.  Die  Dreiecke  des  Fundamental- 
bereichs  F6  sind  den  Dreiecken  der  Diederteilung  (Fig.  13,  p.  72)  wechsel- 
weise  eindeutig  zugeordnet.  Wir  konnen  aber  auch  ohne  Storung 
dieser  Sachlage  die  Auffassung  in  folgender  Weise  verallgenieinern. 
Das  Doppeldreieck  1  des  Bereiches  Fe  ordnen  wir  demjenigen  Doppel- 
dreieck  der  Diederteilung  zu,  in  welches  jenes  bei  der  beschriebenen 
Umgestaltung  von  FG  ubergefiihrt  wird,  wobei  dann  auch  die  Seiten 
des  einen  Dreiecks  eindeutig  denen  des  anderen  zugeordnet  sind.  Nun 
wollen  wir  iiberhaupt  jedem  Dreiecke  der  Modulteilung  ein  Dreieck  der 
Diederteilung  zuweisen,  indem  wir  fiir  die  Beziehung  der  Modulteilung 
auf  die  Diederteilang  die  Bestiminung  aufstellen,  dass  "benaclibarten  Drci- 
eclcen  der  einen  Teilung  immer  im  gleicfien  Sinne  lenachbarte  Dreiccke 
der  anderen  Teilung  zugeordnet  sein  sollen.  wlna  gleichen  Sinne  be- 
nachbart"  nennen  wir  die  Dreiecke  jedes  dieser  beiden  Paare  deshalb, 
weil  sie  so  neben  einander  liegen  sollen,  dass  die  gemeinsame  Seite 
des  einen  Dreieckpaares  auch  wirklich  der  gemeinsanaen  Seite  des  andern 
Paares  entspricht.  Durch  unsere  Festsetzungen  sind  tibrigens  die  Dreiecke 
der  einen  Teilung  denen  der  anderen  nur  erst  als  gauze  zugeordnet, 
wobei  freilich  die  Ecken  und  Seiten  des  einen  Dreiecks  denen  eines 
ihm  entsprechenden  Dreieeks  der  anderen  Teilung  eindeutig  zugewiescn 
sind.  Inzwisehen  erleichtert  es  die  Ausdruckaweise  weiterhiri  selir, 
wenn  wir  auch  die  inneren  Punkte  des  einen  Dreiecks  denen  des  anderen 
eindeutig  zuweisen.  Wie  wir  dies  des  ruiheren  ausfuhren,  bleibt  liier 
willktirlich ;  nur  werden  wir  so  zuordnen,  dass  ein  stotigcr  Weg  ini 
einen  Dreieck  einem  gleichfalls  stetig  vorlaufenden  Wego  iin  andorou 
entspricht.  Uberdies  geben  wir  folgende  Vorschrift:  Zeigt  «ich,  da«« 
ausser  einem  ersten  Moduldreiecke  noch  ein  zweitos  durch  unsere  Fest- 
setzungen einem  gewissen  Diederdreiecke  zugeordnet  ist,  BO  woinon 
wir  die  Punkte  des  letzteren  den  Punkten  dieses  zweiten  Moduldrciecks 
derart  zu;  dass  aquivalente  PunUe  jener  "beiden  Modiddreiccke  j&tc&Hal 
dem  ndmlichen  Punkte  des  Diederdreicclcs  cntsprcchevi. 

Man  sieht,  dass  solchergestalt  thatsachlich  die  Beziehung  von  I'rfi  auf 
die  Diederteilung,  wie  wir  sie  vorhin  durch  Fig.  75  hergestollt  hatton, 
getroflFen  wird.  Inzwisehen  hat  unsere  jetzigo  Auffawsung  eincti  woiiorou 
Spielraum.  Mogen  wir  namlich  von  irgend  einem  Punkte  o>  in  1 
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stetig  verlaufende  Balin  zum  relativ  aquivalenten  Punkte  s(to)  zieheu 
und  andrerseits  bei  der  festgesetzten  Beziehung  der  Modulteilung  auf 
die  Diederteilung  in  der  letzteren  den  entsprechenden  Weg  verzeichnen. 
Dieser  wird  in  deni  co  zugeordneten  Punkte  beginnen  und  wird, 
wie  man  muhelos  sieht,  auf  gesehlossenem  Wege  zuletzt  zu  seinem 
Anfangspunkte  zuriickfu.hr en.  Das  also  ist  jetzt  iiberhaupt  die  Sach- 
lage,  dass  je  ewei  relativ  agiiivalente  Punlde  CD  auf  denseTben  Punkt  der 
Diederteilung  begogen  sind.  In  tJbereinstimmung  hiermit  werden  wir 
sagen  diirfen:  Einem  eingelnen  Doppeldreieck  der  Modulteilung  entspriclit 
immer  ein  bestimmtes  Doppeldreieck  der  Diederteilung,  wdhrend  nmgeJcehrt 
dem  einzelnen  Doppeldreieck  dieser  letzteren  Teilung  stets  die  Gesamtlieit 
der  imendlicli  vielen  mit  einem  'bestimmten  Doppeldreieck  von  F$  relativ 
dqiiwalenten  ModuldreieeJce  entspricht. 

Durch  die  Zusammenlegung  von  F6  zur  Diederteilung  haben  wir 
sonach  erreieht,  dass  den  abstracten  Vorstellungen,  welcne  den  Aus- 
fuhrungen  des  §  8  zu  Grunde  liegen,  eine  concrete  geometrische  Deu- 
tung  zuerteilt  ist.  Dort  wollten  wir  alle  Substitutionen  Vi,  VjFi,  v^Vi}  •  -  • 
fur  identisch  ansehen:  Hier  sind  beim  Fortgang  von  der  co-Halb- 
ebene  zum  Dieder  thatsaclilich  alle  jenen  Substitutionen  zugeordneten 
Doppeldreiecke  in  ein  eiuziges  Doppeldreieck  der  Diederteilung  iiber- 
gegangen. 

Alle  diese  Ausfiihrungen  finden  in  entsprechender  Weise  auch  auf 
die  Fundamentalbereiche  FQ  der  T3  Anwendung,  wie  wir  wenigstens 
zum  Teil  baldigst  belegen  werden.  Vorerst  aber  fugen  wir  hier  so- 
gleich  diejenigen  weiter  sich  hier  anschliessenden  besonderen  Folge- 
rungen  an,  welche  allein  bei  der  fc,  als  einer  ;;ausgezeichneten"  Unter- 
gruppe,  statthaben. 

§  12.     Deutung  der   G-ruppe  6r0   an   der    diedrisch    geteilten  Kugel. 

Regularitat  des  Fundamentalbereichs  F6. 

Hat  sich  soeben  die  neue  Gestalt,  in  welche  wir  den  Funclamental- 
bereich  JPe  uberfuhrten,  bereits  fiir  die  geometrische  Deutung  der  den 
§  8  begriindenden  Uberlegungen  als  zweckmassig  erwiesen,  so  werden 
wir  dieselbe  jetzt  vor  allem  auch  fur  die  Entwicklungen  des  vorletzten 
Paragraphen  (p.  292,  293)  verwerten.  Der  in  der  co-Halbebene  lagernde 
Fundamentalbereich  FQ  der  T6  als  einer  ausgezeichneten  TJntergruppe 
der  Modulgruppe  hatte  die  Eigenschaft,  durch  die  sechs  Substitutioneu 
1?  YD  V%j  ' '  'j  ^5  von  erlaubten  Abanderungen  abgesehen  in  sich  selbst 
ubergefiihrt  zu  werden.  Das  kommt  nun  in  sehr  viel  auschaulicherer 
Weise  bei  der  Diederteilang  zur  Geltung.  Bei  ihr  haben  wir  iu  der 
That  nicht  notig,  immer  erst  noch  erlaubte  Abanderungen  vorzu- 
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nehrnen,  wie  sie  das  Operieren  mit  dein  urspriinglichen  Bereiche  F6 
erscliwerten:  Die  Diederteilung  gelit  olme  weiteres  durch  die  seclis  Ope- 
rationen, wdclie  em  eineelnes  ihrer  Doppeldreiecke  in  ein  anderes  tiler- 
fiihren,  in  sich  selbst  iiber. 

Hiermit  liaben  wir  nun  fur  die  Gruppe  6rtf,  die  wir  ini  §  8  der  7;aus- 
gezeiehneten"  Dntergruppe  P6  zuordneten,  die  zweckmassigste  Deutung 
gewonnen.  Mogen  bei  der  Umfornauug,  die  wir  mit  dem  Fundamental- 
bereieli  FG  vornalimen  und  die  cms  zur  Diederteilung  hinf uhrte,  die  Doppel- 
dreiecke unverandert  ihre  Namen  1,  F17  F2,  ••-,  F5  behalten  liaben.  Da 
werden  wir  dann  offenbar  der  Operation  der  6r6?  die  wir  oben  durch  Vk 
bezeichneten,  diejenige  Diederdreliung  zuorduen,  welche  das  Dieder- 
dreieck  1  nach  FA  verschiebt.  Man  erkennt  (durch  Riickgang  auf  die 
;;Modulsubstitutionen"  F^)  aufs  leichteste,  dass  hie^irch  GrG  auf  die  Gruppe 
der  Diederdrehungen  Jwloedrisch  isomorph  begogen  ist.  Der  Diedertypus 
unserer  G-Q,  den  wir  oben  (p.  287)  in  abstractor  Weise  erschlossen  liatteii, 
wird  also  durch  die  Zusammenlegung  des  Bereiclies  Iy70  von  vornherein 
evident. 

Jetzt  wollen  wir  umgekelirt  den  Namen  der  Wregul5iren"  Kugel- 
teilung,  welcher  docli  u.  a.  auch  flir  die  Diederteilung  im  Qebrauch 
ist,  zugleich  auf  den  Fundamentalbereich  FG  der  o?-Halbebene  Qber- 
tragen.  Wir  tvollen  denselben  selbst  einen  reguldren  nennen  und  be- 
seiclmen  also  als  Regularitat  die  oft  ycnannte  Eigcnscliaft  des  Bcreielies 
F6}  diirch  alle  seclis  Operationen  des  llcprasentanlensystems  der  Pt;  von 
erlaubter  Abdnderung  dbgeselien  in  siclb  transformicfri  $u  iverden.  Wir 
werden  (im  folgenden  Paragraplien)  clemgegentiber  die  Fundameiilal- 
bereiche  der  Untergruppen  P3  (Fig.  71  —  73)  als  irregular  be«seiclmen. 
Die  Her  in  Rede  stehende  Eigenscliaft  des  FundamcntalberoicliH  FG, 
durch  alle  sechs  Operationen  1,  F1?  F2,  •  •  -?  FG  in  sich  CiborgefCilirt  zu 
werden^  war  iibrigens,  wie  wir  schon  wiederuolt  botonton,  cine  Foljjjo 
des  Umstandes,  dass  ft.  in  der  Gesamtgruppc  f  ausgezeichnet  ist  Die 
Jtegularitat  des  Fundwmentalbereichs  FQ  ist  sonach  die  yeomelrisehe  Mr- 
sclieinungsform  der  Tliatsache,  dass  F6  au$ge$eichnefo  Unteryruppe  der 
Modulgruppe  f  ist. 

Ausserlich  lasst  sich  die  genannte  liegularitiit  zur  vollen  Anschau- 
lichkeit  allein  an  dem  zur  Diederkugel  zusanimengt'legton  Beroich  >70 
bringen,  wo  sie  sich  durch  die  regelmiissige  Anordmmg  dor  nochw 
Doppeldreiecke  ausspricht.  Vor  allein  ist  es  wichtig,  dass  wir  Iiier 
schliesslich  noch  die  Ecken  der  Elementardreiecke  im  zusamuiougelegten 
Bereich  FG  naher  in  Augenschein  nehmen,  welclio  wir  in.  so  fort  vor- 
standlicher  Weise  als  rnit  9  bez.  i  und  ioo  tiquivaloute  l*unkto  be- 
nennen.  Man  bemerkt  zunachst:  Wdhrend  die  VunUe  von  JfQ  im  alt- 


in  der  Modulgruppe  enthaltenen  Untergrappe. 


299 


gemeinen  8u  je  seeks  aquivalent  sind,  tritt  fiir  diese  Ecken  eine  Reduction 
cin,  indem  wir  offeribar  gtvei  mit  Q  und  je  drei  mit  i  und  ioo  dqui- 
valente  Punkte  in  F6  $u  verzeiclmen  liaben  (cf.  Fig.  76,  p.  295).  1st  aber 
einer  der  beiden  mit  Q  aquivalenten  Punkte  von  sechs  Elementar- 
dreiecken  umlagert,  so  verlangt  offenlar  die  Eegularitdt  von  F6,  doss 
dies  auch  vom  anderen  gilt;  ist  einer  der  drei  mit  ioo  aquivalenten 
Eckpunkte  von  vier  Elementardreiecken  umlagert,  so  gilt  zufolge  der 
Regularitat  das  Gleiche  von  den  beiden  anderen  u.  s.  w.;  Satze;  deren 
Zutreffen  man  ja  sofort  durch  den  Anblick  der  Diederteilung  bestatigt. 

§  13.  ZusammenbiegTing  der  Fundamentalbereiche  F%  zu  einfacli 
bedeekten  Ebenen.  Irregnlaritat  der  JF3. 

Wie  wir  schon  in  Aussicht  nahmen,  wollen  wir  nun  aucli  die 
Fundamentalbereiche  F3  der  drei  gleichberechtigten  Untergruppen  F3 
in  ganz  alinlicher  Weise  einer  stetigen  Umformung  unterwerfen,  wie 
soeben  den  Bereieli  F6.  Wir  werden  dergestalt  einerseits  die  Irregu- 
laritat  der  F$  figtirlieli  erlautern,  des  weiteren  aber  werden  wir  so 
(irn  folgenden  Paragraphen)  zu  wichtigen  neuen  Betraclitungen  vor- 
gehen,  welche  sich  auf  die  Syninietrie  unserer  Fundament  alb  ereiche 
beziehen. 

In  Pig.  71  (p.  289)  ist  der  Fundamentalbereich  F$  der  ersten  uuserer 
drei  Untergruppen  F3  zur  Darstellung  gebracht.  Wollen  wir  denselben  in 
der  That  einer  derartigen  stetigen  Formlinderung  unterziehen,  dass  die 
auf  einander  bezogenen  Ranclcurven  bis  zur  Coincidenz  zusammengebogen 
werden.  Das  ist  des  naheren  in  Fig.  77a;  b;  c  ausgefiihrt;  des  leichteren 


Mg.  77  a.  Fig.  77  b.  .Fig.  77  c. 

Oberblicks  wegen  haben  wir  die  Ecken  der  Elementarclreieckc  durch 
Buchstaben  bezeichnet,  und  zwar  benannten  wir  die  mit  0  aquivalenten 
Ecken  von  F$  durch  a,  die  mit  i  aquivalenten  durch  &,  &',  eudlich  die 
mit  ioo  aquivalenten  Punkte  ct  c',  wie  dies  die  drei  Figuren  77  an- 
zeigen. 

Die   in  Fig.  77  c   gegebene  Zeichnung   stellt   uns  den  fertig  '/u- 
sammengebogenen  Bereich  JP3  bei  xaoglichst  bequemer  Anordnuug  seiner 
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Teile  dar.  Die  Ecken  der  Elementardreiecke  sii)d  jetzt  ohne  Ausnahme 
auf  der  vertiealen  Geraden  der  neuen  Figur  gelegen,  der  Punkt  c  ist  im 
Unendlichen  geblieben.  Die  beiden  Elementardreiecke ;  welche  in  der 
co-Halbebene  das  Doppeldreieck  T  zusamrnensetzten,  sind  auch  in  der 
neuen  Gestalt  von  F3  noeh  eigentliche  Dreiecke  mit  geraden  oder 
stetig  gekrtimmten  Seiten.  Alle  tibrigen  Dreieeke  der  urspriinglichen 
Gestalt  von  FB  sind  dagegen,  strenge  genommen,  Zweiecke  geworden; 
inzwischen  bezeiclinen  wir  sie  nach  wie  vor  als  Dreiecke,  die  dann  in  der 
einen  Ecke  (&'  bez.  c')  einen  Winkel  von  180°  besitzen.  Dem  schraffierten 
Attsgangsdreieck  der  co-Halbebene  entsprieht  in  der  dritten  Fig.  77 
das  links  ausserhalb  gelegene  schraffierte  Dreieck  mit  den  Ecken 
a,  lj  c',  deren  letztere  dem  Punkte  a>  =  ioo  zugeordnet  ist. 

Die  gegenseitigen  Lagenverhaltnisse  der  sechs  Elementardreiecke 
von  Fs  werden  jedenfalls  noch  deutlicher  hervortreten,  wenu  wir  die 
neue,  geschlossene  Gestalt  von  Fs  auf  die  Kugeloberflaclie  libertragen, 
es  wird  so  zugleich  die  scheinbare  Sonderstellung  des  gerade  er- 
wahnten,  uuendlich.  fernen  Eckpunktes  c'  zum  Fortfall  kommen.  Die 
stereographische  Projection  der  Figur  77  c  auf  die  Kugeloberflache 
wollen  wir  derart  vornelimen;  dass  die  verticale  Gerade  jener  Figur 
ein  grosster  Kreis  der  Kugel  werde,  auf  dem  die  drei  Punkte  a;  1),  c 
aquidistant  gelegen  sind.  Die  linke  Seite  unserer  Figur  77 c  iibcrtragt 
sich  alsdann  auf  die  eine  durch  jeuen  grossten  Kreis  abgeachnittene 
Halbkugel,  die  wir  (von  aussen  gesehen)  in  Fig.  78  b  gezeichnet  habcn. 
Die  andere  Halbkugel  tragt  eine  Einteilung  in  drei  Beroiche,  welche 
den  in  Fig.  78  b  dargestellten  bezltglich  der  Ebene  des  ol'tors  geniinnton 

grossten  Kugolkreiwes  genau  syiu- 
metrisch  ist;  nur  wird  claboi;  wic 
em  Blick  auf  Fig.  77  c  odor  auch 
auf  die  in  Fig.  78  a  gogebeiie  An- 
sicht  cler  Kugcl  be«tiitigfc,  ciiuiin 
schrafUerten  Dreieck  jedosimtl  oin 
Ireies  eutsprechcn  und  unigokclirt. 
Ziehen  wir  jetzt  auch  die 
beiden  anderen  Gruppon  f,/,  ra" 
des  §  8  mit  in  Betracht.  Diesclben  waren  mit  fa  gleiclxbercchtigt, 
und  dem  entsprach  die  Thatsa/che?  dass  der  Fundamontulbereich  J^  dor 
fjj  durch  Ausiibung  gewisser  Modulsubstitutionon  in  dio  Fundamoxital- 
bereiche  FQ  und  F%'  der  beiden  Gruppen  f/;  f/'  iibergeftihrt  wordcn 
konnte.  Dabei  mussten  freilich;  wenu  wir  solchcrart  die  in  Fig.  72 
und  73  angegebenen  Gestalten  von  IyT:/  bez.  F.Jf  erroichen  wollten, 
moglicher  Weise  erst  noch  erlaubte  Abanderungen  vorgenomnuon 
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warden.  Wollen  wir  aber  nun  auch  unsere  Bereiche  F3'  nnd  F~" 
durch  Zusammenbiegung  auf  einander  bezogener  Randcurven  umformen, 
so  ist  es  ja  ganz  gleichgiltig,  ob  wir  von  den  Figuren  72,  73  ausgehen 
oder  von  irgend  welchen  anderen,  aus  ihnen  durch  erlaubte  Abande- 
rungen  entspringenden.  Wir  konnten  also  auch  fiir  F/  und  JF3"  direct 
von  denjenigen  Gestalten  ausgehen,  welche  durch  Ausubung  der  Modul- 
substitutionen  T  bez.  S""1  aus  FB  entsprangen  (p.  291).  Da  aber  be- 
denke  man,  dass  die  Wirkung  dieser  Modulsubstitutionen  auf  _F3  gleich- 
falls  durch  eine  stetig  verlaufende  Umformung  dieses  Bereichs  erreicht 
werden  kann*J;  es  werden  demnacli  offenbar  durcfi  Zu- 
sammenbiegung des  Fimdamentalbereiclis  F3'  bez.  FB"  der 
mit  F3  gleiclibereclitigten  Untergruppen  F3'?  f8"  Figuren 
entspringen,  ^oelclle  in  der  allgemeinen  Anordming  Hirer 
Teile,  auf  die  es  Itier  allein  anJcommt,  von  der  Figur  77c, 
beg.  78  nicht  verscliieden  sein  Jconnen. 

Die  nahere  Ausfiihrung,  die  wir  hier  fur  FB  durch- 
fiihren;   bestatigt   dies.     Man  wird   leicht  die   stetige  lg  79' 

Umforraung  des  in  Fig.  72  dargestellten  Bereiches  vornehmen  und 
gelangt  am  Schlusse  derselben  zur  Fig.  797  in  welcher  ausser  der  Be- 
nennung  der  Ecken  auch  noch  einige  bezugliche  Werte  von  o>  zur 
leichteren  Orientierung  hinzugesetzt  sind.  Die  so  gewonnene  Figur 
ist  nun  in  der  That,  was  die  Lagenverhaltnisse  ihrer  Dreiecke  an- 
geht?  von  der  Figur  77 c  .gar  nicht  verschieden.  Wenn  das  in  den 
ebenen  Figuren  noch  nicht  hinreichend  deutlich  zu  Tage  tritt,  so 
wolle  man  Fig.  79  wiederuni  stereographisch  auf  die  Kugeloberflache 
projicieren.  Bichten  wir  diese  Projection  wieder  so  ein;  dass  die  verti- 
cale  Gerade  in  Fig.  79  auf  der  Kugel  ein  grosster  Kreis  wird  und  auf 
ihm  die  drei  Punkte  a,  b,  c  aquidistant  liegeii,  so  werden  wir  in  der 
That  gerade  wieder  zur  Fig.  78  zuruckgefiihrt.  Man  beachte  dabei 
noch  als  wichtig,  dass  nun  das  schraffierte  Dreieck  mit  den  Eclten 
a,  V,  c  dem  elementaren  Ausgangsdreieclt  der  cD-Halbe'bene  zugeordnet  ist. 
'Auf  ganz  entsprechende  Weise  warden  wir  auch  von  F9"  aus  zur 
Fig.  78  gelangen;  dann  aber  ist  dem  Ausgangsdreieck  der  co-Halbebene 
das  dritte,  auf  der  unteren;  in  Fig.  78  b  nicht  sichtbaren  Halbkugel  ge- 
legene  schraffierte  Dreieck  zugeordnet. 

In  den  Figuren  78  tritt  nun  die  Irregularitat  der  F3  deutlich  zu  Tage. 
Betrachten  wir  z.  B.  die  Ecken  der  Dreiecke,  so  haben  wir  unter 
ihnen  zwei,  wie  wir  kurz  sagen,  mit  i  a<juivalente  Punkte  6  und  &'; 
dieselben  sind  aber  keineswegs  fiir  Fig.  78  gleichbedeutend,  vielniehr 
i$t  der  erste  von  ihnen  ?  namlich  ?>;  von  vier;  der  andere  V  von 

*)  lm  Sinne  dor  §§  2 — 6  in  II,  1. 
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zweien  der  sechs  Elementardreiecke  der  Fig.  78  unilagert.  Weiier 
haben  wir  zwei  mit  *<x>  aquivalente  Punkte,  namlich  c  und  c',  und 
auch  Her  ist  wieder  der  erste  von  vier,  der  andere  von  nur  zwei  Drei- 

ecken  umgeben. 

Wir  konnen  uns  auch  noch  in  folgender  Weise  von  der  Irregula- 
ritat  unseres  Bereiches  FB  Eechenschaft  ablegeu:  Gabe  es  im  Re- 
prasentantensystem  der  T3  (von  der  Identitat  abgesehen)  eine  Substitution, 
welehe  Fz  in  sich  iiberfuhrte,  nioglicherweise  unter  Zuhilfenahme  er- 
laubter  Abanderungen,  so  musste  die  in  den  Fig.  78  dargestellte  Kugel- 
oberflache  mit  ihrer  Einteilung  in  sechs  Teilbereiche  derart  in  sick 
verachoben  werden  konnen,  dass  die  Teilung  mit  sich  selbst  zur 
Deekung  karne.  Hier  werden  wir  nun  freilich  keineswegs  verlangen, 
dass  die  Verschiebung  der  Kugel  in  sich  eine  blosse  congruente 
Verschiebung  sein  soil,  wie  es  bei  der  diedrisch  geteilten  Kugel 
der  Fall  ist  5  denn  wir  haben  ja  aueh  bei  Herstellung  der  in  den 
Fig.  78  gegebenen  Kugelteilung  gar  nicht  auf  irgend  welehe  bestimmte 
metrische  Verhaltnisse,  sondern  nur  auf  die  Lagenbeziehungen  der 
Dreiecke  Gewicht  gelegt.  Demgemass  naiissten  wir  der  in  Rede  stehen- 
den  Kugeloberflache  bei  ihrer  Verschiebung  in  sich  irgend  welehe  stetig 
verlaufende  Dehnungen  oder  Zusammenziehungen  gestation.  Wir  koimcii 
das  sogar  noch  abstractor  auffassen,  indem  wir  sagen:  Die  Kugelobcr- 
flache  miisste  eine  stetige  eindeutige  Beziehung  auf  sicli  selbst  mlassen,  lei 
der  ihre  Einteilung  in  seeks  abwechselnd  scbraffierte  unA  frcie  Dreiecke 
wieder  sich  selbst  entsyraehe.  Des  naheren  miisste  dabei;  da  unserer 
eindeutigen  Beziehung  eine  Modulsubstitution  erster  Art  zu.  Q rondo 
liegen  sollte,  ein  schraffiertes  Dreieck  jedesmal  eineui  ebcnsolchon  eut- 
sprechen,  wie  auch  ein  freies  wieder  nur  einem  froien;  jeder  Eckc 
eines  Dreiecks  aber  rniisste  stets  wieder  eine  gleichartige  Ecke  ssugo- 
ordnet  sein. 

Unter  Berftcksichtigung  dieser  Gesichtspunkte  vcrsucho  man  nun 
die  Kugelteilung  der  Fig.  78  eindeutig  auf  sich  selbst  zu  bessielien. 
Der  Kreis  mit  den  Ecken  a,  &',  c  *  •  -  muss  notwcndig  «ich  wolbst 
entsprechen;  und  auf  ihm  ist  insbesondere  der  Punkt  a  sioh  nclbst  zu- 
geordnet.  Der  Puukt  b  konnte  entweder  sich  selbst  odor  dem  Punkt<j 
V  zugeordnet  sein;  aber  letzteres  ist  deshalb  undenkbar,  weil  'b  von 
vier,  "b'  nur  von  zwei  Eleznentardreiecken  unigcben  ist  In  analoger 
Weise  findet  man;  dass  iiberhaupfc  alle  Punkte  a,  6;  &';  c,  cr  notwcndi^ 
sieh  selbst  entspreohen,  womit  denn  der  Satz  evident  ist:  Unscre  'Kugel- 
ttilwng  Idsst  nur  eine  eindeutige  'Beziehung  "beabsichtiyter  Art  auf  sich 
selbst  0u,  und  das  ist  die  identische,  lei  der  jeder  l*urikb  sich  selbst  mt~ 
Dieses  ist  aber  in  der  That,  was  wir  hier  zeigen  wollten. 
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§  14.     Die  Symmetric    der  Bereiehe  jF3.     Der  regnlar-symmetriscke 

Bereich  F6. 

Hat  sich  die  betrachtete  Kugelteilung  nun  auch  in  der  That  als 
irregular  erwiesen,  so  gestattet  sie  doch  noch  eine  solche  stetige  eindeutige 
Beziehung  auf  sich  selbst,  bei  der  ein  schraffiertes  Dreieck  jedesmal 
einem  freien  und  umgekehrt  entspricht.  In  der  That  bemerkte  man  ja 
bereits,  dass  unsere  Kugelteilung  (Fig.  78)  in  der  Ebene  des  im  vorigen 
Paragraphen  wiederholt  genannten  grossten  Kreises  eine  Symmetrie- 
ebene  besass,  was  denn  aueh  sofort  in  den  ebenen  Piguren  77  c  und  79 
evident  ist.  Spiegelung  an  den  verticalen  Geraden  dieser  Figuren  bringt 
dieselben  (unter  gleichzeitigena  Wechsel  der  Schraffierung)  mit  sich 
selbst  zur  Deckung. 

Die  gefundenen  Symnietrieverhaltnisse  haben  nun  umgekehrt  ihre 
wichtigste  gruppentheoretische  Bedeutung,  und  wir  gehen,  urn  sie  zu  er- 
kennen,  etwa  zur  urspriinglichen  Gestalt  von  F%  (Fig.  71?  p.  289)  zuriiek. 
Die  soeben  gefundene  Symmetrielinie  (d.  i.  der  oft  genannte  grosste 
Kreis  der  Fig.  78)  zerlegt  sich  beim  Riickgang  zu  Fig.  71  teils  in  die 
iniaginare  co-Axe,  teils  in  die  zwei  Paare  von  Randcurven,  welche 
Figur  71  nach  aussen  abschliessen.  Diese  Linien  sind  Kreise  der 
Modulteilung,  und  nun  werden  wir  die  besprochene  Symmetric  da- 
hin  interpretieren,  dass  durch  Spiegelung  an  den  gemeinten  Kreisen 
der  Modulteilung  der  Fundamentalbereich  F$  (unter  Wechsel  der  ScJiraf- 
ftemng  und  von  erlatibten  Abanderungen  abgesehen)  in  sich  selbst  uber- 
gefulirt  wird.  Thatsachlich  ist  dies  fur  die  Spiegelung  A  auch  in 
der  co-Halbebene  sofort  evident;  aber  auch  far  die  anderen  hier  in 
Betracht  kommenden  Spiegelungen  V  konnen  wir  uns  von  der  Richtig- 
keit  des  gerade  behaupteteu  Satzes  durch  directe  Betrachtung  der 
Fig.  71  iiberzeugen.  UtngeTzelirt  aber  wird  der  Fundamentafbereich  F» 
nicht  mit  sich  selbst  symmetrised  sein  Jconnen  fteziiglich  irgend  eines  der 
ubrigen,  ilm  durch#iehenden  J&eise  der  Modulteilung. 

Jetzt  iiberzeuge  man  sich  durch  eine  Betrachtung,  die  derjenigen 
in  §  9  durchaus  gleichkommt,  von  der  Eichtigkeit  des  folgenden  Satzes: 
Transformieren  wir  F$  vermoge  der  Modulsubstitution  zweiter  Art  V, 
so  erhalten  wir  aus  F$  einen  Fundamentalbereich  fur  die  mit  F3  in  der 
erweiterten  Modulgruppe  f  gleichberechtigte  Untergruppe  FfgF""1. 
Ztigt  sich,  Sdbeiy  dass  der  so  gewonnene  Fundamentalbereich  durch  erlaubte 
Abanderungen  wieder  in  JP3  ubergefuhrt  werden  Jcann7  [so  ist  F3  mit  V 
vertauschbar.  Durch  Anwendung  dieses  Satzes  auf  die  vorab  entwickel- 
ten  geometrischen  Verhaltnisse  gewinnen  wir  das  Besultat:  Die  Unter- 
r;j  ist  mit  jeder  solchen  Spiegelung  V  vertauscKbar ,  in  Hezug  auf 
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deren  Syiegelkreis  F3  in  oft  genanntem  Sinne  mit  sicli  selbst  symmetriscli 
ist.  Insbesondere  ist  also: 

(1)  Ar3  =  r3A,     nr3  =  r3B. 

Derugegeniiber  ist  aus  dein  Vergleich  von  Fig.  71  und  73  sofort  deut- 
lich,  dass 

(2)  .  cr3c=r/' 

sein  wird;*denn  in  der  That  geht  Fz  durch  Ausiibung  der  Spiegeluug 
G  in  FB"  fiber. 

Wir  fuhrten  hier  die  Betrachtung  ins  einzelne  nur  fur  P3  durch; 
deun  sie  erledigt  sich  fur  die  beiden  anderen  Gruppen  T3'?  T3"  genau 
in  analoger  Weise.  Begniigen  wir  uns  also  in  Anseliung  dieser  letz- 
teren  Gruppen  damit,  dass_wir  etwa  angeben,  wie  die  drei  erzeugenden 
Operationen  A,  B,  C  der  T  die  fs'  und  T/'  transformieren.  In  diesem 
Betracht  liest  man  ohne  Mtihe  aus  den  beziiglichen  Fundamental- 
bereicken  (Fig.  72,  73)  die  nachfolgenden  Resultate  ab: 

-  r; ,     JBF/JB  -  r8",     c^o  =  r/? 
,;' A  =  r/',      sr/'JB  -  r/?      or3"o  -  rv 

Bei  der  bekannten  Darstellung  der  Operationen  8  und  T  durch  A,  B7  C 
(cf.  Forineln  (4)  p.  233)  erhiilt  man  von  hier  aus  die  Formeln  (2) 
p.  291  sofort  wieder*). 

Unsere  soeben  auf  die  Synametrie  der  F%  gegritndeten  pjruppen- 
theoretisehen  Betrachtungen  finden  nun  endlich  auch  noch  ausgedehnto 
Anwendung  auf  die  Gruppe  FG.  Wirklich  ist  ja  die  Diedertcilnng 
(Fig.  13?  p.  72)  mit  sich  selbst  bezuglich  aller  ihrer  vier  Kreise  sym> 
inetrisch  und  geht  damit  ausser  durch  die  sechs  Diedordrehuugen  noch 
durch  sechs  Operationen  zweiter  Art  in  sich  fiber.  Wir  schliessen  so- 
fort: Der  Fimdamentalbereich  FQ  geld  durch  S$iegdung  an  ir<jc.nd  eineni 
denselben  durcJi#iehenden  Krcise  der  Modulleilung,  xowic  damit  itbcrharupl 
durch  jede  Modulsul)$titution  0weiter  Art  (moglicherweise  abgeaehon  von 
erlaubten  Abanderungen)  m  sich  u"ber.  Fur  die  Spiegolutigon  A,  J?;  (1 
ist  dies  an  der  urspriinglichen  Gestalt  von  FG  (Fig,  08,  j).  279)  auch 
leicht  direct  evident.  Die  soeben  gef'undene  Eigenart  den  Bcroichcs  J^ 
wollen  wir  kurz  dadurch  kennzeichnen,  dass  wir  dm  '.ttertiefa  J^.,  It*,?. 
die  Anordnung  sewer  #wolf  JSlementardreiec/cc  regidar-symmetrisck  nenncn; 

*)  Man  bemerke  noch:  Indem  z.  B,  fa  mit  der  Spiogehmg  A  vertamchbar  iatni 
•wird  diese  G-ruppe  im  frfiheron  Sixxno  der  Brwoiterang  vorm^^o  A  fflhig.  Wir  or» 
halten  so  eine  crweiterte  Gruppe  T8  7  in  wcloher  neben  jedor  sohon  in  T,  onthultonoii 
Modalsubstifcutioa  erster  Art  V  auch  nooh  die  Operation  sswoitdr  Art  VA  eich  limlot. 
Ein  Fundamentalbereich  fiir  Ftt  wird  nns  alsdann  durch  eino  der  boidcn  Hynnuoiriscbca 
Haiften  geliefert,  in  welche  %\  (Fig.  71)  dutch  die  Imagwliro  w-Axo  xtnlogt  wivcl, 
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die  regular-symmetrisclie  Teilung  des  Dieclers  lies,  des  Fundamentcdljcrciclics 
FH  1st  uns  dann  ersicldlicli  das  geometrisclie  Slid  filr  Thatsache,  dass  fc  in 
dcr  enccitcrien  Modulgruppe  f  ausgezeiclmet  enthalten  ist*), 

Selbstverstandlich  ersclieinen  noch  die  beiden  folgenden  Satze,  die 
wir  hier  nur  deshalb  namhaft  maehen,  weil  wir  spaterhin  unter  allge- 
meineren  Yoraussetzungen  zu  ihnen  zuriickkornrnen  werden:  1st  nur  erst 
faJcannt,  dass  FQ  legiiglicli  der  drei  su  den  Spiegelimgen  A,  B,  G  gelioren- 
den  Symmctrieltreise  symmetrisch  ist,  so  ist  FG  dcslialb  lereits  im  Sinne 
von  §  12  (p.  297)  regular  imd  iiberdies  an  alien  Krelsen  der  Modulteiluny 
(inimer  von  erlaubten  Ablinderungen  abgeselien)  symmelriscli;  clenn 
A,  Bf  C  waren  Erzeugende  yon  f.  Andrerseits  aber:  BcmerTten  ii'ir 
nur,  dass  F$  regular  luid  an  einem  Kreise  der  Jlodulteilung  symmetrisch 
•ist,  so  ist  Fa  dcslialb  sclion  an  alien  ilbrigen  Krelsen  dieser  Teilung  sym- 
metrisch. 

Wir  haben  nunmelir  an  deii  Untergruppen  fy  und  T0  alle  die- 
jenigen  BegrifiFsbestimniungen  in  ausfukrlicher  Weise  zur  Erltluterung 
gebraclit,  welclie  jetzt  sogleich  fiir  die  Exposition  einer  allgenieiuen 
Tlieorie  der  Untergruppen  der  Modulgruppe  gruiidlegeud  sein  "warden. 
Indeni  wir  aber  im  folgenden  Kapitel  zu  der  gerade  genannten 
Untersuehung  sebr  allgenieiner  Art  aufriieken,  werden  wir  dabei  inirner 
unsere  f3  und  f6  als  zwecknitissige  Einzelbeispiele  ini  Sinne  belialten 
nitissen. 

§  15.    Vorlaufige  Bemerkungen  iiber  die  fimctionentlieoretische 
Bedentung  der  Untergmppe  rc. 

Wir  nelimen  hier  nocn  Gelegenheit,  auf  die  Beziehung  unserer 
Untergruppe  T6  zu  gewissen  functionentheoretischen  Satzen  des  clritten 
Kapitels  im  ersten  Abschnitt  hinzuweisen;  eine  Beziehung,  die  so  un- 
mittelbar  auf  der  Hand  liegt;  dass  wir  unseren  jetzigen  Geclanken- 
gang  kauin  unterbrechen  ?  indem  wir  sie  lieranziehen.  Wir  Icruteu 
damals  (p.  101)  in 
(1)  co(A)  =  s(0,  0,  05  A) 

cine  Function  kennen,    welche    die  Halbebene   von  A    auf  em  Krcis- 

*)  Fn  erschoint  sonach  iiborhanpt  durch  jede  Operation  zweiter  Art  der  Er- 
Veiterung  £aliig.  Docb  kommen  wir  aus  leicht  ersichtlichoni  Grande  bereits  zu 
alien  hior  m5gHchen  erweiterten  Gruppen  f6,  wenn  wir  f(S  dor  R/efhe  nacli  mit 
den  secbs  Operationen  zweiter  Art  JL,  Vl  J.,  F2  A,  •  •  •,  T5  A  combinieren,  Vl ,  J^,  •  *  • 
in  der  Bedeutung  von  §  6  (p.  282)  gebraticht.  Die  durch  .Erweiternng  mit.  A  enfc- 
^pringencle  F0  iat  die  im  Anfang  dos  Kapitels  ausfuhrlich  bctrachteto  f '. 
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bogendreiecfc  der  e?-Ebene  mit  lauter  verschwindenden  Winkeln  ab- 
bildete.  Wie  dieses  Kreisbogendreieek,  dessen  Ecken  die  Punkte 

I  =  0,  1,  oo 

abbildeten,  in  der  co-Ebene  orientiert  war,  blieb  oben  (p.  Ill,  112) 
•unentschieden.  Machen  wir  hier  einige  erganzende  Mitteilungen  darliber, 
die  gleichwohl  auch  hier  noch  einen  vorlaufigen  Charakter  tragen  sollen, 
da  wir  erst  im  foigenden  Abschnitt  auf  Gegenstande  dieser  Art  aus- 
fiihrlich  eingehen. 

Man  erinnere  sich  zuvorderst,  dass  ein  einzelnes  E lenient ardreieck 
der  Modulteilung  ein  confornies  Abbild  der  positiven  oder  negativen 
J~~Halbebene  ist.  Auf  den  Kreisen  der  Modulteilung  niinmt  also  J(&) 
stets  reelle  Werte  an,  und  Pig.  36  (p.  113)  lehrt,  dass  auf  den  Kreisen 
der  einen  Gattung  (ans  je  zwei  Dreiecksseiten  bestehend)  J*  stets  positiv 
und  ;>  1  ist,  wahrend  auf  den  Kreisen  der  anderen  Gattung  die  ubrigen 
reellen  Werte  von  J"  sich  linden. 

Man  ziehe  des  weiteren  Gleichung  (5)  p.  15  zwischen  I  und  J  heran 
oder  besser  sogleieh  Fig.  12  (p.  70),  welche  jene  Gleichung  vorsiniilicht. 
Man  liest  aus  dieser  Figur  ab,  dass  ein  reelles  A  eiu  positives  reelles 
(/">!  zur  Folge  hat,  und  dass  umgekehrt  fur  ein  solches  J"  auch  gteta 
I  reell  ist.  Es  entspringt  so  der  Satz:  Auf  den  Kreisen  dor  zur  f<; 
gehorigen  Dreiecksteilung  (Fig.  66,  p.  278),  welche  ja  gerade  aus  don 
Kreisen  jener  einen  Gattung  der  Modulteilung  bestand,  wird  A(o)  fiteis 
reell  sein;  umgekehrt  werden  aber  andere  Putikte  co  koine  roollcn 
Werte  l(co]  trageo.  Daher  denn  clas  Kesultat:  ]$m  ycdyndvr  Ausgangs- 
zweig  der  Function  ra(A)  lildet  die  eine  Halbeb&ie  I  auf  das  m  Amchhws 
an  die  T6  oben  (p.  273)  mit  dew  Namen  I  lelcgte  Krowbogendrcwck  ab, 
waJirend  das  J&eisbogenviercck,  welches  im  AnscJUuss  an  die  f(;  tlen 
Namen  1  Wtam  (Fig.  67;  p.  276),  das  durcli  den  genannten  tfwdy 
worfene  conforme  AlUld  der  gesamten  l-Ebene  ist. 

Dieser  Verhaltnisse  wegen  kamen  wir  auch  ssur  dicdrischcn 
teilung  der  /L-Ebene,  wenn  wir  den  Fundauientalbereich  J^,.  der  f(f  durcli 
Zusanimenbiegung  seiner  auf3  einandcr  bezogenen  Itaiulcurven  del  or- 
inierten  (p.  294);  denn  die  Ebene  A  wird  ja.,  wie  wir  frdher  aahcn,  (lurch 
ihre  Beziehung  zur  /-Ebene  gerade  diedrisch  eijigetcilt  Die  endliclu^ 
Grnppe  <?a;  von  der  im  Voraufgehendon  so  oft  dio  lioile  war,  liudot 
d&bei  ihren  analytischen  Ausdruck  in  den  sochs  linoaren  Substitutionen 
yon  A,  welche  die  Relation  zwischen  I  und  J  in  sich  transf or  micro*  u 
Diese  linearen  Substitutionen  lauteten  (cf*  p.  15): 

-,  _-        -       ,/        i  -/  x 

A    _  i  — .  /,3      /,   «=    ^  f  /L    «  - -^  ^ 
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und  wir  bemerken,  dass  sie  gerade  in  dieser  Reihenfolge  den  oben  durch 
^o;  ^i?  '  •  '3  ^5  bezeichneten  Substitutionen  (3);  p.  281  entspreehen. 

Mag  es  geniigen  insoweit  auf  diese  Verhaltnisse  eingegangen  zu 
seln;  deren  endgiltige  Erledigung,  wie  wir  sclion  bemerkten,  erst  deoi 
folgenden  Abschnitte  vorbehalten  bleibt.  Es  gekt  aus  diesen  Erorte- 
rungen  laervor  (was  spafcer  von  den  Gesamtentwicklungen  des  gegen- 
wartigen  zweiten  Absclmitts  gelten  wird),  dass  die  Betraclitungen  des 
nun  zu  Ende  gefiihrten  Kapitels  und  insbesondere  die  dcibei  gegebenen 
Figuren  niclit  nur  eine  gruppentlieoretisclie,  sondern  aucli  eine  functionen- 
theoretisclie  Sedeutung  lidben. 
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Funftes  Kapitel. 

Allgemeiuer  Ansatz  fiir  die  Beliandlimg  der  Untergnippen  dor 

Modulgruppe. 

Das  gegenwartige  Kapitel  soil  zeigen,  dass  die  soeben  bei  Jer 
Behandlung  der  Gruppe  TG  inassgeblich  gewesenen  Begriffc  fur  die 
samtlichen  der  Modulgruppe  angehorenden  Untergruppen  ihre  Branch- 
barkeit  behalten.  Wir  nehinen  bei  den  Erorterungen  dieses  Kapil<»1a 
irgend  eine  solche  Untergrnppe  als  gegeben  an  und  warden  niit  ge- 
wisseii  auf  sie  beziiglichen  gruppentheoretischen  Satzen  sowio  nainoni.- 
licli  rait  eineni  ihr  zugehorigen  Fundamentalbereiche  zu  arbeiien  liabou. 
Zum  voraus  bemerken  wir  gleicli,  dass  es  sicli  zunaclast  nur  xnii  Modul- 
substitutiouen  erster  Art  und  also  um  Untergruppeu  von  f  humleln 
soil;  Erweiterungen  durch  Modulsubstitutionen  zwciter  Art  werdon 
freilicli  schon  im  Laufe  des  Kapitels  zwiscliendurch  wietlcr  in  IJ<v 
tracht  koininen.  Alle  tFberlegungen,  die  wir  durchiuhren  worden,  liabon 
in  den  Entwicklungen  des  vorigeia  Kapitels  ihr  Moclell;  dor  Losor  wird 
also  gut  thun,  bei  irgend  welchen  ihm  entgegentreteiuleu  Scliwicrig- 
keiten  immer  wieder  au£  die  ansftilirlicberen  Darlegungen  iiu  vorigon 
Kapitel  zurtickzugehen. 

Es  wird  kaum  notig  seija,  die  WicMigkeit  der  "Oberlegungen  d<»s 
gegeuwaxtigen,  sowie  iibrigens  auch.  des  folgenden  Jva]>iicls  i'iir  dio 
ganze  Theorie  der  elliptischen  Modulfunctioncn  noch  besonders  xn  1)«- 
tonen;  sie  bilden  zusammen  mit  cleu  fanctioiienlheorctischcjti  Betrucli- 
tungen  des  folgendcn  Absclmitts,  welche  sich  unmitlolbur  a«  <lio«olbou 
anschliessen,  das  eigentliohe  Fundament  der  geiiannten  Thoorio*). 

§  1.    Index  und  Beprasentantensystem  einer  gegobenon  ITntorgruppo. 

Sei   durch   irgend  eine  IJntersuchiuig  die  Exisfco«»   oiner   Unlcr- 

gruppe  r'  der  Modulgruppe  f  erkanut,  so  wollen  wir  fur  f" 


*)  Yorgl.  hierzu  wiedorliolij  die  p.  142  imter  dom  Tcxto  gcnnnnt«m  A  Miami- 
]ungcn  von  KJein  im  14teu-  Bando  der  Math.  Annalou  (187#)  t  sodanti  l)o«oncUja'H 
noch  dessert  Note:  Zwr  Theorie  der  elliptischen  Modulfunctionm,  in  don  Mdnchcnor 
BcM'icliteu  vont  Dec.  1870,  (Math.  Annalcn  Bd.  17,  p*  02).  KB  RJIK!  doi'tiK^l^flti  dio 
gniudlogonden  Gesiclrfcspimkto  fur  die  Kntwicklungou  doH  Toxtoy  skiss^icrt, 
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die  in  §  6  cles  vorigen  Kapitels  fiir  die  fc  durchgefiilirte  Untersuchung 
verallgemeinern.  Die  Gruppe  F';  die  als  nicht-eyclisch  angenommen 
wird,  ist  von  unendlich  holier  Ordnung*);  wir  denken  ilire  unendlicli 
vielen  Substitutionen  in  irgend  einer  Beihenfolge  durch 


bezeichnet.  Sei  nun  Vl  eine  Operation  der  Gesamtgruppe,  die  niehl 
zugleich  der  Untergruppe  P  angehort.  Man  zeigt  dann,  wie  in  den 
Elementen  der  Gruppentheorie,  dass  die  in  den  beiden  Reihen 


aufgefiihrten  Substitutionen  durchgehends  von  einander  verschieden 
sind.  Giebt  es  liberdies  noch  eine  weitere  Modulsubstitution  erster 
Art  F2,  die  sich  in  keiner  der  beiden  geschriebenen  Reihen  fiudet, 
so  komnicn  mit  ihr  gleieh  alle  unendlich  vielen  Substitutionen  ^F2  der 
Gruppe  f  als  neu  hinzu,  die  wir  in  einer  weiteren  Horizontalreihe  den 
beiden  schon  aufgestellten  anreihen.  Giebt  es  wiederuni  noch  eine 
neue  Modulsubstitution  erster  Art  F3,  so  reihen  wir  mit  ihr  alle  Sub- 
stitutionen VkVs  an  und  verfahren  in  ersichtlicher  Weise  nach  dieser 
Vorschrift  weiter. 

Jetzt  unterscheiden  wir  zwei  Falle.  Entweder  kann  unsere  Unter- 
gruppe  f"  so  beschaffen  sein,  dass,  soweit  wir  auch  Horizontalreihen 
ininier  aufs  neue  nach  der  gegebenen  Vorschrift  anreihen  niogen,  docli 
imnier  noeh  Modulsubstitutionon  in  der  Gesamtgruppe  f  iibrig  bleiben, 
die  noeh  nicht  untergebracht  sind  und  demnach  zu  neuen  Horizontal- 
reihen Anlass  geben.  Andrerseits  kann  es  sein;  dass  sicli  alle  Ope- 
rationen  der  Gruppe  f  in  der  endlichen  Zahl  von;  sagen  wir,  ^  Hori- 
zontalreihen: 

1  v  v» 

(!)  v'          IV 


*)  In  dor  That  giebt  es  in  der  Modulgruppe  koine  nicht-cyclischea  Unior- 
endlicher  Ordnung.  Sollfceii  niimlicli  solclie  cxisticren,  so  miiasteii  sie 
laui  ,,lkos."  p.  110  n.  f.  die  Structur  einer  der  in  der  Theorie  der  regulilron.  KQrper 
anftroteudcu  Qruppen  haben.  Da  es  aber  nur  cycliscbe  Untergrappen  zweitor  und 
drittur  Ordnung  in  der  Modulgruppo  giebt 7  so  konnten  nicbt-cyclische  Unter- 
gruppen endliclacr  Ordnung  derselben  hScbstcns  noch  den  Diedcr-  odor  Tetraoder- 
lypus  sseigen.  Dass  sicli  aber  solcbe  Untergrappen  aus  Modxilsubatitutionen  erstor 
Art  nicbt  aufbauen  lassen,  zeigt  man  mflhelos  direct. 
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erschopfend  unterbringen  lassen,  wobei  iin  aufgesiellten  Scliema  nun 
auch  jede  Operation  der  Gruppe  f  nur  einmal  genannt  1st. 

Fiir  beide  Arten  von  Untergruppen  werden  wir  weiterhin  erne 
grosse  Mannigfaltigkeit  von  Beispielen  kemien  lernen.  Indes  wollen 
wir  clocli  vorab  unsere  Begriffsbestiraniungen  an  den  Untergruppen 
der  leteteren  Art  befestigen,  fur  welclie  also  die  Operationen  der 
Gesarntgruppe  T  sicli  in  der  endliclien  Zahl  von  ^  Reihen  (1)  anordnen 
lassen.  Elementare  Betraclitungen  zeigen,  dass  diese  Anzahl  der  Hori- 
zontalreiben  ganz  allein  durch  die  vorgelegte  Gruppe  f  beclingt  ist 
und  niclit  etwa  nocli  von  der  Auswahl  der  Substitutionen  Vlf  F2,  -  -  - 
abhangt.  Die  fragliche  Anzabl  werden  wir  also  als  ein  Attribut  der 
Gruppe  f"  ansehen  mussen  und  nennen  sic  den  Index  der  Untergruppe  f 
in  Bczug  auf  die  Gesamtgruppe  P.  Wie  oben  moge  fortan  aucli  allgemein 
der  Indes  p  init  in  die  Bezeichnung  der  gerade  betracliteten  Unter- 
gruppe  aufgenoinmen  werden;  indem  wir  Vft  statt  f  schreiben"*). 

Die  einzelne  Reibe  in  dem  der  Untergruppc  IT,,  eutsprecliendoii 
Schema  (1)  kann  eindeutig  durcb.  Angabe  einer  ciuzelnen  Hirer  Sub- 
stitutionen cbarakterisiert  werden.  Indeni  wir  also  aus  jedcr  llori- 
zontalreibe  (1)  nach  Belieben  erne  Substitution  lierausgreifen,  erhalten 
wir  das,  tvas  ivir  ein  Rejpriisentantensyslcm  der  Untergruppc  f,,  bc&iiglich 
der  Gesamtgruppe  f  nennen  werden.  Ein  solches  Re])nisentantensysteiu 
werden  z.  B.  die  ft  Substitutionen  19  F17  V^  •  •  -,  Vp—  i  bilden,  welcbe 
die  erste  Verticalreihe  im  Schema  (1)  zusamrnousetzen.  Besitet  die 
gerade  betrachtete  Untergruppe  keinen  endlichen  Index  ft;  so  wird 
natiirlich  auch  die  Zahl  der  ein  Reprasentautensystem  bildcnden  Sub- 
stitutionen unbegrenzt  gross  werden. 

§  2.    Herstellung  eiaes  zur  vorliegenden  Untergruppe  f/(  gehoronden 
Fundamentalbereiohs  Jj\{. 

Wir  verbinden  mit  dieson  Dberlcgungen  jetet  die  crneuto  BCJ- 
trachtung  der  Modulteilung. 

Moge  eine  Untergruppe  f/t  der  Modulgrupj_)e  von  eridlichem  Index  p 
vorliegen.  Zwei  bezuglich  derselben  aquivalente  Punkto  03  odor  aucli  y.wci 
Doppeldreiecke  der  Modulteilung,  welche  also  durch  eino  Substitution  Vk 
der  Untergruppe  in  einander  iibergeffthrt  werdon;  nenuon  wir  kurz  ??re- 
lativ  aquivalent^.  Die  folgende  Oberlegung,  welcho  Hbrigens  im  Prinoip 
mit  der  Betrachtung  des  vorigen  Paragraphen  ubercinkommt,  wird  UIIH 
dann  mit  einem  Fundamentalbereicli  fQr  f/t  versehen  und  crgiebt  tibor- 


*)  Wir  habon  hier  nur  der  Vollstilndigkoit  lialbor  clio«o 
thooretische  Ertfrtercmg  von  p.  140  doa  orsten  Absclmitts  noohmals  Jcurss 


fur  die  Behandlung  der  Untergruppen  der  Modulgruppe.  311 

dies  denselben  sogleich  in  einer  zweckrnEssigen  Gestalt.  Wie  ini  vorigen 
Kapitel  der  Fundamentalbereich  F$  der  fe  sicli  aus  sects  Doppel- 
clreiecken  aufbauen  liess,  icelclie  den  seclis  Siibstitutionen  eines  Heprascn- 
tantensystems  zugeordnet  ivaren,  so  wird  nun,  wie  wir  sogleich  voraus 
beinerken,  der  mit  Fu  zu  bezeichnende  Fundamentalbereicli  der  ft< 
aus  11  Doppeldreiecken  bestehen,  deren  zugehorige  Substitutionen  V  ein 
lieprasentantensysteni  fur  fw  abgeben.  Und  wie  FQ  ein  durcliaits  &u- 
sammcnliangender  Bereicli  war,  so  wird  aucli  .Fu,  in  zweckmassiger  Weise 
eonstruiert,  aus  einem  einzigen  Stucke  bestehen. 

Jedenfalls  soil  _FW  das  Doppeldreieck  1  enthalten,  von  clem  aus- 
geliend  wir  nun  durch  successive  Anfugung  ininier  neuer  Doppel- 
dreiecke  nach'gewisser  Vorschrift  den  ganzen  Bereicli  FtU  construiercn 
wollen.  Doppeldreieck  1  ist  von  einem  Kranze  weiterer  Doppel dreiecke 
der  Modulteilung  uuigeben,  welche  Jedenfalls  niclit  alle  mit  1  relativ 
tiquivalent  sind*).  Wahlen  wir  eines  derselben,  das  wir  urn  der 
Allgenieinheit  willen  V±  nennen,  aus  und  verkniipfen  es  mit  1  zu 
einem  Complex  von  zwei  Doppeldreiecken.  Aus  deni  nun  diesen  Com- 
plex nmgebenden  Kranze  von  Doppeldreiecken  wahlen  wir  ein  drittes 
aus,  das  weder  mit  1,  noeh  mit  V^  relativ  Equivalent  ist  und  fiigen 
selbigcs  (woforn  sich  ein  solclies  ini  gedachten  Dreieckskranze  llber- 
liaupt  ansfindig  maclien  lasst)  jenen  beiden  ersten  Dreiecken  1,  V± 
an,  mit  denen  es  nun  einen  zusammenhangenden  Complex  von  drci 
Doppeldreiecken  bildet!  So  fanren  wir  fort,  inclem  wir  imrner  wieder 
aufs  neue,  solange  es  moglich  ist,  dem  gerade  erreichten  zusammen- 
hangenden Dreieckscomplex  aus  den  benaclibarten  Doppeldreiecken  ein 
solehes  weiter  anhangen,  das  nicht  schon  niit  einem  Doppeldreiecke  des 
bereits  gebildeten  Complexes  relativ  Equivalent  ist. 

Aber  der  bescnriebene  Process  muss  alsbald  zuni  Abschluss 
kommen,  da  man  docli  ftir  unsere  Untergruppe  vom  Index  p  tiber- 
hanpt  im  ganzen  nur  p  Doppeldreiecke  ausfindig  machen  kann,  von 
denen  keine  zwei  relativ  Equivalent  siud.  Indent  wir  also  in  bezeich- 
neter  Weise  ^0  <£  ^  Doppeldreiecke  zu  einem  zusammenhangenden 
Complex  vereint  haben,  wird  nun  jedes  demselben  nacli  anssen  gerade 
benachbarte  Doppeldreieck  Da  mit  einem  ini  Complex  liegenden  Doppel- 
dreiecke Dt.  relativ  Equivalent  sein.  Da  beachte  man  dann  weiter,  dass  DI 
notwendig  hart  ani  Rande  des  Complexes  liegen  wird  5  denn  eines  der 
Da  benachbarten  Doppeldreiecke  gehort  deni  Complexe  an  und  ist  doch 
mit  einem  D*  benachbarten  Dreiecke  relativ  Equivalent,  welches  letztere 


*)  Sonet  entbielto  f     die  Substitution  en  8  und  T  und  wvirdo  mit  dor  Ge- 
samthoit  f  identisch  soin. 
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eben  deshalb  deni  Complexe  nicht  angehoren  kann.  Es  wird  solcher- 
gestalt  Dt  mit  einer  seiner  Seiten  erne  Randcurve  des  Complexes 
liefern;  welclie  mit  einer  anderen  von  Du  gelieferten  Randeurve  relativ 
Equivalent  ist.  Die  Eandcurven  des  Dreiecltsconiglexes  sind  liiernacU 
paarweise  einander  als  relativ  agitivalent  gugeordnet.  Wir  wollen  darauf- 
hin  dem  von  unseren  Dreiecken  uberdeckten  Bereiclie  insofern  fortan 
erne  seharfere  Definition  geben,  als  wir  immer  mir  die  Punkte  der  einen  von 
sicei  dergestalt  einander  mgeiviesenen  Randcurven  dem  Complexe  surcclinen. 

Mit  Hilfe  dieses  Satzes  ist  es  nun  sehr  leicht  zu  erkennen;  dass 
wir  in  dem  construiertcn  Complexe  von  DoppeldreiccJccn  lereits  einen 
wllen  Fundamcntalbereicn  dcr  Untergruppe  f<,  lesitzen. 

In  der  That  kounen  sicli  erstlich  in  demselben  keine  zwei  relativ 
aquivalente  Punkte  finden.  Solclie  zwei  Punkte  mlissten  mimlicli 
homolog  in  zwei  Doppeldreieeken  gelegcn  sein,  welehe  clann  ersichtlicli 
nach  ilirer  ganzen  Ausdehnung  relativ  aquivalent  wiircn.  Woforn  nun 
unsere  zwei  Punkte  nicht  gerade  auf  dern  llande  des  Dreieckscomplexcs 
gelegen  sind,  iniissten  aber  diese  beiden  als  relativ  liquivaleut  erkanuton 
Doppelclreiecke  dem  Complexe  angehoren,  was  docli  bei  der  Art,  wic 
wir  denselben  aufbauten,  ausgesclilossen  erscheint.  Die  auf  dem  llande 
des  Complexes  gelegenen  Punkte  werden  freilich  iinmor  zu  raaron 
relativ  aquivalent  sein-,  in  diesem  Betracht  aber  haben  wir  sellout  vorab 
die  notwendige  Festsetzung  gemacht. 

Des  weiteren  aber  werden  wir  fur  ciiion  beliebigcn  der  positivon 
Halbebene  angehorigen  Punkt  &  einen  relativ  atjuivalentcn  im  Iniiern 
des  oft  genannten  Complexes  nachweisen  konnon.  Zichcn  wir  Jiainlieli 
von  einein  belie  bigen  Punkte  co0  des  Complexes  cine  gauss  in  dor 
positives  Halbebene  verlaufende  Linie  nach  dem  gewahlteu  I'unkto  co 
und  durchlaufen  dieselbe  von  o>0  an.  Ein  erstcr  Toil  tuiHoror  Linie 
liegt  im  Complexe;  an  einer  bestimmton  Stello  aber  (iberschroitojii  wir 
dessen  Grenze  und  durchlaufen  demniiclist  das  hart  an  der  Urensso 
liegende  ausserc  Dreieck  X>a.  Dieses  jedoeli  ist  mit  omeiu  Droiock  J>; 
des  Complexes  relativ  iiquivalcnt;  und  wir  konnou  also  Itir  don  nun 
Iblgenden  Teil  unserer  Bahn  einen  relativ  iiquivalentcti  Weg  auwlindig 
machen,  der  zuvorderst  jenes  Dreieek  l)h  domnaclist  alxkr  cine  Jtoiho 
weiterer  Dreiecke  dor  Modulteilung  durclisei^zt.  Indent  wir  so  gleicli- 
zcitig  zwei  relativ  aquivalente  Wego  beschrieben  derikejii,  wird  dioflcr 
letztere  zumichst  ira  Tnnem  des  Complexes  vcrlaufoudo  Weg  alubald 
wieclcr  an  einer  neueu  Stolle  dessen  Grenze  uberschroiten,  uni  nuu  in 
Da  oinzutreten.  Ist  dann  wieder  Da'  mit  J)/  relativ  iiquivalont,  so 
wiederholen  wir  unsere  Zuriiekwcrfung  in  das  hmoro  des  Oomj)loxos 
auch  ftir  das  nachste  Stuck  der  Bach  <o  fiihrenden  Balm  und  «o  fort 
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Leicbt  sielit  nian;  wie  diese  tjberlegung  zum  Absehluss  konimen 
wird.  Unsere  urspriingliche  Balm  von  o0  uacli  o  durchsetzt  nur  erne 
eudliclie  Zahl  von  Dreieckeu,  da  sie  ganz  innerlialb  der  positiven  Halb- 
ebene  verlaufcn  sollte.  Dieselbe  iibertragt  sicli  denmaeli  aucli  nur  aut 
eine  endliche  Zalil  in  bezeichneter  Weise  niit  Stiicken  der  Bahn  relativ 
liquivalenter  Linien,  die  den  Complex  clurehziehen.  Die  letzte  der- 
selben  wird  in  einem  Punkte  cof  des  Complexes  zu  Ende  kornmen, 
wenn  gleichzeitig  ausaerhalb  der  Eiidpunkt  co  der  Babn  erreicht  ist. 
Jener  erstere  Endpunkt  CD'  ist  souacli  in  der  That  ein  niit  CD  relativ 
aquival  enter  Puiikt  im  Innern  des  Dreiecksconiplexes. 

Hiermit  alter  ist  der  in  Aussiclit  genomtnene  Betveis  vollstandiy 
(jefiiltrt. 

Dass  die  soebeii  niit  ft0  bezeiehnete  Anzahl  der  Doppeldreieeke 
luiscres  Complexes  gerade  mit  dein  Index  ft  der  Untergruppe  f«  in 
Ubereinstininiung  sein  inuss;  ist  nim  leicht  hinterher  zu  erkennen. 
In  der  That  muss  ja  Fft  fiir  jecles  beliebig  ausgewahlte  Doppeldreieck 
der  Modulteilung  ein  relativ  iiquivalentes  aufweisen.  Aber  die  zu  relativ 
iiquivalenten  Doppeldreiecken  gelaoreuden  Substitutionen  stehen  in  der 
n&mlichen  Horizontalreihe  des  Scheraas  (1)  p.  309.  Wir  sehen  also, 
dass  ft0  iiicht  kleiner  als  ft  sein  kann;  was  mit  ft()  ^  ft  in  der  That 
ft0  =  ^  crgiebt.  —  Die  ft  Substitutionen,  deren  beziigliche  Dreieeke 
den  construierteii  Fundameiitalbereich  zusammensetzeu;  werden  wir 
geradezu?  wie  oben  bei  der  T6,  zmn  Reprasentantensystem  ftir  die  rf, 
wahlen  konneu. 

Seiner  Gestalt  nach  ist  der  erhalteue  FunclanieBtalbereich  F^  ein 
cin/ach  gusammenJiangendcs  Kreisbogcnpolygon  mit  paarweise  auf  eiuander 
bezogenen  Random.  Wir  werden  clenselben  demnach  auch  sehr  haufig  als 
Fundamcntalpolygon  (cf.  Math.  Ann.  Bd.  14,  p.  133)  bezeichnen.  Ubrigens 
ist  die  Gestalt  unseres  Bereiches  F^  im  hohen  Grade  willkurlich.  Iinmer 
konnte  man  beliebige  Stucke  am  Rande  des  Bereiches  ausschneiden  uncl 
dieselbeii  dafiir  vermoge  der  gerade  in  Betracht  kommenden  Substitu- 
tionen an  den  bezliglichen  relativ  iiquivalenten  Randstellen  wieder  an- 
heftcn.  Die  beideii  Ufer  des  Schnittes,  vermoge  desseri  wir  das  betreffiende 
Stuck  aus  Fft  auslosten,  liefern  dann  fiir  die  neue  Form  dieses  Bereiches 
zwei  auf  einander  bezogene  Randcurven.  Wir  werden  diese  Mass- 
naluuo  wie  oben  als  ,,erlaiibtc  AMndermg"  des  Pundamentalbereichs 
Ff(  bezeichnen  und  dieselbe  im  folgenden  des  ofteren  zur  Verweudung 
bringen.  Dabei  soil  es  sich  aber  immer  nur  urn  Abtrennung  eines 
oder  niehrerer  ganger  Elotaentardreiecke  handeln,  so  dass  Ff,  auch 
nach  Ausftihrung  der  Abanderung  immer  wieder  von  gewissen  Kreiseu 
der  Modulteilung  begrenzt  erscheint. 
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Letzten  Endes  sei  noch  darauf  aufnierksam  gemacht,  class  die 
Uberlegungen  des  gegenwartigen  Paragraplieu  ausnalimslos  in  Kraft 
bleibeii  auch  fiir  den  Fall  einer  Untergruppe  von  unendlich  hohena 
Index,  wie  man  durch  Recapitulation  des  durchlaufenen  Gedanken- 
gangs  leiclit  bestatigen  wird.  Da  erhalten  wir  daun  freilicli  als 
Fuiulanientalbereieh  F^  ein  eiufach  zusamnienhrmgendes  Kreisbogen- 
polygon  von  nnendlich  vielen  Seiteu,  von  deni  aber  im  iibrigeii  alle 
die  Bemerkungen  gelten,  welclie  wir  soeben  auf  den  Fall  eines  end- 
lichen  ^  bezogen. 

§  3.  TTberdeekung  der  co-Halbebene  mit  Polygonen,  die  der  Unter- 
gruppe fw  entsprechen.  Erzeugung  der  I",/. 

Moge  fur  irgend  eine  vorgelegte  Untergruppe  f/£  in  obbeschriebencr 
AVeise  ein  Fimdamentalpolygon  Fft,  construiert  sein?  das  also  aus 
einem  einfacli  zusanimenhtingenden  Complex  von  2p  bez.  auch  iniend- 
lich  vielen  Elementardreiecken  besteht  (je  naclidem  wir  mit  ciner  Unter- 
gruppe von  endlichem  oder  unendlicli  lioliem  Index  zu  tliuix  liaben). 
Vermoge  einer  beliebigen  Substitution  v&  der  Untergruppe  f,,  wird 
Fft  in  ein  neues  Polygon  tibergcfulirt,  welches  wir  F^  nenneu  wollon. 
Denke  man  sich  dann  der  Gesanitheit  der  Substitutionen  der  Unter- 
gruppe fa  entsprechend  in  der  o-Halbebeno  allo  zugcliorigeu  I^ly- 
gone  FpW  «=  JP/C,  F^v,  FftW,  •  •  •  entworfen.  Da  treteu  nun  vollig 
allgemein  die  Verhaltnisse  ein;  die  wir  oben  boroils  I'iir  die  Gesanit- 
gruppe  f  wie  auch  fiir  T6  kennen  lernten.  Da  F^  eiucn  Fundamontal- 
bereich  fur  f^  bildet;  so  ziehen  wir  wiedcr  als  eine  uuniitielbaro  Fol- 
gerung  aus  der  Begriffsbestimmung  des  Fundainentalbcreichs:  Jene 
Polygone  F^  iverden  in  Hirer  Gcsamthett  die  Halbcbcne  vollstandiy  tibcr- 
dcclcen,  oJme  dass  irgendwo  $wei  von  ilmen  tiler  einandcr  Irtiben;  sic  war- 
den sich  vielmelir  allentJialben  glalt  an  einandcr  Icyen,  oJme  irgendwo  &u, 
collidieren. 

Benennen  wir  nunnielar  wie  friiher  das  einzelne  Polygon  nacli  der 
Substitution  v^  verniogc  dereu  es  aus  Fft  bervorgelit;  aelbst  als  vk,  HO 
wollen  wir  nunmehr  denjenigen  Kraaiz  von  Polygouen  iix  Betrticht 
ziehen,  welcher  das  erste  1  oder  Ffl  rings  umgiobt.  Mag  die  Zahl 
dieser  Polygone  m  sein?  wo  alsdami  m  fur  Untergruppeu  von  end- 
lichem Index  'stets  endlich,  fur  solchc  von  unentllich  ho  horn  Index  im 
allgemeinen  auch  unendlich  gross  scin  wird.  Wir  donkou  geradezu 
die  auf  diese  m  Polygone  beztiglichen  Operationou  dor  Untergruppe 
durch  v^  Vy,  -  •-,  vm  bezeichnet  und  also  in  dor  gedachton  Iteilio  der 
Substitutionen  von  f^  nachst  der  Identitat  VQ  «=  1  au  orster  Htollo 
untergebracht.  Nun  hat  das  Polygon  t?<  — •  J[/yO  nxit  doin  Fundaniontal- 
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polygon  1  ==  FiU  erne  Ranclcurve  geinein.  Es  wircl  demgernass  die  Sub- 
stitution vt  eine  bestiinmte  andere  Randeurve  von  Fu  in  die  ebeii 
gemeinte  flberfiihren,  welclie  also  mit  jener  relativ  aquivalent  sein 
muss.  Auf  solche  Weise  zeigt  sicli:  Die  m  Siibstitiitionen  vly  v>>,  •  •  -,  vm 
sind  diejenigen,  icelclie  die  relative  Aquivalcnz  der  paanceise  auf  einander 
bezogenen  Randcurven  von  FtU  vermitteln;  dabei  findet  sicU  neben  der 
einzelnen  Substitution  vt  unter  diesen  m  Sulstihttionen  aucli  stets  dercn 
inverse  ty-1  =  vk. 

1st  jetzt  v  irgend  ein  beliebiges  uiiter  den  Polygonen,  mit  denen 
wir  die  o-Halbebene  bedeckten;  so  ist  auch  dieses  wieder  von  m  wei- 
teren  Polygonen  umkranzt.  Die  Nameii  der  letzteren  bringen  wir 
gerade  wie  oben  an  entsprechender  Stelle  bei  der  PG  in  Erfalirung;  es 
sind  offeubar  diese:  vvl9  vv*,  -  •  •,  vvni.  Wenn  wir  also  vom  Polygon  1 
iniiner  zu  benaclibarten  Polygonen  fortgelien;  werden  wir  fiir  alle 
diese  auf  Nanien  gefiilirt;  die  sicli  in  der  Form  v^v^v^  •  •  •  darstellen, 
wobei  ii?  i^,  i3,  •  •  •  jedesmal  Zalilen  aus  der  E/eilie  1,  2;  3,  •  •  -,  m 
sind.  Da  wir  aber  durcli  Fortgang  zu  benachbarten  Polygonen  iiber- 
liaupt  zu  jedem  vorliandenen  Polygone  gelangen  konnen,  so  entspringt 
der  Satz;  dass  sicli,  jede  Operation  der  Uutergruppe  f^  als  eine  Combi- 
nation der  m  Operationen  vi?  v2,  •  •  •,  VM  darstellen  Icisst.  Diese  m  Sub- 
stitutionen  lilden  also  ein  System  von  Erzeugenden  fiir  die  Untergnippc  f^. 
Die  Anzalil  m  clieser  Erzeugenden  ist,  wie  sicli  hier  von  selbst  er- 
giebt,  fiir  Untergruppen  von  eiidlichem  Index  jederzeit  selbst  endlicli,*\ 
fur  Untergruppen  von  miendlich  liohem  Index  ist  sie  aber  im  allgemeinen 
selbst  unendlicli  gross**). 

§  4.     Transformation  von  TTntergnippen.     G-leichberechtigte  und 
ausgezeichnete  Untergruppen. 

Die  Erorterungen  liber  Transformation  der  Untergruppen  fs  und  fc 
im  vorigen  Kapitel  und  die  daraus  gezogenen  Folgerungen  iibertragen 
sicli  ebenfalls  ohne  weiteres  auf  den  allgemeinen  Fall.  Transformieren 
wir  die  Substitutionen  V&  einer  vorgelegten  Untergruppe  f/4  durcli  eine 
beliebig  gewalilte  Modulsubstitution  erster  Art  V  und  schreiben  dabei 


*)  Wollten  wir  don  Satz,  dass  mit  jeder  Substitution  auch  ihre  inverse  als 
gogobcn   gilt,    strenge  handhaben,  so  wiirden  wir  das  System  der  Erzeugenden 


vm  offenbar  noch  weiter  reduoieren  kOnnen, 


**)  In  der  That  kann  die  letzte  Behauptung  nur  beschrankt  ausgesprochen 
werden.  Nehmen  wir  z.  B.  als  Notbehelf  fur  die  Veranschaulichung  des  Fallcs 
/&  =  oo  eine  cyclische  Untergruppe  der  Modulgruppe,  so  ist  bei  ihr  m  sogar  nur 
gleioh  5J. 
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so  bilden  die  Substitution  en  VL'  wieder  eine  Untergruppe,  die  I"/  heissen 
mag,  und  die  durcli  die  Zuordimng  von  vk'  zu  VL  noloedriscli  isoniorph 
auf  f/f  bezogen  ist.  Wir  sagen;  I"/  entstelie  aits  f^  c7«/r7i  Transformation 
vermoge  V: 

(i)  ly-F-^F, 

««d  nenncn  I"/  w?tf  fw  inncrlialb  far  Gcsamtgruppe  T  gleiclibcrecUigt. 

Ist  ty,  eine  Substitution  der  Uutergruppe  f,,,  so  ist  ^~  *  rfivk  —  r,, 
infolge  der  Gruppeneigensehaft  von  r«.     Des  weiteren  foJgt: 


wobei  Fz  ein  beliebiger  der  ft  von  uns  fiir  die  Untergruppe  f/t  gewtililten 
Ibeprasentanten  sein  soil.  Wir  werden  demnaeli  bereits  alle  niit  Vfl 
gleiclibereclitigten  Untergruppen  gewiunen,  wenn  wir  zur  Transformation 
von  f^  nur  die  ^  Substitutionen  cles  zugeliorigen  Reprasentantensystems 
zulassen.  Demgemass  ist  die  AnsaM  v  der  verscliicdencn  niit  [~ft  glcidi- 
lereclitlgten  Untergruppen  (fa  sellst  als  solctie  inmcr  mitgcsiihlf)  glekh 
oder  Meiner  als  ft*);  wir  wollen  sie  durch  f^,  f/,?  •  •  -,  r(/"~  bezeichnen. 
Im  aussersten  Falle  kann  eine  Untergruppe  eiuaig  mit  sich  selbst 
gleiclibereelitigt  seiu.  Sie  wircl  dann  durcli  jodc  Modulsubstitutiou 
crster  Art  in  sick  transformiert;  man  kann  auch  sagou,  jtido  Modal- 
substitution  erstor  Art  sei  mit  der  Untcrgruppe  f,,  vertauschbar,  da 
man  in  der  That  in  dieseni  Falle  (1)  in  die  Form  sotaon  kann: 

Fr/t  —  r/fF. 

Untergmppen  f/t  dieser  Art  lieissen  in  der  Gesamtgmppe  f  ausgcMicImcl. 
Dieselben  werden  alsbald  eine  bevorzugte  Stellung  einnolimon.  Urn 
eine  Untergruppe  f^  als  ausgezeichnet  in  der  Gesamtgruppo  xu  or- 
kennen,  geniigt  es  iibrigens  ersiclitlich?  die  Ycrtauschbarkclt  von  8 
und  von  T  niit  derselben  darzuthun. 

Weiter  werden  wir  nun  ncben  den  Modulsubstitutioncn  orster  Art 
auch  solche  der  zweiten  Art  scar  Transformation  ssnlasscn. 

Una  hier  vorab  kurz  y:u  recapitulicrcn;  «o  wird  sich  jedo  Modulaub- 
stitution  zwciter  Art  auf  die  Form  v^ViA  bringon  lassen,  fiir  v&  und 
F*  die  bislierige  Bedeutung  beibehalten.  Oflcnbar  kunn  tnan  soiuit  die 
gesamten  Operationen  der  crweitcrteu  Modulgruppc  f  ,  der  rf(  eat- 
sprechend;  in  ein  Schema  von  2ft  Horissontalreihen  oinroilion,  doHSon 
erste  Hliifte  gerade  das  Schema  (1)?  p.  309  darstollt;  wahrcnd  die  Sub- 
stitutionen der  letzten  ft  Horizontalreihcn  aus  jencni  Schema  (1)  ein- 
fach  dadurch  entstehen,  dass  man  clio  eiuxelne  Substitution  7^F<  <lo«- 
selben  niit  A  zu  vkViA  vorbindofc.  Wir  werdon  aagon,  f^  wi  inncrhalb 

;A)  Eine  wesentliclxo  Vorschavfuug  dioaos  SutzoH  folgt  welter  uuten  in  «J  8,  j>,  »iO. 
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der  T  als  Untergmppe  des  Index  2p  enthalten,  wolei  man  dann  als  zu- 
gelioriges  Pieprasentantensystem  ziveckmiissiger  Weise  die  2p  Qperaliomn 
1;  FU  F2,  -  - -7  Vu—i,  A,  V^Ay  -•-,  V^—iA  ausicalilL 

Jetzt  werden  wir  offenbar  schon  alle  niit  fw  innerhalb  der  er- 
weiterten Modulgruppe  gieichberechtigten  Untergruppen  gewinnen,  wenn 
wir  fw  vermoge  der  Operationen  des  eben  ausgewahlten  Reprasen- 
tantensystems  transformieren.  Wir  erhalten  da  erstlich  die  v  bereits 
innerhalb  f  niit  fw  gieichberechtigten  Gruppen  VLl)  f//;  •  •  -;  r«  **  wieder? 
und  werden  alsdann  jede  einzelne  derselben  noch  verm'oge  A  zu  trans- 
formieren haben,  um  in 

r          r'    -  •  •   nr— ^ 
^  l«>        '^      >  %      , 


die  Gesaratheit  dor  niit  rit  innerhalb  f  gleiclibereelitigten  Untergruppen 
zu  besitzen. 

Hier  liat  man  nun  zwischen  zwei  Mogliclakeiten  zu  uiiterscheiden. 
Eine  elenientare  Betraclitung  zeigt,  dass  in  der  zweiten  Reihe  (2)  v 
verschiedene,  gleicbfalls  bereits  innerhalb  der  urspiiiugliehen  r  gleich- 
bereehtigte  Untergruppen  stehen.  Diese  letzteren  Gruppen  werden  ent- 
weder  von  den  v  Gruppen  der  ersten  Reihe  (2)  durehgehends  ver- 
schieden  sein;  oder  beide  Reihen  stellen,  von  der  Reibenfolge  abgesehen, 
die  ntimlichen  v  Untergruppen  dar  (letzterer  Fall  findet  bei  den  r}  des 
vorigeu  Kapitels  statt).  Im  ersteren  dieser  bciden  Fcille  ist  f/£  inner JiaTb  f 
cine  von  2v  gleicliberecMigten  Untergruppcn.  Wir  liaben  alsdann  den 
letden  HciJicn  (2)  entsprechcnd  swei  Systeme  von  je  v  innerfialb  der  ur- 
sprilngllelicn  f  gleicliberecldigten  Untergmppen;  diese  keiden  Systeme  slnd 
nocli  niclit  innerlialb  f  gleiclibercclitigt,  sie  werden  es  indessen  innerhatb 
der  erweiterten  f,  Im  gweiten  Falle  ist  f^  aucli  in  der  erweiterten  f 
nur  mit  jenen  v  Untergruppen  gleidilereclitigt,  die  aucli  seUon  innerltall) 
der  urspriinglichen  V  glelehberccldigt  aiisfielen. 

Weitef  bemerkt  man  so  fort,  dass  im  ersten  der  beiden  eben  unter- 
schiedenen  Piille  f/f  niit  keiner  einzigen  Operation  zweiter  Art  ver- 
tauschbar  ist  (was  sogleich  auch  von  den  tibrigen  Untergruppen  (2) 
gilt).  Jetzt  also  ist  rf,  nie'ht  der  Erweiterung  durcli  eine  Operation 
zweiler  Art  fahig.  Jm  letzteren  Falle  dagegeu  ist  AV^A  eine  auch 
schon  innerhalb  f  niit  f/t  gleichberechtigte  Untergruppe,  etwa  Fe""  V^V19 
und  wir  folgern  dann  aus  AY^A  —  Vr^^y  dass  nunmehr  f^  mit  der 
Operation  zweiter  Art  F=  ViA  vertausclibar  ist  und  also  durch  ComU- 
nation  mit  derselben  eine  erweiterte  f^  l)ildet.  Wir  niussten  hier  an  Stelle 
der  friihcr  allein  zur  Geltung  gekommenen  Erwciterungen  durch  Spiege- 
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lungen  allgemeiner  solche  durch  Operationen  zweiter  Art  heranziehen. 
Dabei  komrnen  wir  immer  auf  jenen  specielleren  Fall  zurtick,  so  oft 
die  erweiterte  F^  wenigstens  eine  Spiegelang  entbalt;  ersichtlich  ware 
namlich  Tu  mit  dieser  vertauscbbar  und  wurde  mit  ihr  conibiniert  die 
gerade  betracbtete  F^  ergeben.  Vou  vornberein  freilich  scheint  die 
Existenz  aucb  solcber  T^  nicbt  ausgeseblossen,  die  keine  einzige  Spiege- 
lung  entbalten.  Inzwiscben  1st  kein  eiaziges  Beispiel  einer  derartigen 
ra  bekannt,  und  es  werden  in  der  That  fernerbin  allein  wieder  die 
Erweiterungen  durch  Spiegelungen  in  Betracbt  kommen*). 

Letzten  Endes  macben  wir  aucb  bier  wieder  den  besonclers  wieb- 
tigen  Specialfall  v  =  1  narnhaft  Wir  babeu  alsdann  eine  in  der  ur- 
spriinglicben  f  ansgezeichnete  Untergruppe  1""^,  welclw  nun  offcnlar  ent- 
iveder  aucti  in  der  enveiterten  f  ausgezeichnet  ist  oder  inncrliatt)  der 
let&teren  eine  von  $wei  gleicliberecliUglen  Untergmppcn  darstelll,  dercn  andcre 
durcli  Ar^A  gegelen  ist.  Wir  merken  uns  schliesslicb  nocb  den  oluio 
weiteres  einleucbtenden  Satz:  Ist  eine  vorgelegte  Untergruppe  T/t  mit 
den  Spiegelungen  A,  B,  C  vertauschbar,  so  ist  sic  in  der  erwoitertcn 
Modulgruppe  ausgezeicbnet  entbalten. 

§  5.     Von  den  Fundamentalpolygonen   gleichborechtigter  und 
ausgezeichneter  Untergrappen. 

Ftir  irgend  eine  vorgelegte  Untergruppe  f^  von  ondlichem  oder 
unendlicb  hobeni  Index  p  sei  in  Fft  ein  aus  clou  ^  Doppeldroiecken 
I?  T7!;  V$,  .  .  .,  F«_  i  bestebendes  Fuudamontal  polygon  in  friiber  cr- 
klarter  Weise  gewoimen.  Auf  Ff,  wollen  wir  danu  die  ModuLstib- 
stitution  erster  Art  Fj""1  anwcnden,  wolcbo  das  Doppcldroiock  K/  des 
Fundameritalpolygons  F^  nach  dem  Ausgaugsdreieck  I  vcrlegt.  Moge 
der  aus  FtU  solchergestalt  entspringende  Bereich  Fftw  lioiason.  Die 
Zuordnung  der  Randcurven  von  F^  soil  bei  dieser  Transformation 
eine  Veranderung  nicbt  erlitten  baben?  d.  li.  in  F^  wollcjn  ipotmcr  ^wei 
solcbe  Randcurven  auf  einander  bezogen  scin,  die  in  ihror  urwprdng- 
licben  Lage  als  Randcurven  von  FfL  bereits  citumdor  ssu^oor<liiot  warcm. 
Sind  zwei  der  letzteren  JBC'  und  Jf;  so  batten  wir 


*)  Die  erweitertcn  Gruppcn  f  und  f^  onthieltcn  nic.lit  inn?  nolbat  inumdlich 
viele  Spiegelnngon7  aoudern  konuton  uunscJiliesslwh  aus  8])i«goluu^(ui  orxougt  wordon. 
Es  hatie  dioser  Umstand  die  wichtige  Folge,  dass  dio  Fundaiuontalboroicho  jonoc 
Gruppon  von  vornherein  gestaltlich  Jtcst  bestiinmt  waroiu  Bio  -woitorhin  in  Bo- 
tracht  kommenden  Gruppcn  f^  sind,  wio  eingchondoro  Uutcrsuchungon  vioigoit,  im 
allgemoinen  nicht  mchr  aassoliliessligb.  aus  Spiegelxmgon  crxougbar.  J>oragomliHS 
faUt  aucli  der  Vorssug  der  gestaltlichon  Bestiiixnitheit  fiir  dio  Fuadamontaiberoiche 
dieser  Gruppen  f  Mnweg. 
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(1)  K'  =  v*(K}, 

wo  J&  unter  Beibehaltung  der  Bezeichnung  des  §  3  eine  Zalil  aus  der 
Reihe  1;  2;  -  •  -;  m  ist.  Dureh  Ausfiihrung  der  Substitution  T7",""1 
gelie  jetzt  K  in  K^  =  Vr^K)  und  K'  in  JBT/  =  F-^JT)  iiber.  Als 
Beziehung  zwischen  E±  und  K±  findet  sich  daun  aus  (1) 


so  dass  Fr^fljfeF,,  (/j  =  1,  2,  •  •  •,  m)  die  Substitutionen  sind;  welclie 
die  auf  einander  bezogenen  Randcurven  von  F^  in  einander  iiber- 
filhren.  Das  sind  aber  gerade  die  erzeugenclen  Substitutionen  der  mit 
Fu  gleicliberechtigten  Untergruppe 


so  dass  Fp®  ein  Fundanientalbereich  dieser  F^  sein  wird.  Durcli  Aus- 
fiilirung  der  ^  Sulstitiitionen  Vr~l  gewinnen  wir  demnach  aus  dem  Polygon 
Fp  der  Untergruppe  fu  die  Polygone  aller  mit  fu  innerlialb  der  Gmppe  f 
gleicHb&reehtigten  Untergruppen. 

Wird  die  Untergruppe  f/4  durch  V^  in  sich  transformiert,  so 
muss  sich  das  also  an  der  Gestalt  des  Fundamentalbereichs  F^  dahin 
aussprechen;  dass  F^  durch  erlaubte  Abiinderung  in  Fp  tibergeftihrt 
werden  kaun.  Das  Fundamcntalpolygon  F^  einer  ausgezeiclmeten  Untcr- 
gruppe  fa  von  T  muss  demgemass,  von  erlaultter  Al)anderung  abgeselien, 
durch  alle  p  Substitutionen  Vr~*  und  also  i'iberliaupb  durch  jede  Moditl- 
siibstUution  erster  Art  in  sicli  transformiert  werden.  Ein  Fundamental- 
polygon  dieser  Art  wollen  wir  regular  nennen*).  Die  Regularitat  einns 
JFundamentalpolygons  wird  bereits  hinlanglich  dadurch  erkannt,  dass 
ein  solches  (von  erlaubter  Abanderung  abgesehen)  durch  die  beiden 
Substitutionen  S  und  T  in  sich  transformiert  wird*:!:). 

Ganz  alinlich  gestalten  sich  die  Verhaltnisse  bei  Transformation 
ciner  Untergruppe  F/c  durch  eine  Operation  zweiter  Art.  Gehen  wir 
z.  B.  vernaoge  der  Spiegelung  V  zu  der  mit  f^  innerhalb  f  gleich- 
borechtigten  Gruppe  F/  =  VrflV,  so  werden  wir  einen  Fundaniental- 
bereich fur  cliese  aus  dern  zu  F^  gehorenden  Polygone  Fp  Lerstellew, 
indem  wir  letztores  ani  Symnietriekreise  von  V  zur  Spiegelung  bringen, 
wobei  man  nattirlich  die  Schraffierung  der  Elementardreiecke  unizu- 
iindern  hat  und  je  zwei  Randcurven  des  neuen  Bereichs  imnier 
dann  zusammenordnen  muss,  wenn  sie  vor  Ausfiihrung  von  V  als 


*)  Eingehende   Bemerkungen   fiber  die  Eegularitat   folgen   weiter  unten  in 
§  10,  p.  333  n.  f.,  wo  daun  auch  die  beziiglichen  Litteratuunachweise  gegeben  sind. 
**)  Boziiglich  dor  typisclien  Form  eines  derartigen  rogultiren  Fundamexital- 
polygous  mii&son  wir  auf  die  kflnftigen  Beispiele  verweisen. 
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Kanten  des  ursprunglichen  J^  einander  zugewiesen  waren.  Da  ergiebt 
sick  insbesondere  der  jSatz:  Sine  Untergruppe  Vfl  ist  der  Emveiternny 
vertnoge  der  Spiegelung  V  faliig  unter  der  Bedingung,  dass  das  Polygon  Fft 
von  fa  durch  die  Spiegekmg  F;  von  erlaiibter  Abanderung  dbgeselien,  in 
sicli  selbsk  ubergefulirt  wird.  Wir  wollen  Ffl  in  dem  Falle  Icmglicli  des 
SpiegeUweises  von  V  mit  sicli  selbst  symmetriscJi  nenuen.  Ist  insonderlieit 
V=A,  so  wircl  ruau  derageinass  die  Elenientardreiecke  von  F^  derarfc 
anordnen  konnen,  dass  die  Gestalt  von  Ff(  im  elementaren  Sinne  Syiu- 
nietrie  an  der  imaginaren  o-Axe  anfweist.  Die  erne  der  beiden  durch 
diese  Axe  abgesclmittenen  Hlilften  von  Filt  bildet  alsdann  eiuen  Fuiula- 
mentalbereicli  fur  die  aus  f^  durch  Erweiterung  vermoge  A  eiit- 
springende  Untergruppe  fiM.  Welche  Uandpuukte  diesem  Horeiclio  zu- 
zurechnen  sind,  und  wie  die  Randcurvcn  desselben  zu  Paaron  einandor 
zuzuorduen  sind,  entscheidet  man  im  Einzelfalle  leicht  vou  der  Ocstalt 
des  Bereiches  F^  aus. 

Ist  ft,  niclit  nur  in  f,  sondern  sogar  iunerlialb  der  crwoitnvion 
Modulgrappe  f  ausgozeiclmet,  so  ist  Fft  bozilglich  allar  diesen  Horoifh 
durehzieheiidea  Kreiso,  von  crlaubter  Abaiidorung  abgesoluMi;  niit  sicli 
selbst  sy m m etri seh.  Hin  Fundavicntalpolygon  dicscr  Arl  uoll  rcynlii)- 
synmietrisch  liclssen,  da  es  in  der  That  aucli  stets  Jtryuluriliil.  ini  obiywi 
Shine  besiteen  wird.  Um  ein  Polygon  /^  als  roguliLr-Hyinuiclrisch  sm 
erkennen,  genugt  es  sehon,  die  Symmetric  dcsaelbon  tin  don  fSpi(^cl- 
kreisen  der  drei  Operationcn  A,  J3,  C  zu  constai,i(ir<»n:J:). 

§  G.     Von.  den  endlichen  Gruppon  (l/f  uud  (]»„,  wolcho  oinor 
ausgezeiclineten  Untergruppe  fw  entsproclieu. 

Die  Entwicklungen,  welcho  in  §  8  dos  vorigen  Kapilols  filr  dio  nun- 
gezeiclinete  Untergruppe  ro  clurcligol'Uhrl  wurden,  uborirag(in  sicb  jet/.t 
fast  Worfc  fiir  Wort  auf  den  allgemeinon  Kail  <'in<ir  ausgozcichnofcnn 
Untergruppe  rfl  von  cndlicbera  odor  mchiroudliclicm  Indox  n»  Kioliou 
wir  nauilich.  das  der  ausgezeiclmctcn  Untergrupjjo  P,,  cutsprochonde 
Schema  (1)  p.  30!)  heran;  so  beweiscu  wir  durch  oine  HolihiHHiolgorunjjf, 
die  clerjenigen  in  §  8  des  vorigen  KapitoLs  bin  ins  ehr/olne  ^l(ucht»; 
den  Satz:  Comllnicrt  man  in  vwrgcschrwbnwr  Jtciluw/vlffft  cwi  vSUfy 
belieliyc  Substifattionen  aus  bestiminbm  swd  Ihwlsonialrtihcn  dcs  cbnt 
gemcintcn  Schema,  so  entspringt  cine  Sidbstitutioii,  die  einw 
dritten  Itorigontalrcilie  angeliorL 

*)  -Aucli    ubor    die    Symmetric    dor   l<\inclamontalpolygono    vcjrgloiclie 
union  in  §  10  und  11,  p.  333  u,  f.,  noch  wcitcrgt^Uoudo  Bomorknugon. 
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Hier  werden  wir  nun  wieder  gerade  wie  oben  den  vorliegenden 
Verkaltnissen  zweckmassiger  Weise  dadureh  Rechnung  tragen;  dass  wir 
uns  entscliliessen,  die  Siibstitutionen  v  der  Untergruppe  f^  zeitweise  als 
von  einander  niclit  verschieden  an&uselien.  Wir  bezeichnen  dies  dureh  das 
Aquivalenzzeichen : 

Vg  OJ  tfo 

und  haben  dann  als  unmittelbare  Folgerung  daraus  vffViC\)VkVi  anzu- 
merken.  Infolge  dieses  letzten  Umstandes  gel  ten  uns  alle  in  der 
einzelnen  Horizontalreihe  unseres  Schemas  untergebrachten  Operationen 
als  niclit  versehieden,  und  also  entspringt  nun  allgemein  der  Satz: 
Falls  wir  die  Sulstitutionen  der  in  der  Gesamtlieit  f  ausgezeiclmeten 
Untergrnppe  ft/  als  von  einander  niclit  verseliieden  ansehen,  reducieren  sich 
die  Operations  der  Gesamtgruppe  T  auf  nur  p  verscliiedene. 

Als  diese  ft  verschiedenen  Substitationen  werden  wir  je  eine  aus 
der  einzelnen  Horizontalreihe    des  Schenias  naca  Belieben   auswahlen 
und  niogen  so  etwa  das  System  der  Substitutiouen  V0',  F/,  V%,  -  •  *,  F^_i 
erlangt  baben.     Es  ist  dann 
(1)  *   F7F*'roF/, 

und  wir  werden  deni  am  Eingang  des  Paragraphen  aufgestellten  Satze 
nun  dahin  Ausdruck  geben,  dass  den  beiden  in  (1)  gerade  vorliegenden 
Zahlen  i,  It  diese  gang  bestiwimte  Zdhl  I  in  der  liezeichneten  Weise  #u- 
geordnet  ist,  vollig  unabliangig  davon,  welche  "besondere  Substitution  V 
wir  aus  der  einzelnen  Horizontalreihe  auswahlten.  Nehmen  wir  deni- 
nach  fortan  als  Substitutionen  F/  wieder  diejenigen  ^  Modulsabstitu- 
tionen  erster  Art,  welche  den  \i  Doppeldreiecken  eines  fur  ("^  etwa 
ausgewiililten  Fundamentalbereichs  F^  entsprech.en;  und  sehreiben  also 
F/  ==  Vi  und  insbesondere  F0'  ==  F0  =  1. 

Der  Fonnel  ViVk  oo  Vi  werden  wir  jetzt  dadurch  eine  pracise 
Deutung  verschaffen,  dass  wir  sagen:  Die  ^  Operational  1,  Ylf  F2;  •••, 
Vf(— $  lilden  infolge  unserer  Veralredung  eine  Gruppe  Gr^  deren  Ordmmg  p 
mit  dem  Index  der  ausgezeichneten  Untergruppe  f^ .  ubereinstimmt  und 
also  jenacJtdem  endlich  oder  unendlick  lioch  ist.  Der  erste  Satz  des 
vorliegenden  Paragraphen.  lehrt  dann,  dass  diese  Gruppe  G^  isomorpli 
aiif  die  Modulgruppe  f  l)e#ogen  werden  Jcann,  namlict  dadurch;  dass  wir 
der  einzelnen  Operation  der  6r^?  deren  ^Symbol"  F»  ist^  alle  dieje*nigen 
Modulsubstitutionen  erster  Art  zuordnen,  welche  in  der  (i  +  l)teu 
Horizontalreihe  des  oft  genannten  Schemas  enthalten  sind.  Der  Iso- 
morphismus  von  Cr^  und  f  ist  also  ein  solcher  von  unendlich  liohw 
Meroedrie. 

Diese  Satze  sind  durchgangig  nur  dann  in  Geltung,  wenn  f^  aus- 
gezeichnete  Untergruppe  von  f  ist.  Habeu  wir  in  r^  sogar  eine  in. 

ricko,  Modulfuuctioiion,  21 
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der  erweiterten  Modulgruppe  F  ausgezeichnete  Untergruppe,  so  ge- 
statten  die  gescbehenen  Entwicklungen  dementsprechend  eine  weitere 
Erganzung,  Da  denke  man  an  das  schon  soeben  emgefiihrte  Schema 
von  2^  Horizontalreihen,  in  welches  sich  der  r>  entsprechend  die 
Suhstitutionen  der  Gruppe  F  anordnen  lassen.  Setzen  wir  dann  wieder 
vg  cx>  t?A,  so  reducieren  sicli  die  Siibstitutionen  der  T  anf  nur  2p  ver- 
scJtMene,  als  welche  wir  1,  V19  -  - -,  F^-i,  A,  V^A,  -  -  -,  V^A  an- 
nelimen.  Unter  Aufrechterhaltung  unserer  Festsetzung  vff  ro  vh  werden 
wir  dann  den  Satz  gewinnen,  dass  jene  2jt  Operationen  eine  Gruppe 
&2u  bilden.  Aus  dem  Umstande,  dass  Tw  in  der  erweiterten  Modid- 
gncppe  F  ausgezeiclmet  sein  sollte,  entspringt  also  die  Moglidikeit,  in  sofort 
ersicUliclier  Weise  swiselien  den  Grupp&i  G-^  und  T  einen  Isomorphis- 
mus  von  unendlicli  holier  Meroedrie  011  legriinden.  Anch  dieser  Satz 
wird  spaterhin  von  Bedeutung  werden  5  vorab  freilich  wollen  wir  aus- 
schliesslich  bei  der  GriU  verweilen  und  die  aus  der  Betrachtung  dieser 
Gruppe  zu  gewinnende  Ansbeute  fur  die  Behandlung  unseres  grnppen- 
theoretischen  Grundproblems  in  allgemeinen  Ziigen  skizzieren. 

§  7.  AUgemeine  G-esicIitspTinkte  fiir  die  Zerlegting  der  G-ruppen  G^ 

in  itoe  TTntergmppen. 

Die  Gruppen  <3>,  welche  wir  soeben  den  ausgezeichneten  Unter- 
gruppen  i^  der  Modulgruppe  T  hinzugesellten,  spielen  in  der  Polge 
eine  uberaus  wichtige  Rolle,  und  es  ist  namentlich  die  Zerlegung  der 
einzelnen  G^  in  die  Gesamtheit  ihrer  Untergruppen  eines  unserer  wich- 
tigsten  Hilfsmittel  zur  Auffindung  von  Untergruppen  der  Modulgruppe. 
Ehe  wir  diese  Behauptung  des  naheren  erlautern,  wollen  wir  vorerst 
eine  Eeihe  von  Gesichtspunkten  erortern,  welche  weiterhin  bei  Zer- 
legung solcher  Gruppen  G>  niassgeblich  sein  werden.  Die  Ilegeln,  die 
wir  hier  (und  im  folgenden  Paragraphen)  entwickeln  wollen,  haben 
ubrigens  durchaus  .  allgemein  gruppentheoretische  Bedeutung  und  ge- 
horen  zu  den  verbreitetsten  Hilfsmitteln  gruppentheoretischer  Unter- 
suchungen;  naturlich  werden  wir  diesen  allgemeinen  Entwicklungen 
hier  nur  insoweit  nachgehen,  wie  wir  sie  ktinftighin  notwendig  zur 
Hand^haben  mlissen.  Wir  setzen  dabei  zunachst  p  als  endlich  voraus 
und  gehen  erst  am  Schlusse  des  gegenwartigen  Paragraphen  auf  die 
Frage  ein,  inwieweit  unsere  Erorterungen  ftir  den  Fall  p,  =  oo  Giltig- 
keit  behalten. 

Liege  eine  Gruppe  unserer  Art  6?^  der  endlichen  Ordnung  ^  vor, 
so  bezeichnen  wir  deren  Operationen  wie  bisher  durch  die  Symbole 
1?  YH  V*>  ••'?  "PJi-i*  die  dann  im  gegenwartigen  Sinne  ihren  Cha- 
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rakter  als  Modulsubstitutionen  eingebusst  haben*).    Sei  Gr*  erne  Unter- 
gruppe  von  {?«,  so  ist  T  Teller  von  ft,  und  wir  setzen 
(1)  ^  =  r  •  fa, 

unter  ^  den  ganzzahligen  Quotienten  von  /&  und  T  verstanden.  Be- 
zeichnen  wir,  dem  bisherigen  Brauche  entsprechend,  diejenigen  unter 
den  Opera  tionen  VL,  welche  die  Untergruppe  Gt  zusammensetzen,  ini 
speciellen  durch  1,  vlf  t<2,  -  •  *?  «v_1?  so  bringen  wir  durch  bekannte 
Ubeiiegung  die  ^  Operationen  von  6rw  in  dem  rechteckigen  Schema  unter: 


(2) 


das  wir  fortan  kurz  S^  nennen  wollen.  Wir  werden  demnach  sagen, 
Gt  besitge  als  Untergrwppe  von  Gr^  den  Index  [n,t,  und  wir  wahlen  die 
pt  Operationen  der  ersten  Verticalreihe  von  8^  znm  Reprusentanfen- 
system  fur  G*,  Begriffe,  welche  den  oben  fur  die  Modulgruppe  ein- 
gefiihrten  genau  nacbgebildet  sind. 

Jetzt  bemerke  man  weiter:  Sind  zwei  Operationen  Vi,  F&  der  6f/t  mit 
der  Untergruppe  G*  vert aus cnb ar?  so  gilt  dies  aucb  von  der  dritten  F,F*. 
Sammeln  wir  also  alle  mit  G*  vertauschbaren  Operationen,  so  besitzen 
wir  in  ihnen  die  Operationen  einer  Untergruppe  G^}  welche  ersicht- 
lich  G*  in  sich  enthalten  wird.  Wir  schliessen  hieraus  zunachst^  dass 
der  Teller  tf  von  ft.  ein.  Multiplum  von  t  darstellt;  unagekehrt  folgt 
danii  aus 

(3)  ^  *=>  t  -  p*  —  tr-  &' , 

dass  iit'  Teiler  von  p*  sein  wird.  Wir  denken  ubrigens  die  Operationen  von 
G*>  durch  1,  vl9  v2,  •  ••,  «;**— i  bezeichnet  (wobei  die  x  Operationen  von  6fr 
an  erster  Stelle  aufgefiihrt  sind)  und  wahlen  1,  Va\,  Va^?  *  •  •,  Va'^  ,_t 
zum  Reprasentantensystem  fiir  G^. 

Die  construierte  Gruppe  G^  umfasst  gerade  alle  diejenigen  Ope- 
rationen, welche  6r*  in  sich  transformieren;  sie  ist  also  die  umfassendste 
Untergruppe  von  6r^,  innerhalb  deren  G*  ausgezeichnet  ist.  Wollen  wir 
zur  kurzen  Oharakteristik  dieser  Sachlage  die  Ausdrucksweise  ver&bredeu, 
G*  sei  relativ  ausgezeichnet ,  namlich  ausgezeichnet  in  der  umfassendsten 


*)  In.  §  10  (p.  336)  werden  wir  ffir  die  Operationen  der  Q-^  wieder  eine  con- 
crete Bedeutuug  gewinnen  (man  vgl.  -tibrigetis  §  12  des  vorigen  Kapitels,  p.  297). 
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'Untergruppe  6v.  Unter  diesen  Uinstanden  beliaupten  wir,  dass  G* 
innerlidlb  der  Gesamtgruppe  Gkll  eine  von  p*  gleicliberecldigten  Unter- 
gruppen ist,  die  wir  In  der  Form  sclireiben  Jtonnen: 

(4)  Gr,  V^G.V^,  ••;  V^-iGiV^-i' 

In  der  That  konnen  von  den   Gruppen  (4)  keine    zwei  identiscli 
sein.     Ware  namlich  etwa 


so  wiirde  F^FJ^1  die  Gruppe  Gt  in  sich  transforniieren  und  also  eine 
Operation  vt  aus  der  Reihe  1?  v1;  •  •  •,  vz>—  i  sein.  Wir  wiirden  dann 
fur  Va>.  die  Form  F«'t  =  i'iVa't  berechnen,  was  gegen  die  Eigen- 
schaft  der  Operationen  1,  Va\,  Fa'a,  •  -  -,  ein  Reprasentantensystem  fur 
Gv  *  yorzustellen  ;  verstiesse.  Dass  andrerseits  ausser  den  Gruppen  (4) 
nicht  noch  weitere  mit  G-*  gleichberechtigt  sind,  folgt  aus  dem  Um- 
stande,  dass  die  Operationen  der  einzelnen  Horizontalreihe  des  zu  GT> 
geliorenden  Schema  £<v  ersichtlich  G*  je  in  dieselbe  andere  Gruppe 
transforinieren  werden. 

Vor  allem  merken  wir  uns  noch  den  Satz  an:  Die  Anzalil  ^  der 
mit  GI  gleiclibereclitigten  Untergruppen  (sie  selbst  stets  niitgerechnet)  ist  ein 
Teller  des  &w  G*  geliorenden  Index  pt* 

Der  Fortgang  von  einer  Untergruppe  G*  zu  derjeiiigen  umfas- 
sendsten  Untergruppe  6v,  in  welcher  jene  relativ  ausgezeichnet  ist; 
wird  kunftighin  in  den  durchzufuhrenden  Einzelf  alien  ein  oft  wiederholt 
anzuwendendes  Hilfsmittel  sein.  Welcher  Gang  fur  unsere  Unter- 
suchung  dabei  einzuschlagen  ist,  konnen  wir  in  allgemeinen  Ziigen  so 
skizzieren:  Unser  Ziel  ist  Aufzahlung  aller  Untergruppen  von  G^.  Wir 
werden  dabei  zuvorderst  durch  Wiederholung  der  einzelnen  Operationen 
von  Gfl  deren  Perioden  bestimmen,  uin  solchergestalt  zur  Kenntnis 
der  eyclisclien  Untergruppen  von  G^  zu  gelangen.  Man  ordne  sodann 
immer  die  gleichberechtigten  unter  diesen  cyclischen  Untergruppen 
zusammen  und  zahle  deren  Anzahl  ab.  Haben  wir  etwa  jv  gleich- 
berechtigte  cyclische  Untergruppen  Cr*  der  Ordnung  t  gefunden,  so 
entspringt  vernioge  unserer  obigen  tJberlegung  sofort  der  Satz;  dass 
die  einzelne  ^mter  ihnen  relativ  ausgezeichnet  in  einer  Gruppe  6fv  der 

n, 

Ordnung  r  =  i  -  ~  ist,    Diese  neuen  Gruppen  Gr^  niogen  dann  wieder 

ein  System  von  fv  gleichbereehtigten  bilden,  so  entspringt  aufs  neue 
der  Satz?  dass  die  einzelne  Gt'  relativ  ausgezeichnet  ist  in  einer  G^ 

UL  f 

der  Ordnung  %"  =  TT'«  -*  .    Diese  Schlussweise  kommt  ersiclitlich  iminer 
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dann  zu  Ende,  wenn  wir  zu  einem  System  von  gleichberechtigten 
Untergruppen  gelangt  sind,  deren  Anzahl  mit  ihrer  Ordaung  multipli- 
ciert  die  Ordnung  p  der  Gesamtgruppe  <?«  ergiebt.  So  sehr  man 
nun  betonen  muss,  dass  diese  Methode  noch  keineswegs  ohne  weiteres 
Gewahr  leistet,  zur  Gesamtheit  der  Dntergruppen  von  G>u  zu  fuhren, 
so  wird  sie  gleicWohl  in  alien  spaterhin  zur  Spraclie  kommenden 
Einzelfallen  von  Ghruppen  Gu  mit  grosster  Leiclitigkeit  zur  Kenntnis 
der  weitaus  grossten  Zahl  in  Betracht  koinmender  Untergruppen  that- 
saehlich  hinleiten*). 

Gehen  wir  nun  zum  Falle  ^,  =  00.  Bei  einer  Gr^  wird  in  dem 
Schema,  welches  wir  (2)  entspreehend  fur  irgend  eine  in  Betracht 
kommende  Uutergruppe  Gr^  herstellen;  entweder  die  Anzahl  der  Hori- 
zontal- oder  die  der  Verticalreihen  oder  gar  beide  zugleich  unend- 
lich  gross.  Das  hindert  nicht,  von  einem  endlichen  oder  unendlich 
hohen  Index  der  Untergruppe  Gt  zu  sprechen,  sowie  fiir  dieselbe 
ein  Reprasentantensystem  aufzustellen.  Des  weiteren  bleiben  die  Er- 
orterungen  itber  die  umfassendste  Untergruppe;  in  der  eine  anclere 
relativ  ausgezeichnet  1st,  yollstandig  in  Geltung.  Aber  freilich  bleibt 
hier  fur  eine  grossere  Anzahl  verschiedener  Moglrchkeiten  Rauna;  eine 
Untergruppe  Gr&  kann  in  der  Gesamtgruppe  G\»  ausgezeichnet  sein;  sie 
kann  mit  einer  endlichen,  ja  schliesslich  auch  mit  einer  unendlich 
grossen  Zahl  weiterer  Untergruppen  von  G&  gleichberechtigt  sein. 

tJbrigens  ist  die  Zerlegung  einer  G*  ein  Problem,  das  moglicher- 
weise  infolge  seiner  Compliciertheit  einer  iibersichtlichen  Losung  tiber- 
haupt  nicht  fahig  ist;  wahrend  demgegeniiber  die  Zerlegung  einer  Grfi 
von  endlicher  Ordnung  ininier  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Schritten 
zu  Ende  gebracht  werden  kann.  In  der  That  werden  wir  auch  unsere 
oben  gegebene  Zerlegungsregel  iinrner  nur  auf  Falle  endlicher  Ord- 
nungen  p  anwenden. 

§  8.    Bede-otung  des  vorigen  Paragraplien  fiir  unser  gmppentlieore- 
tisclies  Grrundproblem-     Planmassige  Erledigung  des  letzteren. 

Indem  wir  nunmelar  die  Bedeutung  aufweisen  wollen,  welche  der 
Zerlegung  einer  der  in  §  6,  p.  320  aufgetretenen  Gruppen  G^  fiir  die 

*)  Die  im  vorigen  Kapitel  besproohene  G6  ist  noch  nicht  hinreichend  com- 
pliciert,  nm  die  abstracted  Begeln  des  Textes  zweckmEssig  KU  illustrieren;  wir 
tniissen  yielmehr  auf  die  spHteren  bezxiglicheia  Beispiele  verweisen.  Inzwischen  ist 
ja  die  gegebene  Eegel  ffir  die  Zerlegung  jeder  Gruppe  verwendbar,  und  man  ver- 
s'aume  insbesondere  nieht  z,  B.  die  Ikosaedergruppe  O-QQ  nach  dieser  Eegel  zn 
zerlegen.  Im  Texte  kQnnen  wir  an  dieser  Stelle  wegen  Mangel  an  Eanm  ein 
Beispiel  nicht  einflechten* . 
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Losung  unseres  Grundproblems  zukomrnt,  gehen  wir  davon  aus,  dass  die 
einzelne  jener  Gruppen  Gr^  isomorph  auf  die  Modulgruppe  bezogen  wurde. 
Einer  Modulsubstitution  erster  Art  entsprach  dabei  immer  eine  und 
nur  eine  Operation  von  GU}  uragekehrt  entsprachen  einer  Operation 
TOD  (?„  bestimmte  Modulsubstitutionen  in  unendlicher  Zahl.  Insbe- 
sondere  waren  der  identischen  Operation  von  6ru  die  Modulsubstitu- 
tionen der  ausgezeichneten  Untergrnppe  fw  zugeordnet;  die  allererst 
zur  Bildung  der  Gruppe  Gru  Anlass  gab. 

Bei  dieser  SacKlage  ist  nun  der  einzelnen  Untergruppe  G-*  auf 
Grund  der  hier  in  Betracht  kommenden  Satze  der  Gruppentheorie  eine 
bestimmte  Untergruppe  der  Modulgruppe  f  zugeordnet.  Dieselbe  wird 
aus  denjenigen  Modulsubstitutionen  bestehen,  welche  den  Operationen 
der  Untergruppe  Gt  durcb  den  Isomorpbismus  zugeordnet  sind,  und 
also  werden  wir  fiir  diese  Untergruppe  der  Modulgruppe  f  ein  Schema 
gewinnen,  wenn  wir  im  Scbenia  (2);  p.  323,  der  Gruppe  Gr*  an  Stelle  der 
einzelnen  Operation  alle  ibr  entsprecbenden  Modulsubstitutionen  setzen. 
Wir  naben  so  den  Satz  gewonnen:  Der  einzelnen  Untergruppe  G-*  von 
GrtU  entspriclit  eindeutig  eine  lestimmte  Untergruppe  r^  der  Gruppe  f 
wm  Index  pr,  icobei  ersichtlicli  r^  ilirerseits  die  Gruppe  f^  als  Unter- 
gmppe  in  sicli  enthalt. 

UmgeTtelirt  gewinnen  wir  aber  auf  diesem  Wege  aiich  die  Gesamfheit 
derjenigen  Untergruppen  der  Modulgruppe^  die  f^  in  sicli  enfhalten*  Irgend 
eine  solcne  Untergruppe  wird  namlicb,  da  sie  f^  enthalt,  aus  den 
Substitutionen  einer  gewissen  Anzabl  von  Horizontalreiben  des  zu  f/t 
gehorendenSchemas  zusammengesetzt  sein.  Die  Zabl  dieser  Horizontal- 
reihen  moge  t  sein;  dann  werden  die  x  Operationen  von  6rw,  welcbe 
jenen  Horizontalreihen.  zugeordnet  sind,  notwendig  eine  Untergruppe 
G-*  von  Gp  bilden,  die  also  der  gedacbten  Untergruppe  der  Modul- 
gruppe eindeutig  zugeordnet  ist;  und  von  der  aus  wir  demnacn  jene  Unter- 
gruppe von  f  in  oben  gebennzeicbneter  Weise  batten  erlangen  konneri. 

Ist  G*  nun  innerhalb  G^y  also  relativ  ausgezeicbnet,  so  zeigt  man 
auf  Grund  des  bier  vorliegenden  Isomorpbismus  obne  Mube,  dass 
aucb  die  entsprecbenden  Gruppen  f"^  und  f^,  in  dem  namlicben  Ver- 
baltnisse  zu  einander  stehen.  Insbesondere  wird  r^  in  der  umfassendstcn 
Gruppe  F^,  relativ  ausge&eichnet  sein,  wenn  Gj  die  umfassendste  Unter- 
gruppe ist,  in  der  G<  ausgezeiclmet  ist.  Ist  also  G*  innerhalb  G^  mit 
p*  Untergruppen  gleicbberechtigt,  so  ist  entsprechend  f^  eine  von  fv 
innerbalb  f  gleichberechtigten  Untergruppen.  Da  hierbei  p^  Teller 
von  ^  ist,  so  komnit  der  Satz  (cf.  Note  p.  316):  Die  Anzahl  der 
mit  einer  vorliegenden  Untergruppe  von  endlichem  Index  innerhalb  der 
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GesamtJteit  f  gleiclibereclitigten   Untergruppen   ist  stets   ein   Teller  dieses 
Index. 

Infolge  dieser  Sachlage  ersclieint  es  nun  angezeigt,  bei  Auf- 
suchung  von  Untergruppen  der  Modulgruppe  zuvorderst  das  Haupt- 
augemnerk  aitf  die  G-eivinmmg  ausgeseiclmeter  "Untergruppen  F"^  zu  legm, 
urn  alsdann  zu  den  niclit  ausgezeiclmeten  Untergruppen  von  der  Zer- 
legung  der  bezugliclien  G-ruppen  G-fl  aus  vorsudringen.  Diese  Benierkung 
gewinnt  urn  so  mehr  Bedeutung,  als  sich  zeigen  lasst,  dass  eine  Unter- 
gruppe  irgend  welcher  Art  ru  von  endticfiem  Index  stets  eine  Unter- 
gruppe  FM"  von  gleiclifalls  endlicliem  Index  in  sicli  entlialt,  die  in  der 
Cresamtgruppe  f  ausge&eiclmet  ist. 

Ehe  wir  diese  Behauptung  darthun,  wolle  man  den  Satz  er- 
harten;  dass  die  gemeinsamen  Substitutionen  zweier  beliebigen  Unter- 
gruppen f^1?  r^2  der  endliclien  Indices  jt1?  ^2  eine  Untergruppe  f^ 
bilden,  deren  Index  ^s^fft'^a  ^-  Sind  nanilicb.  die  Operationen  der 
r«4  durch  1,  v±W,  v2& ,  ---  bezeichnet,  ein  Reprasentantensysteni  fur 
diese  Untergruppe  aber  durch  1,  V-^\  F2(1),  •  •  •>  V^Li,  so  wollen  wir 
die  Operationen  v^  jener  ersten  fi«1  jetzt  der  zweiten  Gruppe  f/a2  ent- 
sprechend  in  ein  Schema  anordnen.  In  der  ersten  Reihe  desselben  werden 
die  rttl  und  f/fa  gemeinsamen  Substitutionen  1;  vlt  v%,  •••  aufzuscbreiben. 
sein?  wahrend  ersichtlich  die  Zahl  der  Horizontalreihen  dieses  Schemas 
P%  ^  ^2  se^n  ^ird.  Wollen  wir  dieselben  durch  die  besonderen  Sub- 
stitutionen 1,  V®\  F2(2),  •  •  •,  V$i—  i  reprasentieren.  Eine  beliebige 
Modulsubstitution  V  gestattet  jetzt  die  Darstellung: 

Y=v^V^  =  vhVk^V^}  (<  — 0,  1,  -•-,  f4-l5  *  — 0,1,  -.-,  ft,'-l). 

Die  ^3  =  ^^  <  fafa  Substitutionen  F^2)Ft(1)  bilden  demgemass  ein 
Reprasentantensysteni  fur  die  Gruppe  1""^  der  Substitutionen 

1;  «!,  v*>  '•;  VK  ••-, 

welche  zugleich  in  f^  und  F^a  euthalten  sind,  so  dass  in  der  That 
unsere  obige  Behauptung  beziiglich  der  f^  sich  bestatigt. 

Kehren  wir  nun  zur  oben  vorgelegten  Untergruppe  f^  von  end- 
licheni  Index  ^  zurtick.  Mogen  im  ganzen  die  v  Gruppen 

fi\  r     r  '    . . .    r("""l) 

W  '  P9     *  P  >  9     *  f* 

innerhalb  f  mit  r/£  gleichberechtigt  sein,  so  ist  v  als  Teiler  von  ^ 
gleiclifalls  endlich.  Man  schliesst  nun  sofort  aus  dern  eben  bewiesenen 
Zwischensatze,  dass  die  gemeinsamen  Substitutionen  der  v  Gruppen  (1) 
eine  Untergruppe  FM  von  endlichem  Index  M  <£  y?  bilden,  Diese  TM 
dber  ist  innerhalb  f  amgezeichnet.  Transformieren  wir  namlich  durch 
die  beliebige  Modulsubstitution  erster  Art  F;  so  ist  den  durch  diese 
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Transformation  aus  (1)  entstehenden  v  Untergruppen  die  Gruppe 
FM  =  F— 1Fiv!F  gemein.  Aber  diese  v  transformierten  Gruppen  stellen 
ja  die  v  Gruppen  (1)  nur  vielleicht  in  anderer  Reihenfolge  dar,  so 
dass  in  der  That  stets  FM  =  FM  ist;  welches  auch  die  Substitution  V 
sein  mag.  Zugleich  entspringt  aus  unserer  tlberlegung  der  Satz:  Die 
solcliergestalt  gefundene  Gruppe  FM  ist  die  umfassendste  in  der  Gesamt- 
heit F  ausgezeiclmete  Untergruppe,  weldie  in  der  vorgelegten  Untergnvppe 
Fju  entlialten  ist. 

Hatte  man  also  Kenntnis  erlangt  von  der  Gesamtheit  ausgezeich- 
neter  Untergruppen  der  Modulgruppe  von  endlicfiem  Index ?vso  wurde 
alsdann  die  Aufstellung  aller  nicht-ausgezeichneten  Untergruppen  von 
endliehem  Index  auf  die  Zerlegung  von  Gruppen  endlicfier  Ordnung  in 
ihre  Untergruppen  zuruckkoinmen. 

§  9.     ZusammenbiegTzng  des  Fundamentalbereiahs  Fp  zur 
geschlossenen  Flache.    Geschleclit  p  einer  TTntergnippe  F(W.    Beziehung 

zur  co-Halbebene. 

Es  hat  in  §  11  des  vorigen  Kapitels  (p.  294)  zur  Deutung  der  damals 
in  Betracht  komruenden  Verhaltnisse  die  besten  Dienste  gethan,  dass  wir 
den  Pundamentalbereich  FG  der  F6  aus  der  o-Halbebene  herausschnitten 
und  aus  demselben  durch  Zusamnienbiegung  der  auf  einander  bezogenen 
Randcurven  eine  geschlossene  Plache  herstellten.  Wir  werden  zur 
besseren  Deutung  unserer  letzien  Erorterungen  versuchen^  eine  ahn- 
liche  Massnahme  all  gemein  fiir  irgend  eine  vorgelegte  ausgezeichnete 
oder  nicht-ausgezeichnete  Untergruppe  F/4  durchzuftihren.  U"brigens 
betonen  wir  Her  ausdriieklich,  dass  unsere  nachstfolgenden  Betrach- 
tungen  sieh  nur  erst  auf  die  Untergruppen  eines  endlichen  Index  ^ 
beziehen  sollen,  Dass  sie  wesentlich  auch  fur  ^  =  00  bestehen  bleiben, 
werden  wir  spaterhia  an  ausfiihrlich  zu  betrachtenden  Beispielen  be- 
merken. 

Denken  wir  uns  also  das  Fundamentalpolygon  Fp  einer  Unter- 
gruppe F^  in  irgend  einer  particularen  Weise  gewahlt  und  schneiden  das- 
selbe  langs  seiner  Randcurven  aus  der  o-Halbebene  heraus.  Diese 
Randcurven  des  so  isolierten  einfach  zusarnmenhangenden  Bereiches  sind 
paarweise  auf  einander  bezogen,  und  nun  denken  wir  frei  im  Raume 
eine  Deformation  von  Fp  vorgenommen,  bei  der  die  auf  einander  be- 
zogenen Randcurven  einander  angenahert  werden-,  schliesslich  sollen 
sie  sogar  zusarnmengeheftet  werden,  und  zwar  so,  dass  je  zwei  vor- 
dem  relativ  aquivalente  Randpunkte  von  Ffl  nun  zur  Coincidenz  ge- 
bracht  sind.  Der  Deformationsprocess,  den  wir  dabei  verwenden,  hat 
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nur  der  einen  Bedingung  zu  geniigen,  uberall  stetig  zu  verlaufen.  Wir 
lidb&n  auf  dem  Wege  aus  dem  Polygon  Fitt  eine  gescfilossene  Flache  lier- 
gestellt,  die  wir  aitcli  wieder  F^  nennen,  und  die  eine  sogleich  nodi 
ndlier  zn  betraclttende  Einteilung  in  2u  abivechselnd  scliraffierte  und  freie 
Dreiecke  trcigt.  Die  Gestalt  dieser  geschlossenen  Flache  ist  nock  ira 
hohen  Grade  willkurlich,  und  wir  wollen  entgegen  unserer  oben  bei 
der  T6  verfolgten  Massnahme  in  diesera  Betraclit  besondere  Verab- 
redungen  hier  niclit  treffen.  Haben  wir  also  einmal  eine  particulare 
Gestalt  fflr  die  Placlie  Fu  erlialten,  so  wird  es  erlaubt  sein,  dieselbe 
hinterher  noeh  einer  ganz  beliebigen  nur  ohne  Zerreissen  vor  sicli 
gehenden  stetigen  Formanderung  zu  unterwerfen;  der  Gebrauch,  den 
wir  hier  von  der  geschlossenen  Flache  Fu  zu  niaehen  gedenken,  wird 
dadurch  nicht  beeintrachtigt. 

Fur  die  in  Rede  stehende,  geschlossene  Flache  F^  ist  es  nun  vollig 
gleichgiltig,  von  welcher  besonderen  Gestalt  cles  Polygons  F^  in  der 
(D-Halbebene  wir  ausgingen.  In  der  That  ziehe  man  diejenigen 
Linienztige  auf  der  Flache  in  Betracht,  welche  aus  den  zusamnien- 
gehefteten  Eandcurven  des  Polygons  her  vor  gin  gen.  Wir  werden  die- 
selben  offenbar  als  ein  ;?Schnittssysteni^  der  Flache  im  Rieraann'schen 
Sinne  auffassen  konnen  (durch  welches  dieselbe  clann  in  eine  ein- 
fach  zusamnienhangende  Flaclie  zerschnitten  wird).  Da  heisst  nun 
5;erlaubte  Abanderung",  wie  wir  sie  flir  das  Polygon  Fu  in  der 
o-Halbebene  definierten?  nichts  anderes,  als  ;;Ersetzung  des  gezogenen 
Schnittsystems  durch  ein  neues";  eine  Operation  also,  die  an  der 
Flache  F^  selbst  keinerlei  Anderung  hervorbringt. 

Wollen  wir  uns  insbesondere  sogleich  ansehen,  welche  Satze  sich 
betreffs  der  Aufeinanderfolge  der  2^t  Elenientardreiecke  aufstellen 
lassen^  die  unsere  Flache  Ffl  netzartig  umspannen.  Wir  werden  dabei 
speciell  die  Umgebungen  derjeiiigen  Punkte  der  Flache  in  Augenschein 
nehmen,  welche  aus  den  Ecken  der  Dreiecke  des  Polygons  F^  entspringen 
und  die  wir  in  sofort  verstandlicher  Weise  als  Punkte  bezeichnen,  die  mit 
Q,  i  oder  ioo  liquivalent  sind.  Eiu  einzelner  von  den  init  Q  aquivalenten 
Punkten  der  Flache  kann  erstlich  von  sechs  Elementardreiecken  um- 
lagert  sein,  eine  Sachlage,  die  uns  von  der  co-Halbebene  her  sehr  ge- 
laufig  ist.  Andrerseits  konnte  es  aber  auch  sein,  class  derselbe  nur 
von  zwei  JBlementardreiecken  unalagert  ist  Lnrner  dann  tritt  dies  ein, 
wenn  in  der  f/t  diejenige  elliptische  Modalsubstitution  der  Periode  drei 
enthalten  ist,  welche  den  in  Rede  stehenden  Punkt  in  der  o-Halb- 
ebene zum  Fixpunkt  hat.  Der  fragliche  Punkt  wird  alsdann  auf  dem 
Rande  des  Polygons  F^  'liegen,  da  die  sechs  ihn  umgebenden  Modul- 
dreiecke  zu  je  drei  relativ  Equivalent  werden.  Man  dehnt  diese  Be- 
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traebtung  sofort  auf  die  mit  i  und  too  aquivalenten  Punkte  aus*). 
Beirn  Ausspruch  des  entspringenden  allgemeinen  Satzes  bedienen  wir 
uns  der  sogleicli  verstandlieben  Ausdrucks weise ,  dass  wir  von  der  Um- 
gebung  eines  der  in  Rede  stelienden  Punkte  sagen,  sie  werde^  yon 
einer  gewissen  Anzabl  77im  Cyclus  zusammenbangender  Dreiecke"  gebildet. 
Dann  baben  wir  den  Satz:  Bei  einem  mit  Q  atjidvalenten  PunUe  der  Flaclie 
Mngen  enticeder  seclis  oder  ewei  Elementardreiecke  im  Cyclus  tntsammen. 
Entsprechend  findet  man,  dass  lei  einem  mit  i  aquivalenten  Punkte  entweder 
vier  oder  zwei  Elementardreiecke  im  Oydus  giisammenhangen;  letzteres 
in  dem  Palle,  dass  die  zu  dem  bezuglichen  Punkte  der  o-Halbebene 
als  Fixpunkte  gehorige  elliptische  Modulsubstitution  der  Periode  zwei 
in  der  T/4  enthalten  ist.  Endlich  wird  ein  mit  ioo  dq_uivdlenter  Purikt  von 
2n  Elementardreiecken  rings  wnlagert  sein,  too  n  irgend  eine  leliebige  game 
Zahl  ist.  Urn  sie  im  Einzelfall  zu  bestimmen,  miissen  wir  auf  den 
beztigliclien  rationalen  reellen  Punkt  CD  zuriickgehen  und  die  zu  ihni 
als  Fixpunkt  geiorigen  paraboliscben  Substitutionen  aufstellen.  Denken 
wir  dieselben  nach  der  Grosse  ibrer  Amplitude  in  eine  Reihe  an- 
geordnet;  so  ist  diejenige  der  Amplitude  n  die  erste  von  ihnen;  welcbe 
der  Untergruppe  T^  angebort.  —  Fur  alle  diese  Satze  sind  die  im  vorigen 
Kapitel  betrachteten  Untergruppen  zweckm'assige  Beispiele,  bei  deren 
ausfiibrKeber  Betracbtung  wir  indes  bier  nicbt  nocb  emma]  verweilen 
konnen. 

Bei  der  Untergruppe  F6  des  vorigen  Kapitels  waren  die  Verbalt- 
nisse  insofern  ausserst  einfacbe,  als  sicb  die  Polygone  _F3  und  F6 
direct  zu  einer  Kugeloberflacbe  zusammenbiegen  liessen.  Im  allgemeinen 
miissen  wir  aber  durcbaus  der  Moglicbkeit  Rauni  geben?  dass  wir 
unter  unseren  geseblossenen  Flacben  F^  aucb  solcbe  finden;  die  einen 
bbberen  Zusammenbang  als  die  Kugeloberflache  darbieten.  Allgemein 
misst  man  bekanntlicb  dieHobe  des  Zusanimenhanges  einer  geschlossenen 
Flache  darcb.  die  Anzabl  der  Querschnitte,  durcb  welcbe  dieselbe  in 
solcber  Weise  zerscbnitten  wird,  dass  sie,  obwobl  selbst  nocb  zu- 
sammenliangend,  durcb  jeden  erneut  nocb  binzukornnienden  Quersclinitt 

*)  Im  speciellen  bemerken  wir  noch  fur  die  parabolischen  Substitutionen:  Ist 
V  eine  in  der  f  enthaltene  parabolisohe  Substitution  mit  dem  Fixpnnkte  oo07  so 
giebt  es  einen  mit  o>0  relativ  aquivalenten  Punkt,  an  den  sich  das  Polygon  F^ 
der  r  mit  einer  Spitze  heranziebt.  Wir  haben  diesen  an  gegenw'artiger  Stelle 
sofort  einleuchtenden  Satz  nur  deshalb  angefiilirt,  tim  auf  die  Mo'glichkeit  seiner 
Verallgemeinemng  fiir  die  bei  den  s-Functionen  (1),  p.  103,  auftretenden  Gruppen 
linearer  Substitutionen  aufmerksam  zu  machen.  In  der  That  sind  es  Betrachtungen 
dieser  Art,  durch  welche  man  die  betreffs  der  parabolischen  Substitutionen  oben 
(p.  178)  geschehene  Behauptung  zu  verificieren  vermag. 
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in  getrennte  Stucke  zerlegt  wircl*).  1st  diese  ubrigens  stets  gerade 
Anzahl  2pf  so  spriclit  man  von  einem  GescJiledite  p  der  gesclilossenen 
Flaclie  Fp.  Diese  Zahl  p  erscheint  dureh  Verniittlung  der  geschlos- 
senen  Flache  F^  eindeutig  auch  dem  Polygon  FtU  und  der  Qntergruppe 
fw  zugeordnet.  Wir  werden  dieselbe  also  als  ein  Attribut  der  Unter- 
gruppe  fassen  und  demnach  fortan  von  einem  Gesclileclde  p  einer  vor- 
gelegten  Untergruppe  I~M  sprechen  (cf.  Math.  Ann.  Bd.  11,  p.  64). 

Die  Kugeloberflache  ist  eine  Flache  des  Geschlechtes  p  =  0.  Zu 
einer  solchen  aber  liessen  sich  im  vorigen  Kapitel  das  Fundaniental- 
viereck  der  Untergruppe  F6  sowie  die  Fundamentalbereiche  FB  der 
Untergruppen  l~3  zusammenlegen.  Die  im  vorigen  Kapitel  betrachteten 
Untergruppen  T6  und  F3  sind  also  solche  vom  Geschlechte  p  =  0. 
Besonders  Yerdient  es  aber  betont  zu  werden,  dass  auch  die  Gesamt- 
gruppe  f  ein  Gesclileclit  p  =  0  besitzk  In  der  That  wird  man  ja  das 
Doppeldreieck  1  der  Modulteilung,  wenn  wir  es  nach  oben  gegebener 
Vorschrift  deformieren,  aufs  leichteste  zu  einer  einfach  bedeckten 
Kugel  oder  Ebene  zusammenbiegen  konnen  (wobei  dann  insbesondere 
durch  zweckmassige  Ausfiihrung  dieser  Operation  die  complexe  Ebene 
der  Grosse  J(co)  erreicht  werden  kann)**). 

Treffen  wir  nun  wieder  gerade  wie  oben  bei  der  T6  derartige 
Verabredungen,  dass  die  geschlossene  Flache  F^  nicht  nur,  wie  bisher, 
auf  das  einzelne  Polygon  F^  bezogen  erscheint;  sondern  dass  wir  es 
ganz  allgemein  niit  einer  BesieJiung  der  Oberflaclie  F^  &ur  cv-Ealbebene 
zu  thun  haben. 

Durch  unsere  anfangliche  Construction  sind  die  ^  Doppeldreiecke 
des  Polygons  Fp9  welche  die  Namen  1,  F1?  F2,  ••-,  F«~i  hatten, 
.wechselweise  eindeutig  den  ^  Doppeldreiecken  der  Flache  F^  zu- 
geordnet,  welche  letztere  ja  aus  jenen  durch  die  vorgenonimene  De- 
formation des  Polygons  entsprangen.  Wollen  wir  also  auch  fur  die 


*)  Naheres  -fiber  den  im  Texte  gemeinten  Flachenzusammeiihang  findet  man 
z.  B.  im  siebenten  Kapitel  des  schon  p.  28  genannten  Neumann^schen  Werkes, 
oder  auch  in  der  Schrift  von  Klein:  ffber  Riemanris  TJieorie  der  algebraisctien 
Fmictionen  und  ihrer  Integrate  (Leipzig,  1881). 

**)  Genau  wie  im  Texte  konnten  wir  auch  den  in  Jl,  1  besprochenen  cyclischen 
Gruppen  irgend  welcher  Operationen  erster  Art  ein  Greschlecht  zuteilen.  Durch 
Euckgaug  auf  die  beziiglichen  Fundamentalbereiche  (Fig.  44,  47,  p.  187,  190)  wfirden 
wir  da  die  Satze  erhalten:  JEtine  cyclische  Gruppe  elliptiscJier  Substitutionen  ist 
vom  GescKleclite  p  =  0,  eine  solche  aus  Ttyper'boliscJien  Substitutionen  aber  vom  G-e- 
schleehte  p  •=-  1 .  Einer  Gruppe  parabolischer  Substitutionen  dagegen  mussen  wir 
das  Geschlecht  p  =  1  oder  p  =»  0  erteilen,  je  nachdem  wir  den  Fundamental- 
bereich  derselben  (cf.  Fig.  45,  p.  188)  im  beziiglichen  Fixpunkte  zusammenhangend 
oder  unterbrochen  denken. 
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^  Doppeldreiecke  der  Flache  Flt  tliese  Xameu  1,  V19  F2?  •  - -,  Vtl—i 
bez.  beibehalten.  Da  sind  einander  denn  irgend  zwei  benachbarte 
Dreiecke  Yt,  Vk  der  Flache  jeweils  in  demselben  Sinne  benachbart,  wie 
die  beiden  entsprechenden  Dreiecke  Vt,  Vk  i*n  Polygon  F^.  Wir 
konuen  geradezu  die  Bezieliung  des  Polygons  auf  die  Flache  dadurch 
festgelegt  denken,  class  tcir  das  Dreieck  1  des  Polygons  clem  Dreiecli  1 
der  Fldclie  zuordnen  und  von  da  db  immer  lenaclibarten  Dreieclzen  cles 
Polygons  im  gleiclien  Sinne  lenaclibarte  Dreiecke  der  Fldelie  entsprecJien 
lassen.  Dadurch  sind  die  Dreiecke  freilich  zunachst  nur  als  ganze 
einander  zugeordnet;  doch  halten  wir  an  der  Vorstellung  fest,  dass 
auch  fur  die  inneren  Punkte  je  zweier  einander  entsprechender  Dreiecke 
eine  stetige  eindeutige  Beziehung  vorliegt,  wie  sie  ja  in  der  That 
durch  die  stetige  tfberfuhrung  des  Polygons  FiU  in  die  Flache  F^  fest- 
gelegt ist. 

Diese  Auf'fassungsweise  gestattet  nun  direct  auch  die  ausserhalb 
des  Polygons  FiU  gelegenen  Teile  der  co-Halbebene  auf  die  Flache  zu 
beziehen.  Uberschreiten  wir  namlich,  immer  unsere  eben  gegebene 
Eegel  aufrecht  erhaltend,  jetzt  die  Grenze  des  Polygons  F^  an  irgend 
einer  Stelle;  so  werden  wir  zuvorderst  zu  einem  ausserhalb  am  Rande 
des  Polygons  Fp  gelegenen  Moduldreieck  v^Vt  gelangen.  Dem  ist 
clann  vermoge  unserer  Festsetzung  auf  der  Flache  F^  dasjenige  Doppel- 
dreieck  zugeordnet,  das  bereits  den  Naruen  F/  efhalten  hat;  denn  wir 
hatten  das  Polygon  Fp  ja  derart  deformiert,  dass  die  auf  einander 
bezogenen  Eandcurven  desselben  zur  Deckung  kamen.  Auch  hier  ist 
dann  zunachst  nur  erst  das  Moduldreieck  VkVi  als  ganzes  deni  Dreieck  Vt 
der  Flache  zugeordnet;  doch  denken  wir  wieder  auch  die  inneren 
Punkte  dieser  beiden  Dreiecke  in  stetiger  Weise  einander  zugeordnet. 
and  zwar  derart,  dass  relativ  aquivalente  Punkte  in  den  beiden  Modul- 
dreiecken  Vt,  v^Vt.  deni  namliehen  Punkte  von  Fft  entsprechen,  wie 
wir  denn  auch  weiter  die  in  diesem  Betracht  bei  der  fe  (p.  296)  aus- 
fiihrlich  gegebenen  Vorschriften  im  vollen  Umfange  aufnehmen.  Hier 
wird  man  nun  die  Uberlegung  nauhelos  weiter  verfolgen  und  als  endliches 
Eesultat  derselben  iiberblicken:  Die  gesMossene  FldcJie  F^  und  die  posi- 
tive G)-Halbebene  sind  auf  einander  ein-oo~deutig  be$ogen,  indem  jedem 
Doppeldreieck  der  Halbebene  vj£Vl  ein  Doppeldreiecli  der  Flache,  namlich 
Vt,  einem  eingelnew  Doppeldreieclc  der  Flache  Vi  dber  die  unendlich  vielen 
Moduldreiecke  Vtj  v^Viy  v%Vi,  •  •  •  zugeordnet  sind*'). 


*)  Wollen  wir  wechselweise  eindeutige  Bezieliung  von  Halbebene  und  Flache 
haben,  so  mussen  wir  letztere  unendlich  oft  iiberdeckt  denken,  wobei  dann  die 
verscliiedenen  Blatter  in  denjenigen  Linien  in  einander  ubergehen  warden,  welche, 
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Irgend  zwei  relativ  aquivalente  Puukte  co  und  CD'  =  t^(co)  sind 
sonacli  auf  den  gleichen  Punkt  der  Flaehe  FtU  bezogen.  Wenn  man 
also  zwiselien  solchen  zwei  Punkten  co,  c/  eine  in  der  Halbebene  ver- 
laufende  Balm  zielit  und  selbige  bei  der  nun  begrtindeten  Znordnung 
auf  die  Oberflache  F^  tibertragt,  so  finden  wir  sie  auf  F^  als  eine  ge- 
scldossene  Linie  wieder,  (Dabei  macht  es  fur  anderweitige  Unter- 
suchungen  bei  einer  Flache  Fu  rait  einem  Geschlechte  p  >  0  eine 
wichtige  Fallunterscheidung  aus,  ob  eine  solehe  geschlossene  Linie  auf 
der  Flache  ohne  Zerreissen  auf  einen  Punkt  zusaminengezogen  werden 
kann  oder  nicht.) 

§  10.    Besondere  Ausfulirungen  fiir  die  ausgezeiclmeten  TJnter- 
gmppen  F"/£.    Kegularitat  und  Symmetrie  der  zugeliorigen  Flache  F^. 

Walirend  die  bislierigen  auf  die  Flaclien  F^  beziiglichen  Entwick- 
lungen  ohne  Unterschied  fiir  ausgezeictnete  und  niclit-ausgezeielmete 
Untergruppen  f^,  galten;  folgen  nun  eine  Keihe  besonderer  Aus- 
fuirungen,  welclie  allein  die  in  der  Gresarntheit  f  ausgezeiclmeten 
Untergruppen  f^  betreffen.  Setzen  wir  vorerst  nur  voraus,  die  Modul- 
substitution  VL  (welche  man  als  eine  der  ^  Substitutionen 

i,  TI,  v»,  •••,  ^-i 

denken  mag);  trausformiere  f^  in  sicli  oder  sei  mit  f/t  vertausch- 
bar.  Fur  die  Gestalt  des  Fundamentalpolygons  F^  war  diese  That- 
sache  gleiclibedeutend  mit  der  anderen,  dass  dasselbe  durch  "Fi, 
von  erlaubter  Abanderung  abgeseheu;  in  sich  transforniiert  wurde. 
Durch  diese  Transformation  erleiden  die  Dreiecke  des  Polygons  eine 
Permutation,  bei  deren  Ausfukrung  ersichtlich  benachbarte  Drei- 
ecke immer  wieder  im  gleichen  Sinne  benachbarte  Dreiecke  wer- 
den. Doch  mussen  wir,  wenn  dies  uneingeschrankt  gelten  soil,  auch 
zwei  am  Rande  des  Polygons  gelegene  Dreiecke  benachbart  nennen, 
wenn  ilire  auf  dem  Rande  liegenden  Seiten  relativ  Equivalent  sind. 
Dieses  letzteren  Zusatzes  sind  wir  nun  iiberhoben,  wenn  wir  das  Poly- 
gon zur  geschlossenen  Fliiehe  zusammengelegt  denken.  Wir  werden 
hier  den  Satz  aussprechen  diirfen:  Die  VertauscJibarTceit  der  Substitution 
Vk  mit  f^  ist  gleiclibedeutend  mit  der  Moglicfikeit  einer  eindeutigen  Trans- 
formation der  Flache  F^  oder,  noch  genauer,  der  auf  F^  Iwfindliclien 


aus  den  Randcurven  des  Polygons  JP  entspringend,  schon  vorhin  ein  Schnittsystern 
der  Flache  F^  lieferten.  Jn  dor  That  hahen  wir  so  die  unendlich  vielen  Poly- 
gone  F  ,  F' ,  •  »•  -  ,,uber"  einander  gelagerfc,  welch  o  wir  obcn  in  §  3  (p.  314) 
,,nobenfct  einander  in  der  co-IIalbcbene  einlagerten. 
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DreieeksteHung  in  sicli,  derjenigen  Transformation  nwnlicli,  lei  welclier 
Dreiecl:  1  in  Dreicclt  Vk,  itbrigens  dber  ~benaclibarte  Dreiecke  stets  wieder 
in  'benaclibarte  iibergeJien. 

So  konnte  die  Flache  FQ  des  vorigen  Kapitels  mit  ihrer  Ein- 
teilung  in  seclis  Doppeldreiecke  derart  in  sicli  transformiert  werden, 
dass  das  Doppeldreieck  1  in  ein  beliebig  unter  den  sechsen  gewahltes 
Vk  tiberging,  wahrend  die  iibrigen  Dreiecke  dann  entsprecliend  perniu- 
tiert  wurden*).  Diese  Transformationen  konnten  wir  sogar  durch  eine 
continuierliehe  Verschiebung  der  Oberflache  F6  in  sich,  d.  h.  durch 
eine  Drehung  der  Kugel  F6  um  ihren  Mittelpunkt  versinnlichen.  Zur 
Klarstellung  der  Yerhaltnisse  benierken  wir  Her  nebenher,  dass  in 
alien  Fallen  einer  Flache  Fp  des  Geschlechtes  p  =  0;  sowie  zum  Teil 
aueli  noeh  bei  dem  Geschlechte  p  =  1  eine  jede  iin  Sinne  des  eben 
ausgesprochenen  Satzes  etwa  eintretende  Transformation  der  Flache 
in  sich  ebenfalls  durch  eine  coutinuierliche  VerscMebung  derselben  in 
sich  hergestellt  werden  kannj  fiir  alle  Flachen  JP)t  mit  p  >  1  ist  aber 
eine  derartige  Yersinnlichung  einer  Transformation  derselben  in  sich 
TOO  vornherein  ausgeschlossen. 

Wenden  wir  uns  nun  sogleich  zum  aussersten  Fall  einer  in  der 
Gesamtgruppe  f  ausgezeichneten  Untergruppe  f^.  Fur  eine  solche  f^  ge- 
winnen  wir  sofort  den  Satz:  Die  Vertausclibarkeit  jeder  Modidsulstitution 
erster  Art  mit  der  Untergruppe  f^  ist  gleichledeutend  mit  der  Moglich- 
Keit,  die  le&ugliche  Flache  F^  auf  y,  verscMedene  Weisen  derart  in  sich 
&u  transformieren,  dass  die  Einteilung  derselben  in  ^  Doppeldreiecke  in 
sicli  selbst  ubergefuhrt  wird.  (Unter  diesen  p  Weisen  zahlt  die  iden- 
tische  Transformation,  bei  der  jeder  Punkt  von  F^  sich  selbst  ent- 
spricht,  selbstyerstandlieh  als  eine  solche  mil)  Wie  wir  das  Polygon 
Ftli  einer  ausgezeichneten  Untergruppe  f^  regular  nannten,  so  wollen  wir 
nun  von  der  beztiglichen  geschlossenen  Flache  F^  sagen,  sie  Itesitge  eine 
regulare  Einteilung  in  p  Doppeldreiecke  (cf.  Math.  Ann.  Bd.  14,  p.  459). 
Und  in  der  That  tritt  hier  die  voile  Bedeutung  des  Begriffs  der  Regu- 
laritat  aufs  einfachste  hervor,  wie  denn  iiberhaupt  der  Ausdruck  ,,Regu- 
laritat"  von  hier  stamint.  Wahlen  wir  irgend  zwei  Doppeldreiecke  der 
regular  geteilten  Oberflache  F^  so  giebt  es  eine  zugehorige  Trans- 
formation, welche  F^  derart  in  sich  uberfiihrt,  dass  das  eine  der  ge- 
wahlten  Doppeldreiecke  in  das  andere  ubergeht.  Indem  wir  hier  nur 
auf  die  Lagenbeziehungen  der  Doppeldreiecke  der  Flache  F^  achten  und 

*)  Demgegenuber  haben  wir  an  der  geschlossenen  Fl'ache  jP5,  welche  im 
vorigen  Kapitel  aus  dem  Fundamentalbereiche  der  P3  hergestellt  wurde,  dortselbst 
(p.  302)  ausfuhrlich  gezeigt,  dass  dieselbe  eine  Transformation  in  sich  von  der  im 
Texte  geforderten  Art  nicht  zulasst. 
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von  metrischen  Beziehungen  ganzlich  absehen,  zeigt  sich  also  bei  der 
Aneinanderlagerung  der  Doppeldreiecke  zum  Fu  umspannenden  Dreieeks- 
netze  eine  derartige  Regelmassigkeit,  class  sicli  die  p  Doppeldreiecke  urn 
ernes  imter  ihnen  gerade  so  anordnen  me  um  jedes  andere*  Im  spe- 
ciellen  muss  sicli  die  Regularitat  aucli  in  der  Anordnung  der  Doppel- 
dreiecke um  die  mit  Q,  i  und  2*00  aquivalenten  Punkte  der  Flache 
zeigen.  Wir  haben  da  offenbar  den  Satz:  Bei  einer  regularen  Flaclie 
irird  jeder  Pmikt  der  einzelnen  dieser  drei  Kategorien  immer  von  genau 
so  melen  Elemmtardreiecken  iimlagert  sein,  wie  jeder  andere  PunM  der 
ncimliclien  Kategorie. 

Wollen  wir  nacli  zweckmassigen  Beispielen  fiir  die  Veranscliaulicliung 
unserer  allgemeinen  Erorterungen  suclien,  so  fassen  wir  den  Begriff 
einer  regular  geteilten  geschlossenen  Oberflache  in  vollig  independenter 
Weise.  Wir  werden  jede;  mit  einer  Einteilung  in  p  Bereiche  ver- 
selaene,  gesclilossene  Oberfiache  so  benennen?  wenn  sich  dieselbe  auf 
solche  p  Weisen  eindeutig  auf  sich  selbst  beziehen  lasst;  dass  jenen 
ft  Bereichen  dabei  gerade  die  Rolle  zufallt,  welche  soeben  ini  spe- 
ciellen  die  fi  Doppeldreiecke  spielten.  Da  sind  uns  denn  vor  alleni 
wichtigste  Beispiele  die  den  gewohnlichen  regularen  Korpern  ent- 
sprechenden  regularen  Einteilungen  der  Kugeloberflaclie.  Wanle  man 
z.  B.  die  Ikosaederteilung;  die  sechzig  Bereiche  derselben  sind  geradezu 
auch  Doppeldreiecke  und  die  nahere  Betrachtung  zeigt,  dass  dieselben 
sich  um  ihre  Eckpunkte  in  einer  Weise  schaaren,  welche  sich  den 
bei  unseren  Flachen  F^  vorliegenden  Verhaltnissen  'direct  subsumiert*). 
Diese  regularen  Kugelteilungen  liefern  uns  selbstverstandlich  nur  Bei- 
spiele regular  geteilter  Oberflachen  des  Geschlechtes  jp  =  0;  und  man 
zeigt,  dass  diese  letzteren  hierbei  vollig  erschopft  werden.  Was  die 
zunachst  weiter  in  Betracht  kommenden  Geschlechter  p  —  1,  2;  3  an- 
geht,  so  verweisen  wir  hier  auf  die  diesen  Gegenstanden  gewidmeten 
Abhandlungen  von  Hrn.  Dyck,  die  wir  noch  haufig  zu  nennen  haben 
werden**).  In  denselben  siad  die  regular  geteilten  Oberflachen  sogleieh 
in  ihrer  vollen  functionentheoretischen  Bedeutung  in  Discussion  ge- 
zogen;  die  wir  hier  (soweit  sie  tiberhaupt  fur  uns  in  Betracht  kommt) 
erst  spaterhin  kennen  lernen  werden. 

*)  Dasselbe  tritt  auch  fiir  die  tibrigen  regularen  Kugelteilungen  mit  einer 
einzigen  Ausnahme  ein.  Wir  werden  diesen  Umstand  im  folgenden  Kapitel  weiter 
verfolgen. 

**)  Ifber  regular  verzweigte  JRiemann'sche  FldcJien  und  die  durcJi  sie  definierten 
Irrationalitaten  (Dissertation,  Munchen  1879),  ffber  Untersuchung  und  Aufstellung 
von  Grupge  und  Irrationalitdt  reguldrer  Kemann3 'softer  JTlachen,  Math.  Ann.  Bd.  17 
p.  473  (1880),  Gruppentlieoretiscfie  Studien,  Math.  Ann.  Bd.  20  p.  1  (1881).  Weiter- 
gehende  Litteraturnachweise  findet  man  namentlich  in  der  letztgenannten  Arbeit. 
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Indein  wir  jetzt  zu  unserer  regular  geteilten  Flache  Ffl  zuruck- 
kehren,  bemerken  wir,  dass  die  ^  Transformationen  derselben  in  sich 
offenbar  eine  Gruppe  der  ^  Ordnung  bilden.  Diese  Gruppe  ist  mm 
lioloedriscli  isomorph  mit  derjenigen  Gruppe  G-u,  ivelclie  loir  dben  der  #u 
Grunde  liegenden  ausgezeiclmeten  TJntcrgmppe  V^  zuordneten,  wobei  dann 
der  durch  das  Symbol  V&  bezeichneten  Operation  von  G>  diejenige 
Transformation  von  F^  in  sich  zuzuweisen  ist,  bei  der  das  Doppel- 
dreieck  1  in  dasjenige  mit  dem  Namen  V&  ubergefuhrt  wird.  Den 
holoedrischen  Isomorphisms  bemerkt  man  in  der  That  aufs  leichteste, 
wenn  man  anf  die  den  beiderlei  Gruppen  zu  Grunde  liegenden  Modul- 
substitutionen  und  Moduldreiecke  zuriickgeht.  Wirklich  kommt  ja 
auch  die  isomorphe  Beziehung  von  G^  auf  f?  wie  sie  in  §  6  zur 
Aufstellung  kam?  genau  tiberein  mit  der  Beziehung  der  Doppeldreiecke 
der  geschlossenen  Flache  F^  auf  die  Doppeldreiecke  der  ca-Halbebene, 
indem  wir  V^  das  eine  Mai  als  Operation  einer  Gruppe,  das  and  ere 
Mai  als  Doppeldreieck  interpretieren.  Unser  gefundenes  Resultat  wird 
urn  so  wichtiger  erscheinen,  als  wir  damit  eine  concrete  Bedeutimg  filr 
die  G-ruppe  G^  geivonnen  haben,  wahrend  bislang  die  einzelne  Operation 
derselben  doch  nur  ein  Symbol  filr  eine  gewisse  unendliche  Reihe  fiir 
identisch  geltender  Modulsubstitutionen  war*). 

Mit  sehr  viel  grosserer  Kiirze  gehen  wir  jetzt  auf  den  Fall 
ein,  dass  die  vorgelegte  Untergruppe  f^  auch  in  der  erweiterten  Ge- 
samtgruppe  f  ausgezeichnet  enthalten  ist.  Dann  geht  das  Funda- 
inentalpolygon  Ffl  nicht  nur  durch  die  /x  Operationen  T^.7  sondern 
auch  noch  durch  die  ^  Operationen  zweiter  Art  VkA  von  erlaubter 
Abandoning  abgesehen  in  sich  iiber,  unter  welchen  Operationen 
sich  insbesondere  auch  die  Spiegelungen  an  den  F^  durchziehenden 
Kreisen  der  Modulteilung  finden.  Wir  nannten  in  diesem  Falle 
das  Polygon  F^  regular  ~  symmetriscli  and  werden  jetzt  diese  Be- 
nennung  auf  die  beztigliche  geschlossene  Flache  F^  fiber tragen,  in- 
deni  wir  sagen?  dieselbe  trage  eine  regular-symmetrische  Eint&ilung  in 
2p  ElementardreiecJce.  Abgesehen  von  den  bislang  besprochenen  ^  Trans- 
formationen der  Flache  F^  in  sich  kornrnen  hier  noch  p  neue  hinzu, 
die  wir  als  ,/Transforrnationen  mit  Umlegung  der  Winkel"  bezeichnen 
werden.  Auch  durch  sie  wird  das  Dreiecksnetz  der  Flache  F^  unter 
Aufrechterhaltung  seiner  Continuitat  in  sieh  tibergefuhrt?  doch  so, 
dass  schraffierte  und  nicht  -  schraffierte  Dreiecke  gegen  einander  ver- 

*)  Es  iat  empfehlenswert,  dass  man  diese  Verhaltnisse  auch  noch  unter 
HeranziehuBg  der  unendlich  oft  fiberdeckten  FJliche  F  durchdenkt,  von  welcher 
in  dor  Note  p.  332  u.  f.  die  Rede  war. 
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tauscht  werden.  Insbesondere  finden  sieh  unter  diesen  p  Trans- 
formationen  aucli  solche,  bei  denen  ganze  aus  Dreieeksseiten  be- 
stehende  Linienziige  der  Flache  Punkt  fur  Punkt  in  sieli  selbst  uber- 
gefiihrt  werden.  Derartige  Transformationen,  die  den  Spiegelungen 
der  co-Halbebene  entsprechen,  werden  wir  symmetrisclie  Umformungen 
der  Flache  F^  in  sich  nennen;  iiberhaupt  aber  nennen  ^vir  jede  Flache, 
die  erne  oder  mehrere  solclie  Umformungen  in  sich  gestattet,  eine  sym- 
metrisclie*}.  1m  speciellen  wird  die  in  Rede  stehende  regular-sym- 
nietrisclie  Flache  F^  langs  jeder  aus  Dreiecksseiten  ihrer  Teilung 
zusanimengesetzten  Linie  Symnietrie  zeigen;  denn  die  zu  Grunde 
liegende,  in  der  erweiterten  Modulgruppe  F  ausgezeichnete  Unter- 
gruppe  f^  ist  ja  als  solche  niit  alien  in  f  enthaltenen  Spiegelungen 
vertauschbar.  Dass  es  sich  bei  alien  diesen  geornetrischen  Aussagen 
hier  allenthalben  nur  um  Lagenbeziehungen,  nicht  um  Massbeziehungen 
handelt,  branch  en  wir  kaum  noch  einmal  hinzuzusetzen. 

Letzten  Endes  bemerken  wir  noch?  dass  die  2p,  Transforinationen 
unserer  regular  -  syruruetrischen  Flache  in  sich  wieder  eine  Grruppe 
bilden  werden,  in  der  man  sofort  die  G^  des  §  6  erkennt. 

§  11.   TeiTweise  Regularitat  oder  Symmetrie  der  Flachen  Fp  bei  relativ 
ausgezeiohneten  Untergruppen  f^. 

Wir  haben  bislang  allein  den  aussersten  Fall  betrachtet;  dass  eine 
vorgelegte  Untergruppe  f^  in  der  Gesanitgruppe  f  bez.  f  ausgezeichnet 
iat.  Unsere  gegebenen  Entwicklungen  lassen  sich  aber  auch  auf  die 
iibrigen  Gruppen  f^  verallgemeinern.  Wir  niiissen  da  auf  die  um- 
fassendste  Gruppe  f^  zuriickgehen,  in  welcher  die  gerade  betrachtete 
f^  ausgezeichnet  enthalten  ist.  Der  Index  p'  derselben  ist  ein  Teiler 

von  ft  und  also  ist  -^  =  t  eine  ganse  Zahl.    Dieselbe  ergiebt  zufolge 

der  Entwicklungen  in  §§  7,  8  (p.  322  n.  f.)  den  Index,  welcher  f^  als 
einer  Untergruppe  von  f/4'  zukommt.  Wir  konnen  das  aber  auch  dahin 

*)  Die  symmetrischen  Flachen  wurden  zum  ersten  Male  in  der  schon  oben 
(p.  331)  genannten  Schrift  von  Klein:  ^ffber  Xtiemann's  Theorie  etc"  in,  all- 
gemeiner  Weise  betrachtet;  hieran  schliesst  sich  die  Abhandlung  von  G.  Wei- 
chold,  Ubcr  symmetrische  Riemann'scTie  JTlaclien  und  die  Periodicitatsmoduln 
der  gugehorigen  Abel'schen  Normalintegrale  erster  Gattung,  in  der  ,,Zeitschrift  fur 
Mathematik  und  Physik"  Bd.  28  p.  321  (1883).  Wir  werden  noch  mehrfach  Ge- 
legenheit  haben,  auf  die  betreffende  Theorie  zuruckzukommen ,  bei  der  es  sich 
iibrigens  zum  Unterschied  von  den  gegenwartig  im  Texte  vorliegenden  tTber- 
legungen  um  ,,conformea  symmetrische  Beziehungen  einer  Flache  auf  sich  selbst 
handelt. 

Klein- Fricko,  Modtafunotionoax.  22 
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ausdrucken,  dass  es  im  Reprasentantensystem  der  Untergruppe  f^  ini 
ganzen  t  der  F/  angehorende  Substitutionen  giebt.  Sie  mogen  durcli 
17  F1?  F2;  •  •  •,  F*  bezeiclinet  sein. 

Die  r  gewonnenen  Substitutionen  1,  F1?  F2;  •  •  •,  V*  sind  die- 
jenigen  unter  den  ku  Substitutionen  des  zu  fa  gehorenden  Reprasen- 
tantensystems,  welche  mit  f^  vertauschbar  sind  und  eben  deshalb  das 
bezuglicne  Polygon  F^  von  erlaubter  Abanderung  abgesehen  in  sich 
uberfiihren.  Wir  finden  so:  Unter  den  angegelenen  Verlidltnissen  Idsst 
die  zu  f«  geltorende  gesclilossene  Fldclie  t  solclie  Transformationen  in  sicJi 
&u,  ~bei  der  Hire  Eintellang  in  p  Doppeldreiecke  mit  sich  selbst  siw 
Deciding  Jcommt  Hier  kommen  wir  nun  fur  x  =  ft  und  also  fa'  =  f 
auf  den  ira  vorigen  Paragraphen  abgehandelten  Fall  zuruek,  wahrend 
wir  fur  r  =  1  in  f^  eine  nur  in  sich  selbst  ausgezeicnnet  enthaltene 
Untergruppe  haben.  Im  letzteren  Palle  nennen  wir  die  Teilung  der 
zugehorigen  Plache  F>u  irregular,  wahrend  wir  fur  die  zwischenliegen- 
den  Falle  1  <  t  <  ^  yon  einer  teilweisen  Regiilaritat  der  beziiglichen 
Plachen  F^  sprechen*). 

An  dieser  Stelle  werden  wir  auch  noch  derjenigen  Untergruppen 
gedenken,  welche  der  Erweiterung  vermoge  einer  Spiegelung  V  fahig 
sind;  denn  das  heisst  offenbar,  f^  sei  in  der  solchergestalt  entspringenden 
erweiterten  Grruppe  f^  relativ  ausgezeichnet.  Wir  konnen  das  Polygon  F^ 
so  gelegt  denken,  dass  der  Spiegelkreis  von  F  durch  F^  hindurchzieht. 
Man  sieht  so,  dass  die  geschlossene  Fldche  F^  eine  symmetrisclie  ist;  denn 
sie  lasst  jedenfalls  eine  V  entsprechende  symmetrische  Umformung  in  sich 
zu;  bei  welcher  die  aus  dem  Spiegelkreis  von  F  entspringende  Linie  der 
Flache  F^  und  vielleicht  auch  noch  weitere  Linien  derselben**)  punkt- 
weise  sich  selbst  entsprechen.  Dass  aber  unsere  Flache  gar  nicht  be- 
zuglich  aller  Linien  ihrer  Teilung  mit  sich  selbst  symmetrisch  zu  sein 
braucht;  konnten  wir  etwa  dadurch  andeuten,  dass  wir  sie  im  gegen- 
wartigen  Falle  teilweise  symmetrisch  nennen.  Doch  wiirde  das  mit 
der  oben  (p.  337)  eingefohrten  Begriffsbestimmung  der  ?;symmetrischen 
Flache"  nicht  in  tJbereinstimmung  sein. 

*)  Iix  diesem  B'alle  geben  gewisse  (if  dem  Polygon  F^  angehSrige  Doppel- 
dreiecke ein  Polygon  F^,  fur  r^,.  Wir  fassen  dieselben  aiaf  der  Flache  F  zum 
Bereich  F^,  zusaramen  und  werden  durch  Ausubung  der  T  Transformationen  von 
F^  in  sicn  F^,  im  ganzen  in  t  Bereiche  transformieren,  die  nun  unsere  Flache  F 
vollst'andig  umspannen.  Sie  bilden  dann  fur  die  Oberflache  F^  ersichtiich  wieder 
eine  regnlare  Einteilung  im  allgemeinen  Sinne  des  vorigen  Paragraphen. 

**)  Zur   nalaeren   Erlauterang   miissen    wir    hier   durchaus   auf  die    spafceren 
Einzelausfiihrungen  verweisen. 
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Zweckinassige  Beispiele  liefern  hier  die  rs  des  vorigen  Kapitels. 
Die  ihnen  zugehorigen  JET8  sind  irregular  und  teilweise  symmetriseh, 
wie  man  leicht  bemerken  wird. 

§    12.      ILegeln    zur   Bereclrrmng    des    Gesehleehtes   p    einer    Unter- 

gruppe  fw.     Diophantische  Grleichung  fur  ausgezeicnnete 

Untergruppen. 

Um  eine  bequeme  Formel  fur  die  Berechnung  des  Gesclilechts  p 
einer  vorgelegten  Ontergruppe  fa  zu  gewinnen,  denken  wir  uns  die 
Elementardreiecke  der  zugehorigen  geschlossenen  Flaehe  JPtt  um  der 
Einfachheit  willen  als  ebene  und  dementspreehend  als  geradlinig 
begrenzt.  Wir  haben  dann  in  Fp  ein  ini  allgemeinen  mehrfacli  zu- 
sainmerihangendes  Polyeder  vor  uns,  welches  wir  als  ein  solches  vom 
G-esclileclite  p  bezeichnen  werden.  Die  einzelnen  Elementardreiecke  geben 
dessen  Flachen,  die  Dreiecksseiten  dessen  Kanten,  die  mit  9,  i9  ioo 
aquivalenten  Punkte  auf  F^  endlich  die  Ecken  des  Polyeders.  Die 
Anzahlen  dieser  drei  Elemente  unseres  Polyeders  bezeichnen  wir  bez. 
durch  f,  Ik  und  e  und  haben  dann  auf  Grund  des  verallgemeinerten 
Euler;schen  Satzes  fur  Polyeder  unserer  Art  zwischen  diesen  Anzahlen 
und  deni  Geschlechte  p  von  F^  die  Gleichung*): 
(1)  e  +  f=Jc-2p  +  2. 


*)  Da  der  Beweis  der  Verallgemeinerung  des  Euler'schen  Polyedersatzes  fiir 
p  ;>  0  nicht  sehr  bekannt  zu  sein  scheint,  so  schalten  wir  Her  eine  kurze  An- 
deutung  \iber  denselben  ein.  Man  zerschneide  Torab  durch  Zp  Querschnitte  die 
Flache  Fp  derart  in  eine  einfach  zusammenh'angende,  dass  die  Querschnitte  eine 
in  sich  zuriicklaufende  Randcurve  fa'r  F^  bilden.  (Man  vgl.  bier  die  in  Betracht 
komuaenden  ErSrterungen  im  ersten  Kapitel  des  folgenden  Abschnitts  und  nament- 
lich  auch  die  dort  gegebene  Figur.)  Man  verfahrt  nun  zunachst  genau  wie  beim 
elementaren  Beweis  fiir  p  =  o,  indem  man  nach  und  naeh  alle  nicht  von  den 
Querschnitten  durchzogenen  Dreiecke  des  Polyeders  abtragt  und  dabei  jedesmal 
die  riickbleibenden  Zahlen  e,  ft  Jc  controliert.  Die  Oberlegung  ist  in  der  That 
genau  die  elementare,  da  wir  einen  einfach  zusammenhangenden  Dreieckscomplex 
abtragen.  Sind  alle  von  Querschnitten  nicht  durchzogenen  Dreiecke  fort,  so 
bleiben  uns  nun  %p  einzeln  ringformig  geschlossene  Ketten  von  Dreiecken,  die 
teils  direct,  teils  durch  weitere  als  Bander  fungierende  Dreiecksketten  mit  ein- 
ander  vereint  sind  und  solchergestalt  ein  zusammenhangendes  Gerippe  der 
Flache  F^  bilden.  Jetzt  trenne  man  jede  der  gedachten  2p  Dreiecksketten  langs 
einer  ihrer  Kanten  auf,  wodurch  die  gerade  erreichte  Anzahl  k  bei  unveranderten 
e,  f  einen  Zuwachs  um  2jp  erfahrt.  Dergestalt  erh'alt  man  wieder  einen  einfach 
zusammenhangenden  Dreieckscomplex  und  bringt  den  Beweis  durch  die  bekannte 
elementare  Uberlegung  zum  Abschluss.  Man  hat  also  in  der  f ur  p  =  0  geltenden 
Formel  nur  Jc  um  2p  zu  vermindern,  um  die  allgemein  gultige  Formel  zu  er- 
halten^  so  dass  sich  (1)  in  der  That  bestatigt. 

22* 


340  II,  5.   Allgemeiner  Ansatz 

Um  diese  Formel  in  eine  fur  uns  zweekmassigere  Gestalt  uber- 
zufuhren,  bemerken  wir  zuvorderst,  dass  f  mit  der  Anzahl  2p  der 
Blementardreiecke  unserer  Flaclie  F^  identisch  ist.  Formel  (1)  kann 
man  also  in  die  Gestalt  tiberfuhren: 

JP  —  —  P  +  1  +  y  (£  —  *)• 

Des  weiteren  denken  wir  die  Ecken  des  Polyeders  d.  i.  die  mit  i,  Q 
oder  ioo  aquivalenten  Punkte  auf  F^  in  irgend  einer  Reihenfolge  mit 
den  Nummern  1?  2,  3,  •  •  -,  e  versehen.  Moge  dann  die  o/te  unter 
ihnen  von  2nv  Blementardreiecken  umlagert  sein  (cf.  p.  330),  so  werden 
in  ihr  2nv  Kanten  des  Polyeders  zusamraenlaufen.  Bilden  wir  jetzt 

e 

die  Summe  **^2nv,  so  ist  in  ihr  jede  Kante  oflfenbar  doppelt  gezahlt, 


so  dass  wir  Jc  =  xr  erhalten.     Da  tiberdies   die  Gliederzabl   dieser 

r=l 

Summe  gleich  e  ist,  so  haben  wir: 

e 

Jc  -  e  =(nv  —  1) 


nnd  erlialten  demgemdss  als  endgiiltige  Formel  fur  das  Geschleclit  p  unserer 
Tfntergruppe  F^: 

(2)  ^  =  -^+1.     ^n-~i 


Insbesondere  yerfolgen  wir  diese  Formel  fur  den  Fall  einer  in  f 
ansgezeichneten  TJntergruppe  f^.  Ftir  eine  solcbe  haben  aquivalente 
Ecken  immer  die  gleiche  Zahl  nv,  und  zwar  ist  fiir  die  mit  i  aqui- 
valenten Ecken  nacli  §  9  u.  f.  nv  entweder  1  oder  2,  desgleicnen  ist 
fur  die  mit  Q  aquivalenten  Ecken  nv  entweder  1  oder  37  wahrend 
fiir  die  dritte  Kategorie  d.  h.  fur  die  mit  ioo  aquivalenten  Ecken  der 
eintretende  Zahlwert  nv  von  vornherein  nocn  niclit  naber  bestinimt 
ist.  Nennen  wir  diese  drei  fiir  unsere  ausgezeichnete  Untergruppe  F^ 
in  Betracht  kommenden  Anzahlen  bez.  n^  n$,  n&,  so  lieisse  fortan  die 
Zusammenstellung : 

{nt,    nQ9    n*} 

das  $ur  ausgezeiclmeten    Untergruppe  F^   gehoriga   Vergweigungsschema*'). 
Nun  lasst  sich  die  Anzahl  der  Ecken  der  drei  Kategorien  ini  gegen- 


*)  Die  Bedeutung   dieser  Benennung  werden  wir   spater   noclx  eingehender 
erl'atitern. 
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wartigen  Falle  leicht  berechnen.  Das  einzelne  Elernentardreieck  be- 
teiligt  sich  mit  je  einer  Ecke  an  der  einzelnen  der  drei  Kategorien 
der  in  Rede  stehenden  Punkte  von  F^.  Da  nun  der  einzelne  z*  B. 
mit  Q  aquivalente  Punkt  von  2nf^  Dreiecken  umlagert  ist,  so  wird 

—  die  Anzahl  der  Punkte  dieser  Kategorie  sein.    Entsprechend  finden 

2W><? 

sich  auf  Fp  im  ganzen  —  mit  i  and  endlieh  —    mit  too   aquivalente 

Punkte.  Die  unter  (2)  gegebene  Forrnel  gestattet  demnach  fiir  eine 
ausgezeichnete  Untergruppe  folgende  speeielle  Schreibweise: 

—  i         (i     «  —  i         p     ww  —  1 


(3) 


Pormel  (3)  ist  eine  diopliantisdie  Bedingung  fiir  Verzweigungs- 
schema,  Index  und  Geschlecnt  einer  ausgezeiclineten  Untergruppe,  die 
durch  jede  in  der  f  enthaltene  ausgezeichnete  Untergruppe  befriedigt 
wircL  Wir  dilrfen  aber  Tteineswegs  diesen  Satz  dime  tveiteres  umMiren. 
Einer  Losung  von  (3)  in  ganzen  Zahlen  kann  moglicherweise  eine 
ausgezeichnete  T^  entsprechen;  es  konnen  aber  auch  ebenso  gut  mehrere 
oder  iiberhaupt  keine  ausgezeichnete  f^  existieren,  welche  einer  ge- 
fundenen  Losung  von  (3)  entsprechen,. 

Wir  bringen  jetzt  die  Formel  (3)  sogleich  zur  Verwendung;  indem 
wir  fragen,  ob  es  ausgezeichnete  f^  vom  Yerzweigungsschema  {  1,  1,  n^  } 
giebt.  In  diesem  Falle  nimmt  (3)  nach  leichter  Zwischenrecbnung 
die  Gestalt  an: 


Bei   der    Bedeutung   von  p,  ^  und  n^    folgt   notwendig  p  =  0   und 
Kn*  +  !)  "  2w«>  woraus  sich 


_ 

*>          2  —  ft 

berechnet.  Da  aber  nw  eine  ganze  positive  Zahl  sein  soil,  so  ist 
offenbar  ^  =  1,  »w  =1,  woraus  man  sofort  schliesst,  dass  die  Ge- 
samtgruppe  T  die  einzige  hiergehorige  Gruppe  ist. 

In  entsprechender  Weise  discutiere  man  die  beiden  Schemata 
{2,  1,  nm}  und  {1,  3;  nx}?  wobei  man  beaehte,  dass  unter  den.  sich 
einstellenden  Losungen  von  (3)  in  ganzen  Zahlen  nur  die  brauchbar 
sein  konnen,  lei  denen  n^  Teiler  von  ^  ist  Man  findet  so  nur  zwei 
Moglichkeiten: 

p=0,     ^==2,     Schema:   {2?  1,  2}; 

jj  —  0,     ^t  =  3;     .....   {1,  3,  3}, 
denen,  wie  wir  beilaufig  anftihren,  in  der  That  zwei  ausgezeichnete  Unter- 
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gruppen  T2  und  T3  entsprechen*).     Alle  ubrigm  ausgezeiclmeten  Unter- 
gruppen  fa   lesiteen   das    Verziveigungsscliema    {2,  3,  n}    und   genilgen 
also  der  diopJiantischen  Gleicfmng: 
(4)  12  np  +  fi(6  —  n)  =  12w? 

in  der  wir  fortan  den  Index  bei  n^  unterdriicken. 

Discutieren  wir  (4)  sogleich  fiir  die  niedersten  Werte  von  p,  wo- 
bei  wir  vorgreifend  imrner  sogleich  anzeigen,  fur  welche  der  entspringen- 
den  Losungen  Untergruppen  spaterhin  wirklich  auftreten  werden. 

Erstlich  haben  wir  fur  p  —  0,  da  n  in  diesem  Falle  ersichtlich 
<  6  sein  muss,  folgende  vier  Mogliclikeiten: 

^  =  6    ,     Schema:  (2,  3,  2}, 

j*  =  12, {2,  3,  3}, 

®  ^  =  24, {2,3,4}, 

..  f$r\  f  o     Q     R  1 

^t  ^  ou ,     .....   \<£y  O}  ^  j  ? 

in  denen  uns  wohlbekannte  Zahlen  entgegentreten,  und  dereu  jecler 
wir  im  folgenden  Kapitel  je  eine  entsprechende  Untergruppe  f^  zu- 
ordnen  werden. 

Wir  setzen  ferner  p  =  1  und  finden  n  =  6,  so  dass  die  aus- 
geseiclmet&n  Untergruppen  f^  des  Geschlechtes  p  =  1  diejenigen  voni 
Schema  {2,  3,  6}  sind]  ft  bleibt  zunachst  unbestimmt,  und  dem  ent- 
spricht  der  Unistand,  dass  es  in  der  Modidgruppe  ausgesdchnete  Unter- 
gnvppen  mit  p  =  1  in  unendliclier  Za~hl  giebt. 

Fur  alle  Geschlechter  p  >  1  schreiben  wir  (4)  in  der  Form: 

(6)  ^  =  n  - 


n  —  6 


wo  nun  12(p  —  1)  durch  (n  —  6)  teilbar  sein  muss,  da  n  Teiler  von  p 
ist.  Bei  gegebenem  p  giebt  es  Imr  also  nur  eine  legremte  Zahl  von 
Losungen  p,  n.  Fiir  die  niedersten  Werte  von  p  und  n  stellen  wir 
hier  einige  Losungen  tabellarisch  zusammen: 


(7) 


p 

n 

f* 

2 

1 

84 

2 

8 

48 

2 

9 

36 

3 

7 

168 

3 

8 

96 

*)  Die  T2  ist  diejenige  Untergruppe,  welche  wir  unter  dieaer  Bezeichnung 
bereits  in  §  8  des  vorigen  Zapitels  (p.  288)  kennen  lernten. 
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Fur  die  zweite,  vierte  und  funfte  dieser  Losungen  werden  wir  spater- 
hin  in  der  That  ausgezeichnete  Untergruppen  T4S?  ries,  T96  kennen 
lernen.  

Diese  letzten  Erorterungen  sind  hier  selbstverstandlick  nur  ganz 
vorlanfige;  denn  sie  ergeben  uns  nur  die  Moglichkeit  der  Esistenz 
gewisser  ausgezeichneter  Untergruppen,  niclit  scLon  diese  selbst.  Um 
so  mehr  haben  wir  aber  nun  Veranlassung,  nach  Mitteln  zu  suchen, 
welche  uns  die  thatsacTilicli  esistierenden  Untergruppen  der  Modal- 
gruppe  kennen  lehren. 


Sechstes  Kapitel. 

Definition  samtlicher  Untergruppen  der  lHodulgruppe  durch  die 

Flachen  F^. 

Im  vorigen  Kapitel  dachten  wir  uns  eine  beliebige  Untergruppe  der 
Modulgruppe  f  als  gegeben  und  haben  an  ihr  in  abstractor  Weise 
eine  Reihe  von  Begriffsbestiminungen  eingeiibt.  Nun  ist  es  an  uns, 
die  Prage  naeh  den  wirklich  esistierenden  Untergruppen  von  f  auf- 
zuwerfen  und  uns  also  nach  Mitteln  umzusehen,  vermoge  deren  wir 
diese  Untergruppen  zu  defmieren  On.  Stande  sind.  Wir  werden  in  dieseni 
Sinne  zuvorderst  eine  allgeineine  Massnahme  zur  Bestimmung  sanitlicher 
Untergruppen  der  Modulgruppe  zu  entwickeln  haben.  Dariiber  hinaus  aber 
werden  wir  im  gegenwartigen  und  den  nachst  folgenden  Kapiteln  einen 
Teil  der  Untergruppen  von  f  wirklicb  bis  ins  einzelne  kennen  lernen; 
wobei  uns  dann  diese  besonderen  Untergruppen  die  allgemeinen  Erorte- 
rungen  des  vorigen  Kapitels  in  schonster  Weise  veranschauliehen  werden. 

§  1.    Methode,  durcli  Fundamentalpolygone  oder  Flacheu  F^ 
Untergrappen  zu  definieren:  Der  "Verzweigungssatz. 

Ini  vorigen  Eapitel  haben  wir  einer  vorgelegten  Untergruppe  I",, 
von  endlichem  Index  ^  (denn  auch  hier  schieben  wir  die  Betrachtung 
des  Falles  ^  =  oo  noch  hinaus)  ein  Fundamentalpolygon  F^  zugeordiiet 
und  dieses  zur  geschlossenen  Flache  Fp  zusammengebogen.  Die 
Eigenart  von  F^  in  der  einen  oder  anderen  Gestalt  mlissen  wir  uns 
hier  noch  eiumal  deutlich  vergegenwartigen  ?  und  wir  kniipfen  etwa 
sogleich  an  das  Netz  der  2ft  abwechselnd  schraffierten  und  freien  Ele- 
mentardreiecke  an;  welches  die  geschlossene  Flache  Fp  umspannt. 
Diese  Dreiecke  schaarten  sich  in  charakteristischer  Weise  um  ihre 
Eckpunkte,  welche  letztere  in  drei  Kategorien  zerfielen,  je  nachdeni 
sie  in  der  o-Halbebene  mit  co  ==  i9  Q  oder  ioo  Equivalent  waren.  Da 
wir  diese  Eckpunkte  der  Dreiecke  auf  F^  hinfort  sehr  haufig  zu 
nennen  haben  werden,  so  wollen  wir  die  mit  i  aquivalenten  kurz 
durch  aly  a%,  a3,  •  •  -  bezeichnen  und  zusammenfassend  als  die  Punkte  a 
von  Fju,  benennen;  entsprechend  heissen  die  mit  0  aquivalenten  Eck- 
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punkte  kurz  die  Punkte  6  and  endlich  die  mit  ioo  aquivalenten  die 
Punkte  c  von  F^,  wobei  wir  in  beiden  Fallen  zur  Unterscheidung 
versehiedener  Punkte  derselben  Kategorie  wieder  untere  Indices  bei  & 
oder  c  zur  Verwendung  bringen.  Nun  sprach  sich  die  Eigenart  un- 
seres  Dreiecksnetzes  vor  alleni  in  folgenden  Lagenbeziehungen  aus: 
Em  einzelner  Punkt  a  unserer  Fldclie  tvar  entiveder  von  stwei  oder  vier 
neben  einander  liegenden  Elementardreiecken*}  timlagert;  ein  einzelner 
Pimkt  6  ^car  desgleiclien  von  givei  oder  secJis,  ein  einzelner  Punkt  c  end- 
lich von  irgend  einer  geraden  AnzaJil  neben  einander  liegender  Elementar- 
dreiecke  umlagert. 

Man  beacbte  jetzt;  dass  umgekehrt  durcb.  Angabe  des  Funda- 
ment alp  olygons  Fp  unsere  vorliegende  Untergruppe  fu  hatte  definiert 
werden  konnen^  denn  die  auf  einander  bezogenen  Randeurven  dieses 
Polygons  bestirumen  ein  System  von  erzeugenden  Substitutionen  von 
r^  und  damit  diese  Untergruppe  selbst.  Ebenso  gut  konnten  wir 
aber  auch  f^  durch  die  geschlossene  Flache  FtU  definiert  denken;  wenn 
nur  dabei  noch  festgestellt  isfc,  welcbes  Doppeldreieck  der  Flacbe  dem 
Ausgangsdreieck  1  der  eo-Halbebene  zugeordnet  ist.  Aufs  leictteste 
werden  wir  namlicli  die  Flacbe  riickw'arts  in  der  o-Halbebene  aus- 
breiten;  indem  wir  zuvorderst  das  eben  genieinte  Doppeldreieck  aus 
der  Flache  ausscbneiden  und  iiber  dem  Doppeldreieck  1  der  Halbebene 
ausbreiten,  sowie  dann  weiter  Elementardreieck  fiir  Elementardreieck 
von  der  Flache  abtragen  und  in  der  o>- Halbebene  an  richtiger  Stelle  an- 
lagern.  Wir  werden  diese  Massnahme  noch  in  mannigfaltigster  Weise 
ausfiihren  konnen;  es  ist  aber  nach  den  tJberlegungen  in  §  9  des 
vorigen  Kapitels  (p.  328  u.  f.)  sofort  deutlich,  dass  hierdurch  die  zu- 
gehorige  Untergruppe  f^  keinerlei  Anderung  erfahrt.  In  der  That 
lassen  sich  alle  Polygone  der  o -Halbebene,  welche  wir  durch  ver- 
schiedenartige  Abtragung  der  Elementardreiecke  erhalten  rnogen,  aus 
einem  unter  ihnen  z.  B.  dem  ursprtinglichen  Polygon  F^  durch  erlattbte 
Abdnderung  herstellen. 

Hatten  wir  iibrigens  nicht  wie  soeben  das  Doppeldreieck  1  der  Flache, 
sondern  vielmehr  ein  anderes,  etwa  F&,  deni  Ausgangsdreieck  1  der 
Halbebene  zugeordnet  und  dann  auf  Grund  dieser  Zuordnung  die  Flache 
in  der  Halbebene  ausgebreitet;  so  wiirden  wir  ersichtlich  ein  Polygon 
F[t  erhalten  haben,  welches  aus  obigem  F^  vermoge  der  Substitution 
VjT1  hergestellt  wird.  Dieses  Polygon  F^  ist  aber  zufolge  §  5  des 

*)  Es  ist  ein  nicht  v611ig  stranger  Ausdrnck,  wenn  wir  sagen,  dass  gegebenen 
Falls  zwei  ,^Dreiecke"  einen  Punkt  a  umlagern.  Indessen  werden  wir  ihn  dock 
beibehalten  und  also  einen  solchen  Punkt  a  als  Bckpunkt  zweier  Dreiecke  an- 
sehen,  die  dort  einen  Winkel  von  180°  haben. 
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vorigen  Kapitels  (p.  318)  dasjenige  der  mit  f^  gleichberechtigten  Unter- 
gruppe  r^=  VjT  lr/tiFft;  und  also  haben  wir  den  Satz:  Durcli  die  ge- 
scMossene  Fldclie  Ffi  ist  die  vorgelegte  Untergruppe  f^  oder  eine  mit  ihr 
gleiclibereclitigte  definiert,  je  naclidem  wir  das  Doppeldreieck  1  der  Flache 
oder  em  anderes  dem  Doppeldreieck  1  der  Halbebene  wiordnen. 

Diese  Uherlegungen  fiihren  uns  nun  miihelos  zu  dem  Hauptsatze 
bin,  um  welchen  es  uns  hier  zu  thun  ist.  Bs  moge  jetzt  nanilich 
irgend  eine  vbllig  beliebige  gescLlossene  Flache  gegeben  sein,  um- 
spannt  von  einem  Netze  von  2^  Dreiecken,  welche  diejenigen  charak- 
teristischen  Lagerungsverhaltnisse  darbieten,  die  wir  vorhin  als  bei  den 
Plachen  F^  vorhanden  erkannten:  Immer  definiert  uns  dann  im  Sinne 
unserer  vorliergelwnden  IJlerlegimg  diese  undbhangig  gegelene  gesMossene 
Flactie  vermoge  Hirer  Dreiecksteilung  ein  System  gleichfoerechtigter  Unter- 
gruppen  der  Modulgmppe  vom  Index  p,  unter  denen  wir  dadurch  eine 
eingelne  charakterisieren,  dass  wir  ein  lestimmtes  Doppeldreieck  der  Fldclie 
dem  Doppeldreieck  1  der  Halbebene  guordnen.  Wir  benennen  den  so 
aufgestellten  Hauptsatz  fortan  als  wVerzweigungssatz"?  wobei  wir  die 
voile  Bedeutung  dieser  Benennung  erst  spater  aufweisen  werden*).  Die 
unabh*angig  gegebene  Flache  heisse  sogleich  F^  die  Eckpunkte  ihrer 
Teilung  wird  man  im  Einzelfalle  leicht  in  die  drei  Kategorien  son- 
dern  und  dann  in  obiger  Weise  wieder  als  Punkte  a,  &,  c  bezeichnen; 
endlicli  denken  wir  uns  auch  sogleich  die  Elementardreiecke  der 
Flache  in  richtiger  Folge  abwechselnd  schraffiert  und  frei  gelassen, 
wodurch  wir  nun  unsere  Flache  F^  in  zsweckmassiger  Art  zuni  Be- 
weise  des  Verzweigungssatzes  vorgerichtet  haben. 

§  2.    Herstellung  einer  Bezielmng  awisclien  der  geteilten  Flache  F^ 

und  der  o- Halbebene. 

Bevor  wir  zum  eigentlichen  Nachweise  des  Verzweigungssatzes 
ubergehen,  soil  durch  ein  schon  ofter  angewandtes  Verfahren  eine 
bestimmte  Beziehung  zwischen  der  gegebenen  Flache  F^  und  der 
o> -Halbebene  hergestellt  werden.  Wir  ordnen  zuvorderst  irgend  ein 
schraffiertes  Dreieck  der  auf  F^  gelegenen  Teilung  dem  schraffierten 
Ausgangsdreieck  der  G>  -  Halbebene  zu,  wobei  die  Ecken  a,  b,  c  des 
ersteren  Dreiecks  den  Punkten  c?  =  i9  Q,  ioo  bez.  zuzuweisen  sind, 
und  auch  die  sonstigen  Punkte  der  beiderseitigen  Dreiecke  einander 
naeh  irgend  einem  stetigen  Gesetze  wechselweise  eindeutig  eixtsprechen 
rnogen.  Daruber  hinaus  sollen  ferner  in  analoger  Weise  benachbarten 
Dreiecken  auf  F^  stets  im  '  gleichen  Sinne  benachbarte  Dreiecke  der 

*)  Cf.  Math.  Ann.  Bd.  14,  p.  128  (Note). 
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Modulteilung  entsprechen  und  uingekehrt;  finden  slch  dabei  zwei  ver- 
schiedene  Moduldreieeke  als  dem  namlichen  Dreiecke  der  Flache  F^ 
entsprechend,  so  ordnen  wir  die  inneren  Punkte  wieder  derarfc  einander  zu, 
dass  aquivalente  Punkte  der  beiden  Moduldreiecke  demselben  Punkte  der 
Flache  entsprechen.  Da  sowohl  die  Flache,  wie  die  Halbebene  ,,zu- 
sammenhangende"  Dreiecksnetze  tragen,  so  werden  wir  solcherart  jedem 
Dreieck  von  F«  wenigstens  ein  Moduldreieck,  jedem  Moduldreiecke 
aber  umgekehrt  wenigstens  ein  Dreieck  der  Flache  zugewiesen  finden. 
Seien  jetzt  CD  und  p  irgend  zwei  einander  entsprechende  Punkte 
der  Halbebene  und  Flache,  so  wollen  wir  genauer  naehsehen,  in 
welcher  Art  die  Umgebungen  unserer  beiden  Punkte  auf  einander  be- 
zogen  sind.  Wir  werden  das  in  der  Weise  than,  dass  wir  den  einen 
Punkt  auf  kleiner  kreisformiger  Bahn  umschreiten  und  zusehen,  wie 
der  entsprechende  Umgang  um  den  anderen  Punkt  ausfallt.  Sind 
unsere  beiden  Punkte  o>,  p  nicht  gerade  Ecken  der  beziiglichen  Tei- 
lungen,  so  ist  die  Sache  sehr  einfaeh,  es  zieht  dann  einmalige  Urn- 
kreisiing  von  CD  einmalige  von  p  nadi  sicli  und  umgekehrt.  Das  Gleiche  gilt 
auch,  wenn  p  ein  Punkt  a  oder  &  ist,  wofern  rnir  die  Zahl  der  p  um- 
gebenden  Dreiecke  dieselbe  ist,  also  4  oder  6,  wie  die  Zahl  der  den 
zugeordneten  Punkt  o>  umgebenden.  Dagegen  andert  sich  die  Sach- 
lage  in  diesem  Falle,  wenn  p}  was  ja  auch  vorkommen  kann,  yon  nur 
zwei  Dreiecken  umgeben  ist:  Alsdann  hat  einmalige  Umkreisung  von  o, 
je  naclidem  ivir  in  p  einen  Punkt  a  oder  6  haben,  zwei-  T>e&.  dreimalige 
Uwikreisimg  von  p  $wr  Folge.  Eine  besondere  Rolle  spielen  endlicli 
die  Punkte  c  in  diesem  Betracht.  Ist  p  ein  solcher;  so  ist  der  zu- 
geordnete  Punkt  &  (um  nicht  gerade  von  dem  besonderen  Werte 
a?  =  ^*oo  zu  sprechen)  ein  rationaler  reeller  Punkt  co  «=»  —  .  Die  2n 
um  p  im  Cjclus  zusamnienhangenden  Elementardreiecke  sind  d-lsdann 
den  Dreiecken  des  Bereiches  J?(—  J  zugewiesen*),  welcher  nun  die 

Rolle  der  Umgebung  von  o  =  —  spielt  Indem  wir  auf  den  Wegen 
zu  den  Punkten  c  bez.  —  eines  der  2n  Dreiecke  um  c  einem  be- 

7 

stimmten  Dreieck  von  J5  (~J  zugewiesen  f  anden,  erscheint  jetet  die  Um- 
gebung  von  c  auf  J?(—  J  ein-oo-deutig  ftezogen.  Jedem  Dreiecfc  von 
Bi^-J  finden  wir  namlich  offenbar  ein  Dreieck  aus  der  Umgebung 
von  c  zugeordnet;  einem  der  letzteren  aber  unendlich  viele  von  B\^~  J, 


*)  Hier  ist  die  Bezeiclxmingsweise  aus  II,  2  §  11,  p.  235  wieder  anfgenommen 
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welch  e  immer  in  Intervallen  von  2n  Elementardreiecken  im  Dreiecks- 

facher  s(— )  anf  einander  folgen. 

Moge  nun  wieder  ein  beliebiger  Punkt  co  im  7J>Innerna  der  Halb- 
ebene angenommen  sein,  wahrend  p  ein  ihm  entsprechender  Punkt 
von  Fft  ist.  Von  o>  aus  wollen  wir  einen  kleinen  sich  nicht  selbst 
tiberkreuzenden  geschlossenen  Weg  bis  CD  zuruckzeichnen,  der  vielleicht 
in  einem  einzigen  Moduldreieck  verlauft,  vielleicht  auch  in  benach- 
barte  Dreiecke  iibertritt  und  inoglicher  Weise  auch  einen  mit  Q  oder  i 
aquivalenten  Punkt  umgeht,  Dabei  denken  wir  uns  diesen  Weg  in 
der  Richtung  durchlaufen,  dass  er  den  kleinen  von  ihm  eingeschlos- 
senen  Bereich  im  positiven  Sinne  umgelit.  Wir  betrachten  den  ent- 
sprecbenden  Weg,  den  der  zugeborige  Punkt  auf  Fp  besclireibt. 
Offenbar  wird  derselbe  zufolge  der  Uberlegungen,  die  wir  gerade 
durcbfuhrten;  ebenfalls  geschlossen  sein  und  also  zu  p  zuruckftthren, 
mag  er  dabei  vorkommenden  Falls  einen  einzelnen  Punkt  a  oder  & 
der  Flacbe  FiU  niebrfacb  uinkreisen  oder  nicbt.  Auf  unseren  beiden 
geschlossenen  Bahnen  mogen  nun  co'  und  p'  irgend  zwei  einander  ent- 
sprecliende  Punkte  sein.  Da  machen  wir  jetzt  co'  zum  Ausgangspunkt 
einer  abnlichen  gesclilossenen  Babn,  wobei  wir  anfangs  eine  Heine 
Strecke  des  sehon  gezogenen  Weges  entgegen  der  damaligen  Fort- 
schreitungsricbtung  durcblaufen,  iin  tibrigen  aber  bis  zum  Endpunkt  CD' 
bin  jene  erstere  Babn  nicbt  weiter  treffen  wollen.  Die  neue  Bahn 
schliesst  in  der  o-Halbebene  einen  kleinen  Bereicb  ein;  welcber  sicb 
langs  der  nun  doppelt  durcblaufenen  Streeke  an  den  schon  eingegrenzten 
ersten  Bereicb  anlegt.  Entsprecbend  werden  wir  auf  F^  von  p'  aus 
anfangs  eine  Strecke  lang  die  schon  gezogene  Linie  im  entgegengesetzten 
Sinne  durchlaufen,  hernach  aber  abbiegen,  um  auf  geschlossenem  Wege 
nach  p'  zurftck  zu  gelangen.  Indem  wir  nunmebr  in  der  Halb- 
ebene  von  jenem  Punkte  CD  aus  unter  Beibehaltung  der  bisherigen 
Bewegungsrichtang  in  ununterbrochenem  Zuge  die  beiden  geschlossen  en 
Wege  durchlaufen,  konnen  wir  die  doppelt  beschriebene  Strecke  offen- 
bar  sparen  und  gewinnen  einen  grosseren  von  o  entspringenden  ge- 
schlossenen  Weg.  Wir  haben  dann  offenbar  demselben  entsprechend 
auf  Fp  einen  von  p  entspringenden  und  gleichfalls  geschlossenen  Weg. 
Da  aber  die  co-Halbebene  einen  ,,einfach"  zusammenhaugenden  Bereich 
darstellt,  so  kann  man  durch  Fortsetzung  des  eingeschlagenen  Yer- 
fahrens  iiberhaupt  zu  jedem  von  o  entspringenden  geschlossenen  Wege 
der  Halbebene  gelangen.  Wir  gewinnen  also  den  wichtigen  Satz: 
Bei  der  vorliegenden  Beziehung  #wischen  Flache  F^  und  o- Halbebene 
ist  jeder,  einem  geschlossenen  Wege  der  Halbebene  entsprecliende  Weg  der 
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Fldclte  Fp  gleiclifafts  gesclilossen.  Setzen  wir  dabei  nock  ausdrucklick 
kinzu,  dass  der  gescklossene  Weg  der  Halbebene  aucli  beliebig  sick 
selbst  iiberkreuzen  darf.  Immer  lasst  er  sick  nanilick  in  einem  solcken 
Falle  aus  niekreren  sicli  nickt  uberkreuzenden  gescklossenen  Wegen 
zusanimensetzen,  und  wenn  fur  diese  einzeln  der  ausgesprockene  Satz 
gilt,  so  gilt  er  offenbar  auck  fur  den  ganzen  Weg,  den  sie  zu- 
sammensetzen. 

Wir  zieken  nun  sogleick  eine  wicktige  Folgerung  aus  dieseru  Re- 
sultate.  Mogen  wir  auf  Grund  der  zu  Beginn  des  Paragraplien  ge- 
schejienen  Festsetzung  eineni  beliebig  herausgegriffenen  Moduldreieck 
ein  bestimmtes  Dreieck  auf  F^  zugeordnet  finden.  Wie  wir  dann  auch 
weiter  vermoge  des  verabredeten  Continuitatsgesetzes  den  sick  an- 
schliessenden  Moduldreiecken  Dreiecke  von  F>u  zuweisen,  kommen  wir 
auf  irgend  eineni  gesclilossenen  Wege  in  der  o-Halbebene  nock  ein- 
mal  zum  eben  gemeinten  Moduldreieck  zuruck,  so  finden  wir  ikm 
wieder  jenes  namlicke  Dreieck  auf  F^  zugeordnet;  denn  wir  kaben 
dann  auf  JPW  notwendig  aucli  einen  gescklossenen  Weg  besekrieben. 
Wir  kaben  so  den  Satz  bewiesen,  der  die  Grundlage  aller  folgenden 
Entwicklungen  ist:  Bei  der  vorliegenden  Be0iehung  woischen  der  Flache 
FH  mid  der  co-Halbebene  ist  einem  Dreieck  der  lefeteren  jedertseit  nur  ein 
eingiges  Dreieclc  der  Fldclie  F^  zugeordnet. 

Dass  unigekekrt  eineni  Dreieck  von  Ffl  unendlick  viele  Modul- 
dreiecke  entsprecken,  und  dass  also  eineni  gescklossenen  Wege  auf 
der  Flacke  keineswegs  stets  gescklossene  Wege  der  Halbebene  ent- 
sprecken,  braucken  wir  nickt  erst  zu  beweisen. 

§  3.    Ausbreitung  der  Flaclie  Fp  in  die  oo-HalTbebene.     Beweis 
des  Verzweigxuigssatzes.     Nachste  AjiwendTingen. 

Mit  Hilfe  der  so  gewonnenen  Einsickt  isfc  es  nun  sekr  leickt;  den  in 
§  1  aufgestellten  Verzweigungssatz  zu  verificieren.  Zu  dem  Ende  wollen 
wir  jetzt  die  Flacke  F^  auf  folgende  Weise  in  der  o?- Halbebene  aus- 
breiten.  Das  sckraffierte  Elementardreieck  von  Fp,  welckes  wir  dem 
sckraffierten  Ausgangsdreieck  der  Modulteilung  zuordneten,  sckneiden 
wir  aus  der  Flacke  keraus  und  breiten  es  uber  dieses  letztere  Dreieck 
aus.  Dann  tragen  wir  ein  weiteres  an  der  entstandenen  Offiuung  der 
FJacke  gelegenes  Dreieck  ab  und  lagern  es  dem  sckon  iibertragenen 
Dreieck  in  der  a>  -Halbebene  an.  Wir  fakren  so  fort,  bis  alle  2f& 
Dreiecke  der  Flacke  iibertragen  sind.  Keine  zwei  versckiedene  Dreiecke 
von  Fft  konnen  dabei  auf  das  namlicke  Moduldreieck  ausgebreitet  sein, 
denn  soiist  ware  letzteres  bei  der  ini  vorigen  Paragrapken  unter- 
suckten  Beziekung  von  Flacke  auf  Halbebene  zwei  Dreiecken  von  F^ 
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zugeordnet.  Wir  geicinmn  sonach  in  der  HaTbebene  einen  zusammen- 
Mngenden  Complex  von  2p  neben  einander  liegenden  ElementardreiecJcen, 
der  iibrigens  noch  in  sehr  verschiedener  Gestalt  auftreten  kann,  je 
naeh  der  Reihenfolge,  in  der  wir  die  Dreiecke  yon  F^  abtrugen.  Be- 
nennen  wir  unseren  Dreieckseomplex  als  Polygon  F^. 

Das  Polygon  FtU  wird  eine  Anzahl  freier  Randcurven  haben,  die 
zu  Paaren  auf  einander  bezogen  sind;  in  der  That  werden  wir  inimer 
solche  zwei  Randcurven  desselben  einander  zuordnen,  deren  Bilder  auf  Fp 
coincidieren.  Denken  wir  uns  die  betreffenden;  die  Randcurven  des  Poly- 
gons liefernden  Linienzuge  der  Teilung  von  Fiti  starker  markiert  oder 
geradezu  F^  langs  dieser  Linienzuge  zerschnitten.  Irgend  eineru  Mo* 
duldreieck,  welches  hart  am  Rande,  aber  ausserhalb  des  Polygons  F^ 
liegt,  entspricht  jetzt  im  Sinne  des  vorigen  Paragraphen  ersichtlich  ein 
Dreieck  der  Flache,  das  an  einem  gewissen  der  eben  ausgefuhrten  Schnitte 
der  Flache  gelegen  ist;  und  dieses  wieder  ging  bei  der  nun  geschehenen 
Ausbreitung  der  Flache  in  der  Halbebene  auf  ein  gewisses  hart  ani  Rande, 
aber  innerhalb  des  Polygons  gelegenes  Dreieck  iiber.  Die  Modulsub- 
stitution  erster  Art,  welche  das  erste  dieser  Dreiecke  in  das  dritte  iiber- 
fiihrt,  ist  offenbar  gerade  diejenige,  welche  die  eine  hier  in  Betracht 
komniende  Randcurve  des  Polygons  F^  in  die  andere  transformiert. 
Wir  stellen  uns  jetzt  auf  solche  Weise  das  ganze  System  der  Modul- 
substitutionen  erster  Art  auf;  welche  die  Oorrespondenz  zwischen  den 
Randcurven  des  Polygons  F^  zum  Ausdruck  hringen.  Seien  diese  Modul- 
substitutionen  erster  Art  durch 
(1)  t*t,  v^  •  -  -,  vm-i9  vm 

bezeichnet. 

Gehe  jetzt  ein  beliebiger  Punkt  CD  durch  Anwendung  einer  dieser 
Operationen  vk  in  &'  =  vk(<D*)  fiber,  so  denken  wir  uns  o  mit  &'  durch 
eine  in  der  o- Halbebene  verlaufende  Bahn  verbunden.  Diese  Bahn 
wird  sich  dann  stets  auf  dm  gesMossene  Linie  der  FlacJie  ubertragen. 
Denn  wie  wir  gerade  bei  der  Einfuhrung  von  vk  sahen^  sind  gewisse 
zwei  Moduldreiecke  V  und  F'=«;AFauf  dasselbe  Doppeldreieck  der 
Fl'ache  Fp  bezogen.  Bei  der  Art  unserer  Zuordnung  der  Flache  F^ 
und  der  o-Ealbebene  entspricht  dann  sofort  auch  den  beiden  Doppel- 
dreiecken  V'S  und  VS  das  namliche  Doppeldreieck  der  Flache  F^ 
wie  denn  auch  V  T  und  VT  einem  und  deruselben  Doppeldreieck  der 
Flache  zugeordnet  sind.  In  sehr  bekannter  Weise  schliessen  wir 
hieraus,  dass  iiberhaupt  je  zwei  Punkten  co  und  &f  —  ^(01)  der  Halbebene 
ein  und  derselbe  Punkt  der  Flache  F^  zugewiesen  ist. 

Wollen  wir  nunmehr  noch  durch  erlaubte  Abanderung,  die  wir 
offenbar  rait  unserem  Polygon  Fft  gerade  so  gut  vornehmen 
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wie  frulier  mit  den  Fundamentalpolygonen  der  Untergruppen,  das  Poly- 
gon Fp  derart  umgestalten,  dass  sich  die  2ta  Elenientardreiecke  zu 
[i  Doppeldreiecken  der  llodulteilung  zusammenordnen*).  DIese  letzteren 
niogen  die  Doppeldreiecke  1,  F1?  F2?  -  -  -;  F«-_i  der  ilodulteilung  sein, 
Benennungen,  die  wir  sofort  auch  auf  die  Doppeldreiecke  der  Flache  F^ 
ubertragen  denken. 

Jetzt  erzeugen  wir  durch  Combination  und  Wiederholung  der 
Substitutionen  (1)  eine  Gruppe  f'?  welcne  als  Untergruppe  in  der 
Modulgruppe  V  enthalten  ist  (vielleicht  auch,  was  wir  einstweilen 
noch  als  Mogiichkeit  zulassen  mussen,  mit  dieser  Gruppe  T  selbst  zu- 
sammenfallt).  Seien  die  neu  hinzukommenden  Substitutionen  von  f"  (in- 
dem  wir  auch  die  Identitat  in  dieselben  mit  aufnehmen)  durch  1,  vUt+i9 
Vm+z,  •  -  •  bezeichnet.  Da  jede  Randcurve  des  Polygons  FiU  auf  eine 
andere  bezogen  wurde  (vermoge  einer  Substitution  (1));  so  ergiebt  die 
unveranderte  Wiederholung  der  p.  312  vorgenommenen  tlberlegung, 
dass  zu  jedem  Punkte  «'  der  Halbebene  wenigstens  ein  beztiglich  f 
aquivalenter  Punkt  o  im  Polygon  F^  nachgewiesen  werden  kann. 
Liege  jetzt  o'  im  Doppeldreieck  V  der  Halbebene,  wahrend  der  relativ 
aquivalente  Punkt  CD  dem  innerhalb  Fp  gelegenen  Doppeldreieck  Vjg 
angehore.  Es  giebt  alsdann  fur  V  eine  Darstellung: 

(2)  '  F— 1>,7*, 

da  doch  gerade  o'  und  o>  beztiglich  f  Equivalent  sein  sollten.  Aber 
eine  Bahn  von  co  nach  a'  zieht  sich  auf  der  Flache  F^  weil  einer  Ope- 
ration v  entsprechend,  auf  einen  geschlossenen  Weg  zusammen.  7i  ist  also- 
dasjenige  wohlbestimmte  Doppeldreieck  von.  F^,  welches  wir  im  vorigen 
Paragraphen  eindeutig  dem  Moduldreieck  V  zugeordnet  fanden.  In  (2) 
erscheint  so  mit  gegebenem  V  auch  V*  und  demnach  auch  Substitution 
Vt  =  WiT*  eindeutig  bestimmt.  Man  hat  so  den  wichtigen  Satz: 
Jede  Modulsubstitution  erster  Art  gestattet  auf  eine  einzige  Weise  eine 
Darstelhmg  (2). 

Denken  wir  uns  jetzt  aus  unseren  hier  in  Rede  stehenden  Modul- 
substitutionen  «?t,  F&  ein  Schema  construiert?  welches  der  ausseren  Form 
nach  mit  dem  Schema  (1)?  p.  309,  ubereinstimmt,  so  ist  in  demselben 
dem  Gesagten  zufolge  jede  Modulsubstitution  erster  Art  aufgefiihrt  und 
jede  nur  einmal,  wobei  die  Substitutionen  der  Gruppe  1"  in  der  ersten 
Horizontalreihe  angeordnet  sind.  Diese  drei  Eigenschaften  des  aufge- 
bauten  Schema  gentigen,  um  in  ihni  das  zur  Untergruppe  f  im  Sinne 
von  §  1'  des  vorigen  Kapitels  (p.  308)  gehorige  Schema  zu  erkennen.  So 

*)  Wir  denken  also  hier  mit  F  diejenige  Umgestaltung  vorgenommen  ?  der 
p.  281  das  dort  untersuclite  Polygon  F6  unterworfen  wurde. 
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baben  wir  das  Resultat:  f  ist  'keinesicegs  mit  der  Gesamigruppe  T  iden- 
tisch,  sondern  eine  Untergruppe  ru  derseTben  vom  Index  ft.  Wir  er'kennen 
in  1,  F1;  F2?  •  •  •,  TV—I  ein  Eeprasentantensystetn  derselben,  im  Polygon 
FiU  einen  Fundamentalbereicli,  in  den  Sitbstitutionen  vly  v2)  •  •  •,  welche 
die  Kanten  de$  FundamentallereicJis  paanveise  zusammenordnen,  ein 
System  erzeugender  Substitutions  und  endlicli  in  der  Flciclie  Fft  die  f^ 
im  Sinne  von  §  9  des  vorigen  Kapitels  zugeliorige  geschlossene  FldcJie. 
Damit  aber  tab  en  wir  den  vollen  Beweis  des  Verzweigungssatzes  ge- 
ftilirt.  Dass  wir  nun  die  samtlichen  Entwicklungen  des  vorigen  Ka- 
pitels umkehren  konnen,  dass  wir  insbesondere  durch  eine  regular 
geteilte  Flache  F>u  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  f^  definieren  u.  s.  w.7 
sind  Folgernngen,  die  sich  jetzt  nacn  §  1>  p.  344  u.  f.?  von  selbst  versteben. 
Tor  allem  aber  ist  wesentiich,  dass  wir  aucb.  nocb  der  einfachen  und 
luckenlosen  Bedeckung  der  co-Halbebene  mit  unendlicb  vielen  Be- 
reichen  Fp,  F^}  F^}  •  •  •  gedenken,  die  wir  nacb  §  3  des  vorigen 
Kapitels  (p.  314)  den  Operationen  1,  vl9  v2,  •  -  -  unserer  gewonnenen 
Untergruppe  rfl  zuordnen.  Da  baben  wir  denn  fiir  die  im  vorigen 
Paragraphen  gegebene  1-oo-deutige  Beziehung  der  ^Flache"  Ffl  auf 
die  o-Halbebene  die  bequeinste  Anscnauung  gewonnen,  indeni  in  der 
That  die  Bereiche  FM  F^9  •  -  •  alle  die  unendlicb  vielen  Bilder  der 
Flache  in  der  c^-Halbebene  darstellen. 

Im  Verzweigungssatz  besitzen  wir  hiernacb  ein  vollig  allgemeines 
Mittel,  die  Untergruppen  der  Modulgruppe  zu  definieren 5  wir  konncn 
solcbergestalt  geradezu  zu  deren  Gesanitheit  gelangen.  Alle  Unter- 
gruppen z.  B.  eines  gegebenen  endlicben  Index  ^  aufzustellen,  bietet 
sich  nun  als  eine  durchfiihrbare  Aufgabe  dar.  Wir  wtirden  ubrigens  bei 
ihrer  Erledigung  statt  mit  den  gescblossenen  Flachen  sogleich  zweck- 
massiger  mit  den  Polygonen  F^  arbeiten.  Alle  moglichen  Complexe 
zu  ^  Doppeldreiecken  wiirden  wir  uns  zunacbst  bilden;  die  man  etwa 
vom  Ausgangsdreieck  1  aus  aufbauen  kann.  Ffir  den  einzelnen  Com- 
plex wiirden  wir  dann  eine  Zuordnung  der  Randcurven  festzustelleii 
haben,  die  der  einzigen  Bedingung  geniigt,  dass  beim  Fortgang  zur 
bezuglichen  geschlossenen  Flache  F^  die  Anordnung  der  Dreiecke  auf 
der  letzteren  den  Yorbediugungen  des  Verzweigungssatzes  geniigt. 
Diese  Zuordnung  der  Randcurven  mag  fur  den  einzelnen  Dreiecks- 
complex  noch  in  mannigfaltigster  Weise  herstellbar  sein.  Jedes  solcber- 
gestalt fertig  hergestellte  Polygon  F^  definiert  dann  eine  Untergruppe 
r^y  wobei  aber  alle  durcb  erlaubte  Abanderung  aus  einander  ent- 
springenden  Polygone  die  namlicbe  f^  definieren.  Man  wird  auf 
Grund  des  eben  durchlaufenen  Gedankenganges  leicbt  erkennen,  dass 
cs  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Untergruppen  f^  des  endlichen  Index  p 
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giebt;  aber  es  gehort  nur  ein  geringes  Mass  praktiseher  Handbabung 
der  ModulteiltiDg  dazu,  um  einzuseben,  dass  bei  nicbt  ganz  niedereii 
Zalilwerten  von  p  die  Anzahl  der  beziiglichen  Yu  alsbald  erne  ausser- 
ordentlicli  betraebtliche  wird. 


§  4.  Die  Kiigelnetze  der  regtdaren  Korper  und  die  ansgezeielineten 
Untergruppen  der  Modtilgrttppe  f  vom  G-esehleclite  p  =  0. 
Von  der  directen  nun  gewonnenen  Metliode  zur  Aufstellung  von 
Untergruppen  von  f  wollen  wir  jetzt  diejenige  Yerwendung  machen, 
die  im  Anschlusse  an  unsere  friiheren  Betrachtungen  besonders  nabe 
liegt.  Wir  betracbten  die  in  der  Theorie  der  regularen  Korper  auf- 
tretenden  regular  -  symmetrise! ten  Dreiecksteihingen  der  Kitgeloberfliiclie. 
Unter  denselben  erfullen  offenbar  diejenigeii  des  Dieders  rait  n  =  3 
(Fig.  13,  p,  72),  des  Tetraeders  (Fig.  29,  p.  104),  des  Oktaeders  (Fig.  15, 
p.  76)  und  des  Ikosaeders  (Fig.  31,  p.  106)  die  Vorbedingungen  des 
Verzweigungssatzes.  Jene  Teilungen  der  Kugel  definieren  tins  also  vier 
in  der  ertceiterfen  JHodirtgruppe  f  ausgeseiclmete  Untergruppen  T6;  P12,  P24 
und  r(;o  der  Modulgmppe  f.  Das  Gesclileclit  dieser  vier  Untergmppen  ist 
p  =  0,  und  Hire  l)eziigliclien  Vergweigungsscliemata  findet  man  fareits  in 
der  Tabette  (5)  p.  342  vor.  Die  itnseren  G-ruppen  entspreclienden  end- 
liclien  Gruppen  6rc,  G^,  G.2li,  GGQ  sind  lioloedriscli  isomorpJi  mit  den 
Gruppen  der  Drelmmgen  der  l>egiigliclien  reguldren  Korper  in  siclt*}.  Es 
entspringt  also  die  Moglicbkeit,  diese  vier  Gruppen  einzeln  auf  die 
Modulgruppe  in  bekannter  Weise  isomorpb  zu  bezielien,  wie  denn 
aucb.  das  gleicbe  Verkaltnis  zwiscben  den  zu  jenen  vier  regularen 
Korpern  geborigen  durcb  Spiegelungen  erweiterteii  Gruppen  einerseits 
und  der  erweiterten  Modulgmppe  f  andrerseits  bestekt.  Setzen  wir 
nocli  binzti,  dass  ausser  jenen  vier  Untergruppen  f^  nicht  nocJi  andere 
vom  Gesclileelit  p  ==  0  in  der  Modulgruppe  f  ausgezeiclmet  cnthalten  sind  (so 
dass  also  jeder  Numiner  des  p.  342  niitgeteilten  Schemas  inimer  nur  eine 
Untergruppe  entspriclit).  Wir  werden  diesen  auf  §  12  des  vorigen  Kapitels 
beruhenden  Satz  ini  folgenden  Abschnitt  nocli  welter  besprecben**). 

Vor  allem  wird  man  nun  aucb  die  Fundamentalpolygone  ftir  unsere 
jetzt  gefundenen  Gruppen,  in  moglichst  zweckmassiger  Gestalt  fixiert, 
vor  sich  selien  wollen.  Da  die  fc,  wie  wir  bereits  andeuteten,  durcb 


*)  Die   hier  auftretoucle  T0   ist  mit  der  im  vorletzten  Kapitel  untersucliten 
Untergruppe  P6  ideatisch. 

**)  Man  sehe  die  ErSrterungen  uber  Galois'sche  Hauptmoduln  im  nachsten 
Absclinitt  nnd  ziehe  daneben  die  Entwicklungen  ^Ikos."  p.  117  n.  f.  heran.  Vergl. 
iibrigens  aucli  die  bezuglichen  Entwicklungen  in  Bd.  14  der  Math.  Ann.  p.  149  u.  f* 
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das  vorletzte  Kapitel  erledigt  ist;  so  gelien  wir  sogleicli  zur  P12  uncl 
taben  in  Fig.  80  die  bereits  oben  in  Fig.  28,  p.  104,  raitgeteilte 
tetraedrische  Teilung  der  Ebene  in  etwas  geanderter  Lage  reproduciert. 
Diejenigen  Dreiecksseiten,  -welch e  beim  Fortgang  zum  Polygon  F12 
Randcurven  desselben  geben  sollen,  haben  wir  starker  ausgezogen. 

Ordnet  man  alsdann  etwa  das 
links  oberhalb  in  Fig.  80  sich 
nach  dem  unendlicli  fernen  Punkte 
der  zu  Grunde  liegenden  com- 
plexen  Ebene  liinziehende  schraf- 
fierte  Tetraederdreieck  dein  Aus- 
gangsdreieck  der  Modulteilung 
zu;  so  biegt  sicli  die  tetraedrisch 
geteilte  Kugel  (oder  Ebene)  JP12 
auf  das  in  Fig.  81  gegebene  Fun- 
dainentalpolygon  JF12  der  f12  zu- 
riick.  Yon  der  Zusammengeliorig- 
keit  der  Eandcurven  dieses  Poly- 
gons isfc  sogleicli  in  der  Figur  Ver- 
merk  genommen.  Auf  Grund 
dieser  Angaben  berechncn  sich 
als  erzeugende  Svibstitutionen  der  ausgczeicJmeten  Untergritppe  F12: 


Fig.  80. 


von  denen  wir  dann  auch  an  Ort  und  Stelle  in  der  Figur  81  Vermerk 

genommen  haben. 

Etwas  kiirzer  werden  wir  die  beiden  zuruckbleibenden  Gruppen  T24 

und  roo  beliandeln,  da  wir  hier 
offenbar  die  Oktaeder-  bex.  Iko- 
saederteilung  eincr  ganz  ana- 
•"•x  logen  Deformation  zu  unter- 
werfen  haben,  wie  soeben  die 
Tetraederteilung.  Fur  die  r24  fin- 
det  sich  so  als  ruoglichst  iiber- 
sichtlich  gestaltetes  Fundamen- 
talpolygon  JP24  das  in  Fig.  82 
dargestellte.  Aus  der  bereits  in 

Pig>  81>  der    Figur    angedeuteten     Zu- 

sammengehorigkeit    der  Eand- 

curven  von  _F24  finden  sich  dabei  folgende  Substitution  en  als  Enscugmde 

der  Untergrwppe  T24: 


durch  die  PlUchen  F. 


355 


/1,4\  /     1,0\  /—  3,4\  /-7,16\  {—U,W\ 

H-^J,  *-U4,  J'  lH-4,5>  ^=(-4;  9J'  r--L  4|  is) 

Die   beiden   hierinit  gefandeuen   Polygons  F^   uncl  F^  konnen 
wir  aus  seclis  bez.  acht  abwechselnd  syinmetrischen  und  congruenten 


Pig.  82. 


Streifen  aufbauen,  deren  einzelner  zwischen  zwei  auf  einander  folgen- 
den  Geraden  der  Modulteilung  eingelagert  erscheint.  Entsprechend 
findet  man,  dass  sicli  das  aus  dein  Ikosaeder  entspringende  Polygon 


83. 


FW  der  Untergruppe  fGO  aus  zehii  an  einander  gereihten,  abwechselnd 
symmetriaehen  und  congruenten  Streifen  aufbaui  Es  wird  demnacn 
genugen,  wenn  wir  dieses  Polygon  J?60  der  Kauniersparnis  wegen  nur 

23* 
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teilweise  aufzeichnen,  was  in  Fig.  S3  geschehen  ist.  Durcli  Heran- 
ziehung  cler  oben  in  Fig.  30,  p.  105,  niitgeteilten  Ikosaederteilung  be- 
stiramt  man  miihelos,  in  welcher  Folge  die  Randcurven  von  JPCO  auf 
einander  bezogen  sind,  und  findet  daraus  endlicli  als  System  der  Er- 
seugenden  fur  die  Untergruppe  rco: 

6,       5 


—  20, 


/     31,      45\  _  /49;  120\ 

'    Vl°  ~  \-  20,  -  29/;     v"  ~  V20,    49/  ' 


§  5.    Uber  die  den  Functionen  §(-5-5  -5-,  —  -;  J)  entspreehenden 

v  \  J  O  vt  / 

•    Untergruppen  f  {  „  j  . 

Die  Irrationalitaten  der  eben  betrachteten  regularen  Korper  bil- 
deten  im  dritten  Kapitel  "des  ersten  Abschnitts  die  vier  ersten  Glieder 
iii  der  Reihe  der  s-Functionen  S(Y?  y?  "^"5  *?))  fy  —  %1  3,  4,  ----  ). 
Sie  erschopfen  zugleich  diejenigen  unter  diesen  5-Functionen,  welche  im 
Sinne  unaerer  fruheren  Erorterungen  der  ersten  Art  angehorten  (cf.  p.  102). 
Anschliessend  folgte  in  der  Reihe  als  funftes  Grlied  fur  n  =  6  eine 
s  -Function  zweiter  Art,  wahrend  der  ganze  Rest  fur  n  >  6  der  dritten 
Art  angehorte.  Greifen  wir  jetzt  irgend  eine  $-  Function  mit  n>6 
aus  der  Reihe  heraus  und  bezeichnen  ihre  Dreiecksteilung  kurz  als 
,,Teilung  (2,  3,  »)".  Moge  ausserdem  um  der  einfacheii  Ausdrucks- 
weise  will  en  das  schraffierte  Ausgangsdreieck  der  Teilung  (2,  3,  n} 
so  fixiert  werden,  dass  die  beiden  Schenkel  desselben,  welche  den 
Winkel  —  einschliessen,  geradlinig  werden,  wahrend  der  Scheitelpunkt 
dieses  Winkels  ini  Nullpunkt  der  complexen  5-Ebene  liegt.  Fur  n  >  6 
sei  dann  immer  die  dritte  Seite  des  Ausgangsdreiecks  so  gewahlt, 
dass  der  in  diesen  Fallen  auftretende  Orthogonalkreis  der  Teilung 
(2,  3,  n)  mit  dem  Einheitskreise  der  complexen  s-Ebene  zusammenllillt. 
Endlicli  sei  unser  Ausgangsdreieck  noch  so  gerichtet,  dass  der  gemein- 
same  Schenkel  seiner  Winkel  ~  und  ~  auf  die  negativ  imaginare 
s-  Axe  zu  liegen  kommt.  Es  sind  dies  lauter  Bestimmungen  ,  welche 
wir  bereits  oben?  Fig.  33  (p.  109),  im  Falle  n  =  7  eingehalten  haben. 

Nun  ist  es  sehr  interessant,  dass  die  Anordnung  der  DreiecJce  in  der 
Teilung  (2,  3,  n)  genau  den  Vorbedingungcn  des  Verzweigungssatzes  geniigt, 
^md  dass  wir  in  der  That  diesen  Sate  auf  unsere  Teilung  (2,  3,  n)  gerade 
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so  (jut  autcenden  7:8nneu,  -tele  aitf  jede  Fldclie  Fu  mit  einer  endliclien 
Zcilil  von  Dreieclien.  Uni  dies  des  naheren  zu  belegen,  soil  das  Aus- 
gangsdreieck  der  Teilung  (2;  3,  n)  dem  Ausgangsdreieck  der  Modul- 
teiltmg  entsprecliend  gesetzt  werdeu.  Wir  konnen  dann  ferner?  zumal 
tla  wir  bier  sogar  beideraeits  mit  einfach  zusamnienliangenden  Dreieeks- 
teilungen  zu  thun  haben,  vermoge  der  Vorsckrift  des  §  2  sicher  jedem 
Dreieck  der  eineii  Teilung  wenigstens  eines  der  anderen  zugewiesen 
linden  mid  denken  dabei  inimer  im  Sinne  der  fruheren  Erorterungen 
auch  die  inneren  Punkte  soleher  zwei  Dreiecke  einander  zugeordnet. 
Die  Punkte  a  und  I  der  Teilung  (2?  3,  «)  sind  von  vier  bez.  secbs 
Elementardreiecken  mnlagert,  genau  wie  es  in  der  o-Halbebene  der 
Fall  ist.  Finden  wir  also  einmal  auf  Grund  unserer  getroffenen  Vor- 
scbriften  in  o  mid  s  zwei  besondere  einander  entsprecliende  Punkte 
der  beiden  Teilungen,  wobei  wir  nur  die  Punkte  c  fftr  s  und  also  die 
rationalen  reellen  Punkte  fur  co  vorab  ausscbliessen,  so  zeigt  sick 
nun  sofort,  dass  die  Umgebungen  dieser  Leiden  Punkte  tvecliselweise  ein- 
deutig  auf  einander  bezogen  sind.  Dabei  wollen  wir  unter  der  Urn- 
gebung  eines  Punktes  s  fortan  insbesondere  das  Innere  eines  Kreises 
um  s  verstelien;  der  bis  an  den  niicbsten  Punkt  c  der  Teilung  gerade 
neranreiclit,  und  denken  dann  die  Umgebung  des  entsprechenden 
Punktes  o  in  soldier  Weise  fixiert;  dass  sie  derjenigen  von  $  eindeutig 
zugewiesen  ist. 

Anders    ist    die    Sachlage,    wenn    cler    erste    der   beiden   in    Rede 
stehendeii  Punkte  s;  CD  ein  Eckpunkt  c  der  Teilung  ist,  wobei  dann  o 

ein  rationaler  reeller  Punkt  —  wird.    Da  betrachten  wir  als  Umgebung 

dieses  Punktes  s  den  Kranz  von  2n  Dreiecken,  der  ihn  unigiebt,  und 
finden  diesen;  wie  sclion  friiher  (p.  347)  ausftinrlich  erortert  wurde, 

1-oo-deutig  auf  den  Bereich  J5(— -)  bezogen.  Findet  sich  in  der  That 
einmal  eines  jener  n  Doppeldreiecke  am  fraglichen  Punkte  c  deni  Modul- 
dreieck  V  mit  der  Spitze  co  =  ~  zugewiesen,  so  fiihrt  eine  einmalige, 

etwa  im  positiven  Sinne  ausgefuhrte  Umkreisung  jenes  Punktes  c 
zum  gerade  gedachten  Doppeldreiecke  der  Teilung  (2,  3,  ri)  zuriick; 

wahrend    der   entsprechende   Weg   im   Bereiche   JBf™j    vom   Doppel- 

dreieck  V  nach   dem  neuen  VSn  ninfiihrt.     Dieses  letztere  aber  ent- 
steht    aus    dem  Doppeldreieck  V   einfacli    dadurch,    dass    man   auf   V 
die  parabolische  Modulsubstitution  VSnV~l  der  Amplitude  n  anwendet. , 
Merken  wir  uns  also  den  Satz:  Ein  cinmaligcr  geschlossener  Umgang  um 
einen  PunJtt  c  der  Teilung  (2,  3,  ri)  giebt,  wie  wir  ilm  aucJi  in  der 
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co-Halbebene  iibertragen  ftnden  mogen,  dort  einen  nicht  geschlossenen  Weg 
mit  einem  Anfangspwikt  co  und  dem  Endpwnltt 

(1)  <D'-SZ(»J, 

wobei  Sk  cine  gewisse  parabolische  Substitution  der  Amplitude  -f-  1   ist, 
deren  Fixpunkt  jenem  wnltreisten  Punlde  c  sugewiesen  1st. 

Nun  ergiebt  die  Erorteruiig  des  §  2  den  Satz,  dass  jecler  ge- 
sclilossene  Weg,  den  man  in  der  a»-HaIbebene  zielien  kann,  in  der 
Teilung  (2,  3,  »)  imuier  wieder  einen  geschlossenen  Weg  giebt.  Wir 
konnten  hier  sogar  mit  denselben  Mitteln  auch  urugekehrt  zeigen: 
Eineni  geschlossenen  Wege  der  Teilung  (2;  3;  ti),  der  sich;  ohne  uber 
einen  Punkt  c  fortgezogen  zu  werden^  auf  einen  Punkt  zusammen- 
ziehen  lasst;  kann  nur  wieder  ein  ;;geschlossener"  Weg  der  Halbebene  co 
entspreclien.  Weiter  folgt  daraus  wie  oben:  Einem  Moduldreieclz  ist 
immer  nur  ein  Dreieck  der  Teilung  (2,  3,  n)  gugeordnet.  Einem  Dreiedce 
der  leteteren  entspreclien  obey  auch  hier  ^mendlich  mele  ModuldreiecJce. 

Des  weiteren  werden  wir  kier,  um  nicht  ganz  den  obigen  Gedanken- 
gang  zu  reproducieren,  in  folgender  Art  die  Sclilussweise  fortsetzeia: 
Alle  linearen  Substitutionen  erster  Art  der  complexen  Variabelen  s, 
durch  welche  die  Teilung  (2,  3?  n)  in  sich  selbst  libergeftihrt  wird, 
bilden  eine  Gruppe  unendlich  holier  Ordnung,  die  wir  Q-{n]  nennou 
wollen  uncl  deren  Substitutionen  wir  kurz  durch  1,  W±,  W^,  >F3,  -•- 
bezeichnen.  Nach  ihnen  benennen  wir  in  gewohnter  Weise  die  Doppel- 
dreiecke  der  Teilung  (2,  3,  »),  genau  so,  wie  wir  die  Dreiecke  der 
Modulteilung  durch  die  Modulsubstitutionen  V  benennen.  Durch  die 
Beziehung  der  beiden  Teilungen  auf  einander  wird  so  eine  Zuordnung 
zwischen  G{n}  und  der  Modulgruppe  f  hergestellt,  bei  der  joder  Modul- 
substitution  V  eine  bestinimte  Operation  W,  umgekehrt  jeder  Ope- 
ration W  unendlich  viele  V  zugewiesen  werden.  Diese  Zuordnung  der 
beiden  Gruppen  {? {n}  und  T  erkennt  man  dann  auf  Grund  der  Be- 
ziehung zwischen  den  beiden  Teilungen  aufs  leichteste  als  Isomox-phis- 
mus.  Demgemass  entspreclien  der  identischen  Substitution  1  der  Gruppe 
G-{n}  die  Operations  1;  vlf  v2,  *-•  einer  ausge#eiclmetcn  Unteryruppe 
der  Modulgruppe  vom  Index  oo?  die  wir  durch  f  {n}  lezeichnen  wollen. 

Ubertragen  wir  die  Dreiecke  von  (2,  3,  n)  nun  thatsachlich  in  die 
c»-Halbebene7  so  werflen  sie  dort  ein  Fundanaenfcalpolygon  fur  f  {n\ 
zusammensetzen,  das  wir  entspreehend  F{yl}  nennen*).  Moge  dabei 

*)  Diese  Operation  der  Ausbreitung  xiber  der  co- Halbebene  lasst  sich  fdr  die 
Teilung  (2,  3,  6)  noch  Jeicht  explicite  durchftihren;  man  vergleiche  dariiber  dio 
Abhandlung  des  Herausgebers,  Uber  die  ausgestcichneten  Untergruppen  vom 
GesMechte  j>  =  l,  welclie  in  der  Gruype  der  linearen  co  -  SubsMutivnen  enthalten 
sind,  Math.  Ann-  Bd.  30,  p.  345  (1887). 
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das  Doppeldreieck  TT^  tiber  das  Doppeldreieek  Vk  gebreitet  sein,  so 
werden  wir  nun  in  den  Modulsubstitutionen  1,  F1;  F2?  -  *  -  ein  Re- 
prdsentantensystem  filr  r»»j  besiteen.  Thatsachlich  haben  wir  ja  in  der 
Teilung  (2,  3,  n)  fur  unsere  Untergruppe  !"{„}  vom  Index  oc  das, 
was  fur  eine  Untergruppe  von  endlichem  Index  ft  die  geschlossene 
Flache  FtU  ist,  und  es  reducieren  sich  die  Modulsubstitutionen  erster 
Art  auf  die  Substitutionen  des  eben  genannten  Systems  1,  F1?  F2;  •--, 
wenn  wir  die  Operationen  der  T^j  als  unter  einander  identisch  an- 
sehen.  Ubrigens  gestattet  die  Gruppe  G {n}  ,  wie  der  blosse  Anblick 
der  Teilung  (2;  3,  «)  bestatigt,  Erweiterung  vermoge  der  Spiegelung 
an  einem  Kreise  der  Teilung  (2,  3,  «).  Wir  schliessen  sofort,  dass 
die  Untergruppe  f  { n  j  vom  Index  oo  nicht  nur  in  l~,  sondern  aucli  in  der 
erweiterten  Modidgruppe  f  ausgezeiclmet  ist*). 

Urn  jetzt  fur  unsere  Untergruppe  r/l7l}  ein  System  von  erzeugen- 
den  Substitutionen  zu  berechnen,  beachten  wir,  dass  ein  in  der  Halb- 
ebene w  zwischen  zwei  beziiglich  f  { n  j  aquivalenten  Punkten  gezogener 
Weg  in  der  Teilung  (2,  3,  n)  ein  geschlossener  Weg  wird,  dass  aber 
auch  unigekehrt  jeder  geschlossene  Weg  G  der  Teilung  (2,  3,  n\  wie 
wir  ihn  auch  iibertragen  mogen,  in  der  Halbebene  zwei  relativ  aqui- 
valente  Punkte  0  und  CD'  =  ^(co)  verbindet.  Lasst  sich  nun  C  auf 
einen  Punkt  zusammenziehen,  ohne  dabei  fiber  einen  Punkt  c  der 
Teilung  hinweggezogen  zu  werden,  so  entspricht  ihm,  wie  wir  bereits 
oben  bemerkten,  die  identische  Substitution  vk  =  1.  Schliesst  G  da- 
gegen  einen  Punkt  c  ein,  den  er  etwa  im  positiven  Sinne  umgeht,  so 
ist  «;,(.==  $f  eine  parabolische  Substitution  der  Amplitude  +^5  schliesst  G 
zwei  Punkte  c  im  positiven  Sinne  ein,  so  ist  vk  =  SfS"  etc.  etc.  Man 
folgert  sofort:  Ein  beliebiger  geschlossener  Weg,  der  die  Teilung 
(2,  3,  n)  durchzieht,  verbindet,  in  die  Halbebene  o>  iibertragen,  zwei 
Punkte  co  und  G/: 

wo  unter  den  v  beliebige  ganze  positive  oder  negative  Zahlen  verstanden 
werden.  Demnach  stellt  eine  gcwisse  Eeflw  parabolischer  Substitutionen 
der  Amplitude  n  ein  System  von  Er&eugenden  filr  \~ {n}  dar.  Nun  sind 
andrerseits  alle  parabolischen  Substitutionen  der  gleichen  Amplitude, 

*)  Lasst  man  an  Stelle  der  Modulteilung  die  zur  ro  gehQrende  Dreiects- 
teilung  (cf.  Fig.  66,  p.  273)  treten,  so  kann  man  iiberbaupt  alle  Functionen 

s  I —  ?   —  t    — ;    i  \  genau  so  verwerten,  wie  im  Texte  s  ( -  - ,  — ,  — ;   J  J  .    Doch 

verfolgen  wir  diesen  Gegenstand  nicht  weiter,  da  wir  dergestalt  zu  ausgezeiehneten 
Untergruppen  nur  von  ro,  nicht  aber  von  f  gefuhrt  werden. 
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wie  wir  wisseii,  mit  eiuander  gleiehberechtigt.  Neliraen  wir  Kinzu, 
dass  r  [n\  in  T  ausgezeiehnet  ist,  so  kornmt  der  Satz,  dass  alle  para- 
bolisehen'  rfubstitutionen  der  Amplitude  n  in  r{w}  entholteii  sind. 
Let&t&v  Gr-uype  r"{»]  -tcenlen  wir  also  sidter  durcli  die  GesaMtlieit  dieser 
Sitlstitutionen  S£  ergeugen.  Explicite  haben  die  in  Rede  stehenden 
Operationen  zufolge  leiehter  Recliuung  die  Gestalt: 


wobei  ce;  y  alle  Paare  zu  eiiiander  rolativ  primer  ZaLleu  durcblaufen 
sollen. 

§  6.     Bedeutung  der  f  j  «  >    for  die  Iiosung  des  gruppentheoretischen 
Grundproblems.     Classeneinteilung  der  Untergruppen. 

Die  Herauziehung  der  Untergruppen  r  {n}  ist  fur  eine  sjate- 
matisclie  Losung  des  gruppentheoretischeii  Grundproblems  von  grossem^ 
Xutzen,  was  wir  uunmelir  auseinanderzusetzen  habon.  Moge  irgeiid 
eiue  Untergruppe  T^  des  endliclien  Index  ft  vorliegen?  so  denken  wir 
ein  Fundamentalpolygon  fiir  dieselbe  in  der  w-Halbebene  abgegrenzt, 
dieses  dann  aber  sogleich  zur  gesclilosseuen  Flaclie  JF^  zusammen- 
gelegt.  Die  Dreiecksteilung  dieser  Flache  JP«  wird  eine  bestinirnte; 
endlielie  Anzahl  von  Punkten  c  auiweisen;  uncl  letztere  seien  bez.  yon 
2^,  2«2;  2%,  •  •  •  Elementardreiecken  kranzformig  unilagert,  Ist  jetzt 

&  =  ~  eiu  beliebig  aufgegriffener  rationaler  reeller  Punkt  der  cj-Halb- 
y 
ej  so  nioge  derselbe  beztiglich  f/t  rait  dem  Punkte  vt  von  I<\«  iiqui- 

sein,  welclier  letztere  Punkt  auf  der  geschlossenen  Fliicbe  yon 
2  nt  Eleinentarclreieeken  urnlagert  sei.  Leicht  finden  wir  daim  auf 
Grruud  einer  tlberlegung,  wie  wir  sie  aucli  sclion  im.  vorigen  Para- 
graphen  durcbzuf  uhren  batten,  class  die  parabolische  Substitution  Sf*  der 

Amplitude  «/,  die  den.  Punkt  —   zum   Pixpunfct    besitzt,    der   Unter- 

gruppe  f^  angehort.  Wir  niogeji  jetzt  die  gleiche  (Jberlegung  auf 
die  ilbrigen  rationalen  reellen  Punkte  &  auwenden.  Indem  wir  so- 
dann  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfaelie  der  oben  eingefuhrten 
Zalilen  n1?  %,  »3,  •  -  •  durch  n  bezeielmen;  liabeoi  wir  offenbar  daw 
Eesultat:  In  der  T^  sind  alle  pardboliscJien  Sulstitutionen  der  Amplitude  n 
enthalten.  Dieses  aber  heisst,  dass  f  {  n  j  in  f^  als  TJntergmppe  mthallen 
ist  Da  zugleich  samtlicbe  parabolischen  Substitutionen,  welcne  der 
Einzelpunkt  CL,  wie  wir  kurz  sagen  wollen,  fur  f^  liefert,  durch  ni  tell- 
bare  Amplitudes  haben,  so  ist  iibferdies  aufs  leicliteste  zu  sehen,  dasn 
niclit  scJion  eine  friihere  Grufgpe  r{w_i>,  r  {»-«},  •-*  in  TM  als  Vnter- 
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eiifltalteu  selu  lawn.  Um  fur  die  hierinit  entwickelte  Sacblage 
einen  kurzen  Ausdruck  zu  besitzen;  wollen  wir  fortan  ftt  als  cine 
llntergruppe  n^r  Classe  bezeielmen. 

Die  Gruppe  G{lt\  der  Operatioueii  1;  Wlt  W^f  •••  des  vorigen 
Paragrapliea  stelit  zur  Modulgruppe  bekannter  Weise  im  Verbaltnis 
des  Isomorpbisinus  yon  uuendlicb  bober  Meroedrie.  Dabei  entsprecben 
uun  ersicbtlicb  die  zur  ntcu  Classe  geborigen  Untergruppen  der  Modul- 
gruppe weebselweise  eincleutig  den  einzelnen  Untergruppen  der  Gruppe 
G  { n }  -  Statt  also  die  Untergruppen  niei  Classe  der  Modulgruppe  direct 
aufzusucben,  kounen  wir  unser  Problem  aucb  dabin  formulieren,  dass 
wir  G{n]  in  die  Gesamtbeit  ibrer  Untergruppen  zerlegen  sollen.  Wir 
Jtdben  solcltergestalt  unser  gruppentlieoretiscltes  Grundprotilem  den  ver- 
scliiedenen  Werten  von  n  entsprecliend  in  eine  wiendliclie  Eeihe  analoger 
Prdbleine  von  emfac/terem  Cliaralder  gerlegt.  Bei  jedeni  einzelnen  dieser 
Probleme  ist  die  Dreieckciteilung  (2,  3?  ri)  das,  was  fur  das  Gesamt- 
problem  die  Modulteilung  selbst  ist,  wie  wir  denn  aucb  alle  Begriffs- 
bestimniungen  und  Massnabmen,  die  wir  fur  die  Untergruppen  der 
Modulgruppe  eingefiibrt  baben,  auf  die  Untergruppen  von  G{n]  liber- 
tragen  werden. 

Vornebmlicb  gewinnen  die  gerade  durcbgeflibrten  Uberlegungen 
filr  die  Fundamcnialpotyyone  der  Untergruppen  n1^  Classe  Bedeutung; 
geben  wir  also  auf  diese  ein  wenig  ntiber  em.  In  f^  nioge  eine  zur 
^ten  Q}asse  geborige  Untergruppe  des  endlicben  Index  p  vorliegen, 
deren  in  der  o-Halbebene  gelegenes  Fundamentalpolygon  F^  sei. 
Dieses  Polygon  werde  jetzt  auf  Grund  der  zwiscben  der  co-Halbebene 
uncl  der  Teilung  (2,  3,  M)  festgesetzten  Beziebung  in  die  letztere 
iibertragen.  Keine  zwei  Doppeldreiecke  von  F^  konnen  bierbei  liber 
das  nauilicbe  Doppeldreieck  der  Teilung  (2,  3,  n)  gelagert  erscheinen; 
selbige  waren  nanilicb  bezuglicb  der  f  { n }  und  demnacb  aucb  bezuglich. 
der  f/f  tiquivalent  und  als  solcbe  nicbt  leide  deni  Polygon  Ffl  angeborig. 
Wir  gewinnen  also  ein  aus  ^  Doppeldreiecken  bestehendes  Polygon  F^ 
der  Teilung  (2,  3,  «),  dessen  Eandcurven  durch  diejenigen  Operationen 
der  G{n]  auf  einander  bezogen  sind,  welche  durcb  den  Isomorpbis- 
mus  gewissen  unter  den  Erzeugenden  von  f^  zugeordnet  sind.  F^  ist 
sonacli  das  Fimdamentalpolygon  derjenigen  Untergruppe  der  G{n}9  welche 
der  fu  zugeordnet  ist.  Ganz  wie  in  der  o-Halbebene  werden  wir  dem- 
genaass  durcb  wiederbolte;  auf  Grund  der  Zuordnung  der  Kanten  aus- 
gefiihrte  Reproduction  von  F^  eine  einfacbe  imd  vollstandige  Bedeckung 
der  Teilung  (2,  3;  n)  nait  Polygonen  F^  gewinnen.  In  der  That  wird 
man  bereits  bemerkt  haben,  dass  'das  Polygon  F^  den  Bedingungen 
eines  fur  die  Teilung  (2;  3,  n)  geltonden  Verzweigungssatzes  Gentige 
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leistet.  Letzterer  wird  offenbar  liier  gerade  so  zu  formulleren  sein, 
wie  es  oben  fur  die  Modulteilung  selbst  gescliali,  nur  dass  auch  fur 
die  Punkte  c  nocli  eine  Bedingung  binzukommt;  in  der  That  wird  ja 
die  Anzalil  der  Doppeldreiecke,  die  auf  der  gesclilossenen  Fliiclie  einen 
einselnen  Punld  c  umyeben,  notwendig  ein  Teller  von  n  sein  mussen.  Unter 
cliesem  Gesichtspunkte  batten  wir  aber  gerade  die  Classeneinteilung 
der  Untergruppen  oben  eingefuhrt. 

Der  Wert  dieser  ffberlegungen  ist  in  der  Verschiedenheit  der 
Gestalt  unserer  beiden  Polygone  F^  und  F^  begriindet.  Scbon  wieder- 
holt  baben  wir  bemerkt,  dass  fur  die  Mehrzahl  der  Anwendungen, 
welebe  wir  kunftighin  von  den  Fundanientalpolygonen  zu  rnachen 
liaben;  einzig  die  Lagenverbaltnisse  der  Doppeldreiecke  in  Betraclit 
konimen.  Hier  leistet  also  Fp  jedenfalls  dieselben  Dienste  wie  Fft. 
Das  Wicbtige  ist  aber,  dass  das  in  der  Teilung  (2,  3,  ri)  ausgfcbreitete 
Polygon  Fp  stets  sehr  viel  tibersicbtlieher  gestaltet  ist  als  F^.  In 
der  That  werden  wir  ims  desselben  'an  Sidle  des  lirsprimgliclien  in  der 
o-Halbebene  gelegenen  Polygons  lei  der  Mehrzalil  der  Itiinftigen  Unter- 
suchung&n  mit  Vorteil  bedienen.  Freilicn  sollte  man  zuvorderst  meinen, 
dass  das  Operieren  mit  der  gesclilossenen  Placbe  F^  iiberall  das  vorteil- 
liafteste  sei,  weil  man  da  gar  nicbt  mehr  mit  offenen  Randcurven  zu 
tbun  hat.  Dem  aber  stebt  entgegen;  dass  die  directe  Anschauung  einer 
in  zablreicne  Dreiecke  geteilten  gescblossenen  Plache  lioheren  Ge- 
seklecbtes  p  sicb  nur  scliwierig  bewerkstelligen  lasst.  Wie  leicht 
sicb  dagegen  mit  den  in  der  Teilung  (2,  3,  n)  gelegenen  Polygonen 
arbeiten  lasst,  wollen  wir  in  den  folgenden  Paragrapben  an  ein  paar 
ausfubrlich  zu  betrachtenden  Beispielen  durcbflihren.  Wir  werden  zu 
diesem  Ende  zweckmassig  ausgezeicbnete  Untergruppen  lieranzieben, 
welcben  wir  ja  uberbaupt  bei  der  Aufzalilung  der  Untergruppen  in 
erster  Linie  unsere  Aufmerksamkeit  zuwenden  wollten.  Schalten  wir 
daber  hier  vorerst  nocb  einige  allgemeine  Bernerkungen  iiber  aus- 
gezeicbnete Untergruppen  nter  Classe  ein. 

Man  weiss  aus  §  8  des  vorigen  Eapitels,  dass  jecle  nicht-aus- 
gezeicbnete  Untergruppe  der  Modulgruppe  vom  endlichen  Index  p  in 
sicb  eine  Untergruppe  f^  von  gleicbfalls  endlicbem  Index  p  enthalt, 
die  in  der  Gesamtgruppe  f  ausgezeicbnet  ist.  Ist  dabei  f^  von  n*®*  Glasse, 
so  gilt  dasselbe  auch  fur  f^.  Da  namlich  f{W}  ausgezeicbnet  ist,  so 
wird  diese  Gruppe  in  alien  mit  ftt  gleichbereehtigten  Untergruppen 
zugleich  enthalten  sein  und  demnacli  aucb  der  Gruppe  f^  angehoren. 
Dass  ubrigens  jede  au$ge#eichnete  Untergruppe  ntor  Classe  das  Vcrgweigungs- 
scJmna  {2,  3;  n}  "besitzt,  dttrfte  obne  weiteres  einleuchten. 

Eine  planmassige  Erledigung  unserer  deiu  ganzen  gegenwartigen 
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Absehnitt  zu  Gruude  liegenden  Problemstellung  wurde  die  sein,  dass  wir 
die  den  verschiedenen  YTerten  von  n  zugehorigen  Classen  der  Reilie  naeh 
der  Einzeluntersuchung  unterwerfen.  Dabei  warden  wir  dera  Gesagten 
zufolge  bei  der  eiiizelnen  Olasse  vorerst  die  in  Betraeht  komnienden 
ausgezeiclineten  Untergruppen  namliaft  zu  machen  liaben  und  dann 
wiederum  YOU  der  einzelnen  solchen  ausgezeiclineten  Untergruppe  nach 
§  8  des  vorigen  Kapitels  zu  den  nieht-ausgezeichneten  vorgehen.  Die 
Fundamentalpolygone  der  ausgezeiehneten  Untergruppen  nter  Classe 
besitzen,  wie  wir  gerade  sagten,  durehgangig  das  Verzweigungsschenia 
{2;  3,  n}.  Lagern  wir  sie  in  die  Teilungen  (2,  3,  ri)  ein;  so  werden 
gegeniiber  der  urspriinglichen  in  der  co-Halbebene  gelegenen  Gestalt 
nur  nocli  solcne  offene  Randcurven  ftbrig  bleiben,  welclie  in  jener 
urspriinglichen  Gestalt  durch  liyperbolisclie  Modulsubstitutionen  mit 
einander  correspondierten.  Hierin  ist  aber,  wie  wir  bald  sehen  werden, 
ein  ausserordentliclier  Vorteil  begriindet. 

Wollen  wir  hier  sogleich  betreffs  der  niedersten  Werte  von  n 
einige  besondere  Angaben  machen.  Fiir  die  ersten  Falle  «  =  2,  3,  4?  5 
komnit  Gr{n}  auf  die  Gruppen  6rQy  6r12?  Gr^,  (?60  der  regular  en  Korper 
zuriick,  cleren  Zerlegung  in  die  bezugiiclien  Untergruppen  bereits  in 
den  Vorlesungen  iiber  das  Ikosaecler  geleistet  ist.  Fur  sicli  allein 
steht  die  Classe  n  =  6?  bei  der  wir  mit  der  Teilung  (2?  3,  6)  einer 
5- Function  zweiter  Art  zu  tliuu  liaben.  Die  Verhaltnisse  sind  filr 
diesen  Fall  noch  leicht  zu  iiberblicken,  und  man  kann  z.  B.,  wie  wir 
hier  nebenher  anfuhren,  ohne  besondere  Miihe  die  Gesamtheit  der 
iiierlier  gehorigen  ausgezeiclineten  Untergruppen  charakterisieren  *). 
Dass  diese  Untergruppen  keine  anderen  sind,  als  diejenigen,  welche 
wir  sonst  die  ausgezeiclineten  Untergruppen  des  Geschlechtes  p  =  1 
nannten,  ist  vom  Schluss  des  vorigen  Kapitels  (p.  342)  her  bekannt. 
Die  iibrigen  Falle  n  =  7,  8,  •  •  •  bekommen  insofern  wieder  einen 
libereinstimmenden  Charakter,  als  ihnen  alien  Teilungen  (2?  3,  n)  von 
s-Functionen  dritter  Art  zu  Grunde  liegen.  Wir  werden  in  den  Schluss- 
paragraphen  des  gegenwartigen  Kapitels  in  dieser  Hinsicht  ein  zu 
n  =  7  gehorendes  Beispiel  ausfiihrlich  heranziehen. 

Werui  wir  vorstehend  unsere  Betrachtung  immer  auf  Unter- 
gruppen f^  von  endlichem  Index  bezogen,  so  wiirde  dies  librigens  gar 
nicht  hindern,  vorkommenden  Falls  auch  von  Untergruppen  n***  Classen 


*)  Diesel  ben  sind  von  Hrn.  Dyck  teils  in  der  Arbeit  »ffber  Awfstellung  und 
Untersuehung  von  Oruppe  und  Irrationdlittib  regulcerer  Ricmanri'scher  Flaclien", 
Math.  Ann.  Bd.  17  p.  473  (1880),  teils  in  den  ,,Grruppentheoretischen  Studien", 
Math.  Ann.  Bd.  20  p.  1  (1881)  angegeben  worden,  und  warden,  spaterhin  vom 
Herausgeber  ausfiihrlich  untersncht;  vergleiche  die  schon  p.  358  genannte  Arbeit. 
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vom  Index  oc  zu  handeln ;  ersichtlich  werden  uns  ja  die  in  G  { n }  ent- 
lialtenen  TJntergruppen  vom  Index  oo  solche  liefern.  Desgleiclien 
k'onnte  man  auch  deu  Grenzfall  n  =  oo  heranziehen,  wo  wir  dann 
also  zuvorderst  die  Aufgabe  hatten;  die  ausgezeiclmeten  Untergruppen 
der  Olasse  oc  uarnbaft  zu  niaclien.  Sie  alle  habeu  ein  Verzweigungs- 
schema  {2,  3?  ooj,  und  es  coincidiert  G(M]  mit  der  Gesamtmodul- 
gruppe  f,  wahrend  r^}  nur  die  erne  Operation  CD'  =  o>  urnfasst. 
Doeh  darf  man;  wie  wir  hier  zum  Sclilusse  und  ganz  beilaufig  an- 
iuhren?  keineswegs  glauben,  dass  diese  nur  aus  der  Identitat  bestelieiide 
r{oDj  die  einzige  ausgezeiehnete  Untergruppe  der  Classe  oo  1st*). 

§  7.     Besprecbung    einer    besonderen   ausgezeiebneten    Untergrappe 
sechster  Olasse  vom  Index  72. 

Die  in  der  o-Halbebene  gelegenen  Fundamentalpolygone  der  in 
§  4  (p.  353)  besproclienen  ausgezeiclmeten  TJntergruppen  f  { n }  fiir  die 
Werte  n  =  2,  3;  4;  5  konnten  durchgeliends  aus  2n  abwecliselnd  sym- 
metrischen  und  cougruenten  Streifen  zusamniengesetzt  werdea.  Durcli 
diese  Gestalten  der  Polygone  wurde  die  Vertauschbarkeit  der  bezllg- 
liehen  Untergruppen  mit  den  Operationen  S  und  A  zur  Anschauung 
gebraclit.  Wollen  wir  jetzt  bei  grosseren  Werten  von  n  Ontergruppen 
n*01'  Classe ,  die  in  der  erweiterten  Modulgruppe  f  ausgezeichnet  sein 
sollen,  durcli  ihre  in  der  o-Halbebene  gelegenen  Fundamentalpolygone 
definieren;  so  werden  wir  dieselben  zweckmassiger  Weise  entsprechend 
wahlen;  d.  h.  ebenfalls  aus  2n  abwecliselnd  synimetrischen  und  con- 
graenten  Verticalstreifen  aufbauen.  Bei  der  zwischen  der  co-Halbebene 
und  der  5-Teilung  bestehenden  Beziehung  kornrnt  dies  darauf  hinaus, 
dass  wir  die  zugehorigen  Polygone  rings  urn  den  Mittelpunkt  s  =  0 
der  Teilung  (2,  3,  n)  derart  anordnen,  dass  sie  aus  2n  abwecliselnd 
synimetrischen  und  congruenten  Aussclanitten  bestelaen.  Wie  dies 
gemeint  ist;  erlautern  wir  sogleich  an  dem  fiir  n  =  6  in  Aussiclit 
genommenen  Beispiele. 

Die  Teilung  (2,  3,  6),  welche  durch  die  dritte  Zeiclinung  in 
Fig.  32  (p.  107)  versinnliclit  wurde ;  hat  den  besonders  elementaren 
Charakter;  dass  sie  aus  geradlinigen  Dreiecken  besteht.  Von  ihnen 


*)  Ausgezeiehnete  Untergruppen  der  Classe  oo  sind  vom  Horausgober 
wiederholt  betraehtet  worden;  man  v.ergleiche  die  Arbeit  ,,Uber  die  Substilutions- 
grupgen,  welche  m  den  aus  dem  Legendre'schen  Integralmodul  7c2(co)  gessogcnen 
Wiirzdn  gelioren"  (namentlich  §  6),  Math.  Ann.  Bd.  28  p.  09  (1880),  icrnor  99Cfaer 
ausgezeiclmete  Untergruppen  in  der  Grruppe  der  elUptiscJien  Modulfunetionen"  (vergl. 
yornohmlich  die  Note  zu  p.  232  dortaelbst)  Math.  Ann.  Bd.  31  (1887). 
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haben  wir  2  *  12  abweehselnd  schraffierte  und  freie  Dreiecke  in  Fig.  84 
2ii  einem  regelrnassigen  Seehseck  zusamniengelegt,  das  um  den  Punkt 
5  =  0  sjmmetriscli  angeordnet  1st.  Jedesmal  zwei  gegenuberliegende 
Seiten  dieses  Sechseeks  wollen  wir  jetzt  einander  zuordneix,  eine 
Bestinimung,  von  der  aueh  neben  Fig.  84  Yermerk  genommen  ist. 
Wenn  wir  also  z.  B.  die  niit  1  bezeichnete  Seite  des  Sechseeks  parallel 
mit  sich  selbst  bis  zu  Seite  4  liiniiber  verschieben,  so  definieren  wir 


1-4, 
2-5, 
3  —  6. 


Fig.  84. 

dadurcli  im  Siniie  von  Kapitel  1  dieses  Absclmitts  eine  erzeugende 
Substitution  der  zu  unserem  Polygone  gehorigen  Uutergruppe  von 
^{6}-  Die  gemeinte  Untergruppe  wird  also  aus  gewissen  drei  Ope- 
rationen  erzeugt  werden  konnen,  und  es  ist  liier  sogar  besonders  leicht 
zu  seh.en?  wie  dureli  wiederholte  Anwendung  dieser  drei  erzeugenden 
Operationen  auf  unser  Sechseck  nacli  und  nach  die  ganze  s-Ebene 
liickenlos  und  einfach  von  solchen  Sechsecken  bedeckt  wird.  In  der 
That  handelt  es  sich  ja  nur  um  Zusamraensetzung  von  paarweise  ver- 
tauschbaren  Operationen. 

Wir  wollen  uns  jetzt  denken,  class  unser  Sechseck  auf  Grund  der 
Zuordnung  der  Randcurven  zu  einer  geschlossenen  Flache  F72  zu- 
sammengebogen  wird*).  Diese  JF72  wird  dann  von  einer  Einteilung 


*)  Es  ist  keineswegs  leicht  (und  im  Texte  anch  nicht  erforderlich),  sich  eine 
seiche  geschlossene  IT^  lebhaft  vorzustellen.    E"ben  hierin  liegt  der  schon  oben 
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in  2-72  abweehselnd  schraffierte  und  freie  Dreiecke  bedeckt  sein. 
Dabei  werden  sicli  die  Dreiecke  zu  je  vieren  urn  36  Punkte  a 
schaaren,  Trie  das  zum  Teil  schon  in  der  ebenen  Figur  84  direct 
sichtbar  ist.  Nur  gewisse  seeks  Punkte  a  der  geschlossenen  Flache 
sind  au£  denjenigen  Liuien  derselben  gelegen,  welche  bei  Wiederaus- 
breitimg  der  Flaehe  in  der  s-Ebene  die  Seiten  des  Sechsecks  ergeben. 
Da  sind  dann  immer  zwei  von  den  vier  einen  solchen  Punkt  a  um- 
gebeuden  Dreiecken  yon  den  zwei  anderen  getrennt,  und  alle  vier  ini 
oinzelnen  Falle  zusammengehorige  Dreiecke  koninien  so  an  die  Be- 
randung  des  Polygons  zu  liegen.  Des  ferneren  unilagern  die  2  -  72 
Dreiecke  zu  je  sechs  24  Punkte  &  der  geschlossenen  Flache >  was 
ubrigens  in  Fig.  84  ohne  Einschrankung  siclitbar  ist.  Endlich  finden 
sich  auf  der  Flache  12  Punkte  c,  von  je  12  Elenientardreieckcn  der 
Teilung  umgeben.  Sieben  von  diesen  zwolf  Puukten  sieht  man  im 
Innern  des  Sechsecks  der  Fig.  84  vollzahlig  von  ihren  12  Dreiecken  uni- 
geben;  drei  weitere  Punkte  c  entspringen  aus  den  drei  Paaren  einander 
gegentiberliegender  Seitenniittelpunkte  desselberr,  endiich  liefern  die 
seclis  Ecken  des  Sechsecks  die  beiden  noch  fehlenden  Punkte  c,  und 
zwar  geben  die  in  Fig.  84  mit  cs,  cif  C5  bezeichneten  Ecken  den  einen 
unter  ianen,  die  drei  Ecken  c2,  CG,  C7  aber  den  anderen. 

Nunmehr  gilt  es,  in  moglichst  einfacher  Weise  zu  erkennen,  dass 
wir  es  bei  unserer  JF72  rait  einer  regular  -  symmetrischen  Flache  zu 
thun  haben.  Wir  bemerken  zunachst,  dass  im  Polygon  der  Fig.  84 
thatsachlich  ein  solches  vorliegt,  das  um  seinen  Mittelpunkt  s  =  0 
heruni  aus  zwolf  abwechselnd  symmetrischen  und  congruenten  Aus- 
schnitten  zusammengesetzt  ist.  Drehen  wir  dasselbe  also  um  ,9  =  0 

durch   den  Winkel  ~?  so  geht  es  in  sicli  liber  und  es  sind  zugleich 

nach  Ausfiihrung  der  Drehuug  die  Kanten  in  derselben  Weiso  zu- 
geordnet  wie  vordem.  Desgleichen  wird  unser  Polygon  F^2  direct  in  sich 
selbst  ubergefiihrt,  wenn  wir  die  5-Ebene  an  ihrer  imaginaren  Axe 
spiegeln.  Denken  wir  uns  also  das  Polygon  F^  in  die  co-Halbebene 
tibertragen,  so  definiert  dasselbe  auf  Grund  des  Verzweiguugssatzes 
eine  Untergruppe  VT1  sechster  Classe  vom  Index  72;  welche  init  den 
Substitution  en  S  und  A  vertauschbar  ist;  denn  diese  Substitutionen 
sind  ja  gerade  den  Operationen  zugeordnet,  clurch  welche  wir  soeben 
das  Sechseck  in  sich  transformierten.  Auf  der  anderen  Seite  wolle 


bemerkte  Vorzug?  den  die  Betrachtuug  des  in  dio  Teilnng  (2T  ST  n)  eiiigelagcrten 
Polygons  vor  der  Betrachtung  geschlossener  Fliichen  hat.  Der  glciche  Umstand 
kommt  bei  den  auf  n  =  7  bezuglichea  Entwicklungen  des  folgenden  Paragrapben 
noch  entscbiedener  zur  Geltung. 
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man  nun  rait  dein  Seehseck  -K2  eine  erlaubte  Abanderung  in  folgender 
Weise  vornelimen  (vgl.  Fig.  84,  in  der  diese  Abanderung  angedeutet  ist): 
Man  trenne  erstlicli  das  Dreieck  mit  den  Ecken  c1?  c2,  c»  ab  und  hange 
dasselbe  langs  der  Seite  6  als  Dreieck  c5cGcs  wieder  an;  in  gleicher  Weise 
trage  man  das  Dreieck  qe^  in  die  neue  Lage  C5c7r9  hinuber.  Da  ist  nun 
aus  dem  Seehseck  ein  Eechteck  mit  den  Ecken  cs?  c4,  cs,  CQ  geworden, 
dessen  Mittelpunkt  der  zurn  Ausgangsdreieck  gehorende  Punkt  a  ist. 
Zieht  man  aucli  noch  die  fur  dieses  Eechteck  geltende  Zuordnung  der 
Eandcurven  in  Betraeht,  so  ist  sofort  zu  sehen:  Dreliung  des  Eeclitecks 
urn  seinen  Mittelpunkt  durch  den  Winkel  X  fiihrt  dasselbe  mitsamt  der 
ursprunglichen  Zuordnung  seiner  Seiten  in  sich  selbst  fiber.  Aber  dieser 
Drehung,  als  einer  Operation  der  Gr[G],  ist  die  Modulsubstitutioii  T 
zugeordnet;  auch  diese  ist  sonach  mit  der  T72  vertauschbar.  Daniit 
aber  haben  wir,  was  wir  wollen:  Unsere  G-ruppe  seclister  Classe  F72  ist 
aitsgezeicJinet  in  der  enceiterten  Modulgntppe  f;  das  sugeliorigc  Ftmda- 
mentalpolygon  F7Z  ist  sonacli  ein  regular-symmctrisclies. 

Wir  wollen  jetzt  nocli  die  erzeugenden  Substitutionen  der  T72 
berechnen.  Zu  diesem  Zwecke  miissen  wir  das  Polygon  F7Z  thatsach- 
lich  irgendwie  in  der  co-Halbebene  ausbreiten.  Wir  tibertragen  zu 
deni  Ende  zuvorderst  einen  der  zwolf  Ausschnitte  der  Fig.  84,  etwa 
denjenigen,  welcher  sich  rechts  an  die  negativ  iniagin'are  s-Axe  anlegt. 
In  der  co-Halbebene  wird  daraus  ein  Complex  von  zwolf  Elenientar- 
dreiecken  entspringen,  der  sich  rechts  an  die 
imaginare  co-Axe  anlagert.  Man  tiberzeugt 
sich  leicht,  dass  er  die  in  Fig.  85  darge- 
stellte  Form,  aufweist.  Aus  zwolf  solchen 
Streifen,  die  einander  abwechselnd  symme- 
trisch  und  congruent  sind,  bauen  wir  das  gauze 
Polygon  JF^g  in  der  o-Halbebene  auf;  sechs 
unter  ihnen  denken  wir  dabei  zur  rechten,  die 
anderen  sechs  zur  linken  Seite  der  imagi- 
naren  o-Axe  an  einander  gereiht,  so  dass 
also  das  ganze  Polygon  zwischen  den  beiden 
durch  o)  =  +  3  }3ez.  »=  —  3  hindurchziehen- 
den  Geraden  der  Modulteilung  eingelagert 
erscheint. 

Die  unteren,  halbkreisformigen  Rand- 
curven  des  so  erhaltenen  Fundamentalpoly- 
gons  der  T72  konnen  wir  am.  einfachsten  jedesmal  durch  Angabe  der 
beiden  rationalen  reellen  o-Werte  charakterisieren,  die  den  Fuss- 
punkten  zugehoren,  in  denen  der  einzelne  solche  Kreisbogen  die  reelle 
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co  -Axe  trifft.  So  werden  wir  z.  B.  sagen,  dass  der  eine  in  Fig.  85 
dargestellte  Parallelstreif  unseres  Polygons  die  beideii  Randeurven 
(0?  %)  und  (3/J?  ys)  habe.  Aus  Fig.  84  miissen  wir  jetzt  ablesen,  wie 
die  Zusammenordnung  der  Randcurven  unseres  neuen,  in  der  co-Halb- 
ebene  gelegenen  Polygons  F12  zu  treffen  sind. 

Wir  nelimen  eine  gewisse  Gattung  von  Randcurven  vorweg.  Zuerst 
sind  die  beiden,  JP72  nach  reehts  uncl  links  abschliessenden  verticalen 
Geraden  einander  zuzuweisen,  von  denen  die  eine  durch  die  Substitution 

(1)  «i(oO  —  S6(flO  —  ®  +  6 

in  die  andere  (ibergeht.    Dann  ferner  gehort  die  Randeurve  (  —  3;  —  8/;J) 

mit  (%,  3)  zusammen,  deren  erste  in  die  zweite  durcli 


tibergefuhrt  wird.  Des  weiteren  gehoren  jedesnial  die  beiden  Rand- 
eurven  zu  einander,  welche  bez.  in  den  ftinf  Punkten  co  =  0,  +  \?  +2 
sicli  beriihren.  Die  funf  Substitutionen,  deren  einzelne  immer  die  eine 
Randcurve  eines  solchen  Paares  in  die  andere  Randcurve  desselben 
uberfiilirt,  sind  beziehungsweise: 


^wy         _6oo__5?       "5\«v          003  —  7  ? 

_          >  24  x    ,  11  a)  —  24 

veW) —600 —  11?       ^7V/*V 600 —  i3 

Den  hiermit  erledigten  Randcurven  unseres  Polygons  entsprcchen 
nur  ^erst  solche  Linien  in  der  urspriinglichen  Form  von  F7%,  welche 
in  Fig.  84  im  Innern  des  Sechsecks  verlaufen  und  also  erst  bei  Fort- 
gang  zur  o-Halbebene  den  Charakter  als  Randcurven  bekommen.  Es 
fehlt  noch  die  Betrachtung  der  Randcurven,  die  den  Sechseckseiten 
der  ursprunglichen  Gestalt  von  jF72  entsprechen.  Die  Zusainmengehorig- 
keit  derselben  entninimt  man  naturlieh  sofort  aus  den  beztiglichen 
Bestimmungen  der  Fig.  84  Wir  stellen  hier  sogleich  tabellarisch  je 
zwei  einander  zugeordnete  Randcurven  neben  einander  und  schreiben 
jedesnial  diejenige  Modulsubstitution  daneben,  durch  welche  die  erste 
Randcurve  in  richtiger  Weise  in  die  zweite  ubergefuhrt  wird.  Man 
finclet  so  die  Tabelle: 


(4) 
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,,            xx          —2904-12 
*  \  •   /M    *  *••»  i  • 


>  — 5 


f  7/        5/  \       f I/        I/  \  .  /     \  ~  QCQ-1-  -^ 

'  /3>     /2/?    V         727  /3>>?   ^13 1"*; —       12co  '—29 

solcliergestalt  geiconnenen  dreizelm  Operationen  vly  v2,  •  •  -,  fl13 
besitzen  wir  nun  em  System  von  Erzeugenden  unserer  ausgezeielineten 
Untergruppe  F72.  Wir  schliessen  daro.it  vorlaufig  die  an  Fig.  84  an- 
kniipfende  Betraclitung,  indem  wir  uns  vorbehalten,  auf  die  gewonnene 
f72  und  insbesondere  auf  die  Gestalt  der  erzeugenden  Operationen  t?* 
im  nachsten  Kapitel  nochmals  zuruckzukommen.  Wir  haben  die  Be- 
trachtung  um  so  lieber  etwas  ausfiihrlicher  gestaltet,  weil  die  stlmt- 
lichen  von  uns  besprochenen  einzelnen  Uberlegungen  allgemeine  Be- 
deutung  haben  und  sofort  in  einem  conaplieierteren  Falle  zu  erneuter 
Anwendung  kommen  sollen. 

§  8.   Definition  einer  speciellen  ausgezeiclmeten  Untergruppe  siebenter 

Classe  vom  Index  168*). 

Der  Rest  des  gegenwartigen  Kapifeels  ist  der  Aufstelluiig  und 
Untersuch.ung  einer  besonderen  Untergruppe  siebenter  Classe  gewidmet, 
welch  e  zu  den  interessantesten  Untergruppen  genort,  denen  wir  iiber- 
haupt  im  Laufe  unserer  Untersuchungen  begegnen.  In  Formel  (6) 
p.  342  haben  wir  eine  diophantische  Relation  kennen  gelernt?  welche 
das  Greschleeht  p  und  den  Index  ^  einer  ausgezeichneten  Untergruppe 
ni&£  Classe  yerband.  Ftir  n  =  7  lautet  diese  Relation: 

Da  p  >  1  sein  muss,  so  ist  die  niederste  fur  uns  in  Betracht  kominende 
Losung  dieser  Relation  p  =  2,  (i  =  84;  sodann  folgt  p  =  3,  ^=168. 
Wollten  wir  inzwisclien  versuchen,  nach  Massgabe  der  ersten  dieser 
beiden  Losungen  um  den  Mittelpunkt  der  Fig.  33  (p.  109)  ein  Polygon 
aus  14  abwechsebid  syimnetrisehen  und  congruenten  Ausschnitten  auf- 
zubauen  (dessen  einzelner  aus  zwolf  Blementardreiecken  bestehen  miisste), 
so  wiirden  wir  doch,  wie  wir  hier  nicht  ausfuhren,  mit  der  Zuordnung 
der  Randcurven  nicht  zurecht  kommen;  wir  verfolgen  also  gleich  den 
zweiten  Fall  p  =  3,  ^  =  168.  Da  muss  der  einzelne  unserer  14  Aus- 
schnitte  24  Elenientardreiecke  umfassen,  and  nun  zeigt  sich  die 

*)  Betreffs  der  bier  tiber  die  (r,08  gegebenen  Resialtate  vergleiche  man 
Klein's  Arbeit  »ffber  die  Transformation  siebenter  Ordniwg  der  elUptischen  JTunc- 
tionen",  Math.  Ann.  Bd.  14  (1878).  Die  hier  in  den  §§  8  bis  12  auf  rein  geo- 
metrischer  Basis  gegebenen  Entwicklnngen  -fiber  die  #108,  sowie  gleicher  Weise 
die  soeben  mitgeteilte  Untersuchnng  der  P72  riihren  vom  Herausgeber  her. 

o,  Modulfunctionen.  24 
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interessante  Thatsache,  dass  sicli  immer  24  Elementardreiedce  der  Teilung 
(2,  3,  7)  in  gewisser  Folge  $u  einem  grosseren  KreisbogendreiecJce  mit 
den  Winkeln  —,—,  ~  gusammenlegen,  welches  letztere  nunmehr  den 
einzelnen  Aussclmitt  fur  unser  sogleich  noch  naher  zu  definierendes 
Polygon  JF1G8  a"bgeben  soil.  Man  vergleiclie  hierzu  Fig.  86,  in  welcher 
in  der  That  14  Ausschnitte  beschriebener  Art  abwechselnd  sym- 
metriscli  und  congruent  an  einander  gelagert  sind. 


Pig.  86. 


Es  handelt  sich  nunmehr  welter  darum,  in  welcher  Folge  wir  die 
14  Randcurven  des  so  gewonnenen  Dreieckscoinplexes  zusammenordnen 
wollen.  Da  sind  nun  von  vornherein  viele  Falle  dentbar;  aber  wir  fiihren 
hier  ohne  Beweis  an,  dass  nur  eine  ein#ige  Art,  die  Randcurven  zn- 
zuordnen,  in  gewiinscbter  Weise  auf  eine  ausgezeichnete  P168  fiihrt. 
Diese  Zuordnung  vereinigt  jede  in  Fig.  86  mit  einer  ungeraden  Nummer 
bezeichnete  Begrenzungslinie  mit  derjenigen  geradzahligen  Linie,  deren 
Nummer  modulo  14  um  5  grosser  ist;  es  ist  dies  in  den  der  Fig.  86 
beigegebenen  Tabellen  noch  naher  ausgefuhrt.  Wir  werden  uns  so- 
gleich mit  dem  Nachweise  beschaffcigen;  dass  solcherweise  wirklich  eine 
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regular-symmetrisehe  -F16S  entstelit.  Vorab  beaehte  man,  wie  sich  auf 
Grund  unserer  Festsetzungen  die  arn  Rande  des  Polygons  gelegenen 
Ecken  der  Dreiecke  auf  der  entsprechenden  geschlossenen  Flaehe  F1GS 
zu  Punkten  a,  &,  c  zusammenordiien.  In  dieser  Hinsicht  verdient  ins- 
besondere  bemerkt  zu  werden,  dass  sich  unter  den  14  Ecken  des  Poly- 
gons die  lte,  3to,  5te,  -  -  -,  13te  auf  der  Flaehe  JF1C8  zu  einem  Punkte  e 
vereinen,  desgleichen  die  2te,  4te,  -  -  -,  14te  zu  einem  zweiten.  Insgesamt 
giebt  es  auf  der  gescMossenen  Fldclie  FiGS  84  Punkte  a,  56  Pim'kte  I, 
24  Pim'kte  c?  Anzahlen,  denen  wir  noeh  haufig  begegnen  werden. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dem  Naehweise,  dass  unsere  JF168  regular- 
syuimetrisch  ist.  Das  Verfahren  ist  dabei  dasselbe,  wie  vorhin  bei 
der  .F72.  Wir  sagen  zunachst:  Das  in  Fig.  86  dargestellte  Polygon 
geht  mitsamt  der  Zuordnung  seiner  Ranclcurven  in  sich  selbst  iiber, 

wenn  wir  es  um  seinen  Mittelpunkt    durch  den  Winkel  — ~   drehen. 

Durchaus  das  Gleiche  gilt,  wenn  wir  Fig.  86  an  der  vertiealen,  durch 
ihren  Mittelpunkt  hindurchziehenden  Geraden  spiegeln.  Aber  jene 
Drehung  und  diese  Spiegelung  sind  Operationen,  welche  die  Teilung 
(27  3,  7)  in  sich  liberfiihren,  und  sie  entsprechen  als  solche  den  Modul- 
substitutionen  S  und  A.  Wir  schliessen  sofort:  Die  dwell  unser 
Polygon  F1GS  definierte  Untergruppe  siebenter  Classe  f168  ist  mit  S 
und  A  vertausclibar.  Urn  zu  zeigen,  dass  sie  auch  mit  T  vertauschbar 
ist;  nehnien  wir  mit  Fig.  86  eine  erlaubte  Abanderung  vor,  welche 
unser  Polygon  in  die  durch  Fig.  87  veranschauliehte  Form  uberfiihrt. 
Durch  Vergleich  der  beiderlei  Gestalten  wird  man  sich  leicht  xiber- 
zeugen;  welche  Abanderungen  den  tJbergang  von  Fig.  86  zu  87  be- 
werkstelligen.  Wir  haben  zuvorderst  am  Ausschnitt  6  der  Fig.  86 
einen  auch  in  die  Ausschnitte  5  und  7  iibergreifenden  Complex  von 
21  Dreiecken  abgestreift  und  selbigen,  wie  es  dementsprechend  geschehen 
muss,  an  der  Randcurve  1  angetragen;  so  entspringt  die  in  Fig.  87 
durch  15  bezeichnete  Randcurve.  Des  ferneren  wurde  vom  4ten  und 
5ten  Ausschnitt  der  Fig.  86  ein  Complex  von  12  Dreiecken  abgetrennt 
und  ubertragen,  wodurch  die  Randcurven  12  und  13  in  Fig.  87  ent- 
stehen.  Endlich  wurden  auch  noch .  vom  7teu  Ausschnitt  6  Dreiecke 
fortgenommen  und  am  12fcen  angetragen.  Damit  wir  nach  wie  vor 
mit  einer  beztiglich  der  vertiealen  Geraden  symnietrischen  Figur  zu 
thun  haben,  nehmen  wir  endlich  noch  an  den  Ausschnitten  9,  10 
8  u.  s.  w.  die  symmetrisch  entsprechenden  Ubertragungen  von  Dreiecken 
vor.  So  entsteht  Fig.  87,  wo  man  sich  nun  iiberzeugen  wolle,  dass 
die  neben  der  Figur  tabellarisch  angegebene  Zuordnung  der  Rand- 
curve die  richtige  ist.  Unser  Polygon  zeigt  jetzt  nicht  nur  beziiglich 

24* 
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der  verticalen  Geraden  Symmetric ,  sondern  es  gelit  auch  vollstandig  in 
sicli  liber,  wenn  wir  es  an  dem  anderen,  dureh  den  Punkt  %  horizontal 
hindurebgehenden  Kreise  der  Teilung  (2,  3,  7)  spiegeln.  Aber  dieser 
Punkt  at  entspricht  dern  Punkte  co  =  i,  nnd  die  eben  gemeinte  Spiegelung 
ist  dalier  der  Modulsubstitution  C  zugeordnet.  Wir  finden  so,  dass  rics 
nicbt  nur  mit  A9  sondern  aucb  mit  0  und  also  endlicb  auch  mit 
AC  =>  T  vertauschbar  ist.  So  entspringt  das  in  Aussicht  genomniene 
Eesultat:  Die  durcli  Fig.  86  defmierte  Untcrgruppc  r1(ia  siebenter  Classe 


vom  G-escIilecM  p  =  3  ist  in  der  erweiterten  Modulgruppe  f  ausgc- 
zeiehnet;  das  $ugeliorige  Fundamentalpolygon  FIQ8  ist  sonach  re(/tdar~ 
symmetrised. 

Um  jetzt  auch  in  der  co-Halbebene  ein  Fundamentalpolygon  filr 
ries  anzugeben,  werden  wir  zunachst  den  Ausschnitt  1  der  Fig.  86  in 
der  Modulteilung  in  moglichst  tibersichtlicher  Weise  ausbreiten.  Wir 
erhalten  dabei  etwa  den  durch  Fig.  88  versinnlichten  Dreieckscomplex. 
Die  Randcurve  1  des  Ausscbnitts  hat  sich  bei  diesem  tJbergange  in 
die  beiden  Halbkreise  (2/7,  ys),  (l/0,  3/7)  tibertragen^  zugleich  treten 
zwei  neue  Randcuryen  (0,  2/7)  und  (%?  %)  auf,  welche  bei  Fig.  86  im 
Innern  des  Polygons  mit  anderen  Randcurven  zusammengebogen  lageu. 


durck  die  FlcicLen  F,  . 
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Lagern  wir  neben  den  so  gewonnenen  Parallelstreifen  etwa  nacli 
rechts  hin  nocli  13  weitere  niit  ihni  abwechselud  syninietrische  und 
congruente  an,  so  liaben  wir  einen 
Fundanientalbereieh  fur  T1GS  herge- 
stellt. 

Zum  Sehluss  wollen  wir  wieder 
ein  System  von  Erzeugeiiden  fiir  die 
rios  bereehnen. 

Wir  beriicksichtigen  zu  dem 
Zweeke  zuvorderst  diejenigen  Rand- 
curven des  Fundamentalpolygons,  die, 
wie  wir  gerade  entwickelten,  erst 
beim  Fortgang  zur  o-Halbebene  ent- 
stehen.  Da  haben  wir  zuerst  die  bei- 
den  verticalen  Geraden  einander  zu- 
zuordnen,  die  rechts  und  links  JF1GS 
abschliesseii;  die  eine  geht  in  'die 
andere  durch  die  Substitution: 
(1)  09'=  co +  7 

liber.  Ferner  sind  einander  zugeord- 
net  die  Randcurven  (0, 2/7)  und  ('17/7  ?  7), 
und  ihnen  entspricht  in  derselben 
Weise: 

(2) 


7o  —  1 


7     '3 
Pig.  88. 


3 

7 


Lassen  wir  v  der  Reihe  nach  die  Werte  1,  2,  •  •  -,  6  durcttlaufen,  so 
sind  (v  —  %,  v)  und  (v,  v  +  %)  sechs  fernere  Paare  zugeordneter 
Randcurven;  die  bezuglichen  sechs  Substitutionen  sind: 


Desgleichen  haben  wir  fiir  v  «=»  0? 
zugeordneter  Randcurven  in   (v  +  % 
gelioren  die  sieben  Operationen  zu: 


^  •  •  -,  6    sieben  Paare  einander 
v+y2),  (v  +  Va;  v  +  %) 


28  w  —  (13 

Jetzt  bleiben  noch  diejenigen  Randcurven,  die  auch  bereits  in 
Fig.  86  als  solche  fungierten*  Wir  haben  da  erstlicli  die  sieben  Paare 
0  4-  %,  v  +  //s),  ^  +  8/3,  v  +  10/7)  fur  v  -  0,  1,  •  •  -,  6  mit  den 
sieben  bezuglichen  Substitutionen: 

"~  7  (5 


42  a)  —  (18  +  42  v) 
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Wir  haben  dann  noch,  v  in  derselben  Bedeutung  beibehalten,  die  sieben 
Paare  (v  +  %,  v  +  3/7),  (v  +  18/7,  v  +  %),  clenen  wir  ebenso  viele 
Substitutionen  zuordnen: 

)a>  -  21(1  +_3  *_  +  O 
" 


—  _     _ 

—  21  CD  —  (8  +  2"liO 

unto-  (1)  Bis  (6)  namJiaft  gemacliten  Siibstitutionen,  insgesamt  29 
an  ZaM,  lilden  ein  System  von  Erseugenden  fur  unsere  Untergruppe  rics. 

§9.  Die  endlich.e  Gruppe  6r1GS.   Die  Untergmppen  G7  und  Cr2L  der  G1(J8. 

Sehen  wir  die  Operationen  von  F72  oder  ri68  als  unter  einander 
niclit  wesentlich  verschieden  an;  so  reduciert  sich  die  Modulgruppe  f 
auf  nur  72  bez.  168  yerschiedene  Operationen,  welche  in  bekannter 
Weise  eine  6r72  bez.  Gr16S  bilden.  Die  letztere,  als  die  fur  spater  wich- 
tigere  Gruppe,  -wollen  wir  tier  noch  besonders  verfolgen  und  uns  spe- 
ciell  fiber  deren  Structur  unterriehten. 

Die  Gruppe  6r168  der  Ordnung  168  liaben  wir  als  eine  Gruppe  ein- 
cleutiger  Transformationen  der  geschlossenen  Flache  jP168  in  sich  zu 
deuten.  Man  wolle  also  bemerken,  dass  die  Zerlegung  dieser  Cr168  in 
ilire  Untergruppen  eine  Aufgabe  ist;  die  sich  ihrer  Eigenart  nach  der 
Zerlegung  der  Ikosaedergruppe  an  die  Seite  stellt.  In  der  That,  wir 
fanden  in  §  4  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  f60  von  f,  deren  Funda- 
mentalpolygon,  zweckmassig  zusammengelegt;  die  ikosaedrisch  geteilte 
Kugel  giebt.  Die  beziigliche  G6Q  konnten  wir  somit  als  die  Gruppe 
der  Ikosaederdrehungen  deuten  und  eben  durch  Zuhilfenahnae  des  Iko- 
saeders  ihre  Structur  erfahren.  Entsprechend  werden  wir  nun  unsere 
6r168  in  ihrer  geometrischen  Form  als  Gruppe  der  Transformationen 
der  JF168  in  sich  auf  ihre  Structur  untersuchen.  Dabei  liaben  wir  Gelegen- 
heit,  die  schon  wiederholt  betonte,  sehr  viel  grossere  Brauchbarkeit 
des  in  Fig.  86  dargestellten  Polygons  vor  der  geschlossenen  Fliiche 
JE^68  zu  erkennen*). 

In  der  Structur  unserer  (?168  lasst  sich  interessanter  Weise  eine 
Analogic  zur  Structur  der  Ikosaedergruppe  bis  in;s  einzelne  verfolgen. 
Wir  wahlen  demgeniass  den  Vergleich  der  GIG8  mit  der  Ikosaeder- 
gruppe bei  den  folgenden  Entwicklungen  zum  Ausgangspunkt. 

*)  Eine  solche  geschlossene  Flache  F1Q8  -wird  bier  in  der  That  notwendig 
sehr  compliciert.  Vergleiche  iibrigens  wegen  einer  anderweitigen  Versinnlichung 
einer  solchen  Flache  die  Abhandlung  von  Hrn.  H  ask  ell,  ffber  die  mr  Curve 

^V  +  V>Qv  +  v8*  —  0 

im  projectiven  Sinne  geJwrige  mefwfache  UlerdeeJcung  der  Mene  (GOttinger  Disser- 
tation, 1889). 
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Auf  dem  Ikosaeder,  das  wir  kurz  als  Feo  bezeiehnen  werden, 
en  zwolf  Punkte  c,  um  rait  ihnen  zu  beginnen.  Diesen  zwolf 
Punkten  c  waren  sechs  gleichbereehtigte  cyclisclie  Untergruppen  G$ 
der  6rGO  zugeordnet,  deren  einzelne  zwei  Punkte  c  zu  Fixpunkten  besass, 
wahrend  sieh  bei  Ausfiihrung  dieser  6?5  die  tibrigen  zelin  Punkte  c 
in  zwei  Reihen  zu  je  ftinf  cycliscli  permutierten.  Gaaz  analog  bei 
unserer  6r16S:  Da  haben  wir  24  Punkte  c  und  man  fasse  nun  zunaehst 
insonderheit  denjenigen  in's  Auge,  der  im  Mittelpunkt  der  Fig.  86 

gelegen  ist.     Drehung  durcli  den  Winkel  ^=-  um  diesen  Punkt  trans- 

formiert  das  Polygon  F168  in  sich;  und  nun  entspringt  ersiehtlich  durcli 
Wiederholung  dieser  Drehung  eine  in  der  6r16S  enthaltene  cyclisehe  G7. 
Man  sehe  naeh?  wie  sich  bei  Ausiibung  dieser  G7  die  ancleren  23  Punkte  c 
verhalten.  Zwei  Kranze  von  je  sieben  solchen  Punkten  erblickt  man 
direct  im  Tnnern  des  Polygons  Fig.  865  die  7  Punkte  des  einzelnen 
Kranzes  vertauschen  sich  bei  der  G7  offenbar  cyclisch.  Ein  dritter 
Kranz  yon  7,  sicli  ebenso  verhaltenden  Punkten  liegt  in  denjenigen 
Punkten  c  von  -F1(J8  vor?  deren  Umgebungen  jedesnial  durch  die  Eand- 
curven  des  Polygons  in  zwei  Teile  zerlegt  erscheinen.  Endlich  bleiben 
auf  JP168  noch  zwei  Punkte  c?  diejenigen  namlich,  welche  sich  bei  Zu- 
sammenlegung  des  Polygons  aus  den  14  Ecken  desselben  zusamnaen- 
setzen;  man  tiberzeugt  sich  sofort;  dass  diese  beiden  Punkte  c  Fixpunkte 
unserer  6?7  sind.  Fassen  wir  zusanimen,  so  haben  wir:  Die  gefundene  G7 
hat  drei  PunJcte  c  #u  Fixpimlzten,  walirend  sich  die  ubrigen  21  Pimhte  c 
~bei  Ausfiihrung  der  G7  in  drei  Systemm  #u  je  sieben  cyclisch  permutieren. 
So  fuhrt  nun  iiberhaupt  jeder  der  24  Punkte  c  zur  Aufstellung 
einer  cyclischen  6?7,  welcher  er  als  Fixpunkt  zugehort,  und  da  alle 
24  Punkte  c  bezuglicK  der  6r16S  mit  einander  aquiralent  sind;  so  werden, 
alle  so  entspringenden  G7  innerhalb  der  Gesamfcgruppe  6r168  gleichberech- 
tigt  sein*).  Inzwischen  gelangen  wir  auf  diese  Weise  keineswegs  zu 
24  verschiedenen  (?7;  vielmehr  uberzeuge  man  sieh  etwa  durch  Heran- 
ziehung  der  oben  besonders  betrachteten  G?,  dass;  wenn  die  zu  ct  im 
eben  gemeinten  Sinne  gehbrige  G7  auch  noch  c2  und  c3  zu  Fixpunkten. 
besitzt,  eben  diese  beiden  letzteren  Punkte  c2)  c3  von  sich  aus  gerade 
zu  der  namlichen  G7  fuhren.  Immer  drei  der  24  Punkte  c  geben  also 
dieselbe  6r7;  so  dass  wir  schliessen:  In  der  6r168  giebt  es  8  gleicJib&rech- 
tigte  cyclisehe  Uniergruppen  (?7  der  Ordnung  7.  Diesen  acht  Gruppen 
entsprechend  ordnen  sieh  die  24  Punkte  c  zu  je  drei  in  8  Tripel  zu- 

*)  Man  erinnere  sich  hier  des  ,,Ikos."  p.  12  angegebenen,  auch  bereits  oben 
in  II,  3  wiederholt  zur  Geltung  gekommenen  Princips  tiber  Gleichberechtigung 
solcher  Operationen,  deren  Fixpunkte  aquivalent  sind. 
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sammen,  eine  Anordnung,  deren  wir  im  folgenden  Paragrapheu  und 
spaterhin  noeh  haufig  zu  gedenken  haben.  Es  entspricht  diese  An- 
ordnung  iibrigens  der  Verteilung  der  12  Ikosaederecken  auf  6  Paare 
einancler  gegeniiberliegender. 

Jetzt  bringen  wir  sofort  die  in  §  7  des  vorigen  Kapitels  (p.  322) 
allgemeiii  entwickelten  gruppentheoretischen  Sehlussweisen  in  Anwen- 
dung.  Die  einzelne  G7  als  eine  unter  8  gleichberechtigten  Gruppen  ist 
im  ganzen  mit  168 : 8  =  21  Operationen  der  Gr1GS  vertauschbar,  die  eine 
Cr21  bildeu.  So  entspringen  adit  gleiclibereclitigte  Untergruppen  G21  der 
Ordmmy  21,  die  ersichtlich  den  6  gieichberechtigten  G1Q  des  Ikosaeders 
entsprechen.  In  der  That  ist  diese  Analogie  aueh  geonietrisch  voll- 
standig  durchfuhrbar,  was  im  folgenden  Paragrapben  geleistet  wird. 
Wir  beginnen  dabei  mit  einer  erneuten  Betrachtung  der  geometrischen 
Verbaltnisse;  und  fiibren  insbesondere  ein  neues  Element  der  An- 
scbauung,  die  28  Symmelrielinien  der  F1Q8  ein.  Verinoge  derselben 
erfabren  wir  dann  auch  Naberes  tiber  die  Structur  der  gerade  ge- 
fundenen  acbt  6r21;  wir  lernen  zugleich  eine  Reilie  weiterer  Unter- 
grnppen  der  6r16S  kennen,  deren  Gesamtbeit  wir  iiberbanpt  ini  Laufe 
der  gerade  vorliegenden  Paragrapben  aufstellen  werden. 

§  10.    Die  28  Symmetrielinien  der  .Fies  und  die  Untergrnppen  Cr3 

•and  G-Q  der  <91C8. 

Wie  wir  die  Ikosaederteilung  in  Fig.  31  (p.  106)  darstellten,  wird 
sie  dnrch  15  grosste  Kreise  der  Kugel  bewerkstelligt,  welche  mit 
einander  bezuglicb  der  G6Q  aqxiiyalent  waren  und  durcbgeliends  Syni- 
metriekreise  der  gemeinten  Teilung  darstellten.  Wollen  wir  die  ana- 
logen  Verhaltnisse  fur  unsere  regular-symmetrische;  gescblossene  Fltiche 
j^gg  untersucben;  so  wird  aucb  bier  jede  Linie  ibrer  Einteilung  eine 
Syminetrielinie  dieser  Teilung  sein;  wir  werden  also  jede  seiche  Linie 
7cur0  als  eine  Symmetrielinie  der  Flacke  F1G8  le#eichnen.  Man  ver- 
folge  nun  zuvorderst  an  der  ebenen  Fig.  86  eine  einzelne  solche 
Symmetrielinie,  etwa  diejenige,  welcbe  vertical  durcb  die  Mitte  dieser 
Figur  hindurchzieht.  Um  zu  beurteilen,  wie  sich  diese  Linie  tiber 
ihre  in  Fig.  86  eintretenden  beiden  Bnclpunkte  hinaus  auf  der  FHiche 
fortsetzt;  miissen  wir  vorab  mit  Hilfe  der  Zuordnung  der  Kandcurven 
nacbseben,  wie  sich  die  an  den  Ecken  des  Polygons  gelegenen 
Dreiecke  zu  den  Urngebungen  der  beiden  bezuglicben  Punkte  c  der 
Flacbe  zusammenfugen.  -  Da  ist  es  denn  unscbwer  zu  erkennon;  dass 
sich  die  Randcurven  5  und  10  (Fig.  86)  auf  der  gescblossenen  Flache 
zu  einer  Linie  zusammenlegen,  die  im  Verein  mit  dem  unserer  verti- 
calen  Geraden  entsprechenden  Ourvenstiick  eine  auf  der  Flache  JP168 
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geschlossene  Syniinetrielinie  abgiebt.  Diese  Syninietrielinie  besteht  im 
ganzen  aus  18  Dreiecksseiten.  Die  Reihenfolge  der  auf  ilir  liegenden 
Punkte  a,  T>}  c  1st  in  Fig.  89  angegeben,  die  einen  langs  der  Sym- 
metrielinie  aus  der  geschlossenen  Flaehe  ausgesclmittenen  Giirtel  in 
schematischer  Weise  versinulicht. 

Aus  der  in  Fig.  89  niitgeteilten  Zeiclinung  wolle  man  nun  insbeson- 
dere  entnehmen,  dass  jecle  der  drei  Arten  von  Dreiecksseiten,  die  es 
giebt,  sich  mit  sechs  Seiten  an  der  Bildung  unserer  Syninietrielinie 
beteiligt.  Es  folgt  daraus  der  wieh- 
tige  Satz,  dass  alle  Symmetrielinien 
unserer  F1QS  mit  elnander  aqidvalent 
sind.  Auf  einer  beliebig  vorgegebenen 
Symmetrielinie  greife  man  namlich 
irgencl  eine  Dreiecksseite  auf.  Zu  letz- 
terer  lasst  sich  auf  der  hierneben  dar- 
gestellten  Symmetrielinie  sofort  eine 
aquivalente  Seite  auffinden.  Da  wircl 
dann  diejenige  Operation  der  Gr16s, 
welche  die  erste  dieser  Seiten  in  die 
zweite  transformiert,  zugleicK  die  eine 
Symmetrielinie  in  die  andere  iiber-  lg* 

fiihren.  Indem  also  alle  Symmetrielinien  die  durcli  Fig.  89  versinnlichte 
Gestalt  besitzen;  werden  sie  insbesondere  alle  aus  je  18  Dreiecksseiteu 
bestehen.  Aus  der  Gesaintzahl  der  3-168  Dreiecksseiten  entstenen  so- 
nach  im  ganzen  3  - 168 : 18  —  28  Symmetrielinien.  Daher  das  wichtige 
Resultat,  welches  deni  zu  Anfang  angegebenen  Satze  von  der  Iko- 
saederteilung  entspricht:  Die  regular- synwnetrische  Teilung  unserer  Ulache 
FW8  ^v^rd  durch  28  unter  einander  aguivalente  Symmetrielinien  bewerlc- 
stelligt.  (Man  vgl.  Math.  Ann.  Bd.  14,  p.  465). 

Indem  die  einzelne  Symmetrielinie  durch  die  168  Operationen  der 
G168  nur  in  28  Symmetrielinien  iibergefiihrt  wird;  muss  sie  durch 
168 : 28  =  6  Operationen  in  sich  transformiert  werden 5  dieselben  bilden 
notwendig  eine  6rc.  Constatieren  wir  also:  Den  28  unter  einander 
ayuivalenten  Symmetrielinien  entsprechen  28  gleicJiberechtigte  Untergrwppen 
GQ  seclister  Ordnung  der  G16S^).  Solches  wird  durch  Fig.  89  unmittel- 


*)  Man  kSnnte  zunS,chst  glauben,  dass  die  einzelne  6rQ  immer  zugleich 
mehrere  Symmetrielinien  in  sich  uberfuhren  mochte,  wobei  dann  die  Zahl  der  GrQ 
ein  Teller  von  28  w'are,  aber  nicht  28  selbst.  Das  wurde  aber  wider  die  gleich  zu 
besprechende  Thatsache  streiten,  dass  die  in  der  einzelnen  CrQ  enthaltene  Grs  nur 
%wei  von  den  66  Punkten  T)  zu  Fixpunkten  hat. 
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bar  zur  Evidenz  gebraclit,  und  wir  erkennen  dabei  zugleich  in  unseren 
G-Q  Untergruppen  der  Gr1G8  vom  Diedertypus.  In  der  That  wird  ja 
xmsere  in  Fig.  89  dargestellte  Symnietrielinie  zuvorderst  durch  eine 
Operation  der  Periode  drei  in  sich  ubergefiihrt,  welche  sich  sehe- 
niatiscli  als  Drehung  durch  120°  ura  den  Mittelpunkt  der  Figur 
darstellt.  Furs  zweite  wird  die  gemeinte  Linie  ersiehtlich  noch 
clurcli  drei  Operationen  der  Periode  zwei  in  sich  ubergefuhrt,  die 
auf  dieser  Linie  in  al7  ad  bez.  a2,  a6  und  a2)  a6  je  ein  Paar  yon 
Fixpunkten  besitzen;  man  kann  sich  diese  Operationen  als  Uni- 
klappungen  der  Figur  um  drei  sich  in  ihreni  Mittelpunkte  kreuzende 
Durchmesser  denken. 

Den  Diedertypus  der  in  Rede  stehenden  GG  konnen  wir  hier  an- 
schaulich  sogar  noch  weiter  verfolgen,  indem  wir  nainlich  in  unserer 
geteilten  Flache  F1Q8  ein  der  Figur  13  (p.  72)  entsprechendes  Gertist 
von  vier  Symmetrielinien  aufsuchen.  Die  Diederteilung  besitzt  drei 
aquivalente  Kreise,  die  genieinsam  durch  zwei,  einander  diametrale 
Punkte  der  Kugel  laufen,  und  einen  vierten,  jene  orthogonal  schneiden- 
den  Kreis  (cf.  Fig.  13).  Dieseni  letzteren  Kreise  miissen  wir  ofifenbar  die 
Symmetrielinie  der  Fig.  89  entsprechend  setzen,  wahrend  die  anderen 
drei  Kreise  der  Diederteilung  den  clurch  die  Punkte  a  der  Fig.  89 
ziehenden  anderen  Symmetrielinien  gegeniiber  zu  stellen  sind.  Wolle 
man  jetzt  diese  Symmetrielinien  in  Fig.  86,  p.  370;  verfolgen.  Da  wird 
man  das  interessante  Kesultat  erblicken:  Die  Symmetrielinie  durch  a^  meJit 
auch  durdli  afL,  diejenige  durch  a>2  durch  a&,  die  durch  <z3  durlch  a^  'besayfo 
drei  Symmetrielinien  gehen  iiberdies  gemeinsam  durch  die  beiden  mit  bt 
imd  &2  lezeichneten  Punkte  der  Fig.  86,  abgesehen  aber  von  \  und  6a 
Jidben  Jceine  zivei  unter  ihnen  einen  Punkt  gemeinsam.  Wir  haben  also 
in  der  That  der  C?6  entsprechend  auf  der  JF1C8  eine  Figur,  die  durch- 
aus  an  die  Diederconfiguration  erinnert. 

Jetzt  aber  schliessen  wir  sofort  weiter:  Die  beiden  soeben  mit  &x 
und  12  lezeichneten  Punkte  miissen  Fixpunlste  der  in  der  letrachteten  6rG 
cnthaltenen  cyclischen  (?3  sein.  Das  beweist  man  vermittelst  der  Fig.  86 
auch  leicht  direct.  In  der  That  setze  man  in  derselben  das  Ausgangs- 
dreieck  dem  an  der  gemeinsamen  Spitze  der  7ton  und  8lon  Randcurvc 
liegenden  Doppeldreiecke  entsprechend  und  lasse  von  hier  aus  weiter 
benachbarten.  Dreiecken  iramer  im  gleichen  Sinne  benachbarte  ent- 
sprechen.  Da  wird  man  finden,  dass  der  Punkfc  &1;  wie  Z>27  sich 
selbst  zugeordnet  ist,  dass  aber  dies  auch  die  einsdgen  Fixpunkte  der 
beziiglichen  6r3  sind.  Merken  wir  uns  also  den  Satz:  In  der  (?168  (jiebt 
es  28  cyclische  Untergruppen  6?3  von  der  drittm* Ordnung;  jede  derselben 
"besitst  zwei  #u  den  Punltien  &  gehorige  Fixpurilcte.  Das  stirnmt  denn 
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damit  iiberein,   dass   wir  auf  der   Fl'tiene  FiCjS   in   der   That  56   unter 
einander  aquivalente  Punkte  b  zu  verzeiclmen  hatten*). 

Keliren  wir  nun  noch  kurz  zur  Betrachtung  der  im  vorigen  Para- 
graphen  gewomienen  aeht  gleicliberechtigteu  Gf2l  zuriick.  Die  sieben 
Geraden,  welche  in  Pig.  86,  p.  370,  durch  die  Mitte  des  Polygons  hindureh- 
ziehen,  vereinen  sich  mit  den  sieben  Paaren  von  Randcurven  zu  ebenso 
vielen  Symmetrielinien.  Diese  sieben  Syinnietrielinien  gehen  allesanit 
durch  die  drei  Fixpunkte  c±>  CB,  c6  der  urspriinglieh  studierten  6r7?  haben 
aber  iibrigens  keinen  Schnittpunkt  gemeinsam.  Hierin  liegt,  wie  man 
bemerkt,  eine  sehr  einfache  Definition  der  Tripel  zusanunengehoriger 
Punkte  e**).  Da  ziehe  man  nun  die  Gr3  heran,  welche  zu  einer  dieser 
sieben  Symmetrielinien  im  soeben  dargelegten  Sinne  gehort.  Aus  Fig.  89 
sieht  man,  dass  die  Operationen  der  6r3  die  drei  Punkte  c1?  c3,  £5 
cyclisch  permutieren,  und  aus  dem  Dmstande  entnirnmt  man  leicht 
das  Eesultat,  dass  die  Operationen  der  6rs  mit  der  zu  den  Fispunkten 
cly  C3,  c5  gehorigen  6r7  vertauschbar  sind.  Jene  sieben  Symmetrielinien 
liefern  also  7  G3  und  deren  von  der  Identitdt  verschiedene  14  Operationen 
lilden  im  Verein  mit  der  Gr7  die  dieser  Grruppe  gugeordnete  6r21.  Die 
Structur  der  Gruppen  Gr2l  ist  damit  vollstandig  aufgewiesen;  man 
konnte  dieselben  als  halbmetacydisclie  Gruppen  bezeichnen  (cf.  unten  II;  9). 

§  11.    Die  21  kiirzesten  Linien  der  Fws  und  die  IJntergruppen 


Um  eine  Reihe  weiterer  Untergruppen  der  6r168  aufzustellen,  haben 
%vir  in  Fig.  86  eine  einzelne  Bahncurve  derjenigen,  tibrigens  hyper- 
bolischen  Substitution  von  s  durch  das  Polygon  gelegt,  welche  die 
Randcurve  10  in  die  zugeordnete  Bandcurve  5  uberfiihrt.  Auf  der 
geschlossenen  Flache  JP168  wird  die  eben  gemeinte  Bahncurve  eine 
geschlossene  Linie  liefern?  und  um  fur  diese  einen  zweckmassigen 
Namen  zu  besitzen;  benennen  wir  sie  (auf  Grund  einer  nahe  liegen- 
den  Uberlegung)  als  eine  Jcurgeste  Linie  auf  der  Flache  FiG8*  Wie 


*)  Erinnern  wir  hier  wieder  kurz  an  die  entsprechenden  Untergruppen  der  6r60 . 
Den  28  Gs  des  Textes  entsprechen  dort  15  6r2 ,  bei  deren  Operationen  die  15  Symmetrie- 
kreise  dea  Ikosaeders  bez.  in  sich  verschoben  werden.  Im  ganzen  aber  wird  die 
einzelne  Symmetrielinie  durch  die  4  Operationen  einer  Vierergruppe  Gr^  in  sich 
transformiert,  wobei  diese  6r4  offenbar  den  obigen  @Q  entsprechen.  Darin  freilich 
liegt  eine  Abweicbung,  dass  eine  einzelne  dieser  <?4  immer  zugleich  drei  Symmetrie- 
kreise  in  sich  flberfuhrt,  so  dass  die  Zahl  gleichberechfcigter  Gr^  auf  15 : 3  =  5 
zuruckgeht.  t 

**)  Man  ziehe  hier  und  weiterhin  immer  wieder  das  Ikosaeder  zum  Tergleich 
in  Betracht,  ohne  dass  wir  dies  ins  einzelne  stets  besonders  ausfiihren. 
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man  sieht,  durchzieht  diese  kurzeste  Linie  nur  aclit  freie,  sowie  acht 
schraffierte  Dreiecke  des  Polygons*;.  Wir  wollen  diese  acht  Drei- 
ecke  jeder  Art  mit  den  Nummern  1,  2,  •  *  -,  8  belegen,  und  zwar 
nummerieren  wir  dabei  in  der  Eeihe  von  links  nach  rechts.  Hier  ist 
nun  sofort  evident:  Wird  ein  von  der  kurzesten  Linie  durchzogenes 
Dreieck  in  eines  der  acht  anderen,  mit  iliin  gleichartigen  transforiniert, 
so  geht  die  kurzeste  Linie  in  sich  iiber,  und  zugleich  giebt  es  in  der 
6r16S  keine  andere  als  diese  acht  Operationen;  welche  die  betrachtete 
Linie  in  sieh  transformieren.  Durch  oft  geiibte  Schlussweise  folgt 
hieraus:  Es  giebt  auf  der  gescMossenen  Fldclie  iilerhaupt  168:8  =  21 
Jtiirgeste  Linien  bescliriebener  Art;  diesellen  sind  alle  unter  einander 
aqiuivalent. 

Die  acht  Operationen,  welche  unsere  in  Fig.  86  gezogene  kiirzeste 
Linie  in  sich  uberfuhren,  bilden  eine  Untergruppe  Grs  vom  Dieder- 
typus.  Wolle  man  namlich  das  oben  mit  der  Nummer  1  belegte  freie 
Dreieck  in  das  dritte  iiberfiihren,.  so  hat  man  damit  eine  Operation 
der  Periods  4  charakterisiert,  wie  aus  der  Figur  unmittelbar  ersicht- 
lich.  Ausser  dieser  6r4  gehoren  der  6r8  noch  vier  Operationen  der 
Periode  zwei  an?  deren  einzelne  jedesmal  zwei  von  den  8  auf  der  ktir- 
zesten  Linie  gelegenen  Punkten  a  zu  Fixpunkten  hat;  in  der  That  wircl 
z.  B.  diejenige  Operation  der  6r168?  welche  die  freien  Dreiecke  1,  2 
permutiert?  zugleich  auch  die  freien  Dreiecke  5,  6  austauschen,  wie 
man  aufs  leichteste  mit  Hilfe  der  kurzesten  Linie  selbst  darthut  u.  s.  w. 
Der  Diedertypus  der  6f8  ist  damit  zur  Evidenz  gebracht. 

Wird  durch  die  in  Eede  stehende  6r8  nur  die  eine  kurzeste  Linie 
in  sich  ubergefuhrt,  von  deren  Betrachtung  wir  hier  ausgingen,  so 
giebt  es  in  der  6r168  ersiehtlich  21  gleichberechtigte  Dieclergruppen  6rs. 
Dem  gegenuber  konnte  es  freilich  auch  eintreten,  dass  durch  die  frag- 
liche  Gr8  nicht  nur  eine?  sondern  immer  zugleich  mehrere;  etwa  drei 
kiirzeste  Linien  in  sich  ubergefuhrt  wiirden,  wobei  es  dann  nur  7  gleich- 
berechtigte 6r8  gabe.  Urn  hiertiber  zu  entscheiden,  bemerke  man,  dass 
in  jeder  6rs  eine  cyclische  6r4?  in  jeder  solchen  G±  aber  eiue  cyclische 
G~t  ausgezeichnet  enthalten  ist;  konnen  wir  zeigen,  dass  die  Zahl  cler 
gleichberechtigten  6r2  in  der  (?168  21  ist;  so  gilt  dagselbo  von  der  An- 
zahl  der  (r4  und  der  6r8. 

Als  Erzeugende  der  in  der  oben  besonders  betrachteten  6r4  cnt- 
halteneu  G-%  werden  wir  diejenige  Operation  bezeichnen?  welche  das 

*)  Will  man  etwa  bezweifelo,  dass  die  8  Punkto  a  diesor  Drciocko  zugleich 
auf  einer  Bahncurve  der  Teilung  (2,  3,  7)  gclegen  seixj,  so  sctzo  man  an  Stollo 
der  punktiertcn  Linie  die  in  die  Figur  gleichfalls  aufgenommene  Zickzacklinie ; 
diose  letztere  leistet  fur  unsere  Zwecke  dasselbe,  wie  jeno. 


durch  die  FlZLchen  Fft.  381 

freie  Dreieck  1  unserer  kurzesten  Linie  in  das  freie  Dreieck  5  iiber- 
fuhrt.  Durch  diese  Operation  wird  aber  ganz  offenbar  diejenige  Syni- 
naetrielinie  in  sich  iibergefuhrt,  die  vertical  dureh  die  Mitte  der 
Figur  86  zieht.  Deragemass  wissen  wir  schon  aus  vorigem  Para- 
graphen,  class  besagte  6r2  auf  dieser  Sjinmetrielinie  zwei  Fixpunkte  a 
hat;  unsere  G2  gehort  also  zu  den  Gruppen,  bei  d  er  en  -  Operation  en 
Punkte  a  erhalten  bleiben.  Die  Gesamtzahl  dieser  Punkte  war  84. 
Moge  also  jede  unserer  Gr.2  m  Fixpunkte  a  besitzen,  so  wird  die  An- 

94 

zalil  gleichberechtigter   TJntergruppen    (?2   dieser  Art   offenbar  —  sein. 

Zur  Bestimmung  yon  m  ist  nun  die  in  Fig.  87,  p.  372?  gegebene  An- 
ordnung  des  Polygons  sehr  branclibar.  Diese  Figur  setzt  sich  ans  vier 
abwechselnd  indirect  und  direct  kreisver  wand  ten  Quadranten  zusammen, 
welche  von  den  beiden  durch  den  Punkt  ax  der  Fig.  87  gehenden  Sym- 
metriekreisen  begrenzt  werden.  Betrachten  wir  nun  diejenige  der  liier 
gemeinten  Operationen  der  Periode  zwei,  welehe  a^  zum  Fixpunkt  hat. 
Dieselbe  permutiert  den  ersten  und  dritten,  sowie  auch  den  zweiten 
und  vierten  unserer  Quadranten.  Jetzt  wollen  wir  direct  zusehen, 
welche  Punkte  a  bei  dieser  Operation  sich  selbst  zugeordnet  sind. 
Offenbar  kann  ausser  a:  kein  Punkt  a,  der  im  Innern  des  Polygons 
Fig.  87  liegt;  sich  selbst  entspreelien.  Weitere  etwa  vorhandene  Fix- 
punkte der  gedachten  Operation  haben  wir  also  auf  der  Berandung 
unseres  Polygons  zu  suchen.  Da  ist  zuvorderst  deutlich,  dass  die  vier  in 
Fig.  87  mifc  a2  bezeichneten  Ecken  fiir  die  geschlossene  Flache  in  der 
That  einen  Fixpunkt  a  unserer  6r2  liefern,  wahrend  alle  xibrigen  Ecken 
Punkte  &  oder  c  liefern.  Der  Rest  der  in  Betracht  kommenden  Fix- 
punkte ist  unter  den  von  den  Ecken  verschiedenen  Randpunkten  a  zu 
suchen.  Nun  geht  bei  Fig.  87  die  Randcurve  mit  der  Nummer  v 
durch  Ausftihrung  der  zu  Grunde  liegenden  Operation  in  die  (y  +  16)te 
Randcurve  tiber.  Soil  also  eine  Randcurve  einen  Fixpunkt  a  der  ge- 
suchten  Art  tragen,  so  muss  sie  ersichtlich  durch  die  fiir  Fig.  87 
geltende  Zusammengeliorigkeit  der  Rander  der  (y  -j-  16)ten  Rand- 
curve zugewiesen  sein.  Wolle  man  demnaeh  in  der  Tabelle  der 
Fig.  87  nachsehen,  wie  oft  die  Different  der  Nummern  einander 
zugewieseiier  Randcurven  16  ist.  Das  trifft  zweimal  ein,  namlich 
bei  5 — 21  und  12  —  28.  Wir  finden  so  in  aB  und  a±  noch  zwei 
weitere  Fixpunkte,  ausser  welchen  nun  aber  noch  andere  nicht  exi- 
stieren.  Es  ist  sonach  m  =  4  und  wir  gewinnen  zusammenfassend 
das  Resultat:  Den  21  Jcurgesten  Linien  entsprechend  giebt  es  in  der  6r168 
im  ganzen  21  gleichberechtigte  cyclische  GT&  und  in  ihnen  ebenso  viele 
cyclische  Cr2;  lei  dm  Operationen  der  Periode  4  Neibt  selbstversttindlich 
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kein  Purikt  der  F1GS  fest,  die  einzelne  Cr2  aber  lesitet  je  vier  von  den 
84  Punkten  a  zu  FixpunUen.  Als  eine  miter  21  gleiclibereclitigten  ist 
die  einzelne  <22  vertausdibar  mit  acM  Operationen  einer  (?8,  und  wir 
hommen  so  zuriick  m  den  21  gleiclibereclitigten  Diedergruppen  Gr8,  die  wir 
bereits  obm  Jcmnm  lernten*). 

Berecbnen  wir  jetzt  die  Gesamtzabl  der  verscbiedenen,  DUU  zur  Gel- 
tung  gekommenen  Operationen  der  Cr168.  Die  8  Gr7  entbielten  8*6  ver- 
schiedene  Operationen  der  Periode  7,  die  28  Cr3  desgleichen  28  •  2  Ope- 
rationen der  Periode  3,  die  21  G^  endlich  21-3  Operationen  der  Periode  4 
bez.  2.  Fugen  wir  ihnen  hinterlier  nocli  die  Identitat  ninzu;  so  sind  das 
zusaniraen  8-6+  28  -2  +  21-3  +  1==  168  Operationen.  Im  Vorlier- 
gelienden  hdben  ^v^r  also  alle  Operationen  der  CrIQ8  leriicfzsiclitigt  und 
ddlier  alle  cydisclien  Untergruppen  der  G-1QB  Jcennen  gelernt  An  niclit- 
cyclisclien  Untergruppen  der  6r168  finden  sich  ansser  den  schon  ge» 
nannten  G21;  6r6  und  6r8  aber  nocb  zwei  weitere  Arten,  zu  deren  Auf- 
stellung  wir  sebr  leicht  von  den  21  gleichberechtigten  Gs  aus  ge- 
langen;  wie  wir  im  folgenden  Paragrapben  zeigen  wollen**). 

§  12.     Die  Vierergmppen  (r4  nnd  Oktaedergruppen  (?24  in  der  6flcs. 

Nennen  wir  ^  die  Erzeugende  einer  cycliscben  6f4,  die  wir  beliebig 
aus  der  Zabl  der  21  gleichberecbtigten  Gruppen  dieser  Art  auswtihlen; 
v2  sei  eine  von  t?12  verschiedene,  mit  (r4  vertauschbare  Operation  der 
Periode  zwei.  Alsdann  baben  wir  in 


die  Operationen  einer  der  21  gleicbberecbtigten  Diedergruppen  6f8. 
Hier  steben  in  der  zweiten  Reibe  lauter  Operationen  der  Periode  zwei, 
und  es  ist  z.  B.  v^v1v2vl  =  1,  was  wir  aucb 

(2)  vrlw*  =  vr* 

scbreiben  konnen;  die  Operation  vt  wird  also  durch  v2  in  ihre  inverse 
Operation  transformiert. 

Bemerke  man  jetzt,  dass  innerbalb  unserer  6rs  die  vier  Operationen 

(3)  V,    v*,    «•»!%     1 


*)  Den  21  6?4  der  #168  entsprecben  in  der  Ikosaedergrnppo  #00  die  10  #8 
und  den  21  Diedergruppen  GB  der  6r168  die  10  Diedergruppen  GQ  der  6r00,  wie 
wir  spater  noch  naher  auf  arithmetischem  Wege  darthun  wollen. 

**)  Es   schien  zweckmassig,  -  dabei   an   Stelle   der  bisherigen   goometrischen 
Uberlegungen  nunmelir  ein  abstractes  Schlussverfahren  zu  verwenden* 
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fur  sicli  eine  Untergruppe  G±  voni  Vierertypus  bilden,  wie  aus  (2) 
leieht  folgt.  Da  man  cles  weitereii  aus  (2)  leicht  t^—1^^  =  v^v^  un^- 
^1~1(t*2t'12)^1  =  v2  ableitet,  so  wird  diese  G4  durch  ^  und  sonaeli  dber- 
haupt  durch  alle  Operationen  der  G-s  in  sich  transformiert.  In  ganz 
analoger  Weise  bilden  die  vier  Operationen 

(4)  v^     r*v19     t'aty1,     1 

ebenfalls  eine  Vierergruppe  <?/,  die  wiederum  mit  alien  Operationen 
der  Gs  vertausehbar  ist*). 

Ohne  weiteres  steht  hiernaeli  fest,  dass  wir  innerhalb  jeder  der 
21  G8  zwei  Vierergruppen  finden,  von  den  en  die  eine  mit  6r4,  die  andere 
niit  6r/  gleichberechtigt  sein  wird.  Aber  es  ist  sehr  zu  betonen,  dass 
wir  solchergesfcalt  nielit  21  verschiedene  mit  6r4  gleichberechtigte  Vierer- 
gruppen erhalten,  sondern  nur  sieben.  Bei  Gewinnung  der  dureh  (3) 
gegebenen  6r4  gingen  "wir  namlich  von  derjenigen  Grs  aus;  die  v^  als  aus- 
gezeiclinete  Operation  der  Periode  zwei  enthielt.  Gehen  wir  ein  anderes 
Mai  von  der  6r8  aus,  die  v2  in  solcher  Weise  enthalt,  so  werden  wir 
innerhalb  dieser  6r8  zwei  Vierergruppen  finden,  von  den  en  eine  gerade 
wieder  die  Gr4  der  Operationen  (3)  ist,  und  ebenfalls  gelangen  wir  zur 
namlichen  6r4  von  der  6r8  aus,  die  v%Vi*  ausgezeichnet  enthalt.  Daher 
geht  in  der  That  die  Zahl  der  solcher  Weise  entstehenden  gleich- 
berechtigten  Vierergruppen  auf  21:3=  7  zuriick. 

Indeni  iibrigens  dieselbe  Bernerkung  auf  G±  Anwendung  findet, 
gewinnen  wir  zwei  Systeme  von  je  7  Vierergruppen,  wobei  deni  ersteren 
Systeme  G^  dem  anderen  6r/  angehort.  Die  sieben  Gruppen  des  einzelnen 
Systemes  sind,  wie  wir  schon  bemerkten,  unter  einander  gleichberech- 
tigt;  es  tritt  aber  hieriiber  hinaus  die  Frage  ein;  ob  die  Gruppen  des 
einen  Systems  mit  denen  des  anderen  gleichberechtigt  sein  mogen  oder 
nicht.  Sicher  sind  ja  innerhalb  der  einzelnen  G8  die  beiden  in  ihr 
nachgewiesenen  Vierergruppen  nicht  gleichberechtigt;  aber  es  konnte 
sein,  dass  dieselben  doch  mit  einander  gleichberechtigt  wurden,  so- 
bald  man  von  der  G8  zur  Gesamtgruppe  6r168  aufsteigt.  Solches  ist 
indes  nicht  der  Fall.  Gabe  es  namlich  14  gleichberechtigte  Vierer- 
gruppen, so  miisste  deren  einzelne  mit  den  168 : 14  =  12  Operationen 
einer  6r12  vertauschbar  sein.  Nun  wissen  wir  aber  bereits,  dass  die 
einzelne  Vierergruppe  mit  den  8  Operationen  einer  sie  enthaltenden 
GB  vertauschbar  ist;  selbige  6f8  ware  somit  in  einer  6r12  enthalten,  was 


*)  Wir  kommen  hiermit  auf  die  Satze  iiber  Gleichberechtigung  der  Unter- 
grappen  zweiter  Ordnung  einer  Diedergruppe  von  geradem  n  zuruck;  man  vergl. 
darilber  ,,Ikos."  p.  10,  11. 
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unmoglich  ist.  Wir  liaben  solchergestalt  das  Resultat  gewonnen:  Es 
gieU  in  der  G16S  zwei  Systeme  von  je  sieben  gleiclibereclitigten  Vierer- 
gruppen  Gr4;  diese  beiden  Systeme  Bind  unter  einander  niclit  gleicli- 
berecJitigt. 

Als  erne  unter  sieben  gleiclibereclitigten  Untergruppen  ist  die  ein- 
zelne  Vierergruppe  mit  24  Operationen  der  #1G8  vertauschbar,  die  eine 
6r24  bilden.  Wollen  wir  hier  zum  Sehluss  noch  die  Structur  dieser  6r24 
ein  wenig  n'aher  untersuehen.  Dass  sie  eine  Vierergruppe  ausgezeiclmet 
entlidlty  ist  gerade  nur  die  Umkehrung  des  vorletzten  Satzes.  Sie  wird 
iiberdies  diejenigen  drei  eydisclien  G4  entlialten,  welche  die  drei,  in  jener 
Vierergruppe  auftretenden  Operationen  der  Periode  zwei  in  sich 
schliessen.  Die  geineinten  drei  cyclischen  Gr±  enthalten  zusamnien  zehn 
verschiedene  Operationen  der  (r24,  und  es  bleiben  also  noch  14  weitere 
zuriick,,  deren  Eigenart  wir  noch  zu  bestimmen  haben.  Nun  wird  die 
einzelne  unserer  7  6rM  sicher  wenigstens  eine  6r3  enthalten*)-  Soldier 
6r3  haben  wir  28  gleichberechtigte  und  nehmen  jetzt  an,  dass  sich 
jede  derselben  an  v  verschiedenen  unter  den  7  Gr^  beteilige.  Dann 
werden  sich  offenbar  28  v  (?3  auf  unsere  7  6r2d  verteilen  (jede  <?3  so 
oft  gezahlt,  als  sie  in  den  (?24  auftritt),  so  dass  auf  die  einzelne  Cr24:  iin 
ganzen  28v:7===4v  Grappen  G3  entfallen.  Diese  liefern  8v  Opera- 
tionen der  Periode  drei;  welche  sonach  unter  jenen  14  noch  nicht  be- 
stimmten  Operationen  der  6r24  Platz  finden  miissen.  Es  ist  demgemtiss 
8 v  ^14,  d.  i.  v  =  l,  50  dass  die  G^  vier  cydische  Untergruppen  G% 
enfhalt*  Nunmehr  bleiben  nur  noch  6  Operationen  der  Gr24  unbekannt; 
diese  konnen  aber  nur  solche  der  Periode  zwei  sein>  da  die  6r168  ander- 
weitige  Operationen  for  die  G24  nicht  mehr  zu  liefern  verniag.  Merken 
wir  uns  also?  dass  in  der  6r24s  endlicli  nodi  G  cydische  Unteryruppcn  G% 
entJialten  Bind. 

Die  in  der  G24i  naehgewiesenen  cyclischen  Untergruppen  atimmen 
nun,  was  Zahl  und  Ordnung  angeht,  bis  ins  einzelne  mit  den  cyclischen 
Untergruppen  der  OMaedergruppe  uberein,  und  auch  der  Umstand, 
dass  unsere  G^  eine  Vierergruppe  ausgezeichnet  enthalt,  koramt  auf 
eine  wohlbekannte  Eigenschaft  der  Oktaedergruppe  zuriick.  In  der 
That  haben  wir  in  unserer  6r24  eine  Untergruppe  yom  Oktaeder- 
typus  vor  uns,  wie  wir  spater  sehen  werden,  tibrigens  auch  hier 
ohne  Miihe  beweisen  konnten.  Indern  wir  uns  vorbehalten,  diesen 
Nachweis  spater  zu  erbringen,  formulieren  wir  hier  sogleich  das  Ee- 
sultat:  Es  giebi  in  der  (r168  zwei  Systeme  von  je  sieben  gleicKberech- 


*)  Zufolge  des  zu  den  Elementen  der  Gruppentheorio  geliOrenden  Cancby'schen 

Satzos. 
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tigt&n  Untergruppen  Gr24  vom  Olttaedertypus.  Darnit  sind  nun  aber,  wie 
wir  gleichfalls  bier  vorgreifend  anfuhren,  alle  in  der  Gr1GS  tiber- 
haupt  enthaltenen  Untergruppen  thatsachlich  erscliopft*);  es  ist  also 
das  Problem,  mit  dem  wir  uns  in  den  letzten  Paragraphen  bescbaf- 
tigten,  thatsachliGn  zu  Ende  gefiihrt. 


Nunmehr  wurde  sicn  die  Aufgabe  anschliessen,  zur  Modulgruppe 
selbst  wieder  zuriickzugehen,  um  den  gefundenen  Untergruppen  der 
fflfis  entsprechend  ebenso  viele  Untergruppen  siebenter  Classe  der 
Modulgruppe  zu  definieren  und  des  naneren  der  TJntersuehuiig  zu  unter- 
werfen.  Hier  werden  aber  keineswegs  alle  den  Untergruppen  der  Cr168 
entsprechenden  Gruppen  das  gleiche  Interesse  Terdienen.  Behalten 
wir  uns  also  vor?  die  gekennzeiclinete  Aufgabe  spaternin  nur  fiir  die- 
jenigen  der  nier  in  Eede  stenenden  Untergruppen  explicite  durch- 
zufunren,  fur  welche  der  Gang  unserer  weiteren  Entwicklung  dies 
wiinscnenswert  erscheinen  lassfc. 

Uberhaupt  aber  breclien  wir  nier  die  geonietrischen  Betracntungen 
der  letzten  Kapitel  ab.  Der  Yerzweigungssatz  liat  uns  in  dem  jetzt 
zu  Ende  gefulirten  Kapitel  auf  Grund  genauer  Betraclitung  der  Figuren 
zur  Kenntnis  einer  Reihe  von  Untergruppen  gefuh.rt;  deren  Gewinnung 
auf  deni  durchlaufenen  Wege  desbalb  keinen  besonderen  Scliwierig- 
keiten  begegnete;  weil  die  bezuglichen  Fundanientalpolygone  noch  uber- 
sichtlich  genug  gestaltet  waren.  Vernioge  derselben  Methodik  konnten 
wir  Her  aucli  nocli  einige  weitere  ausgezeicnnete  Untergruppen  vor- 
legen  und  der  naheren  Untersucliung  unterziehen.  Aber  wir  diirfen 
nicnt  verschweigeii,  dass  diese  concrete  Art  der  geometrisclien  Be- 
traehtungsweise  zur  expliciten  Aufstellung  von  Untergruppen  der  Modul- 
gruppe nur  einen  ausserst  besclirankten  Spielrauui  der  Anwendung 
besitzt,  da  sieh  in  der  That  die  Polygone  bei  nicbt  inehr  ganz  niederen 
Anzahlen  der  sie  zusamrnensetzenden  Dreiecke  nicht  inelir  direct  tiber- 
blicken  lassen. 

Wollen  wir  also  in  der  expliciten  Aufstellung  der  Untergruppen 
der  Modulgruppe  vorwarts  komnien,  so  werden  wir  noch  andere,  tiber 
die  unmittelbare  geometric che  Anscbauung  hinausgeliende  Hilfsmittel 


*)  Die  im  letzten  Paragraphen  betrachteten  Untergrappen  stellen  sicli  offen- 
bar  in  Parallele  mit  den  ftinf  Vierergruppea  und  den  bezuglichen  funf  Tetraeder- 
gruppen,  die  In  der  Ikosaedergruppe  enthalten  sind.  Bernerke  man.  iibrigens  anch 
noch,  dass  die  6?108,  wie  die  Cr6<>7  einfach  1st,  d.  i.  keine  ausgezeichnete  Unter* 
gruppe  enthalt,  ein  fur  spater  besonders  wichtiger  Umstand,  den  wir  hier  indessen 
ixnr  erst  beilaufig  erwahnen  kSnnen. 

Kleia-lTricke,  Modulfuuctiouon.  25 
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zur  Definition  von  Untergruppen  heranzielien  miissen.  Solche  ent- 
springen  fur  uns  aus  der  arifhmetischen  Setrachtung  der  Modulsubsti- 
tutionen,  zu  welclier  wir  nun  ubergehen  wollen.  Freilich  bleibt  auch 
da  eine  erschopfende  Theorie  zunachst  ausgeschlossen;  wir  gewinnen 
aber  mit  grosser  Leichtigkeit  eine  Eeihe  bemerkenswerter  neuer  Ke- 
sultate.  In  der  That  werden  wir  auf  dem  bezeichneten  Wege  in  den 
nachsten  Kapiteln  zu  einer  ganzen  Gattung  wiehtiger  ausgezeichneter 
Untergruppen  geftihrt,  als  deren  niederste  Specialfalle  wir  die  fG3  f12, 
f24,  f60,  T72  und  F168  des  gegenwartigen  Kapitels  wiedererkennen  werden. 


Siebentes  KapiteL 

Von  den  in  der  Modulgrnppe  enthaltenen  Congrnenzgruppen  der 

n^  Stnfe. 

Durch  die  bisherigen  Erorterungen  1st  das  gruppentheoretische 
Grundproblem  in  gewisser  Weise  zur  Losung  gebracht.  Wir  konnen 
die  Untergruppen  durcli  ihre  Fundamentalpolygone  urid  damit  jeweils 
dureh  ein  System  von  erzeugenden  Substitutionen  definieren,  und  es 
ist  z.  B.  die  Aufzahlung  aller  Untergruppen  eines  gegebenen  endlichen 
Index  ^  auf  eine  ausfiihrbare  Kette  von  Operationen  zuriickgefuhrt. 

Haben  wir  solchergestalt  einmal  eine  Untergruppe  f^  gewonnen,  so 
wird  man  doch  nun  sicher  aueli  die  tiefer  gehende  Frage  aufwerfen 
konnen,  welche  aritkmetischen  Merkmale  die  besdtderen  in  der  f^  ent- 
haltenen  Modulsubstitutionen  vor  den  iibrigen  voraus  haben,  denen 
zufolge  jene  Substitutionen >  unter  sich  combiniert,  immer  nur  wieder 
eine  Substitution  aus  ;?ihrer"  Reihe  erzeugen  und  also  eine  ;;Grruppe" 
rfc  bilden.  Gewiss  wiirde  eine  erscnopfende  Beliandlung  dieser  arith- 
metischen  Seite  des  gruppentheoretiscnen  Grundproblems  ein  not- 
wendiges  Glied  in  der  vollstandigen  Losung  dieses  Problems  sein; 
aber  die  Umstande  bringen  es  mit  sich,  dass  wir  in  diesem  Betraclit 
zunachst  noch  weit  von  einer  abschliessenden  Behandlung  unseres 
Problems  entfernt  sind.  In  der  That  bleibt  in  dem  hiermit  gekenn- 
zeichneten  Gebiete  fur  kunftig  durchzufiihrende  Untersuchungen  nocn 
ein  weiter  Spielraum.  Versuchen  wir  hier  immerhin,  wenigstens  fur  die 
im  vorigen  Kapitel  explicit  aufgestellten  Gruppen  die  arithrnetisclie 
Fragestellung  zu  erledigen.  Wir  werden  auf  dem  Wege  wenigstens 
eine  erste  Classe  von  Untergruppen  der  Modulgruppe  gewinnen,  die 
wir  aucn  arithmetisch  zu  beherrsehen  vermogen. 

§  1.     Die  Hauptcongnienzgruppe  Mter  Stufe. 

Die  erste  in  der  Reihe  der  Untergruppen  f  { n  j  war  die  iin  vierten 
Kapitel  p.  270  u.  f.  untersuchte  T6.  Wir  hatten  dieselbe  gleich  axifangs 
auf  arithrnetischeru  Wege  eingefiihrt;  indem  wir  sie  durch  die  For- 
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derung   festlegten,    dass    die    Coeffieienten    /3,   y    ihrer    Substitutionen 
gerade  sein  sollten,  oder  dass  sie  also  alle  den  Congruenzen 
a  =  3  =:  +  1 ,     /5  =  y  =  0,     (mod.  2) 

genugenden  Modulsubstitutionen  erster  Art  entlialten  sollte.  Von  hier 
aus  gewinnen  wir  leicht  einen  ersten  Gesichtspunkt  fur  die  vorgelegte 
Frage  nacli  dem  arithmetischen  Charakter  der  Untergruppen,  den  wir 
etwa  zuvorderst  fur  die  Gruppe  I"  {»>  zu  erforschen  versuchen.  Ein  Blick 
auf  die  erzeugenden  Substitutionen  der  F {n}  (Formel  (3)  p.  360)  tiber- 
zeugt  uns,  dass  dieselben  ohne  Ausnahnie  den  Congruenzen  gentigen: 
(1)  a  =  d=±l,  p  =  y  =  Q,  (mod.«); 

und  nun  bemerkt  man  sofort,  dass  gan&  allgemein  %wei  Rfodulsiibstitu- 
tionen  erster  Art: 


die  beide  den  Congruenzen  (1)  genilgen}  mit  einander  combiniert  in 

/ccK'+py',       a  ft' +  ft 

K  K     =  I         '  _L  A     '  £'  _1_  A 

eine  Substitution  liefern,  die  wiederum  den  Congruenzen  (1)  genugt  Alle 
Modulsiibstitutionen  erst&r  Art,  welclie  (1)  befriedigen,  bilden  sonacli  eine 
Untevgrujppe,  die  wir  als  Hauptcongruenzgruppe  ntor  Stufe  benennen  und 
durch  r^(n)  bezeiclmen  wollen*}. 

Die  Gruppe  F^g}  =  F6  ist,  wie  wir  sehen,  mit  der  Hauptcongruenz- 
gruppe 2tex  Stufe  ohne  weiteres  identisch.  Allgeinein  ist  vorerst  nur 
zu  schliessen,  dass  f{M}  eine  Untergruppe  der  Hauptcongruenzgruppe 
nteK  Stufe  ist;  es  bleibt  aber  noch  zu  entscheiden,  ob  f{M}  direct  mit 
r^(W)  identisch  ist  oder  nicht.  Trifft  ersteres  zu,  so  haben  wir  den 
arithmetisehen  Charakter  von  T{n}  erschopfend  gekennzeichnet;  indem 
wir  in  ihr  die  Hauptcongruenzgruppe  niQ*  Stufe  erkennen;  fallt  indessen 
f  {n}  mit  dieser  Hauptcongruenzgruppe  nicht  zusamnien,  so  haben  wir 
den  arithmetisehen  Charakter  der  Substitutionen  von  f  { „ }  vermoge  der 
Oongruenzen  (1)  nur  erst  teilweise  aufgewiesen.  Welcher  von  beiden 
Fallen  fur  das  einzelne  n  zutrifft,  wollen  wir  jetzt  dadurch  zur  Bnt- 
scheidung  bringen,  dass  wir  vor  alien  Dingen  die  Hauptcongruenz- 
gruppe n***  Stufe  der  naheren  Betrachtung  unterziehen*  "Dberhaupt  ist 
es  diese  Untergruppe,  welche  fortan  im  Mittelpunkt  der  Untersuchung 
stehen  wird. 


*)  Indem  wir  hier  von  einer  Hauptcongruenzgruppe  wtor  Stufe  spreohen,  ist 
scnon  durch  den  Ausdruck  angedeutet,  dass  wir  spaterhin  noch  andero  Congrnenz- 
gruppen  -wtcr  Stufe  gewinnnen  werden;  man  vgl.  dariiber  §  6  dieses  Kapitels  p.  399. 
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Zur  Ableitung  eines  ersten  wielitigen  Satzes  transformiere  man  die 
beliebige  Modulsubstitution  erster  Art  V  vermoge  der  Spiegelungen 
A,  B,  C.  Eine  leicnte  Zwisehenreclmung  ergiebt: 


Geliorfc  V  der  Haaptcongruenzgruppe  nte*  Stufe  an,  so  gilt  ersichtlich 
eiu  Gleiclies  von  jeder  dieser  drei  Operationen,  und  somit  folgt  aus 
fruheren  Satzen:  Die  Hauptcongruenzgnippe  nter  Stufe  f^  ist  in  der 
enceiterten  Modulgnippe  f  ausgeseiclinet.  Dieselbe  erseheint  demnaeli 
der  Erweiterung  durcli  irgend  eiue  beliebig  gewaklte  Spiegelung  faliig. 
Dass  sie  tibrigens  im  Sinne  des  vorigen  Kapitels  der  ntQU  Glasse  angehort 
und  also  ein  Verzweiguugsschema  (27  3,  n]  besitzt,  brauchen  wir  nicht 
erst  noch  ausfiilirlicli  zu  beweisen. 

§  2.    Die  ModulsuTbstitutionen  rriodiilo  n  betraolitet.     Die  ziir   f^^ 
geliorende  G-ruppe  6ru(M). 

Zur  ferneren  Discussion  treffen  wir  hier  die  Verabredung,  class 
irgend  zwei  Modulsubstitutionen  einander  modulo  n  congruent  heissen 
sollen,  wenn  die  Congruenzen  der  ersten  oder  zweiten  naclifolgenden 
Reibe  zutreflfen: 


Wir  drucken  soldier  liinfort  kurz  durch  die  Formel 

T'  =  V,     (mod.  «) 

aus.    Unter  Gebrauch  dieser  Bezeichnungsweise  wird  man  sagen  konneii; 
dass  f^(n)    aus   alien  mit  der  identisclien  Substitution  1  modulo  n  con- 
gruenten  Siibstitutioncn: 
(2)  F=l,     (mod.  n) 

besteht. 

Die  somit  definierte  Congruenz  der  Modulsubstitutionen  erster  Art 
ist  von  folgenden  Satzen  beherrscht:  Ist  eine  von  irgend  zwei  Sub- 
stitutionen  V9  V  (immer  mod.  n  gedacht)  der  Identitat  congruent, 
so  ist  W  mit  der  anderen  congruent.  Sind  ein  ander  Mai  zwei 
Substitutionen  F,  V  unter  einander  congruent,  so  ist  F'F~"1~=1; 
sind  aber  V  und  V  incongruent,  so  ist  V  V-*  nicnt  niit  der  Identi- 
tat congruent.  Von  den  aufgestellten  Satzen  gelten  zugleicli  die  Uxn- 
kehrungen,  wie  man  alles  aufs  leichteste  durch  Rechnung  zeigi 
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Auf  G-rund  dieser  Verbaltnisse  folgt  betreffs  des  zur  !"„(„)  im  Sinne 
von  II,  5  §  1  geborenden  Scbemas:  Alle  in  der  einselnen  Horigontalreihe 
angeordneten  Siibstitutionen  sind  modulo  n  einander  congruent,  und  um- 
gekekrt  sind  Iceine,  sivei  verscliiedenen  Horizontalreihen  angeliorende  Siib- 
stitutionen  modulo  n  congruent.  Und  weiter:  Die  An#a7il  ^  (w)  der 
Horigontalreilien  ist  gleicli  der  AnsaJil  modulo  n  incongmenter  Modul- 
siibstitutionen  erster  Art.  Nebmen  wir  demnaeb  die  Substitutions- 
coefficienten  einer  Modulsubstitution  nur  nocb  modulo  n  oder?  wie  wir 
kurz  sagen  wollen,  unterscheiden  wir  die  Modulsubstitutionen  nnr  iioch 
mod.  n}  so  reduciert  sich  die  Gesarntgruppe  f  auf  eine  Gruppe  6r/4(»), 
welclie  der  Hauptcongruenzgruppe,  als  einer  ausgezeiclmeten  TJnter- 
gruppe,  in  bekannter  Weise  zugeordnet  ist*).  Diese  G>(»)  ist  durch  Ver- 
mittlunff  der  Hauptcongruenisgruppe  r^(w)  auf  die  Gesamtgruppe  der  Modul- 
siibstitutionen  isomorph  legogen. 

Um  aber  nocb.  eine  sebr  viel  bequemere  Definition  fiir  die  Ope- 
rationen  der  Gruppe  Gr^^  zu  gewinnen,  denken  wir  die  Coefficienteu 

einer  beliebigen  Modulsubstitution  erster  Art  (    ;  ^J   mod.  n  auf  ihre 

kleinsten  nicbt  negativen  Eeste  reduciert.     Mogen  aucb  diese  Reste 
wieder  a,  f$,  y,  d    h.eissen?   wo    aber    nun    diese    ganzen    Zalilen   im 
allgemeinen  nur  nocb  eine  modulo  n  mit  der  Einlidt  congruente  Deter- 
minante  baben: 
(3)  ad  —  py  =  l,     (mod.  n). 

Reducieren  wir  jetzt  die  erste  Horizontalreibe  des  gedachten  Schenias 
mod.  n,    so   erbalten   wir   nur   die  ewei  verschiedenen  Zahlquaclrupel 

bezeichneter  Art  f  -.  ?   .  j  und  (  7  J  5   reducieren    wir    eiit- 

sprecbend  irgend  eine  andere  Horizontalreibe^  so  erhalten.  wir  bestimmte 
sw&i  der  Congruenz  (3)  geniigende  Zablquadrupel: 


(n 
( 

\n 


a  n  —  K,  n  — 

' 
n  — 


die  mod.  n  stets  verschieden  sind.  Uberdies  ist  ersicbtlicb,  dass  sicb 
keine  zwei  verscbiedene  Reiben  auf  dasselbe  Paar  von  Zahlquadrupeln 
r-educieren  konnen.  Nun  aber  gelingt  es  auf  der  anderen  Seite  (wie 


*)  Die  erweiterte  Modulgruppe  f  reduciert  sich  in  entsprechendor  Weise  auf 
eine  #2^  die  aus  G-^^  etwa  dnrch  Zusatz  der  Operation  A  entspringt.  Wir 
werden  spaterMn  diese  #3^  wieder  mit  in  Betracht  ziehen;  bei  den  nachHfccn 


grundlegenden  Betrachtungen  wird  es  indes  zweckmiissig  soin,  Cr  /n)  allein  im  Augo 
zu  beb  alien. 
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wir  sogleicli  ausfuhren)  leicht,  urngekehrt  zu  irgend  einem  der  Con- 
gruenz  (3)  genugenden  Zablquadrupel  eine  mod.  n  eongruente  Modal- 
substitution  nachzuweisen.  Wir  haben  also  das  Resultat:  Der  Index 
der  Hauptcongrnenzgruppe  niQ*  Stufe  ist  Jialb  so  gross,  als  die  Angalil 
modulo  n  incongruenter  Losungen  der  Congruent  (3).  Die  diesen  Losungen 

entsprccltenden   Zaldcjiiadrupel  (    ;     J   'konnen    wir    als    Operational   der 

Grippe  6r«(M)  ansprecltm.  Slit  ihnen  werden  wir  dann  gerade  wie  mit 
Modulsubstitutionen  reehnen,  nur  dass  wir  Bach  Combination  zweier 
Operationen  die  Coefficienten  jedesmal  wieder  modulo  n  reducieren; 

dabei  ist  natiuiich  stets  zu  beachten,    dass  je  zwei  Quadrupel  (    '  ^) 

v*  d/ 

,   (n  —  a,  n  —  S>\      ,.      .  ,      ,  ,  TT 

und  I  ^1,  die  sien  also,  mod.  n  genommen,  nur  im  Yor- 

zeichen  ihrer  Zablen  untersclieiden,  ein  und  dieselbe  Operation  der 
Gr^(n)  darstellen.  Wir  werden  die  Bezeiclinung  1,  V1?  Y2,  •••,  F^(M)— i 
fiir  die  solchergestalt  definierten  Operationen  vorn  Cr^(n)  beibehalten  und 
merken  uns  endlicli  noch  an,  dass  die  Gmppe  G-^^  aus  ihrw  beiden 
Operationen: 

(1,  1\     (     0     ,    1\ 

\0,  l/?  \n  —  1,  Or 

die  wir  als  Operationen  der  <3>(W)  dwell  S  und  T  fageiehnen  werden, 
erseugt  werden  Itann.  In  der  That  sind  ja  beim  Isomorphismus  der 
Gruppe  G>(tt)  und  der  Modulgruppe  f  diese  beiden  Operationen  den 
Modulsubstitutionen  S  bez.  T  zugeordnet,  welche  letztere  erzeugende 
Substitutionen  der  Modulgruppe  f  waren. 

Erganzend  haben  wir  noch  den  soeben  als  richtig  angenommenen 
Satz  zu  zeigen:  Sind  a,  £,  y;  d  irgend  vier  ganze,  die  Oongruenz  (3) 
befriedigende  Zahlen;  so  lassen  sich  imnier  vier  weitere  ganze  Zahlen 
a,  by  c,  d  derart  bestinimen,  dass 

«'  — a  +  »a,  /J'  — j8  +  «6,  r'  =  y-{-ne,  S'  =  S  +  nd 
der  Gleichung  a  dr  —  pfy'  ==  1  Geniige  leisten.  Zuni  Beweise  nehmen 
wir  einfach  a  =  0  und  konnen  dann  6  jedenfalls  so  bestimmen,  dass 
ft'  relative  Priinzahl  gegen  «'  ist.  Ist  namlich  a!  prim  gegen  n,  so 
fcann  man  6  so  bestimmen,  dass  die  Congruenz  |3'  =  /3  +  M&  =  l, 
(mod.  a}  erfullt  ist,  worauf  0'  jedenfalls  relativ  prim  zu  a  ist-  Haben 
aber  a  und  n  Primfactoren  gemein,  so  wird  infolge  (3)  $'  sicher 
durch  diese  nicht  teilbar  sein.  Wolle  man  alsdann  diese  Primfactoren 
aus  K  abstreifen,  wonach  die  gegen  n  relativ  prime  Zahl  «0'  rtick- 
bleiben  moge.  Daun  konnen  wir  offenbar  durch  passende  Wahl  von  b 
die  Congruenz  /3'  =  /?-j-n&  =  l?  (mod.  a0')  befriedigen  und  finden  so 
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ein  gegen  a  primes  $'.  Fur  die  nun  gefundenen  &',  ($'  ist  nacli  wie 
vor  a'd  —  P'y=  1;  (mod.  ri)  und  wir  setzen  dementsprechend: 

«'*  — 0'y  — 1  +  en. 
Ersetzt  man  in  dieser  Gleichung  y  und  d  durcli  y'  und  6',  so  ist 

a' ^  —  /!'/  —  «(a'd  —  jS'e)  =  1  +  e», 

und  wenn  Her  endlich  noch  c  und  d  der  Bedingung  a'rf  —  fi'c  =  —  5 
geniass  gewahlt  werden,  was  bei  relativ  primen  a',  ft'  keine  Schwierig- 
keiten  hat,  so  entspringt  in  der  That,  was  wir  wollten: 

'  »/  />'      r  -\ 

a  o    —  p  y   ==  1 . 

§  3.     "Von  den  homogenen  Modulsubstitutionen  Tind  ihren  G-ruppen. 
Die  homogene  Hauptcongruenzgruppe  niQV  Stufe. 

In  den  voraufgehenden  Kapiteln,  wo  die  Betrachtung  der  Modul- 
teilung  und  der  in  ihr  abgegrenzten  Pundamentalpolygone  durcliaus 
im  Yordergrunde  stand;  war  der  Gebrauch  der  nicht- homogenen  Modul- 
substitutionen  allein  ani  Platze.  Fur  den  Rest  des  gegenw'artigen 
Abschnitts  nimmt  indessen  die  Untersuchung,  wie  wir  bereits  sagten; 
einen  vorwiegend  arithmetischen  Charakter  an;  wodurch  es  zweck- 
massig  wird,  fortan  auch  wieder  die  homogenen  Modulsubstitutionen 
(1)  co/  =  ae^i  +  /3co2 ,  CD/  =  yd!  +  do>a 

heranzuziehen.  In  dieser  Gestalt  lernten  wir  unsere  Substitutionen  ja 
allererst  kennen  (cf.  p.  57  u.  f.);  und  wir  haben  bereits  im  vierten 
Kapitel  des  ersten  Absehnitts  (p.  143)  die  Gesamtheit  der  Substitu- 
tionen (1)  als  homogene  Modulgruppe  bezeichnet  und  dereai  hemiedrischen 
Isomorphismus  zur  nicht- homogenen  Modulgruppe  aufgewiesen.  Her- 
nach  (Note  zu  p.  219)  erkannten  wir  in  den  beiden  Substitutionen 

8:  OJ/  =  CDi   +  C02,       CD/  =  C32, 

T:  <D/  =  —  co2       ,     o/  =  &1 

ein  System  von  Erzeugenden  fur  die  homogene  Modulgruppe,  um  auch 
hieran  noch  kurz  zu  erinnern. 

Auch  noch  weiter  hatten  wir  im  Verlaufe  des  gegenwartigen  Ab- 
schnitts an  einigen  Stellen  der  homogenen  Modulsubstitutionen  ge- 
denken  konnen.  Direct  zu  ihnen  wurden  wir  z.  B.  in  Kap.  3  gofuhrt, 
als  es  sich  uni  Transformation  und  Aquivalenz  der  quadratischen 
Formen  handelte  (cf.  p.  244).  Vor  allem  aber  hatten  wir  auch  im 
ersten  Kapitel  die  homogenen  Modulsubstitutionen  heranziehen  konnen, 
um  von  den  cyclischen  Gruppen  zu  handeln,  die  durch  Wiederholung 
der  einzelnen  unter  jenen  Substitutionen  erzeugt  werden.  Stellen  wir 
hier  nachtraglich  in  dieser  Hinsicht  einige  Satze  zusammen. 
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Durch  den  Isomorphismus  unserer  beiden  Gruppen  ist  der  Identi- 
tat  1  der  nieht-homogenen  Modulgruppe  eine  ausgezeichnete  Untergruppe 
zweiter  Ordnung  der  honiogenen  Modulgruppe  zugeordnet;  die  ersicht- 

lich  die  Substitutionen  f         '        *  1  A  ^'   +  )  enthalt,  welche  als  homo- 

\      0,  — 1/'\0;   V  ' 

gene  Substitutionen  gedacht  in  der  That  von  einander  versehieden 
sind.  Indem  wir  also,  so  oft  f  ;  ^  j  die  homogene  Modulsubstitution  (1) 

bedeuten  soil,  einen  gleichzeitigen  Zeichenweehsel  der  vier  Coefficienten 
a,  p,  «/,  d  nicht  mehr  vornehmen  diirfen,  schliessen  wir  librigens  durch 

leichteste  Beehnung,  dass  (  ?  J  die  einzige  homogene  Modul- 
substitution der  Periode  zwei  ist.  Es  folgt  daraus  gogleich  der  Satz, 
dass  es  in  der  honiogenen  Modulgruppe  lieine  Untergruppe  vom  Index 
zivei  geben  Jcann,  die  der  niclit-liomogenen  Modulgruppe  lioloedrisch  iso- 
morph  ware;  denn  es  fehlen  ja,  wie  wir  gerade  sagten,  in  der  honiogenen 
Gruppe  die  cyelischen  Untergruppen  zweiter  Ordnung*). 

Den  cjclischen  Untergruppen  2ter  und  3ter  Ordnung  der  nieht- 
homogenen  Gruppe  sind  in  der  honiogenen  Gruppe  Untergruppen  der 
vier  ten  bez.  sechsten  Ordnung  zugeordnet.  Auch  diese  beiden  Arten 
von  Untergruppen  mussen  cydiscli  sein,  wie  wiederum  aus  dern  Um- 

1         0\     .      .     . 

-.*        1  )  die  einzige  homogene  Modulsubstitution 

der  Periode  zwei  ist.  In  der  That  bestatigt  man  den  cyelischen  Cha- 
rakter  der  gedachten  Untergruppen  4ter  und  6ter  Ordnung  aufs  leichteste 
durch  Eechnung,  wobei  sich  nebenher  noch  der  Satz  zeigt:  Eine 
liomogene  Modulsubstitution  mit  a  -f  d  =  +  1  ist  wn  der  Periode  seeks; 
sie  ist  dagegen  von  der  Periode  drei,  wenn  a  +  d  =  —  1  ist. 

Einer  cyelischen  Untergruppe  aus  parabolischen  Substitutionen 
der  nieht-homogenen  Gruppe  ist  in  der  anderen  hemiedrisch  iso- 
niorph  eine  Untergruppe  zugeordnet,  die  nicht  niehr  die  Structur  der 
cyelischen  Gruppe  besitzt.  Man  benutze  z.  B.  die  aus  S  entspringende 
nicht-homogene  Gruppe.  Die  entsprechende  homogene  Gruppe  enthalt 
dann  neben  einander  (und  zwar  als  nicht  gleichberechtigt)  zwei  um- 

*)  Die  ausgezeichnete  aus  nieht-homogenen  Modulsutostitutionen  bestehende 
F2 ,  von  der  p.  288  die  Eede  war,  enthalt  die  elliptischen  Substitutionen  der 
Periode  zwei  nicht.  Ihr  ist  nun  in  der  That  durch  den  Isomorphismus  eine 
,,homogene"  P2  zugeordnet,  innerhalb  deren  eine  mit  der  nieht-homogenen  T2  ,,holo- 
edrisch"  isoniorphe  Untergruppe  enthalten  ist,  die  in  der  gesamten  homogenen 
Gruppe  eine  PA  ist;  wir  kormen  das  hier  nur  nebenher  anfuhren.  Vergl.  librigens 
das  entsprechende  Problem  in  T,Ikos."  p.  44  u.  f. 
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fassendste  cyclisclie  Untergruppen,  deren  eine  aus  (    ?    A  deren  andere 

aus  (         '        1 )  erzeugt  wird.    Jeclesmal  das  zweite  Grlied  liaben  diese 
\      (J  j        J./ 

beiden  cyclisohen  Gruppen  gemeinsani. 

Ahnlicli  wie  bei  den  parabolischen  gestalten  sicn,  die  Dinge  fur  die 
aus  hyperbolischen  nicht-homogenen  Substitutionen  entspringenden  cy- 
clisehen  Untergruppen  der  Modulgruppe;  wir  verfolgen  das  nichtweiter*). 

Una  jetzt  zur  Hauptcongruenzgruppe  wtor  Stufe  zuruckzulenken,  so 
erweist  sieh  dieselbe  auf  Grund  der  soeben  gegebenen  Entwicklungen 
bemiedrisch.  isomorph.  mit  einer  ausgezeichneten  Untergruppe  der 
homogenen  Modulgruppe  vom  Index  p(n),  welche  alle  honiogenen 

Modulsubstitutioiien  enth'alt,   die  mod.  n  nrit  (    '     J  oder  (         '  ^     \ 

congruent  ausfallen.  Aber  es  ist  selir  wichtig,  dass  innerhalb  der  so 
gefundenen  honiogenen  Gruppe  eine  Untergruppe  euthalten  ist,  die 
mit  der  Hauptcongruenzgruppe  nter  Stufe  holoedrisch  isomorph.  ist. 

In  der    That  bestatigt  man   so  fort,   dass   alle   mit  (    '    .  J   congruenten 

Jiomogenen  Modulsubstitutionen,  d.  i.  alle  den  Congruengen 

(2)  a  =  *~+l,     /3  =  y  =  07     (mod.  ri) 
genugenden  eine   Untergruppe  lilden,   die  in  so  fort  verstandlichcr   Weise 
holoedrisch  isomorph  auf  die  nicht-homogene  Ha^(fptcongruen0(/r^lppe  nlcr  Stufe 
l>e£ogen  ist.    Die  so  gefundene  ausgezeichnete  Untergruppe,  welclie  wir 
fortan  »die  Jiomogene  Hauptcongruenggruppe  n^x  Stufe"  nennen,  besitzt  er- 
sichtlich  in  der  homogenen  Modulgruppe  den  Index  2p(n).    Indem  wir 
sie  in  der  weiteren  Betrachtung  zu  Grunde  legen,  haben  wir  den  be- 
deutenden  Vorteil,  dass  sich  die  Operationeu  der  beziiglichen  homogeneu 
Q%iJL(n)  direct  ohne  Einsclirankung  von  den  2ft(n)  incongruenten  Losungen 
der  Congruenz 

(3)  ad  —  fiy^l,     (mod.  n) 

hernehmen  lassen,  wlilirend  vordeni,  bei  der  niclit-houiogenen  Haupt- 
congruenzgruppe, immer  zwei  verschiedene  solche  Losungen  je  dioselbe 
Operation  von  G>(n)  bestinimten**). 

•/>)  Auch  die  Modulsnbstitutionen  zweiter  Art  batten  wir  homogon 

oo/  =  umt  —  f?co2  ,     oa'  =s  yojj  —  do2 

schreiben  konnen,  wo  sie  mit  den  homogenen  Modulaubstitutionen  crater  Art  ssu- 
sammen  ,,die  homogene  erweiterte  Modulgruppe"  gebildet  hatton.  Ea  hat  natiirlich 
keine  Schwierigkeit,  auch  auf  sie  unsere  Untersuchungen  atiszudehnen. 

**)  Wir  haben  hier  die  hei  den  nicht-homogoncn  Untergruppen  roassgeblicli 
gewesenen  Begriffe,    als  Index  u.  s.  w.,   sofort   aucli   auf  die  honiogenon  Unter- 
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§  4.  Berecliming  des  Index  p(ri)  der  Hauptcongriienzgrappe  wter  Stufe. 

Die  Berechnung  des  Index  der  Hauptcongruenzgruppe  Mter  Stufe 
beginnen  wir  niit  der  Ableitung  einer  wiehtigen  Eigenschaft  der 
Zahl  l«-(^).  Mogen  n±  und  n%  zwei  relative  Primzahlen  sein  und  liege 
eine  Losung  der  Congruenz 

(1)  ccS  —  /3/  =  1?     (mod.  ;?!  •  ??2) 

vor.  Reducieren  sich  die  vier  ganzen  Zahlen  a;  /3?  y,  <5  mod.  «x  auf 
die  kleinsten;  nicht  negativen  Reste  c^,  ^^  /1?  S19  mud.  ^2  aber  auf 
cc2>  /?;,,  y3;  <52,  so  gewiunen  wir  in  diesen  beiden  Zahl  qua  drupeln  zwei 
bestimmte  Losungen  cler  Congruenzen  bez. 

ai  ^i  —  Pi  ?-L  —  1  ?     (mod.  MA)  ? 

Umgekehrt  aber  konnen  wir  unter  den  2^(n^  und  2{i(n^)  Losungen 
dieser  beiden  Congruenzen  (2)  vollig  willkiirlich  zwei  auswahlen,  die  wir 
nun  cci9  ftl9  y19  S:  bez.  «2?  /S2;  y2?  ^2  nennen,  und  konnen  dann  immer 
eine  bestimmte  Losung  a,  /?,  y,  d  von  (1)  ausfindig  machen,  die  sich 
mod.  n±  bez.  n2  auf  diese  beiden  gewahlten  Losungen  reduciert.  In 
der  That  haben  wir  nichts  weiter  zu  thun;  als  den  vier  Forderungen: 

(mod.  %) 


zu  genugen,  was  bei  relativ  primen  nt  und  n2  durck  zweckmassige 
Wahl  von  a1?  51?  c1?  d^  leicht  geschieht.  Wir  finden  solchergestalt 
den  Satz:  Bei  relativ  primen  %,  n2  ist  die  Zdhl  incongruenter  Losungen 
von  (1)  das  Product  der  beidm  Amahlen  ineongnienter  Losungen  der 
Congruenzen  (2).  Wir  haben  also  die  Forrnel: 
(3)  2fi(%  -  M.)  =  Spfa)  •  2ft(n2). 

Fur  die  Modulsubstitutionen  hat  dieses  Resultat;  worauf  wir 
spater  zurtickkommen;  wiehtige  Satze  irn  Grefolge.  Wenn  wir  uns  des 
Ausdrucks  bedienen,  dass  es  mod.  n  2p(ri)  Typen  homogener  Modul- 
substitutionen giebt;  so  entspringt  u.  a.  das  Resultat:  In  der  eingelnen 
Horizonlalreihe  des  #ur  Hauptcongruenzgruppe  wter  Stufe  geliorenden  Schemas 
giebt  es  modulo  n'  noch  Substitutionen  jedes  Typus,  vorausgesetzt  dass 
n  prim  gegen  n  ist.  Insbesondere  folgt:  Wenn  wir  die  Substitutionen 
der  Jiomogenen  Hawpteongruenzgruppe  n*01  Stufe  modulo  n  reducieren,  so 


gruppen  in  Anwendung  gebracht.  Das  ist  in  cler  That  zufolge  leichter  tJber- 
legung  statthaft,  Es  handelt  eich.  bei  diesen  Begriffen  um  gruppentheoretisclie 
Beziehnngen  ganz  allgemeiner  Art,  die  nicht  an  der  Modulgruppe  als  solcher  hafben. 
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Jconwnen  ^vir  auf  die  gesamten  Operationen  der  O^n')  #uriick.  Dasselbe 
gilt  entsprechend  aucli  fur  die  niclit-liomogenen  Gruppen. 

Kehren  wir  nunmehr  zur  Bestimniung  der  Anzahl  2p(n)  zurilck. 
Offenbar  ist  es  zweckmassig,  n  in  seine  Primfactoren  zu  spalten: 

(4)  n -**  qfi  •  qj*  •  qf*  •••; 
wir  haben  dann  auf  Grund  von  (3) 

(5)  2p(«)-2p(fc*0-2f(a*)  •••• 

Unsere  Aufgabe  der  Bestimmung  von  {i(ii)  ist  hiermit  auf  den  Pall 
zuriickgefuhrt,  class  n  eine  Primzahlpotenz  qv  ist.  Aber  letztere  Auf- 
gabe kann  selbst  weiter  reduciert  werden.  Aus  der  Bntwicklung  am 
Schluss  cles  vorletzten  Paragraphen  folgert  man  nanilich  veruioge  einer 
kurzen  Zwischenbetrachtung  den  Satz:  Sincl  a  und  /?  irgend  zwei  nicht 
zugleich  dnrch  q_  teilbare  Zahlen,  so  kann  man  stets  zwei  Zahlen  yy  S 

finder.;  die 

ad  —  /3/==  1;  (mod.  g»') 

befriedigen,  und  zwar  berecnnet  sich  das  allgemeinste  Losungssystem 
y,  d  aus  einera  speciellen  y0,  SQ  durch  die  Gleichungen 

y  — y0  +  «*,    *  — *0  +  ^, 

wo  t  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist.  Da  nun  a  und  /3  niclit  zugleicli 
durcb  %  teilbar  sind,  so  zahlt  man  sofort  ab,  dass  es  hier  ini  ganzen 
qv  mod,  qv  incongruente  Losungen  y,  S  giebt.  Demgemass  ist  2^(<7r) 
das  2r"^acae  ^er  Anzahl  incongruenter  Zahlenpaare  a,  /3;  fur  welche 
cc  und  /3  nicht  zugleich.  durcn  q  teilbar  sind. 

Um  jetzt  diese  letztere  Anzahl  za  bestininien;  wahlen  wir  zu- 
vorderst  fiir  a  einen  der  (<f  —  21"""1)  dureh  q  nicht  teilbaren  Eeste 
mod.  g";  alsdann  kann  fur  /5  ein  ganz  beliebiger  Rest  gewahlt  werden; 
was  <£(<£  —  S1'"""1)  brauchbare  Zahlenpaare  a,  ]3  giebt.  Ist  dagegen  cc 
einer  der  qv~ 1  durch  q  teilbaren  Eeste  von  (p,  so  haben  wir  /3  auf  die 
(g*  —  qv~1)  nicht  durch  q  teilbaren  Reste  einzuschranken;  was  noch 
<£>-~i(f  —  g^— x)  weitere  Paare  «,  /3  ergiebt.  Insgesanit  ist  also  die 
Anzahl  brauchbarer  Zahlenpaare  a,  ft 

f  (,f  -  0.-1)  +  (f-nf  -  ff»-i)  =  f-»(f  -  i) . 

Somit  Jcommt  fur  2  ft  (3*)  der  Wert: 

M2")  =  2 
Der  Index  der  faomogenen  Hauptcongruen0gru$pe  wtor  Stufe*)  abcr  wird: 

*)  Vgl.  die  Entwicklungen  p.  93  u.  f.  in  0.  Jordan,  TrctiM  den  substitutions 
et  des  equations  algebriques ,  Paris  (1870)  [oder  auch  Oouvrcs  <le  Gralois,  Liou- 
vilJfe's  Journal  Bd.  11  (1846;]. 
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(6)  2K>0- 


Wenn  wir  von  hier  aus  zur  nicht  -homogenen  Hauptcongruenz- 
gruppe  ntei  Stufe  zurtiekkehren  wolleii;  so  werden  wir  zuvorderst  zur 
hoinogenen  Hauptcongruenzgruppe  dieser  Stufe  die  honiogene  Sub- 

stitution (         ?          J  hinzusetzen  und  erhalten  durch  Combination,  wie 

das  oben  des  naheren  ausgefiihrt  wurde,  diejenige  homogene  Unter- 
gruppe, welche  durcli  den  hemiedrischen  Isomorpliismus  der  nicht- 
honiogenen  Hauptcongruenzgruppe  nter  Stufe  zugeordnet  war.  Es  findet 
sidi  demnack  als  Index  der  nicht-liomogenen  Hauptcongruenzgruppe  !~^n): 

(7)  ,W  _ 


Hierbei  tritt  aber  ein  Ausnahniefall  ein,  den  wir  bislang  der  Eiirze 
wegen  Gbergingen:  Fur  n  =  2  ist  (  ?  J  bereits  in  der  lionio- 

genen  Hauptcongruenzgruppe  enthalten;  so  dass  hier  nicht  etwa  durch. 
Zusatz  derselben  eine  Erniedrigtmg  des  Index  auf  die  Halfte  erzielt 
wiirde.  Der  Index  der  niclit-homogenen  Hauptcongruenzgruppe  2ter  Stufe 
ist  also  demjenigen  der  Jiomogenen  direct  gleich  und  findet  sicli  aus 
Formel  (6)  als  sechs]  solclies  ist  uns  ja  yon  Kapitel  4  her  seit  lange 
bekannt. 

§  5.      Vergleicli    der    f{w}     tmd    der    Hauptcongmenzgruppen    fw(ra). 
HaTiptcongruenzgruppen  des  vorigen  Kapitels. 

Vor  alien  Dingen  folgt  aus  den  Abzahlungen  des  vorigen  Para- 
graphen  das  wichtige  Resultat,  dass  die  Hawptcongruenzgnvppe  erne 
Untergruppe  der  Modulgruppe  von  endlicliem  Index  ist.  Damit  ist  denn 
sogleich  gegeben,  dass  ftir  alle  Palle  n  ^  6  die  frulier  untersuchte 
Gruppe  f  {  n  }  wohl  eine  Untergruppe  der  Hauptcongruenzgruppe  nter  Stufe 
ist,  aber  mit  dieser  selbst  nicht  coincidiert;  in  der  That  waren  ja  alle 
Gruppen  f{6};  f~{7},  •••  Untergruppen  vom  Index  oo.  In  Ansehung 
dieser  Gruppen  f  {  n  }  fiir  n  !>  6  ist  sonach  die  in  §  1  des  gegenwartigen 
Kapitels  aufgeworfene  arithraetische  Fragestellung  durch  unsere  bis- 
herigen  Betrachtungen  nur  erst  teilweise  gelost.  Wir  werden  am 
Schlusse  dieses  Kapitels  noch  einige  sich  hier  anschliessende;  iibrigens 
wesentlich  negative  Resultate  entwickeln.  Indessen  wird  auch  durch  sie 
die  fur  die  Gruppen  r{6}5  f^}---  noch  bleibende  Hauptfrage  nach 
dem  arithnaetischen  Charakter  ihrer  Substitutionen  nicht  erledigt. 

Wir  stellen  jetzt  eine  Tabelle  zusamrnen,  in  welche  wir  ftir  einige 
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der  niedersten  Stufenzahlen  n  Index  p  und  Geschlecht*)  p  der  bezttg- 
lichen  Hauptcongruenzgruppen  aufnehmen.     Man  bereclinet: 


(1) 


n 

f* 

P 

2 

6 

0 

3 

12 

0 

4 

24 

0 

5 

60 

0 

6 

72 

1 

7 

168 

3 

n 

P 

P 

8 

192 

5 

9 

324 

10 

10 

360 

13 

11 

660 

26 

12 

576 

25 

16 

1536 

81 

Da  ist  nun  zuvorderst  das  wiehtige  Resultat  evident:  Fur 
n  =  2,  3;  4,  5 

sind  die  Untergruppen  f  {„}  *m*  den  Ie0uglichen  Sauptcongmenssgnippen 
identiseh;  in  der  That  ist  ja  stets  ["{„}  in  der  l"Mw)  enthalten,  fur  die 
genannten  vier  Werte  ist  aber  der  von  friiher  bekannte  Index  von 
f{w}  in  der  Gesamtgruppe  f  beziehungsweise  in  Ubereinstinimung  niit 
demjenigen  vonf^^j.  Fur  n  =  2,  3;  4,  5  5mtZ  wir  aZs0  «6cr  dm  anft- 
metischen  Qharakter  der  Untergruppen  r  { n  >  vollstandig  aufgeMdrt. 

Des  weiteren  aber  liefert  uns?  wie  obige  Tabelle  zeigt;  die  Haupt- 
congruenzgruppe  6ter  Stufe  eine  ausgezeiclinete  Untergruppe  sechster  Classe 
vom  Index  72;  so  wie  diejenige  der  7ten  Stufe  eine  ausgezeiclinete  Unter- 
gruppe siebenter  Classe  vom  Index  168.  Da  drangt  sich.  die  Ver- 
mutung  auf,  ob  vielleicnt  diese  Untergruppen  T72  und  ri68  identisch  sein 
mogen  mit  den  beiden  Untergruppen  dieser  Indices  ?  welche  flir  die 
sechste  bez.  siebente  Classe  im  vorigen  Kapitel  auf  Grund  des  Ver- 
zweigungssatzes  definiert  wurden.  Um  hieriiber  zu  entscheiden,  nitissen 
wir  auf  die  erzeugenden  Substitutionen**)  jener  beiden  Untergruppen 
des  vorigen  Kapitels  zurftckgehen.  Wir  constatieren  aufs  leichteste: 
Alle  Erzeugenden  der  ersten  dieser  "beiden  Gry/ppen  sind  mod.  6?  alle  Er- 
zeugenden  der  gweiten  sind  mod.  1  mit  der  Identitat  congruent.  Jene  beiden 
Gruppen  werden  somit  jedenfalls  bez.  in  den  Hauptcongruenzgruppen 
der  Stufen  6  und  7  enthalteri  sein.  Nun  besassen  aber  die  ge- 
nannten Gruppen  dieselben  Indices  72,  168;  wie  diese  Hauptcongruenz- 
gruppen; wir  folgern  also,  dass  sie  mit  ihnen  coincidieren  rnftssen. 
Daner  das  Eesultat:  Die  durch  die  Polygone  Fig.  84  p.  365  und  Fig.  86 

*)  Dasselbe  bestimmt  man  aus  ^  und  n  auf  Grund  von  Formal  (6)  p.  342. 
**)  Man   vgl.  Formel  (1)  bis  (5)  in  §  7,   bez.  Formol  (1)  bis  (6)  in  §  8  des 
vorigen  Kapitels. 
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p.  370  definierten  ausgezeicJmeten  Untergruppen  seclister  und  siebenter 
Classe  sind  mit  den  Hauptcongmenzgruppen  der  Stufen  secJis  lez.  sieben 
identiscfi. 

Aber  iiber  die  nun  beriicksiclitigten  Gruppen  kinaus  gewannen  wir 
ja  im  vorigen  Kapitel  durcli  Zerlegung  der  (?16S  in  ihre  Untergruppen 
auf  Grund  vorlier  entwickelter  Satze  nocli  eine  ganze  Keihe  weiterer 
Untergruppen  siebenter  Classe  und  batten  in  ahnlicher  Weise  aucli 
durcb  Zerlegong  der  &72?  6r60  u.  s.  w.  Untergruppen  der  sechsten, 
der  fiinffcen  u.  s.  w.  Classe  definieren  konnen.  Wie  werden  wir  diesen 
Untergruppen  an  gegenwartiger  Stelle  gerecht  werden  konnen?  Uni 
das  zu  entwickeln,  ziehen  wir  hier  sogleieh  ganz  allgemein  die  der 
Hauptcongruenzgruppe  f/£(^  zugeordnete  endliche  6rW(«)  heran  und  werden 
bei  der  Gelegenheit  zur  Bestimniung  des  allgemeinen  Begriffs  der  Con- 
gruenzgruppen  nter  Stufe  aufsteigen,  auf  welclie  wir  bereits  oben  in  der 
Note  p.  388  Bezug  nahmen. 

Auf  die  Angaben  unserer  Tabelle  (1)  fur  n  >  7  werden  wir  erst 
spater  zuriickkomnien. 

§  6.     .AUgemeines  iiber  Congruenzgrtippen  ni&1  Strife. 

Der  nicht-liomogenen  Hauptcongruenzgruppe  wter  Stufe  entspricht, 
wie  wir  wissen,  eine  Gruppe  6r(U(n);  auf  welche  sicli  die  Gesamtgruppe  f 
reduciert,  wenn  wir  die  modulo  n  congruenten  Modulsubstitutionen  als 
nicht  verseliieden  ansehen.  Die  Bedeutung;  welche  die  Zerlegung  dieser 
Gruppe  G-pfr)  in  ibre  Untergruppen  fur  die  Losung  unseres  gruppen- 
tbeoretisclien  Problems  besitzt,  ist  in  §  8  des  vorletzten  Kapitels  (p.  325) 
allgemein  zur  Erorterung  gekomnien.  Die  Zerlegung  der  Grfl(^  fuhrt 
in  dort  gescbilderter  Weise  zur  Kenntnis  aller  Untergruppen  von  f? 
welcbe  ihrerseits  die  Haupteongruenzgruppe  r/((»)  in  sict  enthalten. 
Nehmen  wir  wieder  den  Ausdruck  auf,  dass  es  p(n)  mod.  n  ver- 
schiedene  Typen  nicht-liomogener  Modulsubstitutionen  V  giebt,  so 
werden  wir  in  angezeigter  Weise  offenbar  0u  Untergnvppen  gefuhrt, 
die  aus  alien  Siibstitutionen  bestehen,  welcJie  modulo  n  auf  eine  J>e- 
stimmte  Heihe  von  Typen  zuruckJcommen,  die  diesen  letzteren  Typen 
entsprechenden  Operationen  der  6?^)  bilden  alsdann  eine  Untergruppe 
der  6r/4(n)>  e^en  diejenige,  welche  uns  zur  Kenntnis  der  gerade  ge- 
meinten  Untergruppe  von  f  hingoleitet  liat. 

Die  nun  gefundene  Art  von  Untergruppen  der  Modulgruppe?  die 
sich  in  arifhmetiscJier  Hinsicht  offenbar  vollstandig  durch  Congruenten 
modulo  n  charaJcterisieren  lassen,  sollen  jetzt  iiberhaupt  als  Congruent 
gruppen  nt6*  Stufe  bezeichnet  werden.  Die  Hauptcongruenzgruppe  wter  Stufe 
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1st  dann  genieinsame  Untergruppe  von  alien  iibrigen  zu  dieser  Stufe 
gehorigen  Congruenzgruppen,  und  wir  gelangen  zur  Kenntnis  der 
Gesamtheit  dieser  letzteren  durch  Zerlegung  der  Gruppe  G>(re)  in  die 
Gesamtheit  ihrer  tJntergruppen.  Haben  wir  insbesondere  einmal  eine 
Untergruppe  Grv  der  Ordnung  v  in  der  6>(W)  ausfindig  gemacht,  so 
wird  ihr  eine  solche  Congruenzgruppe  wter  Stufe  entsprechen,  innerhalb 
deren  die  Hauptcongruenzgruppe  den  Index  v  besitzt,  die  also  ihrer- 

seits  in  der  Gesamtgruppe  f  den  Index  -^-^  haben  wird.    In  der  That 

wiirde  ja  auch  der  in  Rede  stehenden  G-v  innerhalb  der  6r>(W)  dieser  Index 
zukommen.  Diese  Beziehung  der  Hauptcongruenzgruppe  f^  zur  eben 

gemeinten   Congruenzgruppe   nter  Stufe  f  (n)   vom  Index  —  ^—    werden 

V 

wir  dann  wieder  geometrisch  durch  die  bezuglichen  Fundamental- 
polygone  erlautern  konnen.  Das  Polygon  F^  der  Hauptcongruenz- 
gruppe rw(ra)  wird  sich  in  v  bezuglich  der  f^(w)  relativ  aquivalente  Teil- 

V 

bereiche  zerlegen;  von  denen  ein  beliebiger  zum  Fundanientalbereich  F^  (?i) 

V 

der  ft( ,  gewahlt  werden  kann. 

V 

Man  sieht,  dass  es  sich  in  letztereni  Betracht  um  Verhiiltnisse 
handelt;  deren  allgeraeine  Giiltigkeit  wir  schon  im.  vorletzten  Kapitel 
erorterten.  Das  wesentlich  Neue  •  aber  ist,  dass  wir  hier  specielle 
Gruppen  Gr^n}  in  einer  Gestalt  definiert  haben,  welche  der  Unter- 
suchung  mit  arithnietischen  Hilfsniitteln  in  hoheni  Grade  zuganglich 
sind.  Indem  ivir  also  in  der  Zerleguwg  der  Gr^^y  in  ihre  Untergru*p$en 
unsere  nacliste  und  wicMigste  Aiifgabe  sehen,  mogen  die  ihnen  ent- 
sprechenden  Congruenggnvppen  selbst  und  deren  Fundamentalpolygone  in 
der  G>  -  Halbebene  zuvorderst  ausser  Betraclit  Weilen.  Den  Riickgang 
zu  ihnen ;  der  ja  hernach  keine  Schwierigkeiten  zu  bieten  vennag, 
schieben  wir  vielmehr  bis  dahin  zurtick,  wo  wir  in  anderweitiger  Ge- 
dankenverbindung  die  Polygone  als  solche  unmittelbar  zu  brauchen  haben. 

Verabreden  wir  hier  sogleich  noch  eine  geringe  Verscharfung 
nnserer  Ausdrucksweise.  Haben  wir  zusammengesetzte  Stufenzahleu 
z.  B.  n  =  6,  so  wird  die  bezugliche  Hauptcongruenzgruppe  F7a  z.  B. 
auch  in  alien  denjenigen  TJntergruppen  enthalten  sein,  die  wir  schon 
fur  die  zweite  Stufe  kennen  gelernt  haben,  so  dass  die  Zerlegurig 
der  <r72  aufs  neue  auch  zu  diesen  hinffihren  wiirde.  Gleichwohl 
werden  wir  diese  letzteren  Untergruppen  nicht  cler  sechsten,  viel- 
niehr  der  zweiten  Stufe  zuerteilen,  da  bereits  Congruenzen  mod.  2 
zu  ihrer  vollen  Oharakterisierung  hinreichen.  Allgemein  wollen  wir 
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dalier  eine  Congruenzgruppe  dcr  >aten  Stufe  isitcrtcilen,  wenn  sie  sicli  voll- 
stdndig  durch  n,  dber  niclit  schon  durcli  cinen  Teller  von  n  als  Zald- 
modul  cJtara/cterisieren  Idsst 

Besonders  interessant  ist  es,  noch  auf  die  Gruppen  des  vorigen 
Kapitels  z.  B.  die  flcs  zuriickzukomnien.  Letztere  ist  uns  jetzt  die  Haupt- 
congruenzgruppe  7ter  Stufe,  und  demnach  fassen  wir  die  beziigliehe  6rlos 
als  die  Gruppe  der  mod.  7  ineongruenten  Substitutionen.  Bei  ihrer 
Zerlegung  miissen  wir  also  alle  diejenigen  Dntergruppen  wiederfinclen, 
deren  Esistenz  wir  in.  der  6r1GS  des  vorigen  Kapitels  durcli  geometrische 
Uberlegungen  erschlossen.  Betrachten  wir  z.  B.  die  parabolisehen  Sub- 
stitutionen jS(co)  =  o  +  1;  S3(o>)  =  o  ~f-  2,  u.  s.  w.  mod.  7,  so  werden 
sie  sich  auf  nur  sielen  verschiedene  Operationen  S,  S2,  -•-,  SG,  S1  ^E  1 
reducieren,  die  offenbar  eine  cyelische  6r7  innerhalb  der  G16S  bilden. 
Tliatsachlicli  fanden  wir  ja  seinerzeit  solcne  (?7  und  bewiesen  damals, 
dass  die  einzelne  unter  ihnen  vertauschbar  war  mit  21  Operationen 
der  6f1G8;  die  eine  6rai  bildeten.  Wollen  wir  jetzt  arithmetisch  die 
Gestalt  dieser  21  Operationen  V  aufstellen,  so  miissen  wir  der  Be- 

dingung  Ausdruck  verleilien.   dass  die  Operation  V  —  (        -J  die  Er- 

\y,  d/ 

zeugende  S  jener  Gr7  in  eine  wieder  der  6r7  angeh.orende  Substitution 
transtbrmiert;  stets  und  nur  unter  dieser  Bedingung  wird  die  Ope- 
ration V  der  genieinten  6r21  angelioren.  Die  in  Rede  stehende  Be- 
dinguug  heisst  aber  explicite: 


wo  v  irgend  eine  ganze  Zahl  ist.  Man  sieht  sonacla^  dass  y  =  0;  (mod.  7) 
sein  muss;  zugleicli  gentigt  jede  Operation  mit  ^  =  0  unserer  Forderung. 
Und  in  der  That  giebt  es  mod.  7  von  ineongruenten  Operationen  dieser 
Art  gerade  21;  es  sincl  dies  ausser  den  Operationen  der  <?7  selbst 
diejenigen  der  Typen: 

-G:J).  --ft  5).  (»*')• 

Beide  Male  durchlauft  fi  ein  Restsystem  modulo  7,  so  dass  wir  hier 
wirklich  nocli  14  neue  Operationen  V  vor  uns  haben,  Aufs  leichteste 
zeigt  man  dabei  auch  direct,  dass  die  gekennzeichneten  21  Operationen 
fur  sich  eine  Gr2l  bilden.  Dass  ubrigens  die  14  zuletzt  genannten  Ope- 
rationen ohne  Ausnahme  der  Periode  drei  angehoren  (was  wir  auch 
schon  von  frtiher  her  wissen),  berechnet  man  gleichfalls  ohne  weiteres; 
in  der  That  entspringt  durch  Wiederholung  der  einzelnen  Operation 

F=(J  J)  sofort  V2  =  (^'  ""3),  F3  —  1;  so  dass  wir  in  F  die  Er- 
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zeugende  einer  cycliselien  6r3  gewonnen  haben.  Wir  unterlassen,  die 
Betrachtung  hier  noeh  welter  fortzufiihren;  denn  wir  wurden  auf  solche 
Art  doch  nur  Entwicklimgen  vorgreifen,  wie  wir  sie  in  den  nachsten 
Kapiteln  uoch  in  ausgiebigster  Weise  durchzufiihren  haben. 

Zum  Schluss  miissen  wir  hier  auch  noch  auf  die  homogenen 
Modulsubstitutionen  Bezug  nehmen.  Dieselben  reducieren  sich,  wie 
wir  wissen,  mod.  n  auf  2yt,(n)  incongruente  Operationen,  welche  die 
homogene  Gruppe  (?2«(»)  bilden.  Die  Untergruppen  dieser  6r2/4(W)  liefern 
uns  dann  offenbar  die  homogenen  Oongruenzgruppen  nter  Stufe;  und  das 
Verhaltnis  derselben  zur  homogenen  Hauptcongruenzgruppe  nter  Stufe 
gestaltet  sich  ganz  analog,  wie  das  entsprechende  Verhaltnis  bei  den 
nieht-homogenen  Gruppen.  Hat  man  ubrigens  bereits  die  nicht-honiogene 
<?(u(n)  in  ihre  Untergruppen  zerlegt,  so  kann  man  dieZerlegung  der  homo- 
genen Gr^itl(n)  auf  Grund  des  zwischen  den  beiderlei  Grappen  bestehenclen 
hemiedrischen  Isomorphismus  leicht  leisten.  Jedesmal  ist  einer  niclit- 
homogenen  Untergruppe  Grv  eine  homogene  G%v  der  doppelten  Ordnung 
zugeordnet,  und  man  hat  dann  im  Einzelfall  nur  zu  untersuchen,  ob 
in  dieser  G%v  sich  etwa  homogene  Untergruppen  Grv  finden  lassen;  die 
zur  nicht-  homogenen  Gv  holoedrisch  isomorph  sind.  Auch  hi  erf  fir 
werden  wir  im  folgenden  Kapitel  ausftihrliche  Beispiele  beibringen. 

§  7.     Tiber  ein  wieh,tiges  Princip  der  Grruppentheorie. 

Bevor  wir  weitergehen,  miissen  wir  hier  eiue  Erorterung  von 
allgemein  gruppentheoretischer  Bedeutung  einschalten,  die  dann  so- 
gleich  fur  unsere  fernere  Besprechung  der  Congruenzgruppen  verwertet 
werden  soil*).  Es  mogen  zwei  Gruppen  gleiehartiger,  aber  jaicht 
naher  definierter  Operationen  Gs  und  Gt  der  endlichen  Ordnung  s  bez.  t 
gegeben  sein.  Die  Operationen  der  einen  sollen  1,  vly  v2;  •  •  •,  Vy—i 
heissen,  die  der  anderen  I,  «?1;  w2,  •  •  •,  Wt—i,  und  es  soil  die  Bedinguug 
bestehen,  dass  jede  Operation  aus  der  ersten  dieser  beiden  Ueihen 
mit  jeder  aus  der  zweiten  vertauschbar  ist;  was  wir  symbolisch  durch 

(1)  ViWk  =  WkVi 

ausdriicken.    Unter  dieser  Voraussetzung  entspringt  durch  Combination 

*)  Die  folgenden  Entwicklungen  wurden  vom  Herausgeber  hinzugefiigt, 
tJbrigens  ist  das  im  Texte  benutzte  gruppentheoretische  Princip  ala  aolches  nicht 
neuT  sondern  ist  jedenfalls  in  speciellen  Fallen  bereits  verschiedentJich  ssur  Goltung 
gekommen.  Biner  bekannten  Eigenschaft  der  Fiachen  zweiten  Grades  entsprechend 
stellt  sich  dasselbe  sofort  ein,  wenn  man  Gruppen  orthogonaler  Substitution  en  bei 
vier  Veranderlichen  unteraucht  Vergl.  z.  B.  Goursat,  Sur  les  substitutions  ortho- 
gonales  et  les  divisions  regulieres  de  Vespace^  Annales  de  TEcole  Normale,  s^r.  3, 
t.  VI  (1889). 
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von  Gs  und  G-t  eine  Grnppe  G^  der  Ordnung  st}  deren  Operatlonen  wir 
zweckmassig  in  deni  Schema  anordiien: 


(2) 


Innerlialb  dieser  Gst  bilden  die  beiden  vorgegebenen  Gruppen  Gs 
und  Gt  ausgezeichnete  Untergruppen.  Wir  nelimen  an,  dass  wir  die 
Zerlegung  dieser  letzteren  Gruppen  GS7  Gt  in  ilire  Untergruppen  voll- 
stiindig  geleistet  haben.  Es  soil  gelten,  die  Hilfsmittel  zu  entwickeln,  uni 
von  hieraus  die  Untergruppen  von  G6t  in  einfachster  Weise  zu  gewinnen. 

1st  Ga  eine  beliebig  herausgegriffene  Untergruppe  von  Gs,  G*  eine 
ebensolche  von  Gt)  so  wird  durch  Combination  von  Ga  und  Gi  er- 
siclitlicli  eine  GG-c  entspringen.  Denken  wir  uns  die  (5  Operationen 
der  GG  in  der  ersten  Horizontalreihe  von  (2)  an  erster  Stelle  an- 
geordnet,  und  entsprechend  die  t  Operationen  von  G*  in  der  ersten 
Verticalreihe  von  (2),  so  werden  die  Gt  Operationen  von  Gat  em 
Reehteck  von  <?  Vertical-  und  t  Horizontalreihen  fiillen,  das  an  der 
linken  oberen  Bcke  im  Schema  (2)  eingelagert  ist.  Nach  der  Art  Hirer 
Herstellung  nennen  wir  &at  eiiw  conibinierte  Untergruppe  von  G$t.  Die 
Sachlage  ist  nun  die,  dass  es  ausser  den  combimerten  Untergruppen 
von  Gst  ini  allgemeinen  auch  noch  weitere  giebt,  deren  Bigenart  nun 
festzustellen  ist. 

Sei  zu  dem  Ende  G  irgend  eine  noch  gar  nicht  n'aher  specificierte 
Untergruppe  von  Gst,  Moge  diese  Untergruppe  G  mit  Gs  eine  Unter- 
gruppe gemein  haben;  die  wir  wieder  Ga  nennen,  und  deren  Ope- 
rationen 1,  vt}  v.2)  -  •  -,  VO—-L  seieu;  desgleichen  habe  G  mit  Gt  eiue 
Untergruppe  G*  init  den  Operationen  1,  wi9  w2)  -  -  -,  w*~,i  geiaeinsam. 
Dann  wird  notwendig  die  aus  diesen  beiden  Grupgen  G<t  und  G*  ent- 
springende  comlinierte  Gr-uppe  Ge*  in  G  enthalten  sein,  und  man  sieUt 
sugleicli,  dass  G^t  die  umfassendste  in  G  enfkaltene  com'binierte  Gi*uppe  ist 

Jetzt  erharten  wir  durch  elementare  gruppentheoretische  Be- 
trachtungen  den  folgenden  Satz:  G  enthalt  aus  der  einzelnen  Horizontal- 
reihe (2)  entweder  0  oder  keine  Operation,  entsprechend  aus  der  einzelnen 
Verticalreihe  entweder  t  Operationen  oder  gar  keine.  Giebt  es  dem- 
nach  in  G  ausser  den  Operationen  der  G^  noch  eine  weitere,  so 
konnen  wir  diese  unter  zweckmassiger  Anordnung  des  Schemas  (2) 
VffW^  nennen  und  finden  dann  sogleich  in  G  noch  Gt  neue  Operationen, 
die  durch  Combination  von  v^w*  mit  der  G0t  entspringen.  Denken  wir 

26* 
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diese  tf*  Operationen  im  Schema  (2)  an  den  Kreuzungspunkten  der  Hori- 
zontalreihen  O  +  1),  (*  +  2),  -  •  •,  2tf  mit  den  Verticalreihen  (r  +  1), 
fy  +  2),  •  •  -?  2v  angeordnet.  Sind  auch  nun  die  Operationen  Ton  G 
noeh  nicht  erschopft,  so  koniine  nocli  v2aw^  und  daniit  wieder  so- 
gleich  <?r  neue  Operationen  hinzu,  die  wir  uns  auf  entsprechende  Weise 
in  (2)  als  drittes  Rechteek  angeordnet  denken.  Moge  dann  weiter  noch 
vzrfUsr  und  so  fort  hinzukommen  ,  bis  endlieh  mit  v(x-nffW(x—iyt  und 
den  beziigliehen  CTT  durch  Combination  von  0(x—i)£r«0(X--i)*  und  GGt 
entspringenden  Operationen  die  ganze  Gruppe  Gr  erschopft  1st.  Die 
letztere  wird  alsdann  x  -  6t  verschiedene  Operationen  enthalten  und 
wir  bezeiehnen  sie  sonach  fortan  als  <2x<r*.  Nach,  Analogic  unserer 
geivolmten  Ausdwicksiveise  werden  wir  G™  als  cine  Untergwippe  ties 
Index  K  von  Gxa*  lezeichnen  und  liaben  in  den  x  Operationen 


(3)  lj   VaW>r 

ein  Reprasentantensystem  fur  Ga*  als  Untergruppe  von  Gxa*. 

Die  'hier  aufgetretenen  n<5  Operationen  17  %,  t;a,  •  •  -,  %—  DU,  die 
teils  als  solche,  teils  mit  Operationen  w  combiniert  sich  in  Gy.a* 
findeu,  werden  nun  eine  Untergruppe  Gxff  von  G»  formiereii.  In  der 
That,  sind  t;«  und  vk  zwei  beliebige  unter  diesen  %<?  Operationen,  so 
finden  sich  in  G-yai  notwendig  zwei  Operationen  ViWff,  v^c/t  und  mit 
ihnen  auch  (t?/v*)  •  (w9Wh),  so  dass  auch  (vtv^  zu  den  genannten 
KG  Operationen  v  gehort.  In  entsprechender  Weise  werden  die  K%  Ope- 
rationen 1,  «?1;  w2,  •••;  w^-D*  ei]Qe  Untergruppe  G^  von  Crrf  her- 
stellen,  und  da  bilden  Tvir  nun  aus  G^  und  (?x^  die  conibinierte 
Gruppe  G&a*-  Diese  wird  dann  die  Ideinste  comlinierte  Untergruppe 
von  Gst  sein,  in  der  &*<,*  enflialten  ist.  Indem  wir  aber  G-xttf  solcher- 
gestalt  zwischen  den  beiden  conibinierteja  Untergruppen  Gm  und  G&O* 
gelegen  finden,  werden  wir  unsere  fragliche  Gruppe  Gyo*  zur  Unter- 
seheidung  von  den  couibinierten  Gruppen  als  eine  intcrmedidre  Tinier- 
gnyppe  von  Gst  bezeiehnen. 

Urn  unsere  tFberlegung  noch  weiter  fortzusetzen,  haben  wir  jetzt 
den  wichtigen  Satz,  dass  die  mit  Ga  leeeichnete  Untergruppe  innwliall) 
Gxa  ausgegeicfwet  ist.  Ist  namlich  Vi  eine  Operation  der  (7(O  also  i  <  a, 
Vk  aber  irgend  eine  Operation  der  Gxfff  so  giebt  es  in  0***  eine  Ope- 
ration WiVk,  und  damit  ist  auch  (wtVj^~lVi(wiVk)  —  Vk^ViVz  in  ^?x«* 
euthalten.  Zugleich  gehort  aber  diese  letztere  Operation  ihrer  Gestalt 
naeh  zur  G89  und  ist  also,  als  in  G3  un.d  G^av  gemeinsam  enthalten,  cine 
Operation  von  Ga:  Thatsachlich  ist  somit  iiberhaupt  v/r1  G0vk  —  Ga. 
Analog  ist  G*  ausgezeiehnete  Untergruppe  von  Gxt,  und  wir  schliessen 
bieraus  auf  Grund  von  (1)  sofort,  dass  auch  Ga*  ausgesseietmetc  Unter- 
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gruppe   von  G&at  und  also   seTbstverstandliclt   aiicli    von  G/.nt  ist.    Bin 
Reprasentantensystem  filr  Ga  als  Untergruppe  von  G-xa  werdeii  wir  in 

GO  1,  vaj  I-**,  •  '  ',  V-i)* 

besitzen,  w'ahrend  ein  ebensolclies  fur  G?  als  Untergruppe  von  Gyt  aus 
den  Qperationen 

(5)  1,    *Cr,   W&,  '  '  ',    tt'(x-ljr 

gebilclet  wird. 

Man  sehe  jetzt  die  Operationen  der  Gat  als  nicht  wesentlicli  von 
einancler  verschieclen  an;  eine  Massnahine,  die  wir  bei  ausgezeiehneten 
Untergruppen  ja  bereits  des  ofteren  getroffen  haben.  Da  reduciert 
sicli  denn  die  Gr/.G  auf  eine  g#  ',  die  wir  als  die  Gruppe  der  Ope- 
rationen (4)  ansprechen  konnen;  desgleicken  wird  aus  G^  die  g^  der 
Operationen  (5),  wahrend  unsere  intermediare  Gruppe  G%Gr  selbst 
auf  die  gy.  der  Operationen  (3)  zuruckgehen  wird.  Hier  besteht  nun 
als  Hauptsatz  unserer  Erorterung  der  folgende:  Die  soeben  eingefillirten 
Gruppen  g(2  und  g(^  lassm  sicli  Jioloedriscli  isomorpli  auf  einandcr  le- 
ziehen,  dadurcli  namlich,  dass  man  die  viQ  Operation  der  Reihe  (4)  der 
i/ten  in  der  Eeihe  (5)  zuordnet,  tvolei  v  die  Zalilen  1,  2,  3,  •  -  -,  sc  zu 
durcldaufen  hat,  Combinieren  wir  nanilich  irgend  zwei  Operationen  vaGivat 
und  VpaWpt  der  gX)  so  entspringt  wieder  eine  Operation  dieser  Gruppe^. 
Es  ist  also  unter  Gebrauch  eines  schon  friilier  (p.  321)  bei  analoger  Ge- 
legenheit  verwendeten  Aquivalenzzeichens  vaaWa*  •  ^Ow^«  ro  VyaWy?,  eine 
Gleiclmng,  die  sich  sofort  in  die  beiden  spaltet: 

Vafft^ff  00  Vya  ,      WarWp*  OO  Wya  , 

woinit  unsere  Behauptung  zur  Evidenz  gebracht  ist. 

Das  soeben  gewonnene  Resultat  konnen  wir  nunmehr  auch  uni- 
keliren  und  gewinnen  so  den  hier  in  Aussicht  genommenen  Hauptsatz 
iiber  die  Existenz  der  intermediaren  Untergruppen.  Wir  setzen  voraus, 
dass  die  Zerlegung  der  Ga  auf  zwei  Untergruppen  Ga  und  Gxa  gefiihrt 
habe?  von  denen  die  erstere  in  der  letzteren  ausgezeichnet  enthalten 
sei;  in  der  namlichen  Beziehung  zu  einander  mogen  die  beiden  in 
der  Gt  aufgefundenen  Untergruppen  G*  und  Gx*  stehen.  Indem  wir  die 
Operationen  der  Ga  als  von  einander  nicht  wesentlich  verscliieden  an- 
selien?  gelie  Gxa  auf  eine  g^  zuriick,  deren  Operationen  wir  sogleicb 
wieder  durch  (4)  bezeichnet  denken.  Analog  gehe  G^  auf  eine  g^  der 
Operationen  (5)  zuruck;  sofern  wir  die  Operationen  der  Gt  nicht  mehr 
von  einander  verschieden  ansehen.  Jeder  mogliclien  lioloedrisch  isomorpJien 
Zuordmmg  der  Gruppen  g$  und  gW  entspriclit  dann  eine  intermediare 
Untergruppe  Gxat,  welche  gwischen  den  aus  Ga,  G*  be#.  Gy.0,  G^  entsprin- 
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genden  combinierten  Untergmppen  GGt  und  G^at  von  Gst  einyeseUossen 
ist.  1st  namlich  jener  lioloeclrische  Isomorphismus  etwa  dadurcli  zu 
Wege  gebracht,  dass  man  va  niit  v*,  v2a  mit  v<&  u.  s.  w.  entsprechend 
setzt,  so  combiniere  man  diese  Operationen  zu  den  x  neuen  1,  v0Wi, 
fl*j«*r,  "  -)  %-i)0wv_iK,  die  dann  eine  Untergruppe  gx  in  der  durch 
Combination  von  g^}  und  g("}  entspringenden  g&  bilden.  Von  dieser 
g/.  aus  schliessen  wir  nun  vermoge  einer  wiederholt  angewandten  Dber- 
legung  rtickwarts  auf  die  Existenz  einer  intermecliaren  Gry.a*,  welche 
durch  Combination  der  GW  niit  den  1,  v0w*,  V^VM,  •  •  -,  V(x— i)0^(x— i)* 
entspringt,  wofern  wir  letztere  Operationen  nun  wieder  als  solche  der 
Gruppe  Gx*ot  deuten,  ohne  noch  die  Operationen  der  6r0*  als  unter 
einander  identiscli  zu  denken. 

Inwiefern  diese  Entwicklungen  bei  den  Congruenzgruppeu  An- 
wendung  finden,  wollen  wir  jetzt  des  naneren  auseinandersetzen. 

§  8.    Erlauternng  der  Bntwioklungen  des  vorigen  Paragraphen  durch 
die  zur  sechsten  Stufe  geaSrende  6r7a. 

Vorstehende  allgemeine  Erorterungen  linden  nun  auf  unsere  JbYagen 
Anwendung,  wenn  es  gilt,  die  bei  zusammengesetzten  Stufenzalilon 
n  eintretenden  endlichen  Gruppen  G^^  in  ihre  Untergruppen  zu  zer- 
legen.  Es  wird  zweekmassig  sein?  dass  wir  die  Art  dieser  Anwondung 
vorerst  an  einem  Beispiele  erlautern,  bevor  wir  dieselbe  liir  den 
allgemeinsten  Pall  einer  zusammengesetzten  Stufenzalil  erortern.  Wir 
wahlen  die  Stufe  n  =  6,  bei  der  es  sich  urn  die  Zerlegung  derjenigen 
(?72  handelt,  welche  wir  bereits  im  vorigen  Kapitel  auf  geometrischeni 
Wege  definiert  hatten.  Auf  Gi*und  der  eben  entwickelten  Satze  werden 
wir  die  Zerlegung  der  6r72  olme  Muhe  leisten,  wenn  wir  die  Zerlegung 
der  zu  n  =  2  und  n  =  3  gehorenden  6r6  bez.  6f12  zuvor  bereits  aus- 
fiihrten.  Aber  diese  GQ  ist  ja  eine  Diedergruppe,  wahrend  GV2  dem 
Tetraedertypus  angehort;  beiderseits  ist  also  von  den  ;;Vorlesiuigen 
fiber  das  Ikosaeder"  her  die  Structur  bekannt* 

Die  Hauptcongruenzgruppe  sechster  Stufe  r75!  ist  in  derjenigen 
der  dritten  Stufe  enthalten.  Da  letztere  in  der  Gesamtgruppe  f  voin 
Index  zwolf  ist,  so  wird  es  in  der  zur  sechsten  Stufe  gehorenden  6r72 
im  ganzen  72 : 12  =  6  mit  der  Identitat  modulo  3  congruente  Ope- 
rationen geben,  die  wir 

W  1;  *>!,  ^?  Vz,  vt,  v& 

nennen  wollen.  Diese  Substitutionen  werden  innerhalb  der  6r72  eine 
ausgezeiehnete  6f6  bilden,  weil  namlich  die  Hauptcongruenzgruppe  dritter 
Stufe  ihrerseits  in  der  Gesamtgruppe  f  ausgezeichnet  ist.  Unler  den 
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seeks  Substitutionen  (1)  koiinen  keine  zwei  modulo  2  congruent  sein. 
Ware  narnlich  vt  =  vk,  (mod.  2),  so  wiirde  sofort  ViVjT1  =  1,  (mod.  2) 
folgen,  wahrend  docli  alle  seehs  Substitutionen  (1)  mod.  3  unter 
einander  congruent  sind: 

(2)  1  =  v±  =  v2  =  •  •  •  =  % ;     (mod.  3). 

Deingernass  ware  ^zT"1  sowohl  modulo  2  als  modulo  3  mit  der  Identitat 
congruent,  und  also  auch  modulo  6,  wie  man  sofort  zeigt.  Daraus 
aber  ergabe  sich  &%•  =  Vky  (mod.  6),  so  dass  v,  und  VL  clieselbe  Operation 
der  6r72  darstellen  mtissten.  Wir  bemerken  solclierart,  dass  wir  in  (1) 
ein  System  modulo  2  incongruenter  Substitutionen  besitzen,  und  Itvnnen 
sonacli  die  aus  ilmen  besteJiende  GQ  als  die  zur  Hauptconyruenzgruppe 
ztceiter  Stufe  ru  gelwrende  endliche  6r6  anspreclien. 

In  vollig  entsprechender  Weise  wird  es  in  der  G^  zwolf  modulo  2 
mit  der  Identitat  congruente  Substitutionen 

(3)  1,  w±9  ws,  ••-,  «?n 

geben,  die  eine  in  der  6r72  ausgezeiclinete  Gr12  bilden.  In  (3)  haben 
wir  dann  ein  System  modulo  3  incongruenter  Substitutionen  vor  uus, 
so  dass  die  eb&i  genannte  6r12  als  die  &ur  Haivptcongruen&grwppe  drifter 
Stufe  geliorende  endlicfie  6r12  angeselien  werden  Jcann  und  als  solclie  den 
Tetraedertypus  lesitet. 

Da  unsere  Grl2  ^n  ^er  ^"72  a^sgezeichnet  ist,  habeia  wir  jedenfalls 
vf~'LWkVi'^Wij  (mod.  6).  Indeni  wir  aber  letztere  Oongruenz  nur  mod.  3 
nehmen;  lieisst  sie  infolge  von  (2)  w^^Wiy  (mod.  3),  woraus  sich  die 
Identitat  von  W&  und  w\  ergiebt.  Wir  haben  also: 

(4)  ViiVk^WkVt,    (mod.  6), 

d.  h.  innerhalb  unserer  G^2  ist  jede  Substitution  v%  aus  der  Reihe  (1) 
mit  jeder  Substitution  10%  aus  der  Eeihe  (3)  vertauscJibar.  Durch  Combi- 
nation von  G6  und  (?12  entsteht  jetzt  die  (?72  selbst;  wir  haben  ihre 
Operationen  in  dem  Schema 


vor  Augen. 

Wie  man  sieht,  sind  die  den  Entwicklungen  des  vorigen  Para- 
graphen  zu  Grunde  liegenden  Voraussetzungen  bei  unserer  6r72  vollig 
erftillt;  ziehen  wir  also  nun  auch  fur  dieselbe  die  Polgerungen,  welche 
oben  ganz  allgeniein  fur  die  G8t  galten. 

Zunachst    werden   wir   eine   grossere   Reihe   combinierter   Unter- 
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gruppen  cler  On  unniittelbar  angeben  konnen,  indem  wir  die  Unter- 
gruppen  der  G6  einzeln  mit  denen  der  6?12  cornbiniereu.  Dariiber 
liinaus  treten  aber  auch  nocli  intermediate  Untergruppen  auf  und 
wenigstens  eine  derselben  wollen  wir  hier  etwas  ausfuhrlicber  be- 
trachten.  In  der  GQ  giebt  es  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  G<6, 
deren  Substitutioiien  1,  vly  v2  seien.  Wahlen  wir  diese  Gr3  fur  die 
oben  allgemeiii  mit  G0  bezeiclmete  Untergruppe,  wobei  dann  Gya  unsere 
jetzige  G6  sein  soil.  In  der  6rla  glebt  es  eine  Vierergrappe  G±  und 
in  dieser  drei  G2,  welche  einzeln  iunerhalb  der  6rd  ausgezeiclmet  sind. 
Die  Operationen  der  G±  seien  1,  w19  w^  w3;  eine  besonders  heraus- 
gegriffene  G%  enthalte  1  mid  wt.  Wir  nehmen  dann  diese  G<2  als  die 
oben  clurch  G*  bezeiclmete  Gruppe,  wahrend  die  G,*  nun  unsere 
Vierergruppe  &4  sein  wird.  An  Stelle  der  g*£  und  g(x]  treten  bier 
zwei  Gruppen  zweiter  Ordnung  (/%.  Diese  bezielit  man  nun  in  der 
That  sofort  auf  eine  bestininxte  Weise  Loloedriscli  isomorph  auf  ein- 
ander?  wie  sicli  denn  uberhaupt  stets  zwei  eyelische  Gruppen  gleiclier 
Ordnung  in  diese  Bezieliung  zu  einander  setzen  lassen.  Man  sielit,  liier 
sind  alle  Bedingungen  fur  die  Existenz  einer  intermediareu  (-ra.a.a  erfiillt; 
wollen  wir  deren  Substitutionen  jetzt  aucli  nocli  explicite  kennen  leruen. 
Durch  Combination  der  Vierergruppe  6r4  und  der  GQ  der  Sub- 
stitutionen (1)  entspringt  eine  Cr247  deren  Operationen,  in  gewohnter 
Weise  angeordnet,  diese  sind: 
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Indem  ftir  uns 


2  ist,  wird  (    ;  ^J  die  oben  mit  00«0«  bezeiclmete 

Operation.     Die    combinierte   Untergruppe   6rsj  .  a   ist;    wie    man    sofort 
berechnet,    eine    eyelische  G6,    und    die   Vereinigung  von  deren  secbs 

Substitutionen  mit  (    '  ^J  fiihrt  auf  die  seclis  im  letzten  Rechteck  des 
eben  aufgestellten  Schemas  angefiihrten  Operationen,  die  man  iibrigens 
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ohne  Mtihe  als  solclie  der  Periode  zwei  erkennt.  Die  intermcdidre  6r1J; 
aus  diesen  letsten  seclis  Siibstitittionen  und  der  comlinierten  G^  3  be- 
stchend,  enveist  sich  deryestalt  als  eine  Gruppe  6rla  vom  Diedertyyus. 

§  9.     Reduction    des   Problems    der  Zerlegting    der   G-rappen   <?«(«), 
bez.  6r2/l(«).     Historisch.es. 

Die  Entwicklungen  der  vorigen  Paragraphen  haben  allgeraeine 
Bedeutung  fur  diejenigen  Stufenzahlen  n  =  nt  •  n2,  die  aus  zwei  gegen 
einander  relativ  priruen  Zahlen  ni}  n2  zusammengesetzt  sind.  Um  dies 
in  Allgemeinheit  zu  erortern,  miissen  wir  uns  indesseii  der  Lomogenen 
Substitutionen  bedieueii,  was  fiir  den  Fall  n  =  6  des  vorigen  Para- 
graphen  noch  nicht  unbedingt  notig  war. 

Zwei  liomogene  Modulsubstitutionen  sincl  stets  uud  nur  dann 
modulo  n  congruent,  wenn  sie  einander  mod.  ^t  und  mod.  n%  einzeln 
genonimen  congruent  sind*)-  Es  wircl  nun  in  der  Gspw  der  mod.  n 
incongruenten  Substitutionen  eine  gewisse  Reihe  modulo  n%  mit  der 
Identitat  congruenter  Substitutionen  sich  finclen.  Unter  den  Substitu- 
tionen dieser  JReihe  konnen  keine  zwei  modulo  n±  congruent  ausfallen, 
wahrend  andrerseits  in  derselben  noch  alle  2ft(wA)  modulo  %  incon- 
gruenten Typen  auftreten  mussen,  letzteres  destialb,  weil  nach  §  43  p.  395 
auch  in  der  Haupteongruenzgruppe  ?i2tor  Stufe  noch  alle  Typeu  mod.  n± 
vorkommen.  Die  Zahl  der  mod.  n2  mit  der  Identitat  congruenten  Sub- 
stitutionen der  (?2^(n)  ist  sonach  2ft(%).  Letetere  werden  ddbei  eine  in 
der  6f3^(»)  aiisgeseichnete  Untergrtvppe  6?2/<(Wl)  Mden;  moge  sie  aus 

(1)  1,    »!>    V*>    "  ';    ^/-C»i)-l 

bestehen.  Diese  2^(%)  Operationen  konnen  wir  auf  der  anderen  Seite 
als  ein  Reprasentantensystem  der  homogenen  Haupteongruenzgruppe 
fg^^)  in  Bezug  auf  die  Gesamtgruppe  f  ansehen;  besagte  G^^(ni)  ist 
sonach  die  $ur  Stufe  n^  geMrige  endliche  Gruppe  ^^(n^1  Ordnung.  In 


*)  Man  zeigt  leiclit,  class  dieser  Satz  bei  den  nicht-homogenen  Substitutionen 
nicbt  gilt.  Da  giebt  es  vielmehr  stets  swei  modulo  n  incongruente  Operationen, 
die  beide  modulo  n^  und  modulo  »?2,  einzeln  genommen,  =  1  sind;  z.  B.  sind  die 

beiden  modulo  12  verschiedenen  Typen  (    J     J,   (   '     \  docb.  beide  sowohl  mod.  3 

wie  mod.  4  der  Identitat  congruent.  Eben  dieser  Sachlage  wegen  miissen  wir 
im  Texte  die  homogenen  Substitutionen  heranziehen.  Bine  Ausnahme  findet 
ilbrigens  wieder  fur  den  Fall  statt,  dass  eine  der  Zahlen  nlt  n%  gleich  2  ist;  als- 
dann  gilt  der  Satz  fur  die  nicht-homogenen  Substitutionen  genau  in  der  Torm, 
•wie  er  im  Texte  fiir  die  homogenen  aufgestellt  wurde.  Hierher  gehb'rt  das  im 
vorigen  Paragraphen  betrachtete  Beispiel  n  ~  6,  weshalb  wir  auch  dort  mit  den 
nicht-homogenen  Substitutionen  unbeschadet  arbeiten  konnten. 
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ganz  entsprechender  Weise  bilden  die  modulo  %  wit  der  Identitat 
congruenten  Substitutionen  eine  ansgezeichnete  6r2,t,(Ha)  iu  der  G^oo, 
•welche  als  die  zur  Stufe  n2  gehorige  endliclie  Gruppe  2^(%)tor  Ordnung 
aufgefasst  werden  kann.  Die  Substitutionen  derselbeu  sollen  lieissen: 

(2)  1,  W-L,  W2,  •  ••>  WSM^-I- 

Da   die   6ra/l(ni)   ausgezeichnet   in  (?a,u(»)   enthalten   ist,    so  haben 
wir  jedenfalls 

Wk—iVttVk  =  tfj,  (mod.  nj  -  MB)  . 

Betrachten  wir  diese  Congruenz  aber  nur  mod,  n±)  so  kouimt  vt  =  ^ 
(mod.  MJ),  da  ^.^1,  (mod.  «a)  ist.  Inzwisclien  sind  doch  die  Sub- 
stitutionen (1)  mod.  n±  alle  verschieden;  wir  liaben  also  notwendig 
i  ==  19  so  dass  jede  Operation  (1)  mit  jeder  einstelncn  Operation  (2)  ver- 
tausdibar  ist: 

(3)  VtWt^WkVi,  (mod.  M). 

D/e  Grrnppe  GSfl(n)  entstelit  jetet  offenlar  durch  Combination  Hirer 
leiden  Unterymppen  GspM,  ft^(«2);  in  der  That  ist  ja  aucli  (cf.  3  p.  395): 


Man  sieht,  dass  wiederum  alle  Vorbedingungen  fiir  die  Eutwick- 
lungen  von  §  7,  p.  402  erfullt  sind,  und  dass  clemgemass  die  clort  durch 
Grst  bezeichnete  Gruppe  nun  direct  rnit  der  6rg/{(n)  identificiert  werden 
kann.  Man  wird  also  auf  Grund  der  an  der  gemeinten  Stel]e  entwickelten 
Regeln  die  Gesamtheit  aller  in  Cra/«(«)  entlialtenen  Untergruppen  durch 
einfaehe  Massnahmen  aufstellen  konnen;  wenn  wir  zuvor  die  Gruppen 
GrspM  u^d  6r2/t(?ift)  einzeln  vollstandig  in  ihre  Untergruppen  zerlegt 
denken.  Wir  haben  solcliergeskalk  das  Problem  der  Zerlegimg  der  C/-^fl(n) 
im  wesentliclien  auf  die  leiden  einfacheren  Probleme  der  Zerlegung  der 
Gruppen  Grtp(nt)  und  Crg^^  gurucltgefulwt.  Wie  wir  nun  die  Reduction 
unserer  Aufgabe  noch  weiterfiihren  werden,  liegt  auf  der  Hand.  Moge 
die  Zerlegung  der  Zahl  n  in  ihre  Primfactoren  auf  n  ==  (£'  -  q^  -  ^  -  •  - 
fuhren,  so  werden  wir  zuvorderst  die  Gruppen  6?2^(ffi'),  6^2  ^(j/*);  *"  oinzeln 
zerlegen,  worauf  nun  die  Regeln  von  §  7  zu  wiederholteri  Malen  an- 
zuwenden  sein  wtirden.  Bei  dieser  Sachlage  brauchen  wir  also  gar 
nicht  die  Gruppe  fl^a^cn)  fu?  alle  moglichen  Werte  von  n  zu  zerlegen; 
vielmehr  hat  sieh  unser  Problem  im  wesentliehen  darauf  reduciert,  dass 
^oir  fur  alle  Priin#ahlpoten#en  qv  die  Zerlegung  der  "begugliehen  Cr^i(qv) 
thatsachlich  ableistcn.  Alsdann  aber  wiirden  wir  fur  jedes  uns  vor- 
gelegte  n  die  vielleicht  urafanglichen,  aber  doch  im  Princip  elernen- 
taren  Massnahmen  cles  §  7  auszuiiben  haben,  um  auf  Grund  der  ge~ 
leisteten  Zerlegung  der  Gruppen  G^^*)  nun  auch  die  Zerlegung  von 
Gsftin)  zu.  erledigeu. 
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Wir  wollen  nun  sogleich  mitteilen,  in  wie  weit  die  hier  vor- 
gelegten  Probleme  heutzutage  ihre  Auflosung  gefunden  liaben.  Die 
Zerlegung  der  nicht-homogenen  6r«(gr)  fur  eine  beliebige  Primzahl- 
potenz  ist  in  der  That  dureh  Hrn.  Gierster  geliefert  worden*).  (Nur 
blieb  dabei  vorerst  der  Fall  q  =  2  ausser  Betraeht,  der  sich  nieht  ohne 
weiteres  unter  den  allgemeinen  Fall  subsuniiert).  Nehmen  wir  hinzu, 
dass  von  Her  aus  der  Fortgang  zu  den  homogenen  Gruppen  G2fl(q^} 
obne  besondere  Muhe  geleistet  werden  konnte,  so  wird  man  zufolge 
der  gerade  vorausgescliickten  Bemerkungen  das  Problem  der  Zerlegung 
der  Gruppen  (T^OI)  und  damit  zugleicn  das  Problem,  der  Aufstellung 
aller  Congruenzgruppen  als  ein  im  wesentlichen  gelostes  ansehen 
dtirfen  und  wird  in  diesem  Sinne  die  grosse  Bedeutung  der  genannten 
Gierster'schen  Arbeit  anerkennea. 

Freilich  wird  es  fur  uns  im  folgenden  der  Kurze  halber  iiiclit 
statthaft  sein;  Hrn.  Gierster  bis  zum  allgemeinen  Fall  der  Prinizabl- 
potenz  (f  zu  folgen.  Wir  werden  vielmehr  in  ausfulirlicher  Weise  nur 
den  niedersten  liierbei  in  Betracht  konimenden  Fall  der  einfaehen 
Primzahl  q  berucksiehtigen.  In  der  That  soil  eben  dieses  in  den 
leidm  folgenden  Kapiteln  unsere  Aufyale  sein:  Die  vollstdndige  Zcr- 
leguug  der  nicht-Jiomogenen  Gruppe  Gp^  su  entwidceln  (womit  wir  uns 
dann  die  Mittel  zur  Aufstellung  aller  Congruenzgruppen  von  Primzabl- 
stufe  verschafft  liaben  werden).  Auch  fiir  diesen  Fall  der  Primzahl- 
stufe  q  ist  eine  Arbeit  von  Hrn.  Gierster  grundlegend  gewesen**), 
indem  in  derselben  zum  ersten  Male  die  (?^(2)  v  oils  tan  dig  zerlegt 
und  zugleicn  der  Beweis  dieser  Vollstandigkeit  beigebracht  wurde.  Ein 
grosser  Teil  der  in  der  6r//(5)  enthaltenen  Untergruppen  ist  freilich  schon 
fruher  von  J.  A.  Serret***)  aufgestellt  und  untersucht  worden.  Das 
gilt;  wie  wir  hier  zum  Schluss  vorlaufig  anfiihren,  insbesondere  von 
den  cyclisclien  Untergruppen  der  6r^(3)?  die  im  nachstfolgenden  Kapitel 
zur  Aufstellung  gelangen  sollen.  Auf  die  ersten  Untersuchungen,  welclie 
Galois  fiber  die  tier  in  Betracbt  konimenden  Fragen  ausgefuhrt  hat, 
werden  wir  nock  verscbiedentlich  zuriickkommenf). 


*)  Man  sehe  die  Arbeit:  ,,Uber  die  Galois' sche  Gruppe  der  Modulargleicliwng, 
wenn  der  Transformationsgrad  die  Potent  einer  Primzahl  >-  2  ist",  Math.  Ann. 
Bd.  26,  p.  309  (1885). 

**)  Man  sehe  Gfierster's  Abhandlung  },Die  Untergruppe  der  Galois' schen 
Gruppe  der  Modular gleichwng  fur  den  Fall  eines  primzahligen  Transformations- 
grades",  Math.  Ann.  Bd.  18,  p.  319  (1881). 

***)  Man   vergl.   die   bezuglichen  Mitteilungen  von  Serret  in   den  Comptes 
Rendus  von  1859  und  1860,  sowio  dessen  Cours  d'algelre  supdrieure  t.  II  p.  363  u,  f. 
f)  Oeuvres  de  Galois  1.  c.  (Lettre  a  Mr.  Chevalier  vom  29.  Mai  1832). 
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§  10.     Das  Verzweigtingsscliema  ausgezeichneter  Congruenzgruppen. 

Am  Schlusse  des  gegenwarligen  Kapitels  fiigen  wir  noch  eiuige 
Entwicklungen  an,  vermoge  deren  wir  die  Tragweite  unserer  Methode; 
durch  Congruenzen  modulo  n  Untergruppen  der  Modulgruppe  zu  defi- 
nieren,  bezeichnen  wollen.  Wir  handeln  dabei  zweckmassiger  Weise 
vorerst  vora  Verzweigungsschenia  einer  ausgezeichneten  Congruenz- 
gruppe  der  nten  Stufe,  die  wir  f^  nenneii  wollen.  Da  Hw)  die  Haupt- 
congruenzgruppe  nteT  Stufe  als  Untergruppe  iu  sich  enthalt,  so  wird 
sich  das  Polygon  der  letzteren  durcli  eine  bestimmte  Anzalil  von 
Polygonen  der  f(w)  einfach  und  vollstandig  bedecken  lassen.  Es  ent- 
springt  daraus  iusbesondere  der  Satz,  dass  das  Verzweigungsschema 

der  ausgezeichneten  f(/l)  J2,  3,  —  }    sein    wird,    wo   r   ein    Teller    der 

Zahl  n  ist.  Dass  hier  nun  r  notwendig  1  ist?  d.  li.  dass  jede  im  Sinne 
von  §  6;  p.  401,  eigentlicli  0ur  wten  Stufe  gelwrige  Conyrucnzgruppe  stets 
das  Vergioeiyungsschema  {2,  3?  n}  besitet,  wollen  wir  jetzt  zcigen. 

Wir  zerlegen  zu  dem  Ende  die  Stufenzabl  n  iu  ilire  Priinfactoren 
n  ==  q*>  •  g^'i  .  q£*  •  •  .  und  greifen  einen  derselben,  etwa  q,  heraus,  wo- 
bei  wir  voraussetzen,  dass  der  ihni  zugehorige  Exponent  v  >  1  sei. 

Da  zufolge  (7)  p.  397  unter  diesen  Umstanden  \i(n)  =  q*  •  ft  (~J  isi, 
so  wird  es  in  der  Gp(n)  der  mod.  n  incongrucnten  Substitutionen  im 
ganzen  q3  niit  der  Identitat  mod.  —  congraente  Substitutionen  geben. 
Die  Gestalt  derselben  bestimmt  man  sofort  zu: 

(1)  F 


wobei  a}  I,  c  uuabliangig  von  einander  Restsysteme  modulo  #  durch- 
laufen  sollen.  Diese  #3  Operationen  bilden  innerhalb  der  Grfl(n^  eine 
ausgezeicbnete  Untergruppe  G^\  denn  es  ist  die  Hauptcongruenzgruppe 

(n  \*er 
—  j      Stufe,  die  sich  modulo  n  genommen  auf  die  in  Rede  steliende 

(?2s  reduciert.  Die  Structur  dieser  G^  ist  aufs  leicbteste  in  Erfahrung 
zu  bringen.  Bezeichnen  wir  die  einzelne  Operation  (I)  kurss  durcli 
(a,  6,  c),  so  hat  man  auf  Grund  leichter  Rechnung  ftir  die  Combi- 
nation zweier  unter  ihnen  die  Pormel: 

(a,  I,  c)  -  (a',  6',  c')  =  (a  +  a',  I  +  I',  c  +  c'). 

Wir  entnehmen  daraus,  dass  erstlich  jede  Substitution  (1),  die  Identi- 
tat ausgenommen,  die  Periode  g  besitzt,  dass  aber  weiter  je  zwei  Sub- 
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stitutionen  (1)  mit  einander  vertauschbar  sind.  Es  giebt  demzufolge 
in  der  Gq*  im  ganzen  (cf  +  q  +  1)  cyclische  Gq,  wahrend  je  zwei 
unter  ilinen  combiniert  eine  G(I*  liefern.  Eine  solclie  G9*  haben  wir 
z.  B.  In  den  cf  Operationen  (0,  &,  c)  vor  uns,  welche  sicli  aus  den 
beiden  (0;  1?  0)  und  (0,  0,  1)  erzeugen  lassen.  Zieben  wir  liieraus 
noch  die  Folgerung,  dass  sich  die  Gy  erzeugen  lilssfc  aus  den  drei 
Operationen  : 


(2) 


in  welchen  wir  iibrigens  drei  niit  einander  gleiclibereelitigte  para- 
fa  olisclie  Modulsnb  stitutionen  der  Amplitude  f  —  j  erkennen. 

Eine    Congruenzgruppe  (  —  j      Stufe  wird  sicli  modulo  n  stets  auf 

eine  solclie  Untergruppe  der  6r^(»)  reducieren,  welche  unsere  Gq*  in 
sicli  enthalt.  Aber  auch  der  unigekebrte  Satz  gilt  offenbar:  Reduciert 
sich  eine  durob.  Congruenzen  modulo  n  vollstandig  definierbare  Unter- 
gruppe f^'  der  Modulgruppe  modulo  n  auf  eine  solche  Untergruppe  der 
6rW(7l),  welche  die  Grq*  in  sich  enthalt,  so  enthalt  fti'  bereits  die  Haupt- 

(n  \ter  .  .  In  \tori 

—  )       Stufe    in    sich    und    ist    der  (  —  )       oder  einer 

noch  niedrigeren  Stufe  zuzuerteilen.  Bei  Anwendung  dieses  Satzes  kann 
man  sich  offenbar  damit  begniigen,  in  der  mod.  n  reducierten  f^  die 
drei  Operationen  (2)  nachzuweisenj  gelingt  dies,  so  wird  sich  in  der 
reducierten  f/t'  die  ganze  Gq*  finden.  Ist  tiberdies  r^  in  der  Gesamt- 
gruppe  f  ausgezeichnet,  so  wird  in  der  mod.  n  reducierten  f^  mit  der 
einzelnen  Substitution  (2)  auch  jede  der  beiden  anderen  auftreten.  Hier- 
nach  vereinfacht  sich  unser  Satz  dahin,  dass  wir  sagen:  Eine  in  der 
Modulgrugge  f  ausgegeiclinete  Untergruppe  ,  die  sicli  durch  Congruenzen 
mod.  n  vollstandig  definieren  lasst,  in  der  sidi  aber  eine  mod.  n  mit 


0'*) 

\o;  i/ 


congruente  Substitution  findet,  wird  sich  auch  bereits  durcli  Con- 


gruenzen  mod.  —  vollstandig  definieren  lassen. 

Bin  entsprechender  Satz  gilt  auch  fiir  den  Fall,  dass  nur  die 
erste  Potenz  der  Priinzahl  Q  in  n  aufgeht;  inzwischen  liegen  die  Ver- 
haltnisse  hier  in  mehrfachem  Betracht  etwas  anders.  Wir  schreiben 
n  =  q  -  n',  wobei  also  n'  eine  durch  q  nicht  mehr  teilbare  Zahl  sein 
wird,  und  gehen  iibrigens  zweckmassig  fur  einen  Augenblick  auf  die 
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homogenen  Modulsnbstitutionen  zurizek.  In  der  horaogenen  GQ^^  giebt 
es  2/Lt(g)  mit  der  Identit'at  modulo  nr  congruente  Operationen,  die  erne 
ausgezeiclinete  G^c?)  bilden.  In  dieser  ffa^w)  haben  wir  die  Gruppe 
modulo  #  incongruenter  liomogener  Modulsubstitutionen  vor  uns,  und 
wir  wissen  von  dieser  Gruppe,  dass  sie  sick  z.  B.  aus  denjenigen 
beiden  in  ihr  enthaltenen  Operationen  herstellen  lasst,  die  modulo  q_ 
mit  S  bez.  T  congruent  sind.  Gehen  wir  zu  den  nicht-homogenen  Sub- 
stitutionen  zuriick,  so  werden  sich  dabei  alle  diejenigen  homogenen 

1         0\ 

Q    _  ^J  modulo  n  con- 

gruente  liomogene  Substitution  enthalten,  auf  nicht-hoinogene  Uiiter- 
gruppen  der  <7«Cw)  jeweils  der  lialben  Ordnung  reducieren;  alle  f  ' j 

mod.  n  nicht  enthaltende  liomogene  Untergruppen  behalten  beini  Riick- 
gang  zur  niclit-honiogenen  ff^(B)  ihre  Ordnung  bei.  Zu  den  Unter- 
gruppen letzterer  Art  gehort  nun  aucli  die  Grzpw,  un(^  ^n  ^er  That 
giebt  es  2^i(q)  verschiedene,  mit  der  Identitat  modulo  n  congruente 
Operationen  in  der  G^oo-  Es  liegt  also  zwischen  der  nicht-homogenen 
6r2/t<(2)  und  der  homogenen  (?a^(tf)  holoedrischer  Isomorphismus  vor7  bei 
dem  eine  Operation  der  letzteren  Gruppe  nicht-homogen  geschrieben 
direct  die  entsprechende  Operation  der  ersteren  Gruppe  giebt;  wtihrend 
umgekehrt  eine  Operation  der  ersten  nur  unter  bestimmter  Fixierung 
des  Vorzeichens  ihrer  Coefficienten  in  die  entsprechende  homogene 
Substitution  gespalten  werden  kann.  Immerhin  ist  offeribar,  dass  den 
beiden  mit  S  und  T  mod.  q  congruenten  Operationen  der  homogenen 
Gr2jLi(q)  die  beiden  mit  den  nicht-homogenen  Substitutionen  S  bez.  T 
modulo  #  congruenten  Operationen  der  nicht-homogenen  f^^(q)  EU~ 
gewiesen  sind;  letztere  sind  also  erzeugcnde  Operationen  der  nicht- 
homogenen  ffa/ite)*). 

Liege  jetzt  wieder  eine  (nicht -homogene)  Untergruppe  V^  der 
Modulgruppe  f  vor,  die  sich  durch  Congrueuzen  modulo  n  vollig 
charakterisieren  lasst.  Pinden  sich  alsdaim  in  der  mod.  n  rcduoierieii 
f^'  zwei  Operationen,  die  modulo  nr  mit  der  Identitat,  modulo  g  aber 
bez.  mit  S  und  T  congruent  sind,  so  umfasst  f^/  die  llauptcongruenz- 
gruppe  der  Stufe  n'  in  sich  und  lasst  sich  bereits  durch  Congruenzen 

mod.  -~  vollstandig  charakterisieren.     Ist  insbesondere  r/4'  eine    aus- 

gezeiehnete  Untergruppe,  und  ist  T  diejenige  Operation  der  fy,  die 
mod.  ri  mit  1;  mod.  q  aber  mit  S  congruent  ist,  so  wird  neben  V  in 


*•)  Man  vergl.  hier  auch  die  Note  auf  der  folgenden  Seite. 
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der  Untergruppe  f>  auch  T-~1VT=TVT  und  also  aucli  VTVTV=Y' 
vorkomrnen;  offenbar  aber  ist  F'=l,  (mod.  n)  und  V'^STSTS 
(mod.  #),  welcbe  letztere  Substitution  STSTS  keine  andere  ist  als  a7*). 
Dalier  endlicli  das  Resultat:  Findet  sicli  in  der  ausgezeiclmeten  'Unter- 
^y die  sicli  vollstandig  durcli  Congruensen  modulo  n  character  i- 


sieren  Icisst,  eine  Substitution,  die  modulo  ~  mil  1,  modulo  q  aber  mil  S 
congruent  ist,  so  Idsst  sicli  fw'  bereits  vollstlindig  durcli  Gongruenzen 
modulo  —  dcfiniereyi. 

Die  durcbgefubrte  Betracbtung  bringen  wir  nun  in  Anwendung 
auf  die  im  Eingang  des  Paragraplien  rait  Pw)  bezeicbnete  ausgezeich- 
nete  Congruenzgruppe.  Dieselbe  sollte  zur  nten  Stufe  geboren  und 
damit  baben  wir;  \vie  wir  bier  nochmals  betonen,  bereits  zuni  Aus- 
druck  gebracbt,  dass  l~(rt>  nicbt  scbon  durch  Congruenzen  beziiglicb 
eines  Tellers  von  w,  der  von  n  selbst  verscbieden  ist;  definiert  werden 

kann.      Man    setze    jetzt,    es    sei    das    Verzweigungsscbema   von   r(w) 

f  w  1 

[2;  3,  —  j,  so  werden   alle   paraboliscben  Modulsubstitutionen,   deren 

Amplitude  durcb  —  teilbar  ist;  in  f(n)  entbalten  sein.  Teile  jetzt  die 
Primzabl  q,  welcbe  in  n  in  der  Potenz  v  >  1  entbalten  sei?  —  nur  in 


— 

der  Potenz   v*  <C  v,  so  ist  —  sicber  durcb  —  teilbar,  und  (     '  2   I  ist 


(\    —  \ 
(     '  2   I 


eine  in  Hw)  enthaltene  Substitution.  Unter  diesen  Umstanden  konnte 
rw  nicbt  zur  nten  Stufe  geboren.  Sei  zweitens  q  nur  in  erster  Potenz 

in  n  enthalten,  finde  sich  aber  in  —  uberbaupt  nicbt  mebr.  Dann 
teilt  —  jedenfalls  die  Zabl  —  =  nf]  in  Hw)  finden  sicb  also  die  para- 
bolischen  Substitutionen  V  ==  I'  1  );  und  liier  kann  man  die  ganze 
Zabl  6  leiebt  so  wahlen,  dass  &n'^l?  (mod.  q)  wird,  da  n  relativ 

*)  Man  bemerke  ubrigens,  daas  Substitution  V  =  (^'  ^  J  ,    obsclion  sie  =1 

(mod.  n')  ist  und  modulo  q  die  Periods  zwei  besitzt,  dennoch  als  Operation  der 
Grt/ny  d.  h.  modulo  n  betraclitet  von  der  Periode  vier  ist.  Ist  ntlmlicli 

V* 

v 

so  berechnet  man  sofort  (3'  ~  y'  =  0,  (mod.  w),  aber  a'  =  $'  ZE  —  1,  (mod.  q) 
und  a'^d'~+  1,  (mod.  -  -J  ;  mod.  n  genommen  konnen  also  K  und  8'  weder 

mit  +  1  nocb  mit  —  1  congruent  sein.  Wohl  aber  zeigt  man  leicht  F'4  =  1, 
(mod.  %). 
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priin  gegen  q  ist.  Die  so  in  I"W  nachgewiesene  Operation  V  wttrde  aber 
=  1,  (mod.  n')  und  =  S;  (mod.  g)  sein,  so  dass  auch  unter  diesen 
UmstSnden  !"<*>  nicht  zur  «ten  Stufe  gehoren  konnte.  Zusaminenfassend 

jSnden  wir  also,  class  g  in  —  auf  alle  Falle  ebenso  oft  enthalten  sein 
muss  als  in  n.  Da  die  namliche  Uberlegung  fur  alle  in  n  entlialtenen 
Primzahlen  passt,  so  entspringt  die  Identitat  von  —  und  n  und  daniit 

das  Resultat,  um  welclies  es  uns  tier  zu  thun  war:  .Erne  ausgegeiclmete 
Congruemgruppe  der  nten  jSfe«/%  &e5zfe^  das  Verziveigungsscliema  {2,  3,  n). 


§  11*     CongrtLenzeharakter  der  TJntergrnppen  wtor  Classe.     Tragweite 
der  Congruenzgruppen. 

Aus  dem  Schlusssatze  des  vorigen  Paragraphen  wollen  wir  jetzt 
endlich  eine  Reihe  von  Folgerungen  zielien,  auf  die  wir  bereits  im 
Anfang  des  §  5,  p.  397  hindeuteten.  Ini  Anschluss  an  den  damaligen 
Gedankengang  knupfen  wir  an  die  zur  Zahl  n  gehorige,  oben  durch 
f  {„}  bezeichnete  ausgezeichnete  Untergruppe  vom  Index  oo  an*).  Die 
Substitutionen  derselben  wollen  wir  beztlglieli  d^s  beliebig  gewtililten 
Zahlnioduls  m  reducieren.  Dabei  werden  wir  entweder  alle  ft(«a) 
Typen  mod.  m  incongruenter  Substitutionen  erhalten,  oder  es  finclen 
sich  nicht  alle,  sondern  nur  einige  von  ihnen,  die  alsdann  innerhalb 
cler  Q-fiL^n}  eine  ausgeseiclmete  Untergruppe  abgeben;  man  entnimmt  letz- 
teres  leicht  aus  deni  Umstande,  dass  f{w}  in  f  ausgezeichnet  enthalten 
ist,  Im  ersteren  dieser  beiden  Falle  ist  f  {n}  durch  Congruenzen  mod.  m 
in  keiner  Weise  eingeschrankt,  im  letzteren  ist  sie  Untergruppe  einer 
ausgezeichneten  Congruenzgruppe  mter  Stufe.  Diese  Untergruppe  besitzt 
nun  ein  Verzweigungsschema  {2,  3,  m}  ,  und  andrerseits  muss  sieh  das 
zugehorige  Fundamentalpolygon  naeh  fruheren  Satzen  nicht  nur  glatt 
in  die  Teilung  (2,  3,  n)  einlagern  lassen,  sondern  auch,  durch  die 
bezfiglichen  erzeugenden  Substitutionen  rcproduciert,  zu  einor  einfaclien 
Bedeckung  der  Teilung  (2,  3;  n)  hinfUhren,  Es  ist  domnach  not- 
wendig  m  ein  Teiler  der  Zahl  ».  Nun  wissen  wir  aber  bcrcits,  dass 
r  {n}  Untergrnppe  der  Hauptcongruenzgruppe  n***  Stufe  ist.  Dahor 
gewinnen  wir  den  Satz:  f{n}  ist  freilich  Untergruppe  der  IIaMptcongruen&- 
gruppe  r^(w)  und  damit  ilberJiaupt  Untergmppe  der  Congruengyruppen  der 

Stufe  n  oder  ~,  wo  t  ein  'beliebiger  Teiler  von  n  ist;  sie  ist  aber  nicJil 

Untergruppe  irgend  einer  anderen  Congruenzgruppe  irgend  welcJier  Slufe. 
Wir  konnen  das  auch  dahin  aussprechen:  Die  Substitutionen  v  der  f  {„} 

*)  Wobei  wir  also  n  ^  C  nehmen. 
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sind  an  die  Bedingimg  i'EEEl,  (inod.  n)  gelmilpft;  alle  ubrigen  dar liber 
Itinaus  uocli  liinzukontmenden  ariflimetixclieu  Merkmale  dieser  Substitti- 
tionen  sind  solchey  die  sick  nicht  in  unserer  TVeise  dwelt  Congnienzen 
"beziiglicli  fester  Zahlmoduln  m  character  is  ieren  lassen**). 

Liege  jetzt  irgend  eine  Untergruppe  ftt  von  endlicliem  Index  p 
vor?  so  wollen  wir  zuvorderst  deren  Classe  bestininien,  welehe  sick 
als  die  nte  finde.  Alsdann  ist  f{w}  Untergruppe  von  fu,  und  es  finden 
sicli  selbstverstandlich  in  fu?  mod.  m  betrachtet,  alle  diejenigen  Typen 
von  Modulsubstitutionen,  die  auch  senon  in  ["{„}  enthalten  sind.  Mit 
Rucksicht  auf  den  soeben  ffir  F{71}  gefundenen  Satz  entspringt  daher 
hier  das  wichtige  Resultat:  Ist  eine  Untergruppe  nie*  Classe  der  Modid- 
gruppe  in  einer  Congruenzgruppe  enfhalten,  so  ist  deren  Stufe  n  oder  ein 
Teller  von  n. 

Haben  wir  die  Untergruppe  fa  etwa  auf  Grand  des  Verzweigungs- 
satzes  denniert,  und  soil  en  wir  alsdann  entscheiden,  ob  sich  ihre  arith- 
metische  Eigenart  vollstandig  oder  auch  nur  zum  Teil  in  unserer 
Weise  durch  Oongruenzen  charakterisieren  lasst,  so  ist  das  einzu- 
schlagende  Verfahren  nach  deni  soeben  gewonnenen  Satze  das  folgende: 
Wir  reducieren  die  erzeugenden  Substitution  en  von  f^  mod.  n,  wo  n 
die  Classe  von  f^  ist;  eine  Reduction,  die  auf  die  Operationen  VI9  F2? 
F3;  •  •  •  fuhren  moge.  Durcb.  Combination  und  Wiederholung  derselben 
gewinnen  wir  eine  bestimmte  Untergruppe  der  Gr^^  und  haben  nun 
folgende  Falle  zu  unterscheiden:  Entweder  coincidiert  die  erhaltene  Unter- 
gruppe  von  G-^^  *nit  6^(7*)  selbst,  imd  dann  ist  f^  aucli  mod.  n  durch 
Jceine  Congruenzen  eingesclirankt,  oder  wir  haben  eine  eigentlicfie  Unter- 
gruppe von  Gr^w,  und  diese  charakterisiert  dann  die  Einseliranlmng,  welche 
man  fur  r^  durch  Congruenzen  angeben  Tcann.  Ergiett  insbesondere  die 
fragliche  Untergruppe  von  G-pw  eine  Congruenggruppe  wter  Sfaife,  deren 
Index  mit  dem  Index  p  der  anfdnglich  vorgelegten  r^  ubereinstimmty  so 
ist  r^  geradeisu  identisch  mit  jener  Congruenzgruppe  und  Jcann  sonaeh  durcli 
Congruen&en  modulo  n  vollstandig  definiert  werden.  Irn  ersten  dieser 
Falle  hat  man  tibrigens  gar  nicht  notig,  alle  Operationen  der  Cr^) 
aus  den  Vlf  V2,  •  •  wirklich  herzustellen;  vielmehr  genugt  es;  zwei 
mit  8  bez.  I  mod.  n  congruente  Substitutionen  aus  den  V19  V^  -  - 


*)  Dieser  den  Congruenzcharakter  der  Untergruppen  r^wj  betreffende  Sat/, 
wurde  von  Hrn.  Pick  gelegentlich  einer  Correspondenz  desselben  mit  dem  Heraus- 
geber  (Sommer  1886)  ohne  Beweis  ge'aussert.  Die  im  Texte  gerade  vorliegenden 
Entwicklungen,  sowie  uberhaupt  die  principielle  Verwertung  der  Untergruppen  f  ^  n  ^ 
genen  auf  anderweit  nicht  verSffentliclite  Untersuchungen  des  Herausgebers 
zuruck. 
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herzustellen ;    diese    beiden  werden  dann,    wie   wir   wissen,    sicher    die 
gesarnte  ff«(»)  erzeugen*). 

Angesichts  der  gewounenen  Resultate  charakterisiert  sich  die  Trag- 
weite  der  iin  folgenden  fast  ausschliesslich  zur  Verwendung  kommen- 
den  Methode,  durcb  Congruenzen  modulo  n  Untergruppen  der  Modul- 
gruppe f  zu  definieren,  deni  Gesarntuinfange  des  gruppentheoretisehen 
Problems  gegeniiber  als  eine  ausserst  geringe**).  Indem  man  fur 
die  Untergruppen  nie*  Classe  sogleich  die  bezugliche  Dreiecksteilung 
(2,  3?  ri)  zu  Grunde  legt  und  in  ihr,  dem  Verzweigungssatze  folgend, 
Fundamentalpolygone  fiir  die  Untergruppen  niQT  Classe  absondert; 
zeigt  sich  die  Anzahl  von  Untergruppen  n*"*  Classe  als  unbegrenzt 
gross;  aber  immer  nur  eine  endliclie  Anzahl  unter  ihnen  lasst  sich 
vollstandig  durch  Congruenzen,  und  zwar  mod.  M,  definieren.  Welch e 
Merkmale  arithmetischer  Art  fiir  die  Substitutionen  der  iibrigen  Unter- 
gruppen nter  Classe  zur  Geltung  kommen,  ist  uns  zur  Zeit  noch 
unbekannt;  aber  es  scheint,  dass  sich  hier  der  kunftigen  Porschung 
noch  ein  weites  Feld  wichtiger  zahlentheoretischer  Entdeckungen  dar- 
bietet. 


*)  DIeser  fiir  praktisohe  Zwecke  ausserst  wichtige  Kunstgriff,  von  clem  auch 
bereits  im  vorigen  Paragraphen  ausgedehnter  Gebrauch  geniacht  wurde,  ist  zuerst 
von  Pick  auf  eine  im  Texte  spaterhin  noch  explicite  vorkoramonde  Gattung  von 
Untergruppen  angewendet;  vgl.  dessen  Arbeit:  ifber  gewisse  ganzzahlige  lineare  Sub  - 
atitutionen,  ivelche  sich  nicht  durch  algebraische  Congrnenzen  erklaren  lassen,  Math. 
Ann.  Bd.  28,  p.  119  (1886). 

**)  Dass  niclit  jede  Untergruppe  der  Modulgruppe  eine  Congruenzgruppe  ist, 
wurde  von  Klein  in  ausdriicklicher  Weise  zuerst  in  der  schon  p.  308  genannten 
der  Mimchener  Akademie  im  Dec.  1879  vorgelegten  Note:  Zur  Theorie  der  ellip- 
tisclien  Modulfunctionen  (abgedruckt  Math,  Ann.  Bd.  17)  angegtiben.  Dorlselbsl 
ist  denn  auch  das  Wort  Congruenzgruppe  zuerst  gebraucht.  Man  vergl.  hier 
iibrigens  aucn  noch  die  bereita  bei  Gelegenheit  genannte  Arbeit  des  Heraus- 
gebers:  Ubcr  die  SvJbstitutionsgruppen ,  welclie  su  den  aus  dem  JLegendrtfsclien 
Integralmodul  gesogenen  Wurzeln  gehoren,  Math.  Arm.  Bd.  28  (1886). 


Achtes  KapiteL 

Die  cyclisclieu  TJntergrnppen  in  den  zur  Priinzahlstufe  q  gehoreuden 
Gruppen  G^—p,  G-q^ml)  nnd 


Bereits  im  §  9  des  letzten  Kapitels  wurde  das  Them  a  der  Entwick- 
lungen  augegeben,  welche  den  Rest  des  gegenwartigen  Absclinitts  aus- 
fullen  sollen.  Wir  wollen  fiir  den  allgemeinen  Pall  der  Priinzalilstufe  q 
die  zugehorige  endliehe  Gruppe  <?  ^^  in  ihre  TTntergruppen  zerlegen 

2 

und  uns  so  die  Mittel  zur  Aufstellung  aller  Congruenzgruppen  von  Prim- 
zalilstufe  schaffen.  Indent  wir  gelegentlicli  auch  die  liomogenen  Sub- 
stitutioiien  mit  in  Betracht  ziehen,  fassen  wir  aber  namentlicn  unsere 
Aufgabe  in  deni  Sinne  etwas  welter,  dass  wir  aucli  die  Modulsubstitu- 
tioneii  zweiter  Art  zwischendurch  mit  verfolgen.  Die  erweiterte  Modul- 
gruppe  f  reduciert  sich,<  modulo  q  genommen,  auf  eine  Cr^ft—  D,  in 
welcher  die  Gg(^_^  ausgezeichnete  Untergruppe  vom  Index  zwei  ist; 

2  __ 

auch  diese  erweiterte  6rff(9*_i)  wollen  wir  also  mit  in  Betracht  ziehen. 

Jndern  wir  q  =  2;  3  bei  Seite  lassen,  sind  die  niedersten  Special- 

werte  q  =  5  und  7.    Fur  beide  Falle  ist  uns  die  Zerlegung  wenigstens 

der    Cr  .  tt—1»    bereits    vollstandig    bekannt;    fur    q  =  5    von   den   Vor- 

2 

lesungen  fiber  das  Ikosaeder  her,  fur  q  =»  7  auf  Grund  der  letzten 
Entwicklungen  im  vorletzten  KapiteL  In  der  "Structur  der  beiden  fiir 
q  sss  5  und  7  eintretenden  Gruppen  <?eo  bez.  £r168  erkannten  wir  bereits 
oben  mannigfache  Analogien;  das  kommt  jetzt  darauf  hinaus,  dass 
eben  q  =  5,  7  Specialfalle  der  allgemeinen  Primzahlstufe  q  sind,  und 
dass  eben  deswegen  in  den  Gruppen  6r60  und  6r1G8  die  Structur  der  all- 
gemeinen £r/a__n  in  entsprechender  Weise  zum  Ausdruck  kommen 

2 

muss.  Auf  der  anderen  Seite  konnen  wir  die  frtiheren  Entwicklungen 
tiber  q  «=*  5?  7  sehr  zweckmassig  zur  Illustrierung  unserer  weiter  fol- 
genden  allgemeinen  Erorterungen  verwerten;  da  werden  uns  nanient- 
lich  die  geometrisclien;  das  Polygon  FIG8  betreiBFenden  Entwicklungen 

27* 
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von  grossem  Werte  sein,  wenn  es  sick  darum  handeln  soil,  entsprechende 
"Oberlegungen  fiir  die  allgerneine  Primzahlstute  durchzufiihren,  was  wir 
uns  dock  auch  zum  Ziele  stecken  werden.  Die  Behandlung  der  somit 
bezeiclmeten  Aufgaben  teilen  wir  jetzt  so  ein,  dass  wir  im  gegenwar- 
tigen  achten  Kapitel  die  cyclisehen  Untergruppen  von  G-q(^_^7  ^«(9»— D 

2 

und  (?  ( 2_1)  behandeln,  iin  folgenden  aber  die  nicht-cyclisehen.  Zu- 
vorderst  handelt  es  sich  also  urn  Untersuchungen,  die,  wie  wir  sclion 
oben  des  naheren  angaben,  zuerst  von  J.  A.  Serret  durchgefuhrt  sind*). 
Ein  bei  Durchfulining  der  in  Aussicht  genommenen  Untersuchnngen 
sehr  zweekinassiges  zahlentheoretisches  Hilfsmittel  nitissen  wir  hier 
vorab  (in  den  beiden  ersten  Paragraphen)  besprechen,  da  man  es  zu- 
meist  in  den  Elementen  der  Zahlentlieorie  nicht  zu  behandeln  pflegt. 

§  1.    Die  Galois'seben  imagin'area  ZaMen. 

Moge  eine  Congruenz  zweiten  Grades  mit  einer  Unbekannten 
a?  =  N,  (mod.  #)  vorgelegt  sein;  in  welcher  N  ein  beliebig,  aber  fest 
gewahlter  quadratischer  Nichtrest  von  q  ist.  Dieser  Oongruenz  kann 
durch  keine  reelle  ganze  Zahl  geniigt  werden.  Das  veranlasst  uns 
dazu,  mit  Galois**)  eine  dem  Gebiete  der  reellen  Zahlen  nicht  an- 
gehorige  imaginare  ZaH  s  dadurch  zu  definieren,  dass  wir  festsetzen, 
es  solle 
(1)  a2  =  N,  (mod.  q) 

sein.  Die  Schopfung  dieser  imaginaren  Zahl  s  wird  man  sofort  als 
einen  Schritt  erkennen,  der  sich  vollig  analog  der  Einfiihrung  der  ima- 
ginaren  Einheit  i  vermoge  der  Gleichung  x2  ==  —  1  an  die  Seite  stellt 
So  werden  wir  nun  auch  vermittelst  der  reellen  ganzen  Zahlen  m,  n,  •  •  • 
und  unserer  imaginaren  Zahl  s  die  complexen  ganzen  Zahlen 

m  +  n£ 

aufbauen,  deren  es  leicht  erweislich  mod.  q  im  ganzen  g2  incongruente 
giebt,  die  reellen  Zahlen  hierbei  mit  eingerechnet. 

Sollen   wir-  sogleich   die  Tragweite    der  Einftihrung    dieser    com- 


*)  Die  erweiterte  ^g(2a— 1)»  so  wie  die  geometrischen  Voratellungon,  mit  denen 
jvir  hier  arbeiten,  kommen  bei  Serret  nattirlicli  nicht  vor. 

**)  Man  vergl.  hierzu  Galois'  Originalarbeit:  Sur  la  Morie  des  nombres, 
Bulletin  des  Sciences  Mathe*matiques  de  F^russac,  Bd.  13  p.  428  (1830),  odor  auch 
Serret,  Cowrs  d'algebre  supdrieure,  Bd.  2  p.  179  oder  endlich  Camille  Jordan, 
JFraite  des  substitutions  et  des  Equations  c&gtbrigues,  p.  14.  Im  Tcxte  kommt  ilbrigens 
die  Galois'sche  SchGpfung  nicht  in  ihrer  vollen  Allgemeinheit  in  Betracht. 
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plexen  Zahlen  w  -}-  »£  charakterisieren,  so  sei  uns  eine  beliebige  Oon- 
gruenz  zweiten  Grades  mit  ganzzahligen  reellen  Coefficienten 

ax*  +  2&#  +  c  =  0,     (mod.  #) 
vorgelegt.     Dieselbe  fiihren  wir  sofort  auf  die  andere  Gestalt  iiber: 

(2)  (ax  +  &)2  ==  &2  —  ae,     (mod.  ff) . 

1st  nun  hier  (&2 — ac)  quadratischer  Rest  von  q  oder  dureh  q  teilbar, 
so  konnen  wir  sofort  zwei  bez.  eine  reelle  Zahl  x  angeben,  welche 
unserer  Congruenz  geniigt.  1st  deingegentiber  &2 — ac  =  N'  Nichtrest 
von  q?  so  konnen  wir  eine  Zahl  d  finden,  welche  der  Congruenz 
N'=d2N  genugt;  unter  N  den  bestimmten  in  (1)  enthaltenen  Nicht- 
rest verstanden.  Dann  aber  besitzt  (2)  offenbar  die  beiden  Wurzeln*) 

x  ^ +  —  •  s  =  m  +  ns,     (mod.  q). 

Zwei  complexe  Zahlen  dieser  Art,  die  sich  also  nur  im  Vorzeichen  des 
imaginaren  Bestandteiles  unterscheiden,  sollen  fortan  conjugiert  complex 
heissen.  Wir  merken  uns  also  den  Satz:  Eine  im  G-ebiete  der  reellen 
gansen  Zahlen  irreducibele  Congruent  gweiten  Grades  wird  itn  G-ebiete 
unserer  complexen  Zahlen  reducibel  und  besitzt  dann  zwti  conjugiert  com- 
plexe  Wurzeln  m  +  ns. 

Eine  Congruenz  hohereu,  etwa  ften  Grades  mit  einer  Unbekannten 
fv(&)  :=  0,  (mod.  q)  wird  in  detn  Falle  eigentliche  complexe  Wurzeln 
m  +  ns,  d.  i.  solche  mit  nicht  durch  q  teilbaren  n,  besitzen,  wenn 
fv(x)  im  Gebiete  der  reellen  ganzen  Zahlen  Factoren  zweiten  Grades 
enth'alt,  die  im  gewohnlichen  Sinne  irreducibel  sind,  Es  ist  aber  hier 
vor  allem  zu  betonen,  dass  die  Gresamt$ahl  incongruenter  reeller  oder  com- 
plexer  Wur&eln  (m  +  ns)  der  Congrumz  fv(x)  ^  0  den  Grad  v  derselben 
nicht  iiberschrdtm  7cann.  Dieser  Satz  folgt  unter  Zugrundelegung  des 
Gebietes  der  #2  incongruenten  Zalilen  m  +  ns  genau  in  derselben 
Weise  aus  der  Primzahleigenschaft  von  q,  wie  man  ihn  in  den  Ele- 
rnenten  der  Zahlentheorie**)  allein  ftir  das  Gebiet  der  reellen  ganzen 
Zahlen  nachweist. 

1st  A  =  m  -f-  ns  irgend  eine  der  (#2  —  1)  nicht- verschwindenden 
Zahlen  unseres  Systems,  so  sei  A  ihre  conjugiert  complexe :  A  =  m  —  ns. 
Es  gilt  alsdann  stets  die  wichtige  Congruent: 

(3)  A  =  Aff,     (mod.  q). 

*)  Unter  -~-  meinen  wir  Mer  diejenige  reelle  ganze  Zahl,  welche  mit  a  multi- 

pliciert  ein  mod.  q  mit  &  coiigruentes  Product  bildet. 

**)  Man,  vergleiche  hier  und  in  der  niichsten  Folge  den  zweiten  Abschnitt  der 
DiriMefschen  Vorlesungen  tiber  Zahleniiheorie,  heransgegeben  von  Dedekind, 
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Entwickeln  wir  namlich  (m  +  ns)<*  nach  dem  binornischen  Lehrsatz, 
so  bekommen  alle  Glieder  der  Entwicklung  rait  Ausnahrue  des  ersten 
imd  letzten  durch  q  teilbare  Coefficienten : 

g—i 
(jn  +  «fi)«  =  m*  +  n*  •  s'*  =  m9  +  n1*  -  €  •  N  2    . 

Hier  ist  nun  Bach  dem  Fermat'schen  Lehrsatze  fur  die  reellen  Zalilen 
nfl^m,  nq  =  n,  sowie  fur  N  als  quadratischen  Nichtrest  von  q 

£rl 
2V  2  E£E  —  1 .     Wir  haben  also  in  der  That 

(m  +  ns)q  =  m  —  ns, 
womit  die  Congruenz  (3)  verificiert  ist.        __ 

Bofort  folgt  nun  aus  (8)  weiter  A  =  Aa  =  A**,  (mod.  q)}  welche 
Congruenz  wir,  insofern  A  von  Null  verschieden  ist,  auf  die  Form 
redueieren  konnen: 

(4)  A*2-1^!,     (mod.  q). 

In  dieser  Congruenz  haben  wir  die  Verallgemeinerung  des  Fermaf sctien 
Lehrsafees  fiir  unsere  complexen  Zahlen  vor  uns.  Da  die  Zahl  A  nur 
der  einen  Bedingung  geniigen  soil,  nicht  mit  0  (mod.  q)  congruent  zu 
sein;  so  hat  Congruenz  (4)  die  wichtige  Bigenschaft,  gerade  soviele  in- 
congruente  Wurzeln  m  +  ns  zu  besitzen,  als  ihr  Grad  anzeigt.  Wir 
folgern  daraus  in  bekannter  Gberlegung:  Ist  t  irgend  eln  Teller  von 
q*  —  1,  so  besitet  die  Congruent 

3?  —  1  ^  0;     (mod.  q) 

gerade  t  incongruente  W&rzeln  m  +  we.  Ist  A  eine  unter  ihnen  und 
besitzt  dieselbe  zugleich  die  Eigenschaft,  nicht  schon  einer  Congruenz 
tf'—l^Q  mit  t' <,t  zu  geniigen,  so  wollen  wir  sagen,  A  gehore 
$um  Exponenten  t.  Es  ist  dabei  besonders  wichtig,  dass  es  auch  Zahlen 
giebt,  die  in  diesem  Sinne  mm  Exponenten  (<f  —  1)  gehoren,  und  die  wir 
also  innerhalb  des  hier  vorliegenden  Zahlgebietes  als  die  primitives 
Wurzeln  der  Prim#ahl  q  zu  bezeichnen  haben, 

Der  Existenzbeweis  dieser  Primitivwurzeln,  um  denselben  hier 
etwas  iiaher  auszuffihren,  geliugt  genau  dureh  dieselbe  Uberlegung,  wie 
bei  ausschliesslich  reellen  Zahlen.  Wir  zerlegen  erstlich  (g2  —  1)  in 
seine  reellen  Primfactoren: 

2»-l-A^ft^  •-• 

und  beweisen  die  Existenz  einer  zum  Exponenten  p^  gehorenden 
Zahl  A.  Gehorte  namlich  von  den  p^  incongruenten  Wurzeln  von 
X**1  ^  1  keine  zum  Exponenten  p^9  so  wiirden  sie  alle  schon  der 
Congruenz  aX'1""1  ^  1  genUgen,  was  bei  ihrer  Anzahl  p^  undenkbar 
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ersclieint.  In  gleicher  \Veise  sieht  man  die  Existenz  einer  zu  ^a1'2  u.  s.  w. 
gehorenden  Zalil  ein.  Mogen  nun  andrerseits  r1  und  r2  zwei  gegen 
einander  relativ  prime  Teller  von  (g2  —  1)  sein?  und  moge  At  zuin  Ex- 
ponenten  tl9  A2  znm  Exponenten  r2  gehoren;  alsdann  gehort 


zum  Exponenten  r±T2.  Soil  in  der  That  Ar  =  1  sein,  so  wftrde 
A^  =  A2*  folgen.  Aber  eine  Potenz  von  AJ  kann  nur  zu  einem  Ex- 
ponenten gehoren,  der  trx  teilt,  gleichwie  eine  Potenz  von  A2  zu  einem 
r2  teilenden  Exponenten  gehort.  Sonach  muss  Ax*  ^^  A2r  zum  geniein- 
samen  Teller  1  von  rx  und  r2  als  Exponenten  gehoren;  d.  h.  es  ist 

V  =  V=1>     (mod.  g). 

Zufolge  dieser  Congruenz  ist  t  Multiplum  von  TJ  und  r2?  also  wenig- 
stens  T  =  ^Ta,  fur  welchen  Wert  aber  auch  sicher  A*  =  1  wird.  Hier 
sieht  man  nun;  dass  sich  thatsaehlich  aus  den  zu  den  einzelnen  Ex- 
ponenten jt)^,  j>2ra?  -  -  -  gehorenden  Zahlen  direct  eine  Primitivwurzel 
von  Q  herstellen  lasst.  Nennen  wir  dieselbe  sogieich  selbst  wieder  A, 


so  gehort  ersichtlich  A  *      zum    Exponenten  T;    loir   lionnen   also   fur 
jeden  Teiler  t  von  (<f  —  1)  sugelwrige  Zalden  A  wirldich  angeben. 

Hier  ist  endlich  der  Ort,  wo  wir  noch  rait  wenigen  Worten  auf 
die  zum  Exponenten  (q  +  1)  gehorenden  Zahlen  eingehen,  Sei  j  eine 
unter  ihnen,  so  sind  die  (gr  +  1)  iucongruenten  Wurzeln  der  Congruenz 
(5)  ^+1  =  1,  (mod.  3) 

durch  j,  jz,  j3,  •  •  •;  Jg,  1  dargestellt.     Unter  ihnen  ist;  wie  man  leicht 


sieht,  j  2  ^  —  1,  und  also  unterscheiden  sich  hierbei  immer  zwei  solche 
Wurzeln  jf,  j*1',  ftir  welche  die  Differenz  von  ft  und  pr  den  Wert  2±1 

besitzt,  nur  durch  das  Yorzeichen.  Auf  der  anderen  Seite  ist  j  con- 
jugiert  complex  mit^^j"1,  so  dass  wir  in  0*+^"~1)  ^ne  reeller,  in 
0"  —  J~~l)  e'^ne}  w*e  w^r  Sa9en  w&den,  rein  imaginare  Zalil  vor  uns  hdben; 
letzteres  in  dem  Sinne,  als  das  Quadrat  von  (j  —j~~l)  ein  reeller  quadra- 
tischer  Nichtrest  von  q  sein  wird.  Da  wir  fur  N  in  (1)  eine  particulare 
Wahl  .noch  nicht  getroffen  haben,  so  setzen  wir  fortan  geradezu 
(6)  ,-.j-j-i. 

Merken  wir  uns  hier  noch  die  beiden  sich  anschliessenden  sofort 
ersichtlich  en  Satze:  Soil  das  Product  von  A  und  Hirer  conjugiert  com- 
pleooen  Zalil  A  modulo  q  mit  1  congruent  sein,  so  ist  A  eine  Potenz  vonj. 
Wollen  wir  unsere  g2  incongruentea  Zahlen  statt  durch  e  lieber  durch 
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j  darstellen,  so  werden  sie  die  Gestalt  (a  +  lj)  erhalten,  wo  a  und  6 
reelle  gauze  Zahlen  sind;  conjugiert  complex  sind  alsdann  jedesmal  die 
leiden  (a  -f-  6j)  und  (a  +  i/-1). 

§  2.    Imaginare  Gestalt  der  Qruppe  Gg^_ly 

_ 

Es   mogen  jetzt  A  und  B  zwei   aus  der  Reihe   unserer  g*  incon- 
grnenten  Zablen  sein,  zwischeu  deneu  die  Bedingung  besteht: 

(lj  AA—  BB==1,     (mod.  s), 

unter  A  und  B  die  zu  A  bez.  B  conjugiert  complexen  Zalilen  Yerstanden. 
Wir  bauen  dann  aus  diesen  Zahlen  A;  B  die  Substitution  aaf: 


wir  durch  das  Congruenzzeiclien  andeuten  wollten,  dass  bier 
fiberall  die  Coefficienten  der  Substitutionen  nur  mod.  g;  gerecbnet  werden 
sollen.  Zugleich  erlauben  wir  aucli  wieder  den  vier  Coefficienten  der 
einzelnen  Substitution  W  einen  gleichzeitigen  Zeichenwechsel.  Alle 
der  Bedingung  (1)  entspredienden  Substitutionen  W  T)ilden,  wie  man 
d^(irch  directe  Eeclmung  zeigt,  eine  Grrwppe  G-';  von  derselben  tvollen  ^vir 

nacJiweisen,  dass  sie  sich  anf  unsere  Gnippe  G-  ^^  der  ^Lp~J  modulo  q 

_ 

incongmmten  Modulsulstitutionen  : 


lioloedriscli  isomorpli  bcziehen  lasst. 

In  der  That,  scnreiben  wir  die  einzelne  Substitution   W  explicit: 

/ON                         Trr/£\  _  (m  +  ^QI  +  (r  +  ss)  ,       ,      . 

(2)                      W<J)  =  ,^S£               _        ,  (mod.  2), 


so   Laben   wir   in   m,  n,  r,  s  vier  reelle    ganze  Zahlen  ,  die  der  Be- 
dingung geniigen: 


Letztere  Congruenz  wollen  wir  in  die  Form  setzen 

(m  —  r)(m  +  r)  —  (n  +  s)  •  N(n  —  «)==! 

und  auf  Grund   derselben  vier   reelle   gauze  Zahlen  a,  fi,  y,  S  durch 
die  Congruenzen  definieren: 

(3)    a  =  m—  r,   $  =  m+r,  p===  —  (n  +  s)f  v^~N(n—$)9   (moij), 

wo  nun  ersichtlich  die  Determiaante  dieser  vier  ganzen  Zahlen  mod.  q 
mit  1   congruent  ist:    cc6  —  /3y  =  l;  (mod.  q).    Letzterein  Umstande 
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zufolge  giebt  es  in  der  G  , ^__±,  eine  Operation  "FTo)  =  ~-jr§?  welche 

2 

gerade  die  in  (3)  gewonnenen  Zahlen  zu  Coefficienten  besitzt.  Der  ein- 
zelnen  Operation  W  der  G'  ist  solchergestalt  stets  eine  bestimmte 
Operation  V  von  G  (  ^^  zugeordnei  Aber  die  Congruenzen  (3)  lassen 

2 

sich  sofort  eindeutig  umkehren,  wodureh  wir  jedeni  Zahlquadrupel  a, 
/3,  y,  S  der  Deterniinante  1  vier  ganze  Zahlen: 

(4)     «,  =  : 


eindeutig  zuordnen;  die  zur  Bildnng  einer  bestinimten  Substitution  (2) 
Anlass  geben.  Da  iiberdies  noch  zufolge  (3)  und  (4)  ein  gleicnzeitiger 
Zeichenwechsel  von  cu?  /3;  y,  ^  einen  ebensolchen  von  m,  n,  r,  $  nach 
sich  zieht?  so  erkennen  wir:  Die  Operationen  der  beiden  Grrugpen  G  /•i_1) 


G'   sind   ivecliselweise   eindeutig   einander    gugeordnet;    die   letztere 
Gruppe  Grf  nennen  wir  dementsprechend  fortan  ff'/a^^,  da  sie  doch 

^ 
also  auch  die  Ordnung  g  g  ~      haben  muss. 

Dnrch  die  begriindete  Zuordnung  der  beidevlei  Gruppen  G  (»Ml)  und 

2 
(r'   2_1}  «s^  mm  Jioloedrischer  Isomorphisms  zwisclien  denselben  hergestellt. 

§ 

Wir  beweisen  das  hier  in  einfachster  Weise  dadurch,  dass  wir  die  eine 
Gruppe  geradezu  in  die  andere  transformieren,  die  Ausdrucksweise 
^Transformation"  einer  Substitution  bez.  einer  Gruppe  von  Substitu- 
tionen  dabei  in  dem  Sinne  gebraueht,  wie  wir  sie  allgemein  p.  261 
definierten.  Man  setze  namlich 


und   fuhre   die  hierdurch   angezeigte  Transformation  der  6?'(a_t)  aus. 

i 
Die  einzelne  Operation  (2)7  %  ^  ^(S)?  geht  danu  (iber  in 

&'  E=-  Q~1WQ(G>),     (mod.  q). 

Indem  wir  dieselbe  explicite  ausrechnen,  lassen  wir  sogleich  den  sich 
einstellenden  gemeinsamen  Factor  •  —  2s  der  vier  Coefficienten  fort, 
um  eine  Substitution  der  Deterniinante  1  zu  erhalten?  und  gewinnen 
solcherweise: 
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Das  ist  nun   wirklich  zufolge  (3)   diejenige  Operation  V  der  Grq(^_^v 

2 
die  wir  der  gerade  vorliegenden  Operation  W  zugewiesen  hatten. 

Holoedrisch  isomorphe  Gruppen  konnen  im  abstracten  Sinne  fur 
identisch  gelten,  insofern  man  dabei  nur  auf  die  Structur  der  Gruppen 
sieht;  die  Form  ihrer  Darstellung  aber  als  nebensachlich  betrachtet. 
In  diesem  Sinne  wollen  wir  fortan  sageii,  G'  (*__^  sei  die  Gruppe 

2 

G    5_i)  *n  imctyinarer  Gestalt.     Man  iiberblickt  sofort;  class  sich  aucli 

i 

die  honiogeue  6r2(Q*_i)  in  imaginare  Gestalt  setzen  lasst.  In  der  That 
haben  wir  ja  zu  dem  Elide  weiter  nichts  zu  thun;  als  die  einzelne 
nicht-homogene  Substitution  (2)  bekanntermassen  in  zwei  homogene 
zu  spalten.  Gleicbzeitiger  Zeichenwechsel  der  vier  Ooefficienten  fiihrt 
dann  die  eine  von  beiden  in  die  andere  iiber. 

Etwas  vorsichtiger  miissen  wir  bei  TJmsetzung  der  erweiterten 
Ggte*—!)  in  imaginare  Form  verfabren.  Bei  dieser  Massnabme  ist  es  namlich 
wesentlich;  dass  wir  §  als  eine  dem  Gebiete  der  complexen  Zahlen  des 
vorigen  Paragraphen  angeborige  veranderlicbe  Grosse  auffassen.  Als- 

dann  wird  die  zu  o  =     fe   ,        couiuffierfc  coniplexe  Zabl  &  =  -  =~  _ 
*6  +  «         J  5  F  —  e|  —  f 

seio,  und  es  entspricht  der  Mo  dul  substitution  o'  =  —  co  offenbar  die  Ope- 
ration i'  =  |,  die  wir;  ebenso  wie  bisber  die  Operation  «'  ==  —  co; 
durch  A  bezeicbnen  wollen.  Die  Operationen  mveiter  Art  in  der  er- 
weiterlen  G'qy*—i)  gewinnen  damit  die  Form 

(6)  TF(6)  -Tr-4(6 

*  W 


(r  —  *0i  +  (w  —  »«) 

ind  wir  haben  insonderheit  noch  fiir  die  Operation  erster  Art  AW  A 
iie  Gestalt: 


Dass  die  solchergestalt  getroffeiie  Erweiterung  die  riehtige  ist,  lehrt 
ubrigens  direct  Forniel  (7).  Wir  entnehmen  aus  derselben  zurorderst, 
dass  Gg^^  thatsachlich  mit  der  Operation  A(g)  vertauschbar  ist,  und 

i 

dass  also  der  Zusatz  der  letzteren  zur  G'q^_^  zu  einer  erweiterten 
_  i 

ffjfoa—  H  hinfubrt.    Des  weiteren  aber  ist  AW  A  durch  (4)  thatsachlich 

der    Operation   AVA(co]  =  ^*~f§   zugeordnet,    und    daraus   folgert 
leicht?  dass  Gr^^  auf  die  erweiterte  Gruppe  Gqw—i)  holoedrisch 
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isomorph  bezogen  1st.  Wir  durfen  demnacli  wieder  G'q(q*—D  als  ima- 
ginare  Gestalt  von  G^i-.^  bezeichnen. 

Bei  der  Zerlegung  unserer  Gruppen  ist  es  der  grosse  Vorteil  der 
hier  vorab  gegebenen  Erorterungen,  dass  wir  fur  die  Darstellung  der 
Operationen  der  Gruppen  nicht  mehr  auf  die  gewohnlichen  a?  -Sub- 
stitutionen  allein  angewiesen  sind.  Je  nach  dem  vorliegenclen  Zwecke 
werden  wir  vielmehr  bald  rait  der  reellen,  bald  mit  der  imaginareii 
Gestalt  der  Gruppen  erfolgreicher  operieren.  (Der  Gebrauch  der  letzteren 
Gestalt  ist  tibrigens  von  J.  A.  Serret  I  c.  eingefuhrt.) 

§  3.    Die  cyclischen  Untergmppen  Gq  der  Ordimng  q. 

Jetzt  greifen  wir  unsere  Aufgabe,  die  Gruppe  der      g  I~  -    mod.  q 

incongruenten  Modulsubstitutionen  in  ihre  Untergruppen  zu  zerlegen, 
wirklich  an.  Es  sollte  sich  hier  zuvorderst  darum  handeln,  deren 
cyclische  Untergruppen  namhaft  zu  machen,  und  wir  genen  bei  dieseru 
Unternehmen  einen  rein  inductiven  Weg.  Indem  wir  uns  zunachst  der 
reellen  Form  der  Gruppe  bedienen,  unterwerfen  wir  die  Operation 
$(GJ)  ^o  +  l  und  die  aus  ihr  durch  Wiederholung  entspringende 
cyclische  Gruppe  der  Untersuchung.  Dabei  bedienen  wir  uns  gerade 
wie  auch  schon  bei  der  6r168  des  vorletzten  Eapitels  weiterhin  in  aus- 
giebiger  Weise  der  Grundsatze,  die  ftir  Gruppenzerlegungen  unserer 
Art  allgemein  ini  §  8  des  funften  Kapitels  (p.  325)  entwickelt  wurden. 
Aus  der  Operation  S  entspringt  durch  Wiederholung  eine  cyclische 
Untergruppe  gter  Ordnung  Gq?  welche  die  Operationen  umfasst: 

(1)  8,  S*,  S3,  .-.,  Ste-S  »=~1. 

Diese  Gruppe^  als  von  Primzahlordnung,  kann  durch  jede  ihrer  Sub- 
stitutionen,  die  Identitat  1  allein  ausgenommen,  erzeugt  werden.  Wir 
wahlen  jetzt  aus  der  G$  die  von  der  Identitat  verschiedene  Operation 

S*  und  transformieren  dieselbe  durch  F(»)  ==  ^i-§-  Es  entspringt 
nach  kurzer  Bechnung: 

(2)  F-^F(«)  =  ^^ 

\    /  \    s          —    ^v 


Soil  V-1SVV=SV  sein,  so  haben  wir  ersichtlich  fur  F  die  beiden 
Bedingungen  y  ^  0;  d  ==  +  ^  (mod.  g),  durch  welche  wir  gerade  zu 
den  q  Operationen  (1)  zurtickgefiihrt  werden.  Es  ist  demnach  8*  im 
ganzen  nur  mit  q  Operationen  der  G  ^^^  vertauschbar,  und  wir 

2 

schli^ssen  auf  Grund  der  soeben  citierten  Entwicklungen  des  funften 
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Kapitels:  Die  Operation  Sv  ist  eine  von  -  -  ~  :  q  =  ^—^ —  gleicli- 
'bereclitigten. 

Soil  die  in  (2)  dargestellte  Operation  F~  1SVV  wieder  der  aus  S 
entspringenden  Gq  angehoren,  so  rnuss  F  nur  der  Bedingung  y  3E  0 
geniigen,  wahrend  d  beliebig  bleibt.  Von  den  Substitutionen  der  Gq 
sind  also  Sv,  S2*v,  S**v,  •  •  -  mit  Sv  in  der  Gesanitheit  gleichberechtigt. 
Wir  werden  sonach  die  (q  —  1)  von  der  Identitat  verschiedenen  Ope- 
rationen  (1)  zu  je  g  7"  in  zwei  Classen  verteilen,  je  naclidem  der  Ex- 
ponent der  einzelnen  Operation  (1)  quadratisclier  Rest  oder  Nichtrest 
Ton  q  ist.  Die  g"7  Operationen  der  einzelnen  dieser  Leiden  Classen 
sind  dann  innerlialb  der  Gesamtheit  mit  einander  gleiclibereclitigt 

Die  ^  7*      mit  8V  gleichberechtigten  Operationen    verteilen    sich 

Hernach  zu  je  — —  auf  die  mit  Gq  gleichbereclitigten  cyclischen  Unter- 
gruppen. Da  zwei  beliebige  unter  diesen  Gruppen;  als  von  Prim- 
zalilordnung  q,  nur  die  Identitat  gemeinsam  haben  konnen,  so  folgt 

oline  weiteres:   In  der  Gq(^_^  giebt  es  -  -"~-    :  ^~j—  =  (2+1)  gleich- 

2 
fierechtigte  cycksche  TJntergmppen  Gq  der  Ordnung  q,  von  denen  die  Gruppe 

der  Operationen  (1)  em  Beispiel  ist 

Insgesamt  enthalten  diese  (q  +  1)  Untergruppen  Gq,  abgesehen 
von  der  Identitat,  (q  +  !)(#  —  1)  —  <f  —  1  verschiedene  Operationen, 
die,  wie  wir  soeben  sahen,  auf  zwei  Systeme  von  je  =—5 —  unter  einander 
gleichberechtigten  zu  verteilen  sind.  Jetzt  beachte  man  nocli,  dass 
fur  die  Operationen  (1)  7j  =  -^"-  •  =  +  1  ist.  Aber  die  Surnine  des 
ersten  und  vierten  Substitutionscoefficienten  ist;  vom  Vorzeichen  ab- 
geselien,  fur  gleichberechtigte  Substitutionen  stets  die  namliche.  Sprechen 
wir  also  zum  Schluss  den  Satz  aus:  Filr  die  (q2  —  1)  soeben  namhaft 
gemachten  Operationen  der  Periode  q  genilgt  die  gerade  mit  X%  te0eicJmetc 

Zdhl  *^-^~ der  Bedingung  ~k*  —  1  ^  0,    (mod.  q). 

§  4.    Die  cyclisclien  Untergruppen  <?^_1  der  Ordnung  SLZ— . 

~™F~ 

Um  eine  zweite  Art  cyclischer  Untergruppen  namhaft  zu  naachen, 
verstehen  wir  unter  a  eine  im  Sinne  des  §  1  zum  Exponenten 
(q — 1)  gehorende  Zahl;  die  also  reell  sein  wird  und  irn  Gebiete  der 
reellen  Zahlen  Primitivwurzel  der  Primzabl  q  heisst.  Es  giebt  als- 
dann  in  der  6f  (  ^^  eine  Operation  der  Gestalt 
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(1)  <«)  =         , 


aus  welcher  durch  Wiederholung  zufolge  leichter  Rechnung 

(2)  ^(0)  =  ^,     (mod.  2) 

a 

g—  i 

entspringt.    Unter   den  successiven  Potenzen  von  a  ist  a  2    die  erste, 
welche  mit  +  1  congruent  ausfallt,  indent  namlich 

g—  i 
a       =  —  i^    (mod.  q) 

g-i 

wird.    Demgemass  ist  unter  den  Operationen-(2)  t?  2    die  erste,  welche 
mod.  q  rait  der  Identitat  congruent  ausfallt.     Es  entspringt  also  aus  v 

durch  Wiederliolung  eine  cyclische  Unter  gruppe  G-q_^  der  Ordnung  ^^} 

~T~ 
welche  die  Substitutionen  umfassti 

g-i 

(3)  «,  ^  ^  •-.,  «  2  i-EEl,     (mod.  ^). 

Diese  6r  _]L  betreffend  fugen,  wir  Her  gleich  noch  zwei  Bemerkungen 

~2~~ 

an.     Soil  erstlich   eine  Operation  der  G-  .^^^  mit  Null  congruentes  $ 

2 
und  y  haben,  so  hat  dieselbe  offenbar  die  Form  (2),  so  dass  wir  die  Ope- 

rationen  der  Gr  _1  auch  dnrch  die  Congruenzen  j3  ^  0,  y  ^  0  definieren 
____ 

konnen.     Ftirs  zweite  wollen  wir  untersuchen,  wann  G  _t  Operationen 

"T~ 

der  Periode  zwei  enthalt.  In  diesem  Falle  miisste  offenbar  die  Prini- 
zahl  g  die  Form  q  =  4Ji  -j-  1  haben,  und  es  ist  dann  —  1  quadra- 
tischer  Rest  von  q.  Soil  unter  diesen  Umstanden  die  Operation  (2) 
die  Periode  zwei  besitzen,  so  muss  a2"  =  +  1  sein;  es  folgt  av  ^+  1 
oder  ar  -^  +1/  —  1,  wenn  wir  unter  dem  Symbol  ]/  —  1  die  eine  der 
beiden  Zahlen  verstehen  wollen,  deren  Quadrate  mod.  gr  mit  —  1  con- 
gruent sind.  Man  iiberblickt  hier  sogleich  das  Resultat:  Fur  frim- 
#ahlen  der  Form  q  =  4fe  +  1  giebt  es  in  der  fl^—1  Bine  Operation  der 

2 

Periode  #wei,  namlich: 

(4)  ^(co)-^^,      (mod.  a). 

Eine  beliebige  unter  den  Substitutionen  vr  der  G-g_i,  die  Identitat 
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allein   ausgenommen,    soil  jetzt   durci   eine   Operation   V  der   G-q(q*_-y 

2 

transformiert  werden.  Wir  gelangen  zu  der  mit  vv  gleiclibereclitigten 
Operation 

(-  \        v-^-Vi^  ~    <fl"  +  ?y(a"~  ""'J}*  +  P*(g'--*ll-. 
(o)          ?    V 7(03)  =  L^(flr_~--  { fl_r_  ^ (a,_  a_7) } 

und  kniipfen  an  die  Gestalt  derselben  wieder  die  Fragestellungen,  die 
wir  an  analoger  Stelle  im  yorigen  Paragraphen  aufwarfen.  Soil 
y—ivvy  Selber  der  G  _l  angehoren,  so  haben  wir  fiir  die  Operation  V 

~2~ 

die  Bedingungen 

(6J  /3(5  =  0,     ay  =  0,     (mod.  j), 

da   man  leicht  Dacliweist,   dass  (av  —  a~r)  niclit   durch  q  teilbar  ist. 

Zufolge  der  ersten  Congruenz  ist  entweder  0  oder  6"  duveh.  q  teiibar. 

Wahlea  wir  die  erste  Moglichkeit  0  =  0,   so  mtissen  wir  der  zweiten 

Gongruenz   (6)    durch    y  =  0   gentigen.     In   diesem  Falle    ist    also   V 

wieder  eine  Substitution  der  Form  (2),  nnd  wir  Haben  dann  in  der  That 

direct  F-V'F^v".     Gentigen  wir  dagegen  der  ersten  Congruenz  (6) 

durch  <5^0,  so  erfordert  die  zweite  a  =  0,  imd  wir  erlialten 

(7)  F(o>)  =  ^,     Py  =  -l,     (mod.  g). 

In  dem  Falle  wird 

F-1^'  F(o>)  ==  ^^,      (mod.  j), 

<3t 

so  dass  v*  dureh  eine  Operation  (7)  in  ihre  inverse  Operation  v— v 
transformiert  wird.  Wir  erhalten  auf  Grund  dieser  Entwicklung  die 
naclifolgenclen  Resultate:  Die  einzelne,  wn  der  Identitcit  verschiedene 

Operation  vv  der  G  _ l  ist  nur  mit  den  ^ "T  ••  Operationen  dieser  cyclischen 

F~ 
Untergmppe  vertausclibar]  durch  die  Operationen  der  Form  (!},  derenAnzahl 

gleichfalls  g"J     sein  muss*\  wird  vv  in  ihre  inverse  Operation  v~~v  trans- 

formiert.    Eine  besondere  Stellung  nimmt  hierbei  nattirlich  die  eine  fur 

^«=S4A+1  in  der  G  _x  enthaltene  Operation  der  Periode  zwei  ein.  Diese 
" 
2 

ist  namlich  rnit  ihrer  inyersen  identisch  und  wird  sonacli  im  ganzen  durch 
die  2  •  2~~l  Operationen  (2)  imd  (7)  in  sich  transformiert.  Urngekehrt 


*)  Denn  die  GesamtzaH  der  Operatiouen,  die  v*  in  eine  mit  ihr  gleich- 
berechtigte  Operation  transformieren ,  ist  bekanntermassen  gerade  so  gross,  wie 
die  Anzahl  der  mit  vv  vertauachbaren  Operationen. 
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entnehmen  wir  daraus:  Die  Operation  vv  ist  eine  toiter  q(q  -f-  1)  gleicli- 
lerecfitigten,  wofern  Hire  Periode  >  2  ist;  die  mogliclierweise  eintretende 

Operation  vv  der  Periode  $wei  geJiort  einem  System  von  ^LjLlL  gleicli- 
berechtigfen  Operationen  an. 

Ist  v  eine  mit  v  gleichbereehtigte  Operation,  die  jedoch  weder 
mit  v  noch  v~ 1  identiseh  sein  soil,  so  entspringt  durch  Wiederholung 
von  v'  eine  mit  Gq__I  gleichbereehtigte  cyclische  Untergruppe  G'  __^. 

Wir  behaupten,  diese  beiden  Gruppen  konnen,  die  Identitat  abgerechnet, 
keine  Operation  gemein  haben.  Sollte  namlich  eine  von  der  Identitat 
verschiedene  Operation  v'f  =  vv,  (mod.  q)  sein,  so  wurde  daraus  sofort 
#'— VV=tfv  entspringen,  und  es  musste  also  v'  eine  mit  vv  vertauschbare 

Operation  der  Periode  g*""  sein.  Da  die  Operationen  (7)  ausnahmslos 
zur  Periode  zwei  gehoren,  wie  man  durch  directe  Rechnung  bestatigt, 
so  nitisste  zufolge  der  oben  gefundenen  Verhaltnisse  v'  eine  in  der  G  _^ 

2 

enthaltene  Operation  der  Periode  ^ —  sein;  denn  nur  diese  Opera- 
tionen der  Periode  gT"  sind  mit  vv  vertauschbar.  Wir  finden  so  das 

A 

Resultat:  Sollte  Cr  __^  mit  G      ^  ausser  der  Identitat  noch  eine  weitere 

a  2 

Operation  gerneinsarn  haben,  so  miisste  die  erzeugende  Operation  v' 
der  G'  _1  notwendig  in  der  Gruppe  G  ^^  enthalten  sein,  nnd  damit 

2  2 

wiirden  die  beiden  Gruppen  G     ^  und  G'     ^  uberhaupt  identiseh  aus- 

fallen.  Man  folgert  daraus  miihelos  weiter,  dass  irgend  zwei  verschie- 
dene mit  G  _ >1  gleichbereehtigte  Untergruppen  ausser  der  Identitat  1 

2 
eine  gemeinsame  Operation  nicht  besitzen  konnen. 

Nehmen  wir  zu  den  soeben  erkannten  Verhaltnissen  die  bereits 
oben  bewiesene  Thatsache  hinzu;  dass  von  den  #(g  +  1)  init  vv  gleich- 
berechtigten  Operationen  je  %wd  auf  die  einzelne  G  ±  entf alien,  so 


entspringt  das  Hauptresultat:  In  der  Gq(<^_^  giebt  es  *^^     mit  einander 
gleicliberechtigte  cyclische   Untergruppen  Gg_1  der  Ordnung  ^—-     Ab- 

2 

gesehen  von  der  Identitat  sind  in  diesen  Gruppen  im  ganzen  "^4       " 
verschiedene  Operationen  enthalten;  fur  dieselben  ist  durchgangig  (7c2  —  1) 
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gitadratiscJier  Rest  von  q,  k  in  derselben  Bedeutung  wie  am  Schlusse 
des  vorigen  Paragraphen  gebraucht.  In  der  That  tritt  diese  Eigen- 
schaft  an  den  Operationen  (2)  nach  kurzer  Rechnung  in  Evidenz; 
damit  gilt  sie  aber  allgemein  fur  die  hier  in  Rede  stehenden  Operationen, 

§  5.    Pie  cyolisohen  Untergruppen  ffg+1  der  Ordnung    -y-  • 

~~~ 


Wir  haben  weiter  eine  dritte  Gattung  von  cyclischen  Untergruppen 
zu   besprechen,   welche    zu   den   soeben   gefundenen   gg_t  die   grosste 

2 

Analogic  zeigen.  Inzwisehen  tritt  dieselbe  nur  erst  dann  in  die  Er- 
seheinung,  falls  wir  uns  der  imaginaren  Gestalt  unserer  Gruppe 
bedienen.  Es  giebt  in  der  6^(at_1);  wenn  wir  die  Bezeichnungen  der 

2 

beiden  ersten  Paragraphen  wieder  aufnehmen  sollen?  eine  Operation 
der  Gestalt: 

(1)  w(6)=^,     (mod.  ?), 

aus  kder  durch  v-malige  Wiederholung 

(2)  «f( 


j 


entspringt.     Die   erste   unter  den  Potenzen  von  j,   die  mit  +  1    con- 

g+i  g+i 

gruent  ausfallt,  ist  j  2  ,  indem  in  der  That  j  2   =  —  1  wird.     Dem- 
gemass  ist  die  erste  unter  den  Substitutionen  (2)7  die  mod.  q  mit  der 

Identitat  congruent  ist,  w  2  ,  und  es  entspringt  aus  (1)  eine  eyclische 
Untergruppe  G-fl+1  der  Ordnung  ^p- 

2 

Die  gewonnene  G-  ,  t  uzafasst  alle  Operationen  der  G^Cas___1);  welche 


durch  q  teilbare  zweite  und  also  auch  dritte  Coefficienten  haben;  denn 
wir  fanden  ja  oben,  dass  jede  dem  Zahlgebiete  des  §  1  angehorige 
Zahl7  die  mit  ihrer  conjugiert  complexen  Zahl  niultipliciert  ein  mit  1, 
mod.  q  congruentes  Product  liefert,  eine  Potenz  der  Zahl  j  ist.  Die 

G-  ,  1  besitzt  femer  eine  Operation  der  Periode  zwei  in 
__ 

(3) 

falls  die  Prirnzahl  q  die  Form  4A  —  1  hat  und  also  —  1  quadratischer 
Nichtrest  von  q  ist. 


gehttrenden  Gruppen 


2 


Jetzt  transformieren  wir  (2)  durcli  eine  beliebige  Operation 


der  Gesaintgruppe  und  erhalten  als  mit  (2)  gleichbereehtigt  die  Operation 


. 

-  A  B  (f  -  j-Ol  +  (  rv  -  B  BO*  -  J—  )  J 
Soil  diese  Operation  wieder  der  Gr   ,1  angehoren,  so  muss  der  zweite 

2 

und  dritte  Coefficient  mit  Null  congruent  werden,  was  fur  TT  die  beiden 
Bedingungen  giebt: 

(5)  BJHf  —  j-*)  =  Q,     AB(/-r-*  )  =  0,     (mod.  q). 

Wir  (iberzeugen  uns  nun  vorab  sehnell  von  der  Eiichtigkeit  des 
folgenden  Satzes:  1st  das  Product  von  zweien  unserer  complexen  ganzen 
Zahlen  A1;  A2  modulo  q  mit  Null  congruent,  so  ist  wenigstens  einer 
der  Factoren  A17  A2  mit  Null  congruent.  Ist  namlicn  etwa  Ax  nicht 
congruent  Null^  so  gilt  dasselbe  auch  von  der  conjugierten  Zahl  \f  und 
man  erkennt  aufs  leichteste  in  A1A1  eine  reelle,  nicht  durch  %  teilbare  Zahl. 
Jetzt  aber  folgt  aus  A^  =  0  sofort  Ax  Ax  •  A2  ^  0  und  also  ist,  wenn 
wir  mit  der  reellen  ganzen  Zahl  (AA)"^1  inultiplicieren,  A2  ^  0;  was 
wir  beweisen  wollten. 

Nun  ist  in  (5)  jedenfalls  (jv  —  ,?'—*')  von  Null  verschieden,  da  wir 
doch  die  zu  transformierende  Operation  ivv  von  der  Identitat  verschieden 
wahlen  wollen.  Geniigen  wir  alsdann  den  Congruenzen  (5)  durch  die 

Wahl  B  ^E  0,    so  kornmen  wir  fur   W  auf  die  -"^      Operationen  (2) 

zurfick,  die  auch  in  der  That  ausnahmslos  mit  wv  vertauschbar  sind. 
Soil  aber  B  nicht  durch  $  teilbar  sein;  so  erfordern  die  Congruenzen  (5) 
notwendig  A  =  0?  was  auf 

(6)  TT(i)  =      ,    BBEEE-I,      (mod.  2) 


ftihrt.    Diese  Operationen  transformieren  wv  in  ihre  inverse  Substitution 

(mod.  g), 


so  dass  insbesondere  die  Anzahl  der  verschiedenen  Operationen  (6), 
die  tibrigens  durchgehends  die  Periode  zwei  besitzen,  ,wieder  ^Jt—  sein 
Zusammenfassend.  sprechen  wir  hiernach  die  Resultate  aus: 


*)  Wir  machen  im  Texte  nioht  jedesmal  besonders  auf  die  fortwahrend  statt- 
findentle  Analogie  zur  Entwicklung  des  vorigen  Paragraphen  antmerksam. 
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Die  eiwselne  von  der  Identitdt  versetiiedene  Operation  Her  gefundenen 
cyclisclien  Untergruppe  ist  mit  ^-~—  Operationen  der  G'q(q«_^  vertauscJibar 

2 

und  also  erne  von  q(q  —  1)  in  der  Gesamtheit  gleicliberechtigten  Operationen. 
Dock  gilt  dies  nur,  falls  die  betrachtete  Operation  niclit  van  der  Periode 
stcei  ist;  trifft  letzteres  &t,  so  ist  sie  im  ganzen  mit  (q  -f-  1)  Operationen 

vertattscJtbar  mid  also  eine  von        I"      gleicJiberectitigten  Operationen. 

Die  welter  folgenden  IJTberlegungen  gestalten  sich  Wort  fiir  Wort 
genau  so  wie  im  vorigen  Paragraphen.     Wir  erkennen  auch  hier,  dass 

zwei   mit   G   ,  i    gleichberechtigte   Untergruppen    ausser    der    Identitat 

__ 

keine  Operation  gemeinsam  haben  konnen.     Da  nun  unter  den     "T 

Operationen  (2)  in  der  Gesamtlieit  gleiclaberechtigt  immer  nur  je  zwei 
inverse  wv  und  w~~*  sind,  so  folgt  aus  der  eben  getroffenen  Ab- 
zahlung  der  liier  in  Betraeht  kommenden  Operationen:  In  der  Gruppe 

G-  /  »_!)  giebt  es  ^'    I"      mit  einander  gleielibereclitigte   cyclische    Unter- 

2 


gruppen  G   ,  1  der   Ordmmg     "      .     In  diesen    sind  von   der  Identitat 
~T~ 

abgesehen  im  ganzen  -    -    —  —  verschiedene  Operationen  enthalten.  Fur 

diesellen  ist  'durchgangig  (fc2  —  1)  guadratiscker  Nichtrest  von  q.  In  der 
That  beweist  man  solches  wieder  direct  leicht  an  den  Operationen  (2); 
daniit  ist  unsere  Behauptung  dann  gleich  allgemein  verificiert. 

§  6.    Von  der  Gesamtlieit  der  cyclisolien  Untergruppen.     VorlSufige 
Bezugnahme  auf  die  Flachen  F  ,  a^.^. 


Die   Anzahlen   der  in   den  drei  voraufgehenden  Paragraphen  zur 
Geltung  gekommenen  Operationen  waren,  immer  von  der  Identitat  ab- 

-U  2  1       a^+^fe--3)         2(2  "I)2         T  11.- 

gesehen,  (f  —  1,  —  —  J  —  —^  --  '-,   -~-g  —  {~.    Im  ganzen  haben  wir  nun 
also  unter  Binrechnung  der  Identitat 


-          r^  -  ,    ,    _  - 

_  I  --  ..  |-  1  —  ---  g  - 

Operationen,  d.  iv  die  gesamten  Operationen  der  G  (  tt_1J  in  Rucksicht 

___ 

gezogen.     Wir  schliessen  daraus  insbesondere,  dass  wir  die  samtlichen 
cyclischen  Untergruppen  der  Gq(^_^  kennerii  gelernt  haben,  sobald  wir 
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hier   noch   clerjenigen  Untergruppen  gedenken,    die   in   den   6?  +1   der 

2 

beiden  letzten  Paragraphen   enthalten   sind.     Diese  werden  leieht   er- 
ledigt  sein. 

Ist  <?  irgend  ein  Teiler  von  --~~~,  jedoch  von  ?-^  selbst  ver- 

schieden,   ist  ferner  v  die  Erzeugende   irgend   einer   der  im  vorletzten 
Paragraphen  aufgestellten  Grq__v  so  wird  ersichfclich  v°  eine  Operation 

2 

der   Periode      ^6     sein.     Andrerseits   uberzeugt   man  sich   durch  ele- 
mentare  zahlentheoretische  tlberlegung,  dass  jede  in  dieser  G  _1  ent- 

2 

haltene  Operation  der  Periode  q"T      in  der  Gestalt  vva  darstellbar  ist. 

£  G 

Es    giebt    deingemass    in    Grq_-L   eine    und   nur    eine    eyclische  Unter- 

__ 

gruppe  der  Ordnung  --^~-.     Zusammenfassend  haben  wir  also  das  Re- 
sultat:   In  der  Crq(^_I}  sind  filr  jeden  Teiler  <?  <  ^^  der  Zahl  ^-i 

2 

im  ganzen        7"      gleicliberechtigte  cyclisclie  Untergruppen  Gr  _l  der  Ord- 

To" 
nung  ^ —  entJialten.     Durch  eine  ganz  analoge  Uberleguug  entspringt 

der  Satz:  In  der  Gr  ^^^  giebt  es  filr  jeden  Teiler  x  <     2~~  der  ZaM 


fw  gan&m  ^-^     gleicHberechtigte  cyclisclie  Untergruppen  Gr 


,  j 
'a*' 


Ordnung    ~_ 

Unter  den  nun  gefundenen  Untergruppen  kommen  stets  solclie  der 
Ordnungen  zwei  und  drei  vor.  Bedeutet  namlich  (~-J  das  in  der 
Theorie  der  quadratischen  Reste  gebrauchliche  Legendre'sche  Zeichen, 
so  ist  Hr)  »=  +  1  oder  —  \>  je  nachdem  q,  durch  3  geteilt;  den  Rest 


+  1  oder  —  1  liisst.  Inimer  ist  also  -  ^  -  eine  ganze  Zahl,  und 
zwar  haben  wir  in  ihr  entweder  einen  Teiler  von  g"~  •  oder  g"^"  • 
Indem  wir  diesen  Teiler  ftir  ^  bez.  v  in  den  gerade  erhaltenen  Satz  sub- 

stituieren,  entspringt  das  Resultat:  In  der  Gr^^_^  giebt  es  Y#|jZ"^~  \~|")J 

, 


28* 
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gleicJiberechtigte  cydisclie  Untergruppen  GB  der  Ordnung  drei.  In  ent- 
sprechender  Weise  erhalt  man  unter  Gebrauch  des  Legendre'schen 

g— i 

Zeicliens  (— )  =  (—  1)  2     den  weiteren  Satz:  In  der  Gq(qZ_l}  giebt  es 
g_  _ 

4"  #  [#  +  ("""")]  gteicliberechtigte  cydisclie  Untergruppen  G2  der  Ordnung 
zivei.  Hieruber  hinaus  giebt  es  aber  nicht  noch  weitere  Untergruppen 
dieser  Ordnungen  zwei  und  drei  in  der  Gq(qZ_iy  Wir  merken  uns 

2 
iibrigens  "noch   den  durch   directe  Eechnung  leicht  beweisbaren  Satz: 

Die  Jiier  gefimden&i  q\q  +  (-f-)J  gleichberechtigten  Operationen  der  Periode 
drei  sind  diejenigen,  fur  welche  a  -f-  d  =  +  ly  (mod.  q}  ist  Des- 
gleiclien  decken  sick  die  —  % [g;  +  \T~) J  gteidtiwechtigten  Operationen 
der  Periode  #wei  niit  denjenigen  Operationen  der  6r(,__1)?  fur  welche 

2 

a  +  $  =  0  ist. 

Diese  letzten  Gruppen  setzen  wir  nun  gleich  wieder  in  Be- 
ziehung  mit  dem  zur  1"  (^^  gehorigen  Polygon  Fq(qZ_l}  bez.  der  zu- 

2  2 

gehorigen  geschlossenen  Flache.    Ganz  allgemein  hatten  wir  doch,  um 

Her  kurz  zu  recapitulieren,  die  •      ~-     Operationen  unserer  G-q(  »—1) 

i 

durch  ebenso  viele  eindeutige  Transformation  en  der  geschlossenen  Flache 
F  z_^  in  sich  anschaulich  gedeutet.  Diese  eindeutigen  Transforma- 

2 

tionen   der  Flache   in   sich   waren  solche,    bei   deren  Aasfiihrung    die 

Einteilung  der  F  ( a_t)  in        ^~  •   Doppeldreiecke  mit  sich   selbst  zur 

i 

Deckung  kam;  und  zwar  ging  dabei  ein  einzelnes  Elementardreieck 
jedesmal  wieder  in  ein  Dreieck  gleicher  Art  iiber.  Die  Lagerung  der 
Dreiecke  auf  der  geschlossenen  Flache  war  aber  so  beschaffen,  dass 

sich  um  die  —  7""     Punkte  a  je  vier  Elementardreiecke  lagerten,  des- 

gleichen  um  die  g^g  "~  '  Punkte  &  je  sechs;  endlich  um  die  -  ^  ••  Punkte  c 
jedesmal  2q  Elementardreiecke. 

Nachdem  wir  solches  in  Erinnerung  gebracht  haben?  gehen  wir 
auf  die  in  der  Modulgruppe  enthaltenen  cyclischen  Untergruppen  der 
Ordnung  drei  zuriick,  um  etwa  mit  ihnen  zu  beginnen.  Zu  jedem  in 
der  03-Halbebene  mit  #  aquivalenten  Punkte  war  wechselweise  eindeutig 
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eine  Untergruppe  der  Ordnung  drei  aus  elliptischen  Modulsubstitutionen 
zugeordnet.  Reducieren  wir  die  Modulgruppe  mod.  q,  so  werden  diese 

Untergruppen    der   Ordnung    drei    die    obigen   -5-  gT#  +  (-f-)l   gleich- 

berechtigten  CrB  liefern,  da  eine  elliptische  Modulsubstitution  der 
Periode  drei  mod.  q  nicht  mit  der  Identitat  congruent  sein  kann.  Es 
wird  also  zu  jedeni  Punkte  J  der  geschlossenen  Flache  F  z_1}  eine 

i 

6r3  derart  zugeordnet  sein;  dass  bei  den  dieser  Gruppe  (?3  entspreehen- 
den  Transformationen  der  Flache  in  sich  der  in  Rede  stehende  Punkt  6 
in  sich  selbst  iibergeht.  Aber  es  ist  gar  nicht  notig,  dass  zwei  ver- 
schiedenen  Punkten  6  auch  zwei  verschiedene,  der  G-  ,,__  angehorige 

2 

6r3  zugeordnet  sind.  Es  tritt  vielmehr  der  Fall  ein;  dass  zwei  ver- 
schiedene  in  der  Modulgruppe  enthaltene  cyclische  Untergruppen  dritter 
Ordnung  mod.  q  congruent  ausfallen,  auch  ohne  dass  die  zugehorigen 
Fixpunkte  bezuglich  der  Hauptcongruenzgruppe  #ter  Stufe  Equivalent 

sind.     In  der  That  haben  wir  ja  nur  Y#[JZ  4"  ("f")J  gleichberechtigte 

6r3    und    demgegentiber  Punkte  b.     Da  aber  alle  6r3  gleich- 

berechtigt  sind,  so  entnehmen  wir  daraus  sofort  den  Satz:  Jede  der 
IT # [$  +  ("§")]  ^s  besitet  —  \q  ~~  (-|-j J  Fixpunkte  6  auf  der  gescKlossenen 
Flaclie.  Als  Fixpunkte  der  (r3  bezeichnen  wir  dabei  naturlich  die- 
jenigen  Punkte,  welche  durch  die  zur  G-s  gehorigen  Transformationen 
der  Flache  F  ( a— x,  sich  selbst  zugewiesen  sind. 

Auf  die  cyclischen  Untergruppen  zweiter  Ordnung  der  Modul- 
gruppe, sowie  auf  diejenigen  aus  parabolischen  Modulsubstitutionen 
sind  genau  die  namlichen  tlberlegungen  anwendbar.  Wir  werden  sofort 

1       r  / ^  - 

die  beztiglichen  Resultate  hier  angeben  dilrfen:  Jede  der  -^q  [q  +  \— 

gleichlerecMigten  Untergruppen  6r2  der  6rff(gft_1)  lesitzt  —  [q  —  (— j 

_ 

punkte  auf  der  geschlossenen  Flache,  welche  PunJcte  a  dieser  letsteren  sind. 
Endlich  besit#t  jede  der  (q  +  1)  gleichberechtigten  Gq  an  Fixpurikten  auf 

F  (*_l}  im  ganeen  ^"T1  P^n^e  c  dieser  Flache.  —  Derartige,  die  Flache 
F  ft_x)  betreffende  geometrische  tJberlegungen  werden  wir  auch  weiter- 

hin  immer  zwischendurch  ausfuhren?  um  dadurch  die  arithmetische 
Betrachtung  unserer  Gruppen  in  zweckmassiger  Weise  zu  versinnlichen, 
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sowie  auch  die  frtiheren  auf  die  Falle  q  =  5,  7  beziiglichen  geo- 
raetrisclien  Entwicklungen  zu  yerallgemeinern*). 

Speciali  sieren  wir  nunmelir  die  gewonnenen  allgemeinen  Resultate 
fur  q  =  5,  so  mussen  wir  auf  die  cyclischen  Gruppeu  der  Drehungen 
des  Ikosaeders  in  sicli  zuruckkommen.  In  der  That  liefern  die  (q  +  1) 
Gq  des  §  3  nunmehr  seclis  cyclische  #6?  und  entsprechend  kommen  aus 
deu  §§  4  und  5  funfzekn  gleichberechtigte  (?2  und  zehn  gleiclaberechtigte 
C?3.  Zu  diesen  beiden  letzteren  Arten  cyclischer  Untergruppen  fubren 
librigens  auch  unsere  letzten  allgemeinen  Brorterungen  fiber  die  G3 
und  G>  Die  Fixpunkte  der  cycliscben  Untergruppen  der  6r60  anlangend, 

so  ergiebt  sich  als  gemeinsamer  Wert  von  g  ~  ,  y  [q  —  (=^-) J  und 
-Lfg-}-  (-^-)1  fur  2=5  die  Anzabl  2.  Alles  das  ist  bekanntermassen 

in  "Obereinstimniung  mit  der  Ikosaedergruppe  und  der  Figur  des  Iko- 
saeders. Besonders  interessant  ist  es  aucb.  noeh,  zu  beobacliteu;  wie 
unsere  nun  auf  aritbmetiscnem  Wege  erzielten  allgemeinen  Eesultate 
fur  q  =  7  wirklicb  in  voller  IJbereinstimniung  mit  dem  sind,  was 
wir  im  vorletzten  Kapitel  auf  rein  geometrischem  Wege  uber  die 
cycliscben  Untergruppen  der  6ri68  erfabren  haben;  man  wird  das  sofort 
ins  einzelne  yerfolgen.  Mit  der  allgemeinen  Angabe  der  cycliscben 
Untergruppen  der  Gr  ^^  ist  augenscbeinlich  der  Grund  fur  die  frulier 

2 

bemerkten,  zwiscben  den  Gruppen  &60  und  6r168  bestebenden  Ana- 
logien  aufgewiesen. 

§  7.     Die  cyclisclieii  Untergruppen  der  homogenen  G-q(<f—-$. 

Ausserst  einfacb  erledigt  sicb  jetzt  die  Aufzahlung  der  cyclischen 
Untergruppen,  die  in  der  homogenen  6rff(ff»— i)  enthalten  sind.  Da  diese 

Gruppe   hemiedrisch    isomorph  auf  die  Gr  ^_^  bezogen  ist;   so  wird 

_ 

zuvorderst  der  identischen  Operation  der  letzteren  eine  au$ge#eichnete  G% 
der  ersteren  entsprechen.  Dieselbe  unifasst  ausser  der  Identitat  die 
Operation  der  Periode  zwei  CD/  =  — coj,  co/  ==  —  o2f  welche  wir 
als  Operation  der  6rj(2a_ ^  in  der  Gestalt  ^  —  —  |x,  |/  —  —  |2  zu 
schreiben  haben.  Die  in  Rede  stehende  Operation;  welche  iibrigens  aus 


*)  Wir  nennen  schon  joitzt  hierauf  beztigliche  tJberlegungen  der  Hrn.  Kleiu 
und  Dyck,  auf  die  wir  fibrigens  hei*nach  noch  zuruclikommen  mussen;  siehe 
Dyck,  Versuch  einer  ubersicldlichen  Darstellung  der  Hiemanri>$c7ien  Flache,  welche 
der  Galois' schen  Hesolvente  der  Modular gleichung  fur  Primtsdhltransformation  der 
eltiptischen  JTunctionen  entspricJit,  Math.  Ann.  Bd.  18,  p.  507  (1881). 
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der  liomogeii  gescbriebenen  Substitution  T  durcb  einmalige  Wieder- 
holung  entsteht,  wird  writ  jeder  Operation  der  Gr  , tt-i-1)  vertausclibar  sein, 

§ 

da  die  aus  ibr  entspringende  6r2  in  der  Gresamtgruppe  ausgezeicbnet  ist. 
Wir  baben  nun  ganz  allgemein  den  Satz:    Jeder  cyclisclien   Uhter- 

gruppe  der  Grq(^_^  ist  eine  cyclisclie   Untergmppe  der  doppelten,  Orel- 

. 

nung  in  der  6rff(3»_i)  durcli  den  Isomorpliismns  der  leiden  G-ruppen 
sugeordnet.  Das  gait  soeben  scbon  fur  die  aus  der  Identitat  allein 

bestebende  Untergruppe  Gr±  der  6r  ,a__1)?  insofern  derselben  die  hoino- 

_ 

gene  6^2  entspraeb.  Die  allgemeine  Gdltigkeit  des  gerade  aasgesproebenen 
Satzes  ergiebt  sieb  aus  der  folgenden  Uberlegung, 

Die  horaogene  Operation  S :  <&/  =  %  +  o>2 ,  c?/  ==  co2  erweist 
sich  gerade  wie  die  nicbt-boniogene  Operation  S  als  von  der  Periode  q. 
Combinieren  wir  jeue  aber  nait  T2,  so  werden  wir  in  ST^  zufolge  der 
vorausgescbickten  Bemerkungen  iiber  T2  eine  Operation  der  Periode  2q 
vor  uns  haben,  indem  in  der  That  (/ST2>  =  T2,  aber  erst  (ST^  =  1 
wird.  JEJs  giebt  sonach  in  der  G-q(#—i)  ini  ganzen  (%  +  1)  gleicKberechtigte 
cyclisGfte  Grzq  der  Ordnimg  2q,  innerhalb  derselben  fmden  sicli  ebenso 
viele,  d.  i.  (q  +  1)  gleicliberechtigte  6r7,  aber  nur  eine  G2. 

Nebmen  wir  ferner  die  nomogene  Operation  v: 


heran,  die  Zahl  a  in  der  Bedeutung  des  §  4;  d.  i.  als  reelle  Primitiv- 
wurzel  von  q  gebraucht?  so  erweist  sich  selbige  sofort  als  von  der 
Periode  (#  —  1).  Daher  erfahren  wir:  JEs  giebt  in  der  6rff(ffs_i)  im 

gan#en  g^?~  •-  mit  einander  gleichberechtigte  cyelische^Untergruppen  Grq~i 

der  Ordnung  (q  —  1).  Wir  schliessen  sogleich  weiter  an,  was  man 
leicbt  bestatigt:  Innerhalb  der  jel&t  gefundenen  Grq—i  giebt  es  fur  jeden 

Teiler .  0  <  ^-"T-  von  (q  —  1)  ebenso  viele,  d.  i.  ^~*T-—t  gleichberechtigte 
cyclische  Gr^^  wahrend  uberdies  noch  die  stihon  wiederhoU  genannte  (?2 


alien  Grq—i  gemeinsam  ist 

Endlich  ist  die  homogene  Substitution  w\  £/  =j?|1?  S/  ^j1""1^ 
eine  solche  der  Periode  (q  +  1);  und  m»n  erkennt,  dass  bei  den  bier 
in  Betracbt  konimenden  Grruppen  die  Verhaltnisse  wieder  ganz  ahnlicli 
liegen,  wie  bei  den  soeben  besprocbenen.  JEs  giebt  in  der  G-q(q*—i)  im 

ganzen  ^  ~  ^  gleichberechtigte   cyclische   Grq+i  und  mnerhalb  derselben 
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fur  jeden    Teller  t  <  g  "*"  i  von   (q  +  1)   im  gansen    •     ~       gleiclibe- 

reclitigte  cydisclie  Untergruppen  G   ,  t;  ausserdem  ist  den  6^+1  natiirlicli 

~ 


wieder  die  ausgezeiclmete  Cr2  gemeinsam. 

Hiermit  sind  alle  cyelisclien  Untergruppen  der  homogenen  6r?(2a_i) 
namhaft  gemacht. 

§  8.    Cycttscne  Untergruppen  der  Cr^-i)  ftir  den  Fall  gr  =  4h+  1*). 

Wenn  wir  jetzt  endlich  noch  die  6f2(2»—  D  in  Betracht  zielien,   so 
werden  wir  die  cyclischen  Untergruppen  aucn  dieser  Gruppe  im  engsten 

Anschluss   an  diejenigen   der  G  ,  4—  X)  charakterisieren   konnen.     Ent- 

2  ^ 

springt    namlieh    aus    der    einzelnen    Operation    F(co)  ^  a?L  ~~  *  eine 

y  o>  —  8 

cyclische  Q%x9   so  ist  innerhalb  derselben  eine  cyclische  Grx  enthalten, 
die  aus 


erzeugt  wird.    Von  den  bekannten  Gruppen  Gx  der  letzteren  Art  werden 
wir  leieht  zu  den  6?2x  vordringen  konnen. 

Sei  zuyorderst  ^  =  1;  so  wird  es  sich  uni  die  cyclischen  (?2  in 
der  (?3(sa_i)  handeln.  Ist  V  Erzeugende  einer  solchen,  so  wird  F2^l, 
(mod.  gi)  sein  mtissen.  Solches  ist  erstlich  fur  alle  Substitutionen  V 
mit  a  ^  S  der  Fall,  und  deren  giebt  es  im  ganzen  •  ^"  ;  in  der 
That  bestimmt  man  die  Zahl  incongruenter  Losungen  von  a?  —  /3y=l 
sehr  leieht  zu  q(q  +  !)•  ^e  gefundenen  %  Operationen,  unter 

denen   sich   auch  A(&)  =  —  eo   findet,   sind  nun   in   der  6?s(3»_i)   mi^ 
einander  gleictiberechtigt.     Um  das  zu  zeigen;  bestimmen  wir  die  An- 

zahl  der  mit  A  vertauschbaren   Operationen    erster  Art  V=[    ' 

V, 
Da  niiissen  wir  fordern  A  VA  =  V  oder  explicite: 


d.  i.  ausffihrlich  geschrieben: 


*)  Die  in  den  beiden  folgenden  Paragraphen  gegebenen  Entwicklungen  sind 
erst  neuerdings  vom  Herausgeber  durchgefillirt  worden  und  werden  hier  zum 
ersten  Male  mitgeteilt. 
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wo  entweder  die  vier  oberen  oder  die  Tier  tmteren  Zeiclien  gelten. 
Durcli  Combination  der  ersten  und  dritten,  sowie  der  zweiten  und 
vierten  dieser  Congruenzen  folgt 

ay  =  0;     /36'EEEO,  (mod.  2), 

Congruenzen,  die  gerade  mit  den  unter  (6)  p.  430  genannten  in  Uber- 
einstimmung  sind.  In  der  That  erweisen  sich  die  (q  —  1)  damals  axis 
diesen  Bedingungen  hergeleiteten  Operationen  F  und  nur  diese  mit 
A  vertauschbar.  Neben  V  wird  dann  immer  auch  noch  YA  mit  A 
vertauschbar  sein,  und  zugleich  muss  sich  jede  mit  A  vertauschbare 
Operation  zweiter  Art  unter  diesen  (q  —  1)  Operationen  VA  finden. 
A  ist  demnach  innerhalb  der  6rff(5a_  ij  mit  2(<z  —  1)  Operationen  ver- 
tauschbar und  also  eine  unter  -  ^  gleichberechtigten.  Da  man 

nun  leicht  durch  Rechnung  zeigt,  dass  filr  gleictibereclitigte  Operationen 
gweiter  Art  der  Wert  von 

(2)  p  +  l 


derselbe  ist,  so  verificiert  man  damit  sofort;  dass  wirklich,  wie  wir  be- 
haupteten,  jene  ^  Substitutionen  V  mit  a  =  d  ein  System  gleich- 
berechtigter  Operationen  der  ^(g*—  i)  bilden. 

Soil  es  noch  eine  weitere  6r2  geben,  so  muss  auf  Gruiid  von  (1) 
ftir  ihre  Erzeugende  /3  ^  y  =  0  und  a2  ^  3Z  ^  +  1  sein.  Das  obere 
Zeichen  ftihrt  hier  zur  Operation  A  zurftck.  Soil  aber  das  untere 
gelten,  so  muss  offenlar  q  die  Form  (47^  +  1)  fwibm,  was  wir  demnach 
liier  bis  auf  weiteres  annelimen  wollen.  Alsdann  fiuden  wir  noch  eine 
isoliert  auftretende  und  demnach  ausge#eichnete  6r2,  die 

(3)  F(a>)==£=i^,  (mod.  q) 

0wr  Er$eugenden  hat,  das  Symbol  ]/  —  1  dabei  in  dem  schon  friiher 
(p.  429)  erlauterten  Sinne  gebraueht. 

Ftir  die  riickstandigen  Operationen  F  ist  (a  —  6)  ^  0,  (mod.  g[). 
Berechnen  wir  sonach  aus  (1)  ftir  F2  die  fruher  (p.  428)  mit  (ft2  —  1) 
bezeichnete  Zabl,  so  findet  sich,  %  in  der  Bedeutung  von  (2)  gebraueht: 


Die  Periodicitat  einer  Operation  V  hangt  also  in  erster  Linie  vom  quadra- 
tischen  CharaJcter  von  (fc2  +  l)  ab,  gerade  wie  sie  fur  die  Operationen  F 
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durcli  den  quadratischen  Charakter  von  (k2  —  1)  bedingt  ist.  So  er- 
halten  wir  durcli  Rtickgang  anf  die  bezfiglichen  Satze  iiber  die  Grq^_^: 

2 

Die  Periode  einer  Operation  V  mit  &2  +  1  =  0;  (mod.  q)  ist  ein  Teller 
von  2q;  des  ferneren  ist  die  Periode  von  V  em  Teiler  von  (q  —  1)  oder 
(Q  -|_  i)^  je  nacJidem  (Tc2  +  l)  qiiadratischer  Rest  oder  Nichtrest  von  q 
ist.  Indem  wir  diese  drei  Falle  jetzt  nacheinander  durchsprechen, 
greifen  wir  immer  eine  einzelne,  in  Betracht  komraende  Operation  V 
auf  und  suchen  fiir  dieselbe  diejenigen  Operationen  V  zu  bestinimen, 
welche  in  F2  eben  jene  herausgegriffene  Operation  erster  Art  V  er- 
geben.  Genaeinsani  werden  wir  die  so  gemeinten  Operationen  zweiter 
Art  durch  das  Symbol  J/F  bezeiehnen. 

Setzt  man  zunachst  in  (1)  fur  V  im  speciellen  die  Operation  S 
ein;  so  zeigt  eine  leiehte  Zwischenbetrachtung,  dass  es  fur  unseren 

q  =  47i  +  ^  e*ne  un<i  iaXLT  e^ne  Operation  ]/JS  giebt;  namlich: 


- 
VS(<o)  =  -  y—  ,  (mod.  q)  . 

Dieselbe  ist  Erzeugende  einer  cydischen  Grzq,  und  soldier  Untergruppen 
wird  es  in  der  6?2(^_i)  im  gan&en  (gt  +  1)  gleicKberechtigte  geben.  Soil  en 
zwei  unter  diesen  Gruppen  eine  Operation  gemeinsam  haben,  so  kann  dies 
abgesehen  von  der  Identitat  nur  eine  Operation  V  der  Periode  zwei  sein; 
da  doch  auch  die  beziigliche  Operation  erster  Art  F2  beiden  Gruppen 
gemeinsam  sein  miisste.  Unter  den  Operationen  (]/$)*  ist  aber  allein 


von  der  Periode  zwei,  eine  Operation,  die  wir  als  eine  in  der  G 
ausgezeichnete  erkannten,  nnd  die  also  thatsachlich  alien  (q  -(-  1) 
gemeinsam  ist.  Ausser  dieser  Operation  sind  in  den  ~Gr^  im  ganzen 
(#2  —  1)  verschiedene  Operationen  V  enthalten;  dieselben  sind  alle  von 
der  Periode  2q  und  Jidben  fc2  +  1  =  0,  (mod.  q). 

Wir  wenden  uns  nun  sogleich  zu  den  Operationen  V  mit  quadra- 
tischem  Nichtrest  (fc2  -[-  l),  da  diese  sich  namlich  im  gegenwartigen 
Palle  einer  Primzahl  q  =  4^  +  1  leiehter  erledigen  lassen,  als  die  Ope- 
rationen mit  quadratischem  Reste  (P  +  l)  -  Wir  werden  hier  die 
imaginare  Gestalt  unserer  Gruppe  benutzen  mtissen  uad  gehen  insbeson- 

dere  auf  die  in  §  5  (p.  432)  durch  w  bezeichnete  Operation  w(£)  =:  ~~j  der 
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Periode  g*|"      zuruck.     Derselben    gesellt   sich  als   Operation  ~]/w    die 
nachfolgende  zu: 


(5)  VS(8)  =  -1      ,  (mod. 


und  wir  bemerken  im  voraus,  dass  weiterliin  nicht  noch  eine  andere 
Operation  YW  eintritt.  Da  ]/w  die  Periode  (q  +  1)  besitzt,  so  fmden 
sick  in  der  Gq(q*—i)  im  gan&en  ~T  gleiclibereclitlgte  cydisclie  Unter- 

gruppen  Grq+i.  Die  aus  (5)  entspringende  Gg-j-i  enthalt  die  (q  +  1) 
Operatiouen: 

/^\  <-  V  V~ 

(6)  1 


Sollen  zwei  versehiedene  unter  den  ff^+i  ausser  der  Identitat  noch 
eine  weitere  Operation  gerneiusam  naben,  so  kann  selbige  bekanntlich 
keine  Operation  erster  Art  sein,  nilisste  vielmehr  eine  solcne  zweiter 
Art  der  Periode  zwei  sein.  Aber  unter  den  Substitutionen  (6)  ist  nur 

|'^E~^r-zz  allein  von   dieser  Periode;    letztere   Substitution  rnuss  in 


der  That  alien  Gq^  gemeinsam  sein;  denn  wir  haben  in  ihr  wieder 
die  uns  bereits  bekannte  in  der  Gresamtgruppe  6rg(2a_i)  ausgezeichnete 
Operation  V  der  Periode  zwei  vor  uns.  Wir  zahlen  daraufhin  leicht 
ab,  dass  in  den  G9+i  im  ganssen  qg  ~  '  verschiedene  Operationen  zweiter 
Art  entlialten  sind. 

Indem  wir  endlich  zu  den  g^"   '  gleichberechtigteu  Gtff_1  gehen, 


brauchen  wir  v  wieder  in  der  Bedeutung  des  §  4:  t;(o)  ^  —=^.    Schon 


— 

ani   Anfang   des  Paragraphen   fanden   wir,   dass   samtliche  Operationen 
der  aus  v  entspringenden  G^^  "ait  A  vertauschbar  waren;  eine  That- 

2 
sache,  die  fur  die  samtlichen  Operationen  keiner  anderen  Or^^^  zutrat. 


Wir  finden  so   den  wichtigen  Satz:    Die  g^  ^     ^  Ghwpjpen  Grq^T 

T" 
™  T  ..).  mit  £  gleictibereclitigten  Operationen  wecliselweise   eindeutig 


zugeordnet,  und  zwar  in  dem  8inne}  dass  mit  der  einzelnen  der  letter  en 
Operationen  jede  einzelne   Operation  der  #ugeordneten  <3LS_1  vertauscl'ibar 
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ist.  Indem  wir  jedesmal  die  mit  A  gleichberechtigte  Operation  zur 
beziiglichen  Gq_l  hinzusetzen,  gewinnen  wir  insgesamt  %  —  gleicli- 

~~2~~       _ 

berecJitigte  erweiterte  6rg_  i,  welche  den  Rest  der  noch  nicht  genannten 
Operationen  zweiter  Art  enthalten.  Diese  Grq—i  sind  nun  nicht  etwa 
cyclisch,  melmelir  sind  die  umfassendsten  in  denselben  entJialtenen  cyclisclien 

Untergruppen  solche  von  der  Ordnung  2-^  —  .  Durch  Iteration  von  vvA 
entspringt  nanilich  die  Operation  v2v,  so  dass  vvA  in  der  That  hochstens 
die  Periode  g  ~  haben  kann.  Wir  erblicken  zugleicli,  dass  nur  den 
Operationen  v*v  der  in  der  Crq_l  enfhaltenen  Crq_  l  Operationen 


geordnet  sind  und  zwar  immer  #wei}  indem  tJiatsacJilich  jede  der  beiden 
Operationen  * 


(7) 


iteriert  auf  v*v  fuhrt.     An  Operationen  zweiter  Art  der  Periode  zwei 

sind  in  jeder  6rff_i  zwei  verschiedene  enthalten;  z.  B.  liaben  unter  den 

g-i 

Substitutionen  (7)  die  beiden  A  und  v  4  A  diese  Periode,  deren  letztere 
man  sogleicli  als  die  ausgezeichnete  V  der  Periode  zwei  erkennt.  Die 
Gesamtzahl  der  ubrigen,  ausserdein  noch  in  den  6?3—  i  enthaltenen 
Operationen  zweiter  Art  ist  ^^"^  J  ~—~;  deren  Perioden  sind  ^7~  ; 
wo  0  ein  Teller  von  ^-jr~,  und  zwar  6  <  ^"7  >  ist. 

Mit  den  nun  vollstandig  beschriebenen  cyelischen  Untergruppen 
der  erweiterten  Gruppe  G-q(q*—i)  liaben  wir  zugleich  die  Gesamtheit  der 
in  dieser  6rfl(a»_i)  enthaltenen  Operationen  zweiter  Art  kennen  gelernt, 
da  in  der  That 


ist.     Wir   unterlassen,   nun    auch   noch  die  in  den  &g  +  i  enthaltenen 


cyelischen  Untergruppen  in  erschopfender  Weise  zu  charakterisieren*). 


*)  Bei  den  ^2_{_i  tatte  dies  keine  Schwierigkeit;  bei  den  G-  ^  mGssten 
aber  immer  erneute  Fallunterscheidtingen  getrofifen  werden,  je  nach  den  Resten, 
•welche  #  mod.  16,  32,  S4,  u.  s.  w.  Msst. 
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§  9.    Cyclisclie  TJntergruppen  der  Gqw—i)  fiir  den  Fall  q  =  4h  —  1. 

Ungleich  viel  einfacher  gestaltet  sicli  die  Structur  der  ff3(2a_i) 
im  nun  noch  zu  erledigenden  Falle  einer  Primzahl  q  der  Form  4Ji  —  1. 
Da  giebt  es  zuvorderst  ausser  den  am  Anfang  des  vorigen  Para- 

graphen  namhaft  gemachten  g(g  +  *)  gleichberechtigten  G2  nicht  noch 
weitere  6r2.  Ferner  kommen  iiberhaupt  keine  Operationen  V  der 
Periode  2q  vor,  da  (i2  +  l)  nicht  durch  #  teilbar  sein  kann. 

Nach  wie  vor  sincl  die  Operationen  vv(ci)  =  -%^-  mit  A  vertausch- 
bar.  Jetzt  aber  ist  die  entsprechende  erweiterte  (?3_  i  cyclisch,  indem 


wirklich  v  A,  mit  sich  selbst  combiniert,  die  Operation  v  giebt  und 
sonach  die  Periode  (q  —  1)  haben  muss.  Wir  finden  demg&nidss  in  der 

6r?(22_i)  jetsfi  "f  gleiclibereclitigte  cydische  Gq—i,  in  denen  dann  die 
oben  genannten  &$  entlialten  sind.  Insgesamt  sind  in  diesen-  Gruppen 
^  4"~  verschiedene  Operationen  zweiter  Art  enthalten,  fiir  welche 

durchgehends  (^2  +  l)  quadratischer  Rest  ist?  und  niit  denen  die  Ge- 
samtheit  der  Operationen  von  Restcharakter  erschopffc  ist. 

Um  jetzt  die  Operationen  mit  quadratischem  Nichtrest  (ft2  +  l) 
zu  erledigen,  betrachten  wir  eine  besondere  Operation  der  Gestalt: 

(1)  w($)  =  g^,  (mod.  2), 

in  welcher   also  B  der  Bedingung  BB  ^  —  1  genugen  muss.     Durch 

_  gS   .    fr 

Iteration  von  (1)  entspringt  w?2(£)  =    —s    ,  worin  wir  eine  Operation 

j% 
derjenigen  Gr  ,  x  vor  uns  haben,  die  aus  w(£)  ^  "trr  entspringt.    Sei 

""IF 
etwa  B2  ^jt*,  (mod.  q),  so  behanpten  wir;  dass  ft  eine  ungerade  Zahl 

ist;  anderenfalls  ware  namlich  offehbar  BB  =  B^^1  ^  1,  was  doch 
gegen  die  uber  B  gemachte  Voraussetzung  streitei  Setzen  wir  also 
B2  ^E.;'1""2^  so  wird  (B/1)2  ^  j  sein,  und  damit  ist  offenbar 


(2)  1/KS)  =  -.,1    -  ?  (mod-  g) 

eine  Operation  der  Periode  (q  +  !)•     TTir  gewmnen  solchergestalt       % 
gleichberechtigte  cydische  Untergrwppen  ^-f  i,  deren  ein#elne  eine  cydische 
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Gr   ,  ±  m  sicli  entlialL     Unter  den  Operationen  erster  Art  wv  sind  nur 

~~2~  ^  .  

denjenigen  mit  ungeraden  Exponenten  v  Operationen  zweiter  Art  ywv 
zugeordnet  und  zwar  jedesmal  sicei.  So  fiihrt  z.  B.  auf  w  ausser  der 
Operation  (2)  clurch  Iteration  auch  noch: 


Bj  4    '  § 

Da  keine  zwei  Gq+i   ausser'  der  Identitat  eine  Operation  gerneinsam 
haben  konnen,   so  sind  in  den  Gr2+1  im  ganzen  Operationen 

zweiter  Art  enthalten,  d.  i.  gerade  der  ganze  Rest  der  von  den  G-q—i 
her  noch  bleibenden  Operationen  dieser  Art. 

§  10.     Von  den  symmetrisclien  Umfonmmgen  der 
Flache   F  . ,     ..in  sich. 


Unter  den  Operationen  der  erweiterten  Gruppe  (?2(9a— 1>  sind  fur 
die  geometrische  Betrachtung  der  geschlossenen  Flache  namentlich 
diejenigen  YOB  der  Periode  zwei  von  Wichtigkeit.  Sie  bedeuten  der- 
artige  eindeutige  Transformationen  der  F  ^^^  in  sich?  bei  denen  die 

2 

Winkel  tmigelegt  werden;  und  die?  ein  zweites  Mai  angewandt;  jeden 
Punkt  der  Flache  wieder  an  seine  ursprungliche  Stelle  zurtickverlegen. 
Nennen  wir  eine  solche  Transformation  der  Flache  Fq((^_^  in  sich! 

2 

kurz  eine  symmetrische  Umformung  derselben.  Schon  oben  haben 
wir  ganz  allgemein  geschlossene  Flachen  niit  symmetrischen  Um- 
formungen  in  sich  als  symmetrische  Flachen  bezeichnet*)  und  haben. 
nunmehr  eine  wichtige  Fallunterscheidung  zu  kennzeichnen,  welche  man 
fiir  symuietrische  Uniformungen  beschriebener  Art  eingefiibrt  hat. 
Es  kann  sein,  dass  bei  Ausfuhrung  einer  solehen  eine  oder  mehrere 
geschlossene  Linien  der  Flache  Punkt  fiir  Punkt  in  sich  iibergefuhrt 
werden,  Linien,  welche  wir  dann  als  IJbergangs-  oder  Symmetrielinim 
bezeichnen  werden;  es  kann  zweitens  sein^  dass  kein  einziger  Punkt 
der  Flaclie  in  sich  transforrniert  wird.  Ira  ersten  Falle  sprechen  wir 
von  einer  symmetrischen  Umformung  mit  ftbergangscurven  und  teilen 


*)  Man  vergl.  Her  die  bereits  p.  337  genannten  Abhandlungen  uber  sym- 
metrische  Flachen, 
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weiter  nach  Anzahl  derselben  em;  im  zweiteri  Falle  liaben  wir  eine 
syinmetrisehe  Umformung  oline  Ubergangscurve*). 

Unter  den  syinmetrischen  Umformungen,  wie  sie  fur  die  J?|,a_1) 

_  2 

von  den  6r2  geliefert  werden,  steht  nun  zuvorderst  im  Falle  #  =  47*+  1 
die  der  ausgezeichneten  G2  entsprecliende  isoliert.  Bei  Ausfuhrung  der- 
selben kann  kein  Punkt  der  geschlossenen  Flache  in  sich  ubergehen. 
Sollte  namlieh  die  6r2  auf  dem  Rande  irgend  eines  der  q((f  —  1) 
Elernentardreiecke  von  Fq(q«__l}  einen  Fixpunkt  haben,  so  miissten  alle 

3 

zu  letzteren_homologen  Punkte  der  tibrigen  Dreiecke  gleichfalls  Fix- 
punkte  der  6r2  sein,  da  diese  6r2  in  Grq(q*—i)  ausgezeiehnet  ist;  so]cnes 
erkennt  man  aufs  leichteste  als  unmoglich.  Wir  schliessen:  Fur 
Primgalilstufen  q  der  Form  q  =  4Ji  -j-  1  Idsst  F  a__1)  eine  ausgezeicli- 

2 

nete  symmetrisclie  Umformung  $u,  ~bei  welclier  Twine  Ubergangscurve  auf- 
tritt.  Ftir  q  =  5  erkennt  man  hierin  sofort  diejenige  Transformation 
der  ikosaedrisch  geteilten  Kugel  in  sich,  bei  der  der  einzelne  Punkt  in 
den  diametral  gegeniiberliegenden  ubergefiihrt  wird. 

Hieruber  }iinaus  kommen  fur  jede  Primzahlstufe  q  noch  weitere       % 

gleicJiberechtigte  symmetrisclie  Umformungen  der  jP  (  2_1)  hinzu,  welche  Sym- 

i 

metrielinien  liaben**}.  In  der  Tbat  haben  wir  ja  hier^mit  denjenigen  Ope- 
rationen  der  Gq(a*-.i)  zu  thun,  die  bei  der  Reduction  mod.  q  aus  den 
Spiegelungen  der  erweiterten  Modulgruppe  entspringen.  Wollen  wir 

also  die  hier  in  Rede  stehenden    ~  •  ^   *  symmetrischen  Umformungen 

kurz  wieder  als  Spiegelungen  bezeichnen.  Solcher  Spiegelungen  hatteti 
wir  in  der  That  fur  q  =  5  im  ganzen  fiinfzehn,  den  funfzehn  Sym- 
metriekreisen  der  Ikosaederteilung  entsprechend.  Auch  fur  q  =  7 
kommen  wir  auf  bekannte  Verhaltnisse  zuruck;  da  haben  wir  28  Spiege- 
lungen, und  ihnen  entsprechen  offenbar  die  28  Symmetrielinien  der 
Fi6B,  von  denen  wir  oben  (p.  376)  bereits  ausfuhrlich  handelten. 

Im    allgenaeinen   Falle    sind    die    Verhaltnisse    durchaus    den   be- 


*)  Der  weiteren  Einteilung  der  symmetrisclien  Fl'acben  in  orthosymmetrische 
und  diasymmetrische  (cf.  die  Weichold'sche  Arbeit)  konnen  wir  im  Texte  nicht 
nachgeheu  und  bemerken  in  diesem  Betracht  nur  noch,  dass  unsere  J?Ts^a_1j, 

2 

sofern   nur   ihr  Geschleoht  $>  >  0  ist,    d.  i.    fur  %  >  5,    stets    diasymmetrische 
Flachen  sind. 

**)  Man  vergl.  hier  das  auf  S.  438  ausfuhrlich  gegebene  Citat. 
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sonderen  f  iir  q  —  7  analog  gebildet,  so  dass  unsere  damaligen  Uber- 
legungen  Schritt  fur  Schritt  auch  hier  Anwendung  finden.  Indem  wir  den 
Elementardreiecken  auf  der  gesehlossenen  Flaehe  in  ihren  Ecken  durch- 

gehends  die  Winkel  ^;  f>  f  geben'  setzt  sic]l  >Ze  Dreiecksseite  iiber 
ihre  Endpunkte  hinaus  in  stetiger  Krflmmung  in  bestirnmte  andere 
fort.  Die  einzelne  Dreiecksseite  erscheint  so  als  Glied  in  einer  ganzen 
Kette  solcher  Seiten,  die  zusammen  eine  geschlossene,  stctig  ge- 
krummte  Linie  auf  der  Flaehe  -F^p  abgeben.  Man  uberzeugt  sich 

I 

sofort  an  der  Hand  der  Dreiecksteilung  (2,  3,  q),  dass  auf  dieser 
geschlossenen  Linie  die  Abfolge  der  Punkte  a,  I,  c  gerade  dieselbe 
ist,  wie  sie  sclion  bei  q  =  7  hervortrat;  imnier  haben  wir,  wie  dort 
(cf.  Fig.  89,  p.  377  J,  Perioden  zu  je  secns  Punkten  in  der  Reihenfolge 
c,  a,  c,  I,  a,  I,  so  zwar,  dass  die  sechs  Dreiecksseiten  zwisclien 
dem  einzelnen  Punkte  c  und  dem  an  sechster  Stelle  in  der  Reihe  auf 
inn  folgenden  Punkte  (der  wieder  ein  Punkt  c  ist)  gerade  aus  zwei 
Symmetriekreisen  der  Modulteilung  entspringen,  welche  letztere  uns 
tibrigens  je  einen  einzelnen  aus  den  beiden  Gattungen  dieser  Kreise 
darstellen. 

Da  die  F    a—  1}  regular  ist,  so  sehliessen  wir  genau  wie  oben  bei  der 

2 

JF168,  dass  alle  fragliclien  geschlossenen  Linien  der  Teilung  der  Fq(q^^  mit 

2 

einander  dqiiivalent  sind-  sie  werden  also  insbesondere  alle  aus  gleich- 
viel  Dreieeksseiten  bestehen.  Da  ferner  F^  xegu 


ist,  so  wird  jede  unserer  Linien  eine  Symmetrielinie  fur  Fq(q^_^  sein  und 

i 

als  Ubergangscurve  zu  einer  unserer  ^^  '  Spiegehtngen  gehoren.  Be- 
sitzt  nun  eine  dieser  Spiegelungen  im  ganzen  etwa  d  Ubergangslinien, 
so  gilt  dasselbe  auch  von  den  iibrigen,  da  sie  alle  mit  einander 

gleichberechtigt  sind.  Wir  haben  dann  also  ini  ganzen  •'  -  |  - 
Symmetrielinien  bezeichneter  Art,  und  da  jede  Dreiecksseite  unserer 
Teilung  einer  Symmetrielinie  angehort,  so  wird  die  einzelne  solche  sich 

aus  je  ~^p-^  Dreiecksseiten  zusammensetzen.  Bemerken  wir  endlich 
noch,  dass  die  einzelne  unserer  ...'g^T  Symmetrielinien  sich  selbst  nicht 

HberkreuBt;  sie  wurde  ja  anderenfalls  bei  der  beziiglichen  Spiegelung 
nicht  Pankt  fur  Punkt  an  ihrer  Stelle  bleiben  konnen. 

Fur  die   besonderen  Falle  ^  =====  5  und  q  =  7  war  d  =  1,   da  wir 
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seinerzeit  wirklich  15  bez.  28  Symmetrielinien  fanden.  Wolien  wir 
hier  letzten  Endes  im  allgemeinen  Falle  die  Zalil  d  charakterisieren, 
so  gehen  wir  etwa  im  besonderen  auf  diejenige  SyinmetrieliDie 
ein,  auf  weleher  die  Eekpunkte  c,  a  des  Ausgangsdreiecks  der 
Einteilung  unserer  geschlossenen  Flache  gelegen  sind.  Verfolgen  wir 
von  hier  aus  die  an  der  in  Rede  stehenden  Synimetrielinie  gelegeneii 
Dreiecke,  so  folgt  vom  Ausgangsdreieck  aus  gerechnet  an  siebenter 
Stelle  wieder  ein  Dreieck.,  das  geracle  so  zur  Symmetrielinie  gelegen 
ist,  wie  das  Ausgangsdreieck;  beim  weiteren  Fortgang  iiber  die 
Symmetrielinie  aber  wiederholen  sicli  die  Verhaltnisse  periodisch. 
Die  Substitution,  welcbe  das  Ausgangsdreieck  in  das  eben  genannte 
andere  Dreieck  uberfuhrt,  berecbnet  man  ohne  Miihe  und  findet,  dass 
sie  sich  mod.  q  auf 


reduciert.  Wolien  wir  also  die  Seiten,  welche  unsere  Symmetrielinie 
zusammensetzen,  abz'ahlen,  so  sei  etwa  die  das  Ausgangsdreieck  durcli- 
ziehende  die  erste.  Die  7te  gehort  dann  deni  Dreieck  V  an?  die  13te 

dem  Dreieck  V2  u.  s.  w.  Aber  die  (  "7  +  Ij  sollte  wieder  dem 
Ausgangsdreieck  angehoren^  es  muss  also 

*=1  *ZT 

r2cl  (CD)  ==  -5^-1,  (mod.  j) 
2       9rf 

sein?  wanrend  dies  von  keiner  voraufgehenden  Potenz  von  V  gelten 
soil.  Wir  haben  also  das  Resultat:  Man  bestimnie  die  niederste  Patents 
der  Zdlil  2,  die  modulo  q  mit  +  1  oder  —  1  congruent  ivird;  ist  dies 

die  vte7  so  ist  d  =  ^p  die  gesucJite   ZcM  d.     So  ist  z.  B.  d  imnier 

gleich  1,  wenn  2  primitive  Wurzel  der  Primzahl  q  ist.  Der  niederste 
Fall,  bei  dem  d>  1  ausfallt,  ist  q  =  17;  da  ist  24  ^  —  17  und  man 
gewinnt  d  =  2.  Weiter  folgt  31  mit  d  =  3,  41  mit  d  =  2  u.  s.  w.*) 


Eine    grosse   Reihe    weiterer   Bemerkungen  tiber  die   Symrnetrie- 
linien  der  F  /*_!)  versparen  wir  bis  an  passende  Stellen  des  folgenden 


*)  Das  hier  zu  Tage  getretene  unregelmassigo  Verhalten  der  verschiedenen 
Frimzahlen  ^  steht  in  Beziehung  zu  der  Verschiedenartigkeit  in.  der  Structur  der 
^o—ii  deren  wir  auf  Seite  444  unter  dem  Texte  gedachten. 
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Kapitels,  in  welcheni   es  sicli   urn  die  nicht-cyclisehen   Untergruppen 
cler  G  ,  2__1)  nandeln  soil.    Bei  der  geometrischen  Interpretation  dieser 

2 

Untergruppen    durch    die   Flachen   F  (*__^    werden    in    der    That    die 

2 

Synimetrielinien  zur  Veranschaulichung   der  in  Betracht   kornmenden 
Verhaltnisse  die  wichtigsten  Dienste  leisten. 


Neuntes  KapiteL 

Aufzaliluiig  aller  nicht-cyclischen  Untergrnppen  der  znr  Priinzalil- 
stufe  q  gehorenden  Grnppe  G  r,»_ir 

I 

Auf  Grund  der  Entwicklungen  des  yorigen  Kapitels  werden  sicli 
nun  leicht  auch  die  nicht-cyclischen  Untergruppen  der  G-  ( O._1)  angeben 

§ 

lassen.  Die  vollstandige  Aufzahlung  derselben  soil  die  Hauptaufgabe 
des  gegenwartigen  Kapitels  sein.  Daneben  werden  wir  noch  wieder- 
liolt  auf  die  homogene  (rff^_1)?  sowie  auf  die  erweiterte  Grq^^i)  Bezng 
nehruen;  aber  in  Ansebung  dieser  Gruppen  wtirde  eine  erscb.opfende 
Untersucliung,  wenn  aucb  keineswegs  scbwierig,  so  docb.  umstandlicb 
und  fiir  unsere  kiinftigen  Zwecke  keineswegs  erforderlick  sein. 

Von  den  zu  nennenden  Untergruppen  der  <?  ( 2_1)   sind  diejenigen, 

_ 

welclie  wir  als  halbnietacycliscbe  bezeichnen,  sowie  die  vom  Diedertypus 
bereits  von  S  erret  aufgestellt  worden*).  Die  weiter  in  Betracbt  kommen- 
den  Untergruppen  vom  Tetraeder-;  Oktaeder-  und  Ikosaedertypus  sind 
fiir  die  allgemeine  Primzahlstufe  erst  von  Hrn.  Gierster  abgeleitet  und 
untersueht  worden,  sowie  wir  ihm  auch  den  Vollstandigkeitsbeweis 
fiir  die  bier  abzuleitende  Zerlegung  der  fltff(a_1)  verdanken**). 

2 

Die  in  den  beiden  ersten  Paragraphen  des  Nacbfolgenden  ge- 
gebenen  tJberlegungen,  die  uns  zu  sehr  interessanten  Satzen  von  all- 
gemeincr  gruppentheoretischer  Bedeutung  hinfiihren,  konnen  wir  fur  die 
ferneren  Entwicklungen  dieses  Kapitels  nicht  nieb.r  entbeliren.  Inbalt^ 
lich  stehen  sie  freilicb  aucb.  scbon  zu  friiheren  Kapiteln  in  der  innigsten 
Beziehung. 


*)  An  der  p.  411  angegebenen  Stelle. 

**)  Man  vergleiche  die  p.  411  genannte  Arbeit  Gierster's  im   18teu  Bande 
der  Math.  Annalen. 
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§  1.    "Von  den   erzeugenden  Substitutionen  der  zu   einer   beliebigen 

25ahl  n  gehorenden  Grappe  Gr  { n } . 

Wir  gehen  noch  einmal  zuriick  auf  die  oft  gebrauchte  Dreiecks- 
teilung  (2,  3;  n*)  und  die  ihr  zugehorige  Gruppe  Gr  [n]  von  Substitu- 
tionen erster  Art,  die  jene  Teilung  mit  sich  selbst  zur  Deckung 
bringen.  Diese  Gr  /  M  3  hatten  wir  oben  auf  die  Modulgruppe  T  nieroedrisch 
isomorpli  bezogen  und  wollen  jetzt  diejenigen  Operationen  der  G  { n } ,  welche 
dabei  den  Modulsubstitutionen  8  und  T  zugeordnet  sind,  selbst  wieder 
8  nnd  T  nennen.  In  letzteren  beiden  Operationen  besitzen  wir  dann 
ein  System  von  Erzeugenden  der  G-{n}]  dabei  ist  8  von  der  Periode  n, 
wahrend  T  nnd  ST  (gerade  wie  auch  die  entspreclienden  Modulsub- 
stitutionen) die  Periode  zwei  bez.  drei  besitzen.  Wir  konnen  das 
so  ausdriieken,  dass  die  Ergeugendm  S  und  T  der  G  { n  >  die  Relationen 

(1)  S*  =  l,     T2  =  l,     (5T)S  — 1 

lefriedigen.  Jetzt  behaupten  wir,  dass  ausser  (1)  fur  S  imd  T  nwfit 
nock  eine  weitere,  wesentlicli  neue  Eelation  bestehen  kann. 

Der  Sinn  dieser  Behauptung  ist  der  folgende.  Eine  Relation  ftir 
S  tmd  T  gewinnen  wir  inimer  dann,  wenn  irgend  eine  Combination  der 
S,  T,  die  wir  syrubolisch  als  Product  II(S,  T)  =  SaT*S°  -  -  •  schreiben, 
auf  die  identische  Operation  fuhrt;  die  betreffende  Relation  ist  als- 
dann  I1(S,  T)  =  1.  Da  haben  wir  zunacnst  solche  Relationen,  die 
unabhangig  von  der  besonderen  Bedeutung  der  Operationen  S,  T  be- 
stehen,  und  die  wir  weiterhin  als  identische  bezeichnen  wollen.  Es 
werden  das  offenbar  zun'achst  die  folgenden  vier  sein: 

(2)  SS-1  =  1,    S-tS^l,     TT~i  =  \,     T-ir=l. 

Weiter  rechnen  wir  dahin  aber  auch  diejenigen,  welche  durch  Combi- 
nation oder  Ineinanderschachtelung  dieser  vier  Relationen  entspringen, 
so  z.  B.  /S2^-2  =  1  oder  S*  T S~* S T~* S~*  —  1.  Einschaltung  oder 
Herausnahme  von  Pactoren  jS/S""1,  S—^S  etc.,  welche  einmal  oder 
wiederholt  an  irgeud  welchen  Stellen  eines  beliebig  vorgelegten  sym- 
bolisclien  Productes  n(Sy  T)  vorgenoninien  werden,  bezeichnen  wir 
fernerhin  als  ,,identische  Umformung"  des  Productes.  Jede  identische 
Relation  wird  sich  sonach  durch  identisehe  Umformung  auf  die  Gestalt 
1  =  1  bringen  lassen.  Demgegeniiber  sind  die  Formeln  (1)  als  ,,wesent- 
liche  Relationen"  zu  bezeichnen,  da  sie  nur  erst  auf  Grund  der  besonderen 
Bedeutung  bestehen,  welche  unseren  Operationen  S,  T  zukonimt  Weil 
sie  aber  einmal  bestehen,  so  dtirfen  wir  an  beliebigeu  Stellen  eines 
symbolischen  Productes  JJ($,  T)  einmal  oder  ofter  wiederholt  Factoren 

(3)  #%  S~n,  T*,  T-* 
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einschalten  ocler  herausnehmen,  ohne  dass  dabei  die  durch  77  (S,  T) 
dargestellte  Substitution  der  G{n]  eine  andere  wird.  Der  Sinn  unserer 
obigen  Behauptung  ist  jetzt  offenbar  der,  dass  irgend  eine  vorgefimdene 
'Relation  77($,  T)  =  1  durch  solche  Em-  und  Aussclialtungen  von  Fac- 
toren  (3)  ini  Verein  vielleiclit  mit  identisclten  Umfonmmgen  jedergeit  selbst 
in  eine  identisclie  Relation  umgeivandett  iverden  Ttann. 

Der  Beweis  unserer  derinassen  interpretierten  Behauptung  ist  durch 
Ruckgang  auf  die  Teilung  (2,  3,  ri)  vernioge  geometrischer  tfber- 
legungen  aufs  leichteste  zu  ffthren.  Liege  ein  Product  allgemeinster 
Gestalt  n(ST)  —  SaT?SyTdS*  •  -  -  vor,  welches  die  identische  Substi- 
tution der  G{n}  darstellt:  77(5,  T)  =  1,  so  wollen  wir  das  Product  77 
in  folgender  Weise  geometrisch  deuten.  Von  einem  Punkte  des  Aus- 
gangsdreiecks  der  Teilung  (2;  3,  n)  ziehen  wir  eine  die  EcJcen  a,  b,  c 
der  Teilung  durcligeliends  meidende  Linie  C,  welche  der  Reihe  nach  die 
Doppeldreiecke  1,  5,  S2,  -  -  -,  S«,  S«T,  SaT*,  •  •  •,  5« Tf,  S*3P8,  -  -  - 
durchlauft,  wo  a,  /3;  7,  #,  s,  •  •  •  gerade  die  in  TI^,  T)  auftretenden 
Exponenten  sind.  Indem  wir  C  so  weiter  nach  Massgabe  der  expli- 
citen  Gestalt  von  II(S,  T)  hinleiten,  werden  wir  letzten  Endes  ini 
Doppeldreieck  11(8,  T)  =  1  das  Ausgangsdreieck  selbst  wieder  erreichen 
und  lassen  dortselbst  die  Curve  G  in  ihrem  Anfangspunkte  endigen; 
sie  wird  demgemass  eine  irn  Inneren  der  Teilung  (2,  3,  n}  verlaufende, 
iibrigens  beliebig  oft  sich  selbst  iiberkreuzende  geschlossene  Linie 
darstellen. 

Curve  C,  welche  die  Ecken  a,  &,  c  durchgehends  verrneiden  sollte, 
wird  eben  dieserhalb  umgekehrt  das  Product  7T(Sf?  T)  eindeittig  be- 
stimmen.  Wir  miissen  uns  nun  verge wissern;  was  es  fur  dieses  Pro- 
duct fur  Folgen  hat,  wenn  wir  C  einer  stetig  verlaufenden  Gestalts- 
anderung  unterwerfen,  die  jedoch  derart  beschrankt  sein  soil,  dass  bei 
ihrer  Ausfiihrung  die  Linie  C  tiber  keinen  der  Eckpunkte  a,  I,  c  der 
Teilung  (2,  3;  n)  hiniibergezogen  wird.  So  beschrankte  Abanderungen 
konnen  wir  entweder  nur  noch  dadurch  hervorrufen,  dass  wir  einmal 
oder  wiederholt  C  tiber  eine  einzelne  Dreiecksseite  zu  einer  Ausbuch- 
tung  in  das  benachbarte  Doppeldreieck  hinuberziehen;  von  dern  aus  C 
dann  aber  gleich  wieder  zu  jenem  ersteren  Doppeldreieck  zuriickkehren 
wttrde,  oder  aber  dadurch,  dass  wir  derartige  Ausbuchtungen  zum  Ver- 
schwinden  bringen*).  Da  ist  nun  sofort  evident,  dass  einmalige  Aus- 
fiihrung oder  Wegnahme  einer  solchen  Ausbuchtung  fur  77  (S,  T) 
darauf  hinaus  kommt,  dass  wir  an  bestimmter  Stelle  einen  der  Fac- 


*)  Man  habe  hier  immer  die  Fig.  33,  p.  109,  vor  Augen,  welche  die  Teilung 
(2,  3,  7)  zur  Darstellung  bringt. 
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toren  (2)  ein-  oder  ausschalten.  Wir  iiberblicken  also  das  Resultat: 
Die  geltenngeidmeten  stetigen  Gestaltdnderungen  von  C  bedeuten  filr  II(S}  T) 
IdentiscJie  TJmfornmngen* 

Nun  folgt  aus  dein  Umstande,  dass  die  Teilung  (2;  3,  w)  einen 
einfach  zusamnienh'angenden  Bereich  bedeckt,  der  auch  in  der  Func- 
tionentheorie  ausgiebig  zur  Verwendung  komrnende  bekannte  Satz; 
dass  sieh  C  durch  die  hier  erlaubten  Uraanderungen  unter  Festhaltung 
seines  Anfangspunktes  in  einen  solchen  Weg  C'  umwandeln  lasst,  der 
sich  aus  einer  Reihe  Ton  jeneni  Anfangspunkt  entspringender  und  in 
bestimmter  Folge  zu  durchlaufender  ,;Schleifen"  zusammensetzt*),  Dabei 
yerstehen  wir  unter  einer  Schleife  einen  Weg?  der  von  jeneni  Anfangs- 
punkte  aus  immer  unter  Meidung  der  Ecken  a,  &;  c  in  die  un- 
mittelbare  Nahe  einer  einzelnen,  bestinimten  unter  diesen  Ecken  hin- 
zielat,  selbige  ein  oder  mehrere  Male  in  der  einen  oder  anderen 
Eichtung  unikreist,  um  alsdann  auf  der  schon  durchlaufenen  Balm 
zum  Anfaugspunkte  zurtickzukehren.  Man  bemerke  also,  dass  sich 
II(S,  jP)  =  1  durcn  identische  Umformurig  der  linken  Seite  auf  die 
Form  #i(S,  T)  •  #2(S,  T)  -  •  •  =  1  bringen  lasst,  wo  sich  nun  die  ein- 
zelnen  Factoren  links  auf  die  einzelnen,  Gf  zusammensetzenden  Schleifen 
beziehen.  Das  einzelne  dieser  Producte  7tx(S,  T}  hat  jetzt  auf  Grund 
der  Gestalt  der  beziiglichen  Schleife  selbst  eine  charakteristische  Form; 
3tx  wird  sich  namlich  offenbar  aus  drei  Bestandteilen  zusanimensetzen: 
Erstlich  einem  Producte  S«Tt*  •  •  •  S^T^S^  dem  Wege  zum  in  Betracht 
kommenden  Eckpunkte  hin,  alsdann  folgt?  je  nach  der  Art  der  Ecke 
und  der  Anzahl  und  Richtung  der  Uinkreisimgen,  einer  der  Fac- 
toren (3)  in  gewisser  Potenz;  den  Schluss  bildet,  dein  Riickwege  cut- 
sprechend;  das  zu  jeneni  ersten  Product  inverse  S""9  T-~iS"~~Z  •  -  *  T~"<*$-"a. 
Haben  wir  also  etwa  eine  Ecke  c}  so  ist 
afe(flf,  T)  =  S«TP  •  •  •  &T189  •  Svn  -  flf-^T-^-e  .  . .  T-/'S-<«. 

Hier  ist  nun  sofort  evident,  dass  durch  einmalige  oder  ofter  wieder- 
holte  Herausnahme  eines  Factors  (3)  die  Relation  3tx(S,  T}  =  1  zu 
einer  ideutischen  umgestaltet  werden  kaun.  Damit  ist  aber  unsere  am 
Anfang  des  Paragraphen  aufgestellte  Behauptung  in  der  That  verificiert. 
Bemerken  wir  zum  Schluss  noch,  was  man  ja  leicht  fiber blicken 
wird,  dass  die  gewonnenen  Resultate  auch  fur  den  Grenzfall  n  =  oo, 
d.  i.  fttr  die  Modulgruppe  t~,  ihre  Gtiltigkeit  bewahren:  Die  crgeugenden 
Modulsiibstitutionen  S,  T  genilgen  ausser  T'2  =  1,  (ST^  =  1  niclit  nock 
tvcUcrcn  liclationen.  Desgleichen  hat  die  ti"bertraguug  uaserer  Obor- 

*)  Man  vorgl.  z.  B.  Clobsch-Gordan,  TUeorie  der  AbcTschen  Functioncn 
(Leipzig,  1866)  p.  82  u.  f. 
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legungen  aucb  auf  die  librigeii  im  3ten  Kapltel  des  vorigen  Absebnitts 
besprocbenen  Dreiecksteiluugen  und  zugeborigen  Gruppen  keinerlei 
Scbwierigkeit,  well  wir  aucb  da  immer  mit  Dreiecksteiluugen  zu  tbun 
baben,  welebe  einen  emfach  zusammenliangenden  Bereicb  (das  Tnnere 
des  jeweiligen  Ortbogonalkreises  bez.  eine  gauze  complete  Ebene)  cin- 
fetch  uberdeeken. 

§  2.    Der  Dyck'sche  Sate  liber  Erzeugung  der  mit  G  { n }    holoedriscli 

isomorplien  Grrappen. 

Die  Erzeugung  aller  Substitutionen  F  der  Gr(n}  aus  den  beiden 
besonderen  linearen  Substitutionen  S  uud  T  komuit  jetzt  auf  Grund 
der  gewonnenen  Resultate  einzig  und  allein  auf  eine  Aufgabe  der 
Conibinatorik  hinaus.  Wir  werden  alle  denkbaren  Producte  II(S,  T) 
bilden  und  immer  unter  deiien,  die  durcb  identische  Dmforniungen  bez. 
Einschaltung  von  Pactoren  (3)  §  1  in  einander  iiberfiibrbar  sind,  ein 
particulares  nacb  Willkiir  auswahlen.  So  erhalten  wir  jede  Operation  V 
von  G  {n}  und  jede  nwr  einmal.  Ersteres  ist  sofort  evident,  denn  die 
oft  genaiinten  Abanderungen  des  Productes  11(8 ,  T)  werden  ja  auf 
Grund  von  §  1  die  dargestellte  Substitution  F=  II(S,  T)  nicbt  modi- 
ficieren.  Wurden  nun  aber  nocb  zwei  nicbt  in  einander  uberfiibrbare 
Producte  1^,  7T2  ein  und  dieselbe  Substitution  F  darstellen,  so  ware 
JliOS,  T)  =  ZT2(Sr;  T).  Versteht  man  alsdann  unter  Hcf"1^;  T}  das 
zu  JT2  inverse  Product,  das  also  die  Factoren  von  7T2  in  entgegen- 
gesetzter  Folge  und  mit  entgegengesetztenExponenten  besitzt,  so  wtirden 
wir  unter  bezeicbneten  Umstanden  in  II^S,  F)  -  nfl(S9  T)  =  1  eine 
wesentlicb  neue  Relation  besitzen,  was  doch  undenkbar  ist. 

Man  priife  nun  nocb  einnial  die  gerade  gezogenen  Schllisse  und 
wird  bemerken,  dass  wir  dabei  von  der  specifiscben  Bedeutung  der 
S,  T  als  linearer  Substitutionen  einer  Variabelen  ganzlich  abgeseben 
haben.  tJberall  ist  nur  dies  Eine  fur  die  Gultigkeit  unserer  Schliisse 
vorauszusetzen,  dass  S  tind  T  gleichartige,  allein  den  JRelationen  (1)  §  1 
geniigende  Ojperationcn  irg&nd  welclier  Art  sind,  die  wiederliolt  und  mit 
einander  combiniert  wieder  Operationen  derselben  Art  ergeugen.  Allein 
infolge  dieser  Voraussetzung  iiber  S  und  T  werden  die  durch  jene  parti- 
cul'ar  gewablten  Producte  U(S}  T)  definierten  Operationen  F,  wie  wir 
ganz  abstractor  Weise  scbliessen,  in  ibrer  Gesamtheit  eine  bestimmte 
Gruppe  bilden,  welcbe  letztere  mit  unserer  G-{n}  identisch  wirc^,  wo- 
fern  wir  den  Erzeugenden  S,  T  obige  Bedeutung  als  bestimmte  linear- 
gebrochene  Substitutionen  einer  Variabolen  wieder  verleiben. 

Wollen  wir  das  nun,  noch  etwas  anders  gestaltet,  in  dem  folgenden 
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Satze  aussprechen,  dessen  Bedeutung  fiir  die  Gruppentheorie  ubrigens 
eine  ganz  allgemeine  1st:  Zwei  gleicliartige  Operational  S'?  T' ',  die  com- 
l)iniert  immer  ivieder  Operationen  derselben  Art  herstellen,  die  des  ferneren 
den  Relationen 

(i)  sf«  — i,   T'2  =  i,   os'Ty  — i, 

dariiber  Mnaus  obey  nicht  nodi  tvesentlicJi  neuen  genugen}  sind  die  Er- 
geugenden  einer  mit  G-{n]  holoedrisch  isomorphen  Gmppe  G'{n}.  Das 
hier  zu  Tage  tretende  Princip  der  Definition  von  Gruppen  durch  er- 
zeugende  Operationen,  deren  Bedeutung  gar  nicht  specificiert  ist,  zwischen 
denen  aber  gewisse  Relationen  vorgeschrieben  sind,  ist  nach  deni 
Vorgang  von  Cayley*)  durch  Dyck  fur  die  Gruppentheorie  des 
naheren  dargelegt  worden**).  Insbesondere  ist  unser  gerade  gewonnener 
Satz  fiir  die  Specialfalle  n  =  2;  3,  4?  5  auch  explicit  an  citierter 
Stelle  von  Hrn.  Dyck  abgeleitet  worden.  Wollen  wir  also  diesen 
Satz  kunftighin  als  den  Ztye&'schen,  Satz  bezeichnen. 

Das  besondere  Interesse,  welches  diesen  ersten  Fallen  n  =  2,  37  4,  5 
anhaftet,  ist  darin  begrundet;  dass  hier  die  aus  S'?  T'  entspringenden 
Gruppen  endliche  sind  und  bez.  den  Dieder-,  Tetraeder-?  Oktaeder-  und 
Ikosaedertypus  zeigen.  Das  muss  man  aucu  auf  directeni  combinato- 
rischen  Wege  einsehen  konnen,  wie  wir  hier  fiir  n  =  3  thatsachlich 
ausfiihren  wollen.  Indem  wir  der  Kftrze  halber  die  oberen  Indices  in 
der  Bezeichnung  der  Operationen  fortlassen,  mogen  uns  irgeud  zwei 
gleichartige  Operationen  S  und  T  gegeben  sein,  welche  keinen  auderen 
Eelationen  als 

(2)  8B  —  1,     T2  =  1,     OST)3  =  1 

geniigen.  Die  dritte  Relation  schreiben  wir  sogleich  noch  niit  Hilfe 
der  zweiten  und  ersten  in  die  iieuen  Formen  uni 

(3)  STSFS  —  T,      STS  =  TS2  T 

und  wollen  nun  die  aus  S  und  T  zu  erzeugende  Gruppe  G  berstelleu. 
In  &  wird  sicher  die  Operation  B  =  S-~1TS  =  S*TS  auftreten,  die 
als  mit  T  gleicliberechtigt  von  der  Periode  zwei  ist.  Dabei  ist  JB  von 
T  verschieden;  denn  ware  S2TS=T,  so  hatten  wir  die  Relation 
TS*TS  =  1.  Auf  Grund  von  (3)  und  (2)  setzt  man  letztere  Gleichuiig 
aber  sofort  in  STfiH1™!  urn,  welche  sicher  nicht  bestehen  kann, 
da  linker  Haud  eine  mit  T  gleichberechtigte  und  also  von  der  Iden- 
titat  verschiedene  Operation  steht.  Indem  wir  weiter  RT  bilden, 


*)  Man  soho  desaen  Arbeit  »Tlw  tUeory  of  groups"  in  Bel.  1  des  American 
Journal  of  Mathematics  (1878). 

**)  Of.  Grruppeniheoretische  Studien,  Math.  Ann.  Bd.  20,  p.  1  (1882). 
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liaben  wir  eine  neue  Operation  der  Periode  zwei  gewonnen;  denii  zu- 
folge  (3)  und  (2)  1st 

(ETf  «-  8  -  STSTS  •  STST  =  S  -  T-STST=  1. 

Dementsprechend  1st  ET  =  (RT)-1  =  T^R-*  =  TR}  d.  h.  R  und  T 
sind  niit  einauder  vertausclibar.  Es  ivenlen  also  die  vier  Operationen 
I,  R,  T,  RT  fur  sicli  eine  G±  lilden,  die  ersiclitlich  den  Vierertypus 
besit&t. 

Die  gewonnene  (r4  ist  nun  niit  der  Operation  S  verfcauschbar.    In 
der  That  wird   T  durch  S  in  R  transformiert,    wie   wir  schon   oben 
saken.     Weiter  aber  folgert  man  unter  Anwendung  von  (3) 
8-iRST  =  S  •  TS2T  =  8*TS  =  R} 

so  dass  S'~1RS  =  RT  wird.  Durch  Benutzung  dieser  schon  gewon- 
nenen  JJesultate  folgt  dann  drittens 

8~1BTB  =  S-tRS  •  8-*-T8  —  RTR  =  T, 

so  dass  wirkKch  S~iG4sS=  Gr^  und  demnach  auch  S—^Gr^S2  =  6r4  zu- 
trifft,  was  wir  auch  8^^  =  &&S,     S^Gr^^  G^S2  sehreiben  konnen. 
Man  bilde  sich  nun  die  Operationen: 

1,  T  ,  R  ,  RT  , 
8,  TS,  RS,  RTS, 
RTS*. 


Zufolge  der  gerade  bewiesenen  Gleichungen  S(?4  =  G±S,  •  •  •  zeigt  man 
sofort,  dass  dieselben  eine  Gruppe  bilden.  Dabei  konnen  aber  keine 
zwei  der  aufgeschriebenen  zwolf  Operationen  identisch  werden;  unsere 
Gritppe  muss  vielmeJir  eine  6r12  dw  Ordnung  tswolf  stin,  da  sie  ja  sowohl 
eine  6?3,  als  eine  G±  in  sich  enthalt.  Aufs  leichteste  erkennt  man 
nun  weiter,  dass  6r12  den  Tetraedertypus  besitzt,  indein  man  die 
cyclischen  Untergruppen  der  (r12  studiert.  Wir  wollen  dies  hier  ins 
einzelne  nicht  weiter  ausfuhren. 

§  3.    Nichtcyclisch©  Untergruppen  der  Gq(qZ_^  und  ^^s-!)? 

2 

an  denen  sicb.  eine  GtJ  beteiligt. 

Nach  diesen  vorbereitendeu  Entwicklungen  kehren  wir  zu  unserer 
Hauptaufgabe  zuruck,  die  in  der  Gq(^_l}  enthaltenen  nicht-cyclischen 

2 

Untergruppen  namhaft  zu  machen.  Wir  ziehen  dabei  zuvorderst  die 
((?  +  1)  gleichberechtigten  cyclischen  Gq  heran,  urn  von  ihnen  aus 
unsere  gewohnte  Schlussweise  zu  beginnen.  Als  eine  von  (#  +  1) 
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gleichberechtigten  ist  z.  B.  die  aus  der  Substitution  S  entspringende 
Gq  vertauschbar  im  ganzen  mit  ~  :  (q  +  1)  =  ^~  Opera- 
tioneii,  die  eine  G  (  —1,  bilden.  Wie  wir  schon  oben  erfuhren,  sind 

2 

dies  die  Operationen  mit  durch  q  teilbarera  y: 

(1)  o'  =  g<P  j"t    ,     (mod.  q), 

& 

und  wir  werden  demzufolge  sehr  leicht  erkennen,  welche  cyclischen 
Untergruppen  ausser  der  schon  genannten  Gq  in  der  Gq(  ^  enthalten 

2 

sind.  Da  haben  wir  zuvorderst  die  aus  der  Operation  (1)  p.  429  zu  er- 
zeugende  G  _±  dainit  aber  auch  die  mit  ihr  gleichberechtigten  Gruppen 

£?(*)_  t  =  S~VG  _!#",         v  =  0,  1,  2,  •  -  -,  (q  —  1). 
_____  «__ 

Keine  zwei  von  diesen  Gruppen  konnen  identisch  sein;  es  ware  sonst 
G  _t  mit  einer  von  der  Identitat  verschiedenen  Potenz  von  S  und  also 

auch  mit  8  selbst  vertauschbar,  was  nicht  der  Fall  ist.  Die  Gruppe 
&  (9— i)  setet  swh  sonach  aus  einer  eiwgelnen  Gq  und  gewissen  q  gleicli- 

2 

bercclitigten  G  _x    msammen,    welche    Gruppen    in    der    That    gerade 

2 

^  7"  verschiedene  Operafcionen  liefern.  Da  aber  nur  eine  Gq  in  der 
G  ,  wlj  enthalten  ist,  so  schliessen  wir  sofort:  Es  giebt  in  der  G  ^_^ 

insgesamt  gerade  (#  +  1)  gleiclibereclitigte  Untergruppen  G  (     ^  bezeich- 

2 
neter  Structur. 

ffier  reihen  wir  sogleich  weitere  nicht-cyclische  Untergruppen  an, 
die  in  den  G  ,     ^  enthalten  sind.     In  ieder  G     ,  war  eine  G     -  ent- 

q(q — 1)  J  q  —  1  <j— -1 

"2  2  iio 

halten  fur  jeclen  Teiler  tf  von  g"7-,  der  <  ^-"T  ist.  Dementsprechend 
giebt  es  in  jeder  G  (  _^  eine  G  (  _1)3  welche  alle  Subst^tut^on&^  enthalt: 

2  Wa 


Q 


f       , 
(mod. 


unter  a  wie  auch  friiher  eine  primitive  Wurzel  von  q  verstanden.    Aber 

man  bemerkt  leicht;  dass  es  in  der  einzelnen  G  /«_;n  hieriiber  hinaus 

_ 
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niekt  noeli  weitere  Untergruppen  giebt,   an  denen  sicli  die  beziiglicke 
Gq  selbst  beteiligt. 

Slermit  sind  nun  iiberliaupl  alle  Untergruppen  erschopft,  an  denen  sicli 
Operatiotien  cler  Periode  g  "beteiliyen.  Sollte  nanilick  die  Operation  S  iioeh 
ineiner  von  den  nun  erwahnten  verscliiedenenUntergruppe  G  von  Gr  /f2__1) 

vorkominen,  so  miisste  in  G  wenigstens   eine  Operation  F=  (    ; 

V; 

niit  nicht   durch  q  teilbarem  y  vorkoninien-,   anderenfalls   ware  ja   G 

1—  a         1—  -J 

in  der  6fff(tf-1)    entlialten.     Mit  B  und   7  ist  in  G  aucli  S  Y   VS  Y 
_ 

"f  —  _  /v       "f          A 

entlialten  ?   wobei  wir  wie  iiblicli  unter  —  -  —  ?  --  diejenigen  ganzen 

Zalilen  nieinen,   die;  niit  y  multipliciert;  mod.  q  bez.  die  Reste  1  —  «, 
1  —  d  geben.     Aber  es  ist  zutblge  leicbter  Reclinung 


(mod.  jr). 
Weiter  finden  sich  mit  der  so  gewonnenen  Substitution  in  G  auck 


(mod.  q). 
V8~ 


Die  Grupj^e  <?  entkalt  deninach  S  und  T  und  ist  also  die  Gesamtgruppe 
Q-     selbst- 


Wir  gedenken  bier  auch.  noch.  der  homogenen  Gruppen,  welcke  obigen 
g—  i)  durck  ^en  liemiedrischen  Isomorphisnius  zugewiesen  sind.    Es 


warden  dies  offenbar  Gq(2—i)  sein,  und  cler  obea  besonders  betrach- 
teten  Gq(q_^  entsprickt  speciell  die  G^^^  der  Operationen 

\ 

o/  ^  ^OJL  +  l3a)27     0)2'  ^  a""1^,     (mod.  g[). 

Die  Gruppe  dieser  Substitutionen  benennt  man  anderweit  als  metar 
cydisctie  Gruppe*}.  Wollen  wir  kier  diesen  Nanien  tibernekmen  und 
dann  iiberkaupt  unsere  (q+  1)  gleickberecktigten  (?2(ff—  i)  als  die  ineta- 
cycliscken  Untergruppen  der  komogeneu  GQ(<f—i)  bezeichneu.  Ent- 


*)  Man  sehe  die  Note  in  ,,Ikos/*  p.  12. 
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sprechend  sollen  die  nicht-hoinogenen  G  (  _^   als  die  lialbmetacydisclien 

i 
Untergruppen  der  Gq{q^_^  bezeichnet  werden. 

2 

Die  daniit  eingefiihrten  Namen  braucht  man  gelegentlich  aucii  fur 
die  G  _l}  resp.  fiir  die  entsprechenden  nicht-homogenen  6r  (  1}.  Da 

a  2ff 

wir  indessen  kunftig  zumeist  nur  mit  den  G  (      ^  bez.  G-  (      ^  zu  thun 

i 

haben,   so   werden   wir  von  dieser  Erweiterung  der  eben  eingefiihrten 

Bezeichnungsweise  abselien. 

§  4.  Die  halbmetacyclischen  Untergruppen  bei  beliebiger  Stufenzahl  n. 

Die  lialbrnetaeyclischen  Gr     _1)  fiihren  zu  den  wichtigsten  nicht- 

i 

ausgezeichneten  Congruenzgruppen  ^ter  Stufe,  die  iiberhaupt  existieren, 
und  wir  werden  spaterhin  auch  die  entsprecnenden  Congruenzgruppen 
bei  zusammengesetzten  Stufenzatlen  gelegentlich  gebrauehen  mtissen. 
Wollen  wir  also  gleich  hier  die  dazu  erforderliche  Untersuchung  fiir 
beliebige  Stufenzahl  n  =  {Tffi^ffa^  '""  einschalten. 

Vorerst  niogen  einige?  auch  in  der  Zahlentheorie  in  Gebrauch  be- 
findliche  Zeichen  erklart  werden,  die  wir  hier  und  spaterhin  gelegentlich 
benotigen.  In  tiblicher  Weise  setzen  wir: 


welches   bekanntlich  die  Anzahl   der  zu  n  relativ   primen  Zahlclassen 
mod.  n  ist.     Des  weiteren  aber  schreiben  wir: 

(2)  '  «,(»)_ 

so  dasa  sich  der  Index  der  homogenen  Hauptcongruenzgruppe  niBT  Stufe 
2p(n)  in  der  folgenden  Weise  darstellt:  • 

(3)  2p(n)  —  nv(n)tf(»). 

Betrachten  wir  nunnaehr  die  nicht  -  homogene  Substitution  8 
modulo  n,  so  erkennt  man  sofort,  dass  Sn  die  niederste  ihrer  Potenzeri 
ist,  die  mit  1  congruent  ausfallt.  Innerhalb  der  zur  ni6n  Stufe  ge- 
horenden  G-^^  ist  sonach  S  die  Erzeugende  einer  cyclischen  Unter- 
gruppe  Gn  der  Ordnung  n.  Nun  sei  V  eine  mit  dieser  Qn  vertausch- 
bare  Operation  der  G>(n);  so  soil  es  gelten,  die  Gestalt  dieser  Substi- 
tution F  in  Erfahrung  zu  bringen.  Die  notwendige  und  hinreichende 
Bedingung,  welcher  V  gentigen  muss;  ist  die,  dass  S  durch  F  in  irgend 
eine  Substitution  Sv  der  Gn  transformiert  wird:  V~iSV^Sv)  (mod.  n). 


der  znr  Primzalilstufe  q  gehorenden  Grappe  Grq(^_±r  461 

2 

Wir  reelmen  diese  Congruenz  aus  und  spalten  sie  in  iiblicher  Weise 
unter  Aufnahme  eines  Factors  e  =  +  1  in  die  vier 

l+yd  =  e,     l—y6==e,     —  f  =  0,     <52  =  ev. 

Indera  wir  w>4  annehmen,  folgt  durch  Addition  der  beiden  ersten 
Congruenzen  e  =  +  1?  so  dass  sieh  diese  Congruenzen  sofort  auf  yd  =  0 
kiirzen.  Multiplicieren  wir  die  so  gewonnene  Congruenz  mit  a  und 
addieren  zu  derselben  die  dritte  jener  vier  eben  geschriebenen  Con- 
gruenzen, nachdem  wir  sie  mit  ft  multiplicierten,  so  folgt 

y(cc$  —  fty)  =  y  =  0. 

Man  bemerke  iiberdies,  dass  die  Bedingung  y  =  Q  fiir  unsere  Zwecke 
hinreichend  ist;  und  dass  somit  alle  Operationen 

(4)  F(a,)  =  5E£L±J,  '(moin) 

DC, 

der  Gft(n)  mit  Gn  vertauschbar  sind. 

Um  jetzt  die  AnzaL.1  incongruenter  Substitutionen  (4)  abzuzahlen; 
berticksichtige  man,  dass  a  bier  nur  der  einen  Bedingung  zu  geniigen 
hat,  gegen  n  relativ  prim  zu  sein;  ex.  ist  also  auf  cp(ri)  Zahlclassen 
eingeschrankt;  wahrend  /3  ganz  beliebig  bleibt.  Indeni  immer  noch 
ein  gleichzeitiger  Zeichenweclisel  der  Coefficienten  von  V  ohne  Ande- 
rung  der  Substitution  V  selbst  vorgenornmen  werden  kann?  haben  wir 

in  der  G^(n)  ini  ganzen  -~nq>(n)  mit  G»  vertauscbbare  Operationen. 
Daraus  ziehen  wir  einerseits  den  Schluss,  dass  die  Operationen  (4)  in 
der  (3>(«)  eine  Untergrupge  G±  bilden,  des  weiteren  aber,  dass  es 

~n(p(n) 

im  ganzen  p(ri)  :  -^ncp(n)  «=  ^(n)   gleickbereclitigte   cydisclie  Gn   in  der 

G^n)  gielt. 

Was  nun  die  Structur  dieser  G  x  anlangt)  die  wir  iibrigens  wieder 


als  halbmetacyclische  Untergruppen  bezeichnen  werden)  so  benierkt 
man  innerhalb  derselben  ausser  der  Gn  leicht  n  gleichberechtigte 
G1  ,  welche  die  Verallgemeinerung  der  cyclischen  Gq_1  darstellen 

(iibrigens  aber  keineswegs  in  alien  Fallen  eyclisene  Structur  zeigen).  Alle 
Operationen  (4)  mit  eineai  von  + 1  verschiedenen  cc  gehoren  in  die  eine 
oder  andere  dieser  G1  ?  so  dass  also  jedenfalls  nur  die  eine  Gn  in 

der  G  l  enthalten  ist,  deren  Operationen  durch  a  —  1  charakterisiert 
sind.  Wollen  wir  daraus  noch  den  Schluss  ziehen:  Es  gielt  in  der 
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&?(*)  w»  gantieyi  ^(^)  gleicliberecWgte  Imlbmetacydisclie  Untcrgrnppen 
Gr1  d&r  Ordnung  -^-n(p(n). 

§  5.    Zerlegung  der  Mache  F  (*__^  in  g  ~     Polygonkranze*). 

2 

Zur  Prinizahlstufe  q  zuriickkehrend  konnen  wir  uns  jetzt  an  der 

Hand  der  halbnietacyclischen  Grq(g^_^  iiber  die  Gestalt  der  Flache  -F^— i) 

_  ^  __ 

einen  sehr  bequemen  TJberblick  verschaffen.     Auf  dieser  Flache  liegen 

2  -t 

im  ganzen  7~  Punkte  c,  jeder  im  Kreise  umlagert  von  q  Doppel- 
dreiecken,  die  zusammengenommen  ein  Polygon  von  q  Seiten  bilden. 
Diese  g  7*  Polygone  iiberdeckeii  unsere  Flache  gerade  einfach  und 
vollstandig;  es  ist  dies  ein  erstes,  verhaltnismassig  einfaches  Bild; 
das  wir  uns  von  der  Flache  niachen  wollen.  Um  einen  einzelnen 
unter  diesen  Punkten  c  zu  charakterisiereii,  gehen  wir  auf  die  q  in- 
congruenten  Substitutionen  zuriick,  welche  zu  den  ihn  urngeben- 

den  Doppeldreiecken  gehoren.     Ist  eitte  unter  denselben  V=  f    '  ^}, 

so  sind  sie  alle  durch  VSV  ^  (    '  ^    .         )  dargestellt,  wo  v  ein  Rest- 

V .  o  "T-  v  y/ 

system  mod.  q  durchlaufen  soil.  Da  kann  man  also  den  einzelnen 
Punkt  c  etwa  durch  Angabe  des  Zahlenpaares  a,  y  charakterisieren, 
das  den  ersten  und  dritten  Coefficienten  in  den  bezuglichen  Substitu- 
tionen VSV  abgiebt;  wir  werden  geradezu  voni  Punkte  (a,  y)  sprechen 
und  gewinnen  solchergestalt  alle  Punkte  c?  indeni  wir  a  und  y  ein 
System  mod.  q  incongruenter  Paare  nicht  zugleich  durch  q  teilbarer 
Zahlen  durchlaufen  lassen  und  dabei  immer  (a,  y)  und  ( —  a,  —  y)  als 
nicht  verschieden  ansehen. 

Nun  haben  wir  schon  oben  (p.  437)  gesehen,  class  die  einzehio  GtJ 
Fixpuokte  c  besitzt.     Dieselben  sollen  jetzt  des  naheren  fur  die 


aus  S  entspringende  G-q  angegeben  werden.    Durch  Austibung  der  Sub- 
stitution 8  geht  das  Doppeldreieck  (    ?  ^J  in  (  '      ""^    j  und  also 

der  Punkt  (cc,  y)  in  (a  +  y,  y)  uber.     Soll^  also  (cc,  y)  Fixpunkt   von 
Gq  sein;  so  muss  y  =  0,  (mod.  q)  sein;  was  iu  der  That  gerade  g~~ 

2 

Punkte  c  giebt:   Die.Fixpunkte  der  aus  S  cntspringenden  GrlJL  sind  die 
folgenden  Punkte  c: 

0) (1,  0),    (2,  0),  -  - .,  (2^1,  0)  . 

*)  Vgl.  das  p.  438  in  der  Note  gegebene  Citat. 
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Die  q  Doppeldrelecke;  welche  den  einzelnen  Punkt  c  urngeben,  denken 
wir  tins  jetzt,  wie  sie  auf  einander  folgen,  numeriert,  und  zwar  soil, 
wofern  F  die  Nummer  1  hat,  VS  die  27  VS*  die  3  etc.  bekomraen. 

Wenn  wir  also  z.  B.    am    Punkte    (a.  0)    das    Dreieck   fa  J     )    als 

v         J  \0,  «-v 

erstes  rechnen;   so  wird  fa  a_^\   zweites,    allgemein   (**   \_~ 

das  o>te  werden.     Jetzt  transformiert  8  das  Dreieck 
«,  0 

o,  « 

d.  h.  das  erste  Dreieck  wird  durch.  8  in  das  (a~2  +  l)te  ubergefuhrt. 
Fur  die  ^^  Punkte  (1)  durchliuft  aber  a^2  gerade  die  ^111  qua. 

dratisclaen  Reste  von  q.  Wenn  also  hier  der  Ausdruck  gestattet  ist; 
Substitution  S  bedeute  eine  ,;Drehung"  jedesmal  der  #  Doppeldreiecke 
um  den  einzelnen  Pixpunkt  c*)?  so  tvird  die  Geschwindigkeit  dieser 

Dreliung  fur  Jceine  8wei  ttnter  den  g  T"     Fixpunhten  (1)  die  naniliclie 

sein.  Setzen  wir  vielinenr  als  Masseinheit  die  beini  Punkte  (1,  0) 
stattfindende  Geschwindigkeit  au,  so  werden  die  Geschwindigkeiten  bei 

«    _    ^  g    _    -t 

den  =-5  —  Punkten  (1)  gerade  durcli  die  =-5  —  ganzen  Zahlen  gemessen 

sein?  welche  die  ineongruenten  quadratisclien  Reste  der  PrimgaJil  q  dar- 
stellen. 

Gehen  wir  nun  von  den  q  Doppeldreiecken  F£v  =  (    '  ^  T  ^   )  zn 

den  a  nach  aussen  liin  benachbarten  Dreiecken  VSV  T  =  (  ^   ,        ;  )  . 

a  \o  +  vy,  —  y/  ' 


so  werden  keine  zwei  derselben  ilire  Ecke  c  gemeinsani  haben.  Wir 
konimen  vielmehr  solchergestalt  zu  q  neuen  Punkten  (/3  +  Va9  8-{-vy), 
welche  ersichtlich  mit  ihren  aus  je  q  Doppeldreiecken  bestehenden  Polj- 
gonen  das  innere  Polygon  um  (a,  y)  rings  umschliessen.  In  Fig.  90  (p.  464) 
ist  solches  fiir  den  Specialfall  q  =  7  dargestellt,  vermoge  dessen  man 
sich  leicht  auch  ini  allgemeinen  Fall  die  Verhaltnisse  veranschaulicht. 
Wollen  wir  den  Kranz  der  (q  +  1)  Polygone,  der  sich  solchergestalt 
um  den  Punkt  (cc,  <y)  symmetrisch  anordnet,  kurz  als  einen  Polygon- 

*)  Man  vergesse  hier  nicbt,  dass  eine  der  Transformationen  unserer  Placlie 
-F  (  2__i)   in    sich.   bei   bSherem  Geschlechte  p    sich   nicht  durch  continuierliclxe 

2 

Verschiebung  der  Flache  in  sich  bewerkstelligen  lasst;  das  Wort  ,,Drelxung"  wird 
also  im  Texte  nur  in  iibertragenem  Sinne  gebraucht. 
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,_1 


kran&  bezeichnen   und  insbesondere  die  um  die 


Punkte  (1)   ge- 


legenen  Polygonkranze  dieser  Art  in  Rucksicht  zielien.   Urn  das  Polygon 
mit  clem  Mittelpunkt  («;  0)  lagern  sich  rings  die  q  Poly  gone  mit  den 


Fig  90. 

Mittelpunkten  (0,  er"1),  (1,  a"1),  •  •  *>  (q —  1?  a""1)-  Man  sielit  also: 
Zu  den  ^r~  unter  (1)  genannten  Punkten  c  gehoren  ebensoviele 
Polygonkranze,  von  denen  Jceine  $wei  ein  Polygon  gemeinsam  haben.  Da 
es  aber  nicht  niehr  als  =~r —  Polygone  zu  je  q  Doppeldreiecken  giebt, 
so  werden  jene  g  ~  Polygonkranze  gerade  alle  •  ^  Doppeldreiecke 

der  Flaehe  Fq(<^_^  erschopfen.    Wir  konnen  demgemdss  den  (q~{-  1)  gleicJi- 
2 

'berechtigten  Gr^  entspreeliend  die  game  Dreieclcsteilung  der  Fldclie  F(,^_  1) 

auf  (q  +  1)  verschiedene  Arten  aus  ^~^~  PolygonJcrcingen  in  "begeielmeter 
Weise  anfbauen. 

Gedenken  wir  endlich  noch  der  cyclischen  G  _1?  die  in  der  zur 

_~~ 

betrachteten  Gg,  gehorenden    ffff^—1)   enthalten    sind.     Die   Operation 

i 

F(o)  EE:  a-^~^-  -  (unter  a  eine  Primitivwurzel  von  q  verstanden)  trans- 
formiert  zufol^e  leichter  Rechnung  den  Punkt  fee,  0")  in  (ace,  0).  Wir 
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2 

schliessen   sofort:    Sei  AusfuJirung  der  Operationen  einer  der  q  Ider  in 
Betracht  Ttommenden  Gti_l  permutieren  sicli  die  ^j~  Puvkte  (1)  unter 

ewander    und    swar    cycliscli.      Eine    sehr    anschauliche    geometrische 
Deutung    dieses    Satzes    gewinnen    wir    baldigst,    nachdem    wir   nodi 

imher    die    Beziehung    der    ^~:—    gleichberechtigten    Gr(  —1    zu    den 

2 Symnietrielinien   der  Flache  F  (*__^  der  Discussion  unter- 

_____ 

worfen  haben,  was  im  ubern'achsten  Paragraphen  gescliehen  soil. 

Man  veranschaulicne  sich.  die  besprochenen  geometriscben  Ver- 
lililtnisse  insbesondere  in  den  Specialf alien  q  =  5,  7.  Fiir  den  ersteren 
ist  Fig.  30,  p.  105  oder  auch.  deren  stereographische  Projection  auf 
die  Kugeloberflache  Fig.  31,  p.  106  heranzuziehen,  wo  man  nun  in 
der  That  muhelos  den  ganzen  Complex  der  sechzig  Doppeldreiecke  in 
zwei  Polygonkranze  unserer  Art  zerlegt  (und  zwar  auf  sechs  verschie- 
dene  Weisen).  Fiir  den  Fall  q  =  7  ist  bereits  soeben  in  Fig.  90  ein 
einzelner  Polygonkranz  niitgeteilt;  aus  drei  solchen  wird  sich  die 
ganze  Flache  F1G8  aufbauen. 

§  G.    Die  in  der  G  ^__^  entbaltenen  Untergruppen  vom  Biedertypng. 
2 

Indem  wir  jetzt  zu  den  ubrigen  cyclischen  Untergruppen  der 
^,(,1—1)  vorgehen,  zeigt  sich  auch.  an  dieser  Stelle  die  vollige  Ana- 

""2 
logie  der  G     ^  mit  den  Gq+^.     Wir  konnen  diese  zweierlei  Gruppen 

geradezu  zusammenfassend  als  die        ^ —  gleichberechtigten  Grt  +1  be- 


zeiclmen  und  wollen  dann  unsere  folgenden  tJberlegungen  sowohl  auf 
das  obere,  wie  das  untere  Zeichen  einzeln  beziehen. 

Da  die  einzelne  Cr  +  1  eine  unter  g^"   ^  gleichberechtigten  Unter- 


grnppen  ist;  so  wird  sie  insgesaint  mit 

g(g2-i)  .  ff(fl  T  i)  _  a    ,    i 

2         •  ~"2       ""  q  =t  *• 

Operationen    der   G  ((Z^^   vertauscbbar    sein;    die    alsdann    eine 
„ 

bilden.    Aus  §  4  des  vorigen  Kapitels  (p.  428  u.  £)  kennen  wir  als  Bei- 
spiel  einer  Cr^—i  diejenige  der  Operationen: 

Klein-  Fricke,  Modulfunctionen.  30 
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m  «?*<V)  =  —       Votf  (to)  =  "  a~ ' ,   (mod.  g)  , 

W  v   y        a— v;       -     v    y          aro 

wahrend  wir  entsprechend   das  Beispiel   einer  #2+i  unter  iinaginarer 
Gestalt  angeben  (cf.  p.  432  u.  f.) : 

aV  fe  ^  B  ?r  /•  1  N 

(2)  wv(£)  =  — ,     Wotted)  ^  ~     r    , ,  (mod.  2) . 
v^;  w       ^— T^       -     ^>       BJ""*-g 

Erinnern   wir    daneben    an   die    auch    irn    rorigen   Eapitel    schou    be- 
nutzten  Congruenzen: 

(3)  v9vvv  =  #"~%     w*wvw%  =  i>0~~v  9  (mod.  q) . 

Die  einzelne  der  so  gewonnenen  Untergruppen  Gq±i  enthalt,  wie 
man  sieht,  neben   einer  eyclischen  (rg±1  nur  noch  £-==-  Operationen 


der  Periode  zwei.    Das  ist  aber  gerade  der  Typus   der  Diedergruppen 
(cf.Jkos."  p.  10  u.  £);  wir  werden  also  sagen:  Es  giebt  in  der  G^_^ 

2 

gleicliberechtigte  Diedergmppm   G-q-i,   sowie  g(g^1}  ebensolchc 


Qruppen 

Von  den  Zahlen  ^-y-i  ist  die  eine  gerade,  die  andere  ungeracle, 
nnd  dementsprecliend  ist  die  gegenseitige  Stelhmg  der  Operaiionen 
der  Periode  zwei  in  der  Diedergruppe  &q—i  eine  ganz  andere  als  in 
der  (?ff+l.  In  der  G-q±i  mit  ungeradem  ^=i  giebt  es  tiberhaupt  nur 
g:i=:1  Operationen  der  Periode  zwei;  die  sicher  innerhalb  der  Gesamt- 
gruppe,  aber  auch  schon  innerhalb  der  Diedergruppe  (?ff±i  gleich- 
bereehtigt  sind.  In  der  G-q±i  mit  geradem  ^-^  ist  zuvorderst  eine 
innerhalb  eben  dieser  Grq±i  ausgezeichnete  Operation  der  Periode  zwei 
enthalten,  die  von  der  eyclischen  6rff±1  geliefert  wird;  des  weitereii 

~~" 


aber  finden  sich  noch  zwei  Systeme  von  je  ^  gleiehbereclitigten 
Operationen  der  Periode  zwei,  welche  beide  wohl  innerhalb  der  Ge- 
samtgruppe,  aber  keineswegs  innerhalb  der  O-s±i  gleichberechtigt  sind. 
Es  sind  das  sehr  bekannte  Satze  uber  die  Structur  der  Diedergruppe, 
Da  sie  indessen  an  vorhin  citierter  Stelle  (,,Ikos/c  p.  10  u.  f.)  geometrisch 
auf  Grund  der  diedrischen  Kugelteilung  abgeleitet  sind,  so  mag  es  ge- 
stattet  sein,  hier  noch  einen  abstracten  Beweis  derselben  einzuschalten. 
Aus  (3)  folgt  sofort  fr^i**  =  v^v  .  Ist  nun  ^-^  ungerado,  so 
durchlliuft  2i/  mit  v  ein  Restsystem  mod.  ^y^,  und  es  wird  v%  demnach 
v.ormoge  cler  ^^  Operationen  vv  geracle  in  sSmtlichc  Operationen  v%vv 
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if 

transformiert     Ist   andrerseits   q~     gerade,  so  wird  die  Operation  der 

Periode  zwei  v  4    durch  alle  (q  — -  1)  Operationen  (1)?  wie  wir  ja  schon 
von  friiher  her  (p'.  430)  wissen,  in  sich  transformiert.    Die  beiden  Reihen 

zu  je  — —  gleiehbereehtigten  Operationeu  sind  dannr 

9- 


V9V 


2 


•2V  9 

'/— -  «-» 

Da  ist  es  nun  nicht  moglich,  dass  v.2vv  innerhalb  der  #tf_ i  mit  metir 
als  g  4  Operationen  gleichberechtigt  ist,  weil  sie  in  der  That  mit  den 
vier  eine  6r4  bildenden  Operationen 

(f\\  1  *  t        V  V          4 

\     J  )  ?          ti         7          2 

vertaxischbar  ist*).  — 

Die  besehriebenen  Verhaltnisse  haben  nun  ihre  wichtigen  Folgen? 
falls  wir  jetzt  auch  auf  die  TJntergruppen  Bezug  nehmen  wollen?  die  sieh 
in  der  einzelnen  Diedergruppe  Grg±i  vorfinden  mogen.  Verstehen  wir 

unter  t  irgend  einen  Teiler  von  ^  ~  ,  der  indessen  jetzt  der  Be- 
schrankung  r  <  r7~~  unterliegen  soil**),  so  giebt  es  in  der  einzelneu 
cyclisehen  Gr  +1,  wie  wir  wissen,  eine  cyclische  6r  +1,  die  ausgezeiehnet 

in  der  bezuglichen  Diedergruppe  Gr<j±i  enthalten  ist.     G  +1  wird  also 


insbesondere  mit  der  einzelnen  Operation  der  Periode  zwei  v%vv 
vertauschbar  sein  und  giebt  demnach,  mit  ihr  conibiniert,  eine  6r;  +  1, 

t 
welche    man    sofort  wieder   als   Diedergruppe    erkennt.     In   der  Grtf_i 

der  Operationen  (1)  finden  sich  dergestalt  ini  ganzen  x  Gruppen  (rtj___1 

t 
dieser  Art  mit  den  Substitutionen : 

v_-i 

^    f^*,    ^3%    -  .-,    ^ar 
^  ^ 


*)  Wir  brauchen  kaum  zu  betonen,  dass  sich  fur  die  Operationen  w  die  Ent- 
wicklung  genau  so  gestaltet. 

**)  Der  ffir  das  eine  der  beiden  Zeichen  eintretende  Teiler  t  ***    -=7—  verlaugt 

besondere  Untersuchung,  die  in.  §  8  folgt, 

30* 
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wobei  k«,  eine  Zabl    ans    der  Reibe  p  =  1,   2,  •  •  -,  r   sein   soil.     Wir 
wollen'bier   sogleich    entscbeiden,    ob    diese  t  Gruppen  gg_1   in   der 

t 
Gr    „_     gleichberechtigt  sind  oder  nicbt.     Sollen  wir  eine  derselben  in 

~~H 
eine  andere  transformieren,  so  wird  dabei  offenbar  die  cyclische  gg_t  der 


2r 


in  der  ersten  Reihe  (6)  sfcebenden  Operationen  in  sich  ubergeben  niiissen; 
dann  dtefen  wir  aber  nur  die  Operationen  (1)  zur  Transformation 
anwenden,  denn  diese  allein  sind  niit  jeuer  <?fl—1  vertauscnbar.  Zwei 

"¥•*" 
imsererr  Gruppen  6r<__1,  die  innerlialb  der  Gesamtbeit  gleicbberecbtigt 

t 

sind;  sind  dies  daber  auch  scbon  innerbalb  der  fffl-i.  Hier  ist  nun  so- 
gleicb  offenbar:  Ist  -e  eine  ungerade  Zahl,  so  gehoren  die  Operationen  der 
zweiten  Reibe  (6)  zur  Halfte  in  die  erste;  zur  Halfte  in  die  zweito 
Reibe  (4);  da  sind  also  alle'r  G-(J_^  in  einander  transformierbar.  Ist 

t 

dagegen  t  gerade7  so  sind  die  Operationen  der  zweiten  Reibe  (6)  ent- 
weder  nur  in  der  ersten  oder  nur  in  der  zweiten  Reibe  (4)  enthalten; 
dann  also  haben  wir  zwei  unter  einander  nicbt  gleicbberechiigte  Systemo 

von  je  ~    gleicbberecbtigten  6r(/_1  , 

*~" 

Indem  wir  sofort  iiberblicken,  dass  fiir  die  Operationen  w  genau 
entsprechende  Uberlegungen  stattfinden,  zieben  wir  sogleicb.  die  go- 
saniten  -g(g  +  1)  (rtj±i  in  Betracbt.  Offenbar  baben  wir  das  Resultat 
namhaft  zu  naachen:  Fur  jeden  ungeradm  T&il&r  *  <-~~£—  ^on  ff-=j- 

es  in   der    &g(g*^l}   i™  ganzen   Hl^i^    gleicliberecUigte    Unter- 
_ 


gruppen  (?,/  +  1  vom  Diedertypus;  fur  jeden  geraden  Teiler  t  <  a«-     von 


_ 


wir  indcs  &wei  Systeme  von  je  ?-2-"t 


Diedergruppen    Grl+l9    wel&e    leidc   abcr   tmter   einandw    nicht   yleicli- 

T 

b&rcclitigt  sind. 

%  7.     Zusammensetzung  der  Polygonkranze  zur  Fl^che  J^/0/,_i;>. 

y 

An  die   soeben    gewonnencn  Diedorgruppon  Cr,j~.i    schliesson  wir 
jetet  einige  geoTDotriacho  Entwicklmigen,  welcho  nns  itisonclerheit  oin 


tier  zur  Piimzahistufu  q  gehurenden  Gruppe  (J-f  (,  u_3r  46D 

2 

aelir  ubersiclitliches  Bild  der  Flache  F  ^        liefern  werden.    Bs  zeigte 

•> 

sich  seiner  Zeit;   dass  die   Spiegelung  A  gerade  nur  mit  den  (q  —  1) 
imter  (1)  p.  466  stelienden  Operationen  erster  Art  vertauselibar  war.    Die 

in   der  erweiterten  6ry^_1)  vorgefundenen   Spiegelungen  sincl 


solcherweise  den  wl  )  gleichbereehtigten  Diedergruppen  Crtf_i  ein- 
deutig  zugeordnet,  was  wir  nun  geometrisch  in  iibersichtlichster  Weise 
durcli  Ruckgang  auf  die  ^  Symnietrielinien  der  JPJ  .^  deuteu. 

2 

Wir  verfolgen  hier,  der  Ktirze  wegen,  nur  den  einfaclisten  Pall  <:Z=1; 
ffir  welclien  die  %  Syrnmetrielinien  in  dem  Sinne  eindeutig  deii 
(J--~2  —  <?ff—  i  zugewiesen  sind,  dass  die  einselne  Symmetrielinie  durcJi 

die  (q  —  1)  Operationen  der  leziigliclien  Grg—i  und  durcli  Jceine  iceiteren  in 
sicU  iibergefiflirt  wird.  Dabei  tritt  denn  der  Diedertypus  der  ^—i  ants 
deutlicliste  zu  Tage:  Den  Substitutionen  der  in  der  G-y—i  enthaltenen 
cyelisclien  6r^_l  entsprechen  solehe  Transformationen  der  Symmetrie- 

"a  "" 

linie  in  sich;  welche,  die  Syrmnetrielinie  fur  sich  betrachtet,  durcli 
contiuuierliche  Verscliiebungen  derselben  in  sich  bewerkstelligt  werden 

konnen  (cf.  Fig.  89  ;  p.  377).  Den  ^~-  Operationen  der  Periode  zwei 
aber  kommen  solclie  Transformationen  der  Symmetrielinie  in  sich. 
zu,  welche  wir  im  entsprechenden  Sinne  als  Umklappungen  der- 
selben jedesmal  um  zwei  auf  ihr  diametral  gelegene  Punkte  a  be- 

zeichnen   werden.     Auch   fur    den  Umstand,   dass    bei  geradern  g  ~ 
die    gemeinten    Operationen    der   Periode    zwei    in    zwei   verscliiedene, 
nicht  gleichberechtigte  Classen  zerfallen;  wird  man  aufs  leichteste  durcli 
blossen  Anblick  der  soeben  genannten  Figur  die  geometrische  Inter- 
pretation auffinden. 

Auf  Grund  der  inzwischen  fiir  die   cyclischen  Grq_1  gewonnenen 

"^~" 

Kesultate  konnen  wir  jetzt  die  geonietrischen  Betraclitungen  des  vor- 
letzten  Paragraphen  in  wichtiger  Weise  erganzen.  Dort  zerlegten  wir  der 

einzelnen    Crq((f_^    entsprechend   die    ganze   Flache   F^^^   in    2JZ_ 

.  ^  g 

Polygonkranze,   welche  fiir  die  damals  besonders  betrachtete  Crfj(ff__l} 

g 
die  Mittelpunkte  (a,  0)  hatten.     Indena  wir  an  dieser  Gruppe  Crq((^^ 
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der  Operationen  c/  =  KC*      P  auc]1  jjjer  uocn  festhalten,  sind  es  nun 

gerade  die  3  durch  den  Mittelpunkt  (1?  0)  des  ersten  Polygonkranzes 

ziehenden  Symmetrielinien,  welche  den  q  in  der  G-  ^^^  enthaltenen  cy- 

_ 

clischen  Untergruppen  6r  _t  in  soeben  bezeichnetem  Sinne  zugewiesen 

*  ~^~~ 
sind  5  in  der  That  sahenwir  schon  oben(p.449);  dass  zu  der  das  Ausgangs- 

Doppeldreieck  lialbierenden  Symmetrielinie  die  G  —1  der  Operationen 


2 

* 

CC  03 


vl  (o>)  =:  ~~r  gehort.     Erimiern  wir  uns  ferner  nocli,   dass  durch  die 
& 

Operationen  der  in  der  G  (  ^   enthaltenen   Gruppeu   G     1  die  g  0 

2  "~2~ 

Mittelpunkte  (a,  0)  der  Polygonkranze  unter  einauder  cyclisch  per- 
mutiert  warden,  so  entspringt  unter  Rticksichtnahme  auf  die  inzwischen 
erkannte  geometrische  Bedeutung  der  6r  _1  nachfolgeuder  Satz:  Die  ^ 


iw  JRe^e  stelienden  Symmetrielinien  Jiaben  nicht  nur  in  (l;  6) 

Ke^  gemeinsamen  Schnittpimkt,  sondern  sie  ziehen  alle  aucli  durcli 

(2,  0);  (3,  0).;  •  •  •,  (g~    ,  Oj;  wahrend  iibcr  diese  g"7     aZfcu  gemein- 

samen Sdmittpun'kte  liinaus  lieinc  zivei  derselben  sicli  sonst  noch  treffen. 
TJmgekehrt  aber  folgern  wir  hieraus:  Langs  der  em#elnen  dieser 

Symmetrielinien  erscheinen  die  ^~~  Polygonkmnzej  tuelche  wir  ini  vor- 
letzten  Paragraplien  mi  die  Mittelpunkte  (a,  0)  anordneten,  gleielisam 
tvie  ^  ~  auf  eine  gescMossene  Kette  gereihte  Glieder.  Wir  gewinnen 
auf  diese  Weise  eine  sehr  lebendige  Vorstellung  von  der  Gestalt 
der  -F^^x,  zumal  wenn  wir  die  Entwicklungen  von  p.  463  it.  f. 

2~~ 

hinzunehmen?  imd  man  versaume  nielit,  auch  hier  wicderum  die  fur 
die  Specialfalle  q  =  5,  7  fruher  mitgeteilten  Figurcn  zur  besonderen 
Veranschaulichung  des  gerade  gowonnenen  Satzes  zu  verwerten.  Da 
sich  librigens  im  allgenieinen  Falle  die  JP  (,2_1v  auf  (2  +  1)  verschiedenc 

2 

Weisen  in  je  ~^-    Polygonkranze  spalten  lasst,  und  andererseits  durch 

den  einzelnen  Mittelpunkt  (a,  y)  im  ganzen  2  Symmetrielinien  hin~ 
durchziehen;  so  wird  sich  die  gekennzeichnete  Anordnung  der  J/T/,»_1) 

2 

in  eine  Kette  von  Polygonkranzen  im  ganzen  auf  tf(tf+  1)  verschiedene 
Weisen  bewerkstelligen  lassen.  Die  einzelne  der  ^-jt-~'  Symmetrie- 
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linien  wircl  also  irnmer  bei  zwei  versckiedenen  unter  diesen  q(q  +1) 
Anordnungen  zur  Verwendung  koinmen.  In  der  That  liegen  ja  aucli 
auf  der  einzelnen  Symmetrielinie  (q  —  1)  Punkte  c,  von  deuen  die 
Halfte  bei  der  einen,  die  andere  Halfte  bei  der  audereu  fiir  diese 
Symmetrielinie  in  Betraelit  kommenden  Anordnimg  die  Mittelpunkte 
der  Polygonkranze  liefert. 

§  8.     Die  in  der  G-(j(q~_l}  enthaltenen  Vierergruppen. 

2 

(Inter  den  beiden  Zaklen  (q  +  1)  ist  q  —  (—  )  die  clurcli  4  teil- 
bare,  und  also  haben  wir  innerhalb  der  Diedergruppen  G      ,   n   eiiie 

H—  ) 

ausgezeiclmete   Substitution   der  Periode  zwei,    die   wir  jetzt  kurz   K 

nennen,  sowie  zwei  Systeme  von  je  -r\q  —  ("""")  I  gleichbereentigten 

Substitntionen  der  Periode  zwei.  Ist  F/  irgend  eine  der  letzteren  Sub- 
stitutionen*),  so  sind  V%  und  F2'  mit  einander  vertausckbar  und  also 
ist  F2F/  wieder  eine  Substitution  der  Periode  zwei,  T^",  die  sick  natlir- 
lick  gleickfalls  in  der  gerade  vorliegenden  G  ,  1N  vorfiiidet.  Infolge 


der  Oongruenz  F2  F2'  ^  F3"7  (mod.  q)  bemerkt  man  aufs  leickteste, 
dass  die  vier  Operationen 

(i)  i,  y-2,  r;,  F2" 

flir  sick  eine  Untergruppe  G±  der  G  .^^  bilden,  die  ersicktlich  den 

2 

Vierertypus  besitzt**).  Auf  der  anderen  Seite  kann  F2  jedenfalls 
iiur  mit  einer  solcken  Operation  der  Periode  zwei  eine  Vierergruppe 
erzeugen,  mit  der  sie  vertausckbar  ist;  das  sind  nun  aber,  wie  wir 
sckon  aus  vorigem  Eapitel  wissen,  gerade  nur  die  in  der  G 


enthaltenen  Substitutionen  der  Periode  zwei,  und  wir  werden  also  auf 
dem  bezeichneten  Wege  zur  Kenntuis  aller  in  der  G{j[(qn__l}  entkaltenen 

2 

Vierergruppen  gelangen. 

Beackte  man  weiter,  dass  es  offenbar  innerkalb  der  einzelnen  G      ,   j 


ini  ganzen  ~-  [q  —  (  -  JJ  Vierergruppen  giebt,  an  denen  sich  F2  be- 

*)  Es  ersckeint  zweckmiissig,  hier  die  Periode  der  einzelnen  Substitutionen  F 
als  unteren  Index  an  F  anzuhlingen. 
**)  Of.  ,,Ikos."  p.  12  u.  f. 
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teiligt.    Werden  dieselben  zunlichst  innerhalb  der  6      ,   ^  alle  mit  ein- 

ander  gleichberechtigt  sein  oder  nicht?  Una  hier  vorerst  die  Voraus- 
setzung  (—~ )  —  -f-  1  ZLi  rnacheu,  so  sincl  innerhalb  der  G  ,  1. 

ganz  offenbar  alle  -.-  \</ — (~-)     Gruppeii  (?,    gleichberechtigt.  wenn 

o  4    L  V^/J  •*•  «-»/ 

F2'  und  V%'  nicht  der  uamlichen  Horizontalreihe  (4)  p.  467  angehoren; 
sie  zerfallen  indessen  in  zwei  Systeme  yon  je  -%\JL  —  ( )J  gleich- 

berechtigten  G-i}  wemi  F/3  V."  entweder  beide  in  der  ersten  oder 
beide  in  der  zweiten  Horizontalreihe  (4)  p.  467  stehen.  Dieses  Resultat 
kleidet  sieh  nun  in  iiberaus  einfache "  Form  durch.  Riickgaug  auf  die 
beiden  Congruenzen: 


Fa  =  v      4      ,     V^'^VsV      *       ,  (mod.  2). 

Wir  sprechen  das  Resnltat  gleich  auch  fiir  den  Pall  (~—  )  ^  —  1    aus 

(wo  wir  zur  Begrundung  statt  der  v  die  iv  warden  in  Betracht  zieheii 
mussen):  Der  erste  der  beiden  unterschiedenen  Fdlle  tritt  fur  un- 

gerades  -rlz  —  (  -  )J  ein9  d.  I.  fur  Primgahlen  der  Form  q  ==  8A  +  3? 
der  zweite  bei  geradem  ~±\JL  —  ("""jj?  ^-  *"•  f^r  3?rim&ahlen  tier  Form 
ff  —  8*±l. 

Machen  wir  fur  den  letzteren  Fall,  einer  sogleich  zu  ziehenden 
Folgerung  wegen,  hier  noch  auf  die  Diedergruppe  6r8  aufnierksam, 
welche  die  Substitutionen  umfasst: 


8      ,    7,  ~  v      A      ;    v 

-(v)  '-(v) 

" 


In  dieser  6?8  ist  die  6r4  der  Operationon  (1)  ausgezeichnet  cnthalteu, 
was  man  festhalten  wolle. 


Jetzt  sind  zwar  in  der  einzelnen  6r      ,    1X  ini  ganzen-i-i^  —  [mlj  | 

~  fl 


verschiedene  6^4  bezeichneter  Art  euthalten.     Wenn  wir  aber  die  ge- 
samten  -^g\jL  +  \a~J\  gleichberechtigten  G      ,1X  in.  Betracht  ziehen, 


tier  zur  rriiazaklstufe  t±  gohoi-endeu  LJruppe  Cr    a__ir 

2 

so  finden  wir  keineswegs  —  3  jj?  +  (~7~)  j  *  "V  1  fl  —  (~~)  J  —  *~  ~s~  .....  vr°r" 
scliiedene  C?A,  vielmelir  iin  ganzen  nur  -^T"""^  In  der  That  werden  wir  ja 
z.  B.  zur  6r4  der  Operationen  (1)  ein  zweites  Mai  von  derjenigen  G  ,t 

HTV 

aus  gefiilirfc;  welclie  F3'  ausgezeielinet  enthalty  und  endlick  ein  drittes 
Mai  YOU  cler  6f  ,  x.  aus^  welche  F/'  in  dieser  Weise  entbalt.  Dass 


librigens  diese        ^l'  G±  fur  (2  =  87^+3  alle  gleichbereclitigt  sincl,  1st 

nach  deu  obigen  Entwicklungen  sofort  oifenbar.     Nar  flir  den  andereu 
Fall  3  =  8/^^1  baben  wir  nocli  dartiber  zu  entsclieiden,  ob  wir  da 


unterscliiedene  Systeine  von  je  Q-7"  gleicliberechtigten  Cr±  haben, 
oder  ^ob  beide  Sjsteine?  in  der  Gesamtgruppe  Gr  (^^^  betraclitet, 

2 

gleichberechtigt  werden.  Hier  zielien  wir  den  Gesichtspunkt  heran, 
der  sicli  an  gleicher  Stelle  auch  sclion  bei  der  specielieii  Untersucliuiig 
der  zu  q  =  7  geliorenden  Cr16S  als  niitzlicli  erwies.  Ware  der  letzt- 

genarmte  Fall  cler  zutrefiende,  so  ware  die  emzelne  Gr±  als  eine  unter 
ft  i  ff~  -  -  \  *\ 

«4  —  gleichberechtigten  nur  init  deu  swSlf  Operationen  einer  (?13 

vertausclibar;  diese  (rr>  rutissfce  clann  die  Gr$  der  unter  (2)  stekenden 
Operation  en  als  Untergruppe  in  sicli  enthalten,  was  widersprecliend 

ist     Nach   alledem    haben    wir    das   Hanptresultat:    Es  giebt   in  der 

q((i*  —  .  i) 

Sitbstitntwncn  —  -   Viercr- 


Oy4;  ilieselbcn  sind  im  JTallc  q  —  Sh  +  3  tenfcr  dnander  gkidi- 
berechtigt,   wahrcnd  sic  sicfi  fur  Prmzdlilen  q  «=  8h  +  1 

einander  nicht  glcicliberecJitigte  Systeme  von  je  q    ^~ 
£r4  #erlegen. 

Hier    noch.    zwei    zusatzliche  Bcnierkungen  iiber   die  gewonnenen 
Vierergruppeu. 

Ersllich  fietonen  wir  noclimals  ausdrucklich,  dass  es  in  der  Cf^^ 


a 


ausscr  den  gefundenen  —-$£—  &&  w>$d  woch  weitere  Untergrwppen  G± 
vom  Vierertypu$  giebt.  Wir  sahen  namlich.  schon,  dass  sicli  die  emzelne 
Substitution  der  Periode  zwei  im  ganzen  an  -i-[g  —  \^~)]  Vierergruppen 

beteiligt.    Indem  wir  diese  Zahl  mit  der  Anzahl  y  %  \q  +  (-y~)J 
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&<  (,»—  i)  enthaltenen   Operatiouen  der  Periocle   zwei  multipliciereu,   er- 

2 

halten  wir  offenbar  die  dreifaclie  Ansahl  aller  in  Grg((p_^  enthaltenen 

"       2 

Vierergruppeu.    Die  Zahl  der  letzteren  ist  deinnach  wirklich  f^~-  • 

Des  ferneren  wollen  wir  entscheiden,  ob  vielleicht  die  fur  g=87&+l 

eiiitretenden  beiden  Systeme  vou  je        ^      gleiehberechtigten  6r4,  die 

doch  in  der  G-  (  tt—1)  nicht  gleiehberechtigfc  waren,  dieses  vielleicht  in 

2 

der  erweiterten  G^-i)  sincl*).  Siclier  ^vird  das  fiir  q  =  87*  +  1  nicht 
der  Fall  sew;  denn  da  werden  uns  die  Vierergruppen  von  den  Dieder- 
gruppeu  G-q—i  geliefert,  welclie  den  Spiegelungen  der  Crq(^—^  eiudeutig 
zugeordnet  waren.  Wir  werden  also  fiir  eine  vorgelegte  (?d  so  fort 
(und  zwar  noch  auf  drei  Weisen)  eine  Spiegelung  ausfindig  maclien, 
welche  mit  den  Operationen  der  G-^  einzeln  und  also  niit  der  G-±  selbst 

vertauschbar  ist.     Haben  wir  also  in  der  Grq(Z_^  bereits 

_ 


----  ---.         — 

mit  GtL  vertauschbare  Operationen  **)7  so  werden  wir  durch  Combi- 
nation derselben  mit  der  eben  genieinten  Spiegelung  ini  ganzen  48 
mit  der  G±  vertauschbare  Operationen  der  6?actta—  1>  gewinnen.  Mehr 
kann  es  nicht  geben;  da  doch  (?4  bereits  in  der  G-  ^  *_!)  ®ino  von 

"  "  2~ 

~^li~  —  gleichberechtigten  Untergruppen  ist.  Bcseiclmete  48  Operationen 
werden  sonach  eine  erweiterte  G-^  "bilden,  und  wir  sehen,  dass  die  einzclne 
G-L  auch  in  der  6r!/(,^_i)  nur  eine  unter  •  ^  —  gleielibereelitiglen 
G-rup})cn  ist. 

Demgegenliber  zeigt  sich,  dass  fur  q  =  Sh  —  1  beide  Systeme 
von  Viererymppcn  inncrJialb  der  (T^^^D  mit  einander  gleielibercchtiyt 

*)  Die  iiber  Erweiterungsfaliigkeit  durch  Operafcionen  zweiter  Art,  ubor 
Gleichberechtigung  'der  Untergruppen  innorlialb  der  (r  ^^^  u.  s.  w.  hier  und  in 
den  folgenden  Paragraphen  mitgeteilten  Entwicklungen  beraben  auf  anderweit 
nicht  verSffentlichten  UntersuchuDgen  des  Herausgebers.  Diese  Angaben  sin<l 
hier  und  in  der  Folge  ubrigens  immer  nur  durchaus  beilaufig  gemacht;  in  der  That 


sollte  ja  auch  eine  erschSpfende  Zerlegung  der  GQ(Q*—  i)  hi6r  keineswegs  ange- 
strebt  werden. 

**)  Die  wir  im  folgenden  Paragraphen  sogleich  n'aher  untersuchcn. 
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a 

sind.  Existierte  namlich  aucli  nun  Irgend  eine  Operation  V9  die  eine 
vorgelegte  Gr±  in  sicli  transformiert,  so  wiircle  aus  (?4  und  dieser  V  eine 
G8  entspringen;  deren  vier  Operationen  F  notwendig  Spiegelungen 
w'aren.  In  der  That  giebt  es  zufolge  des  ersten  Satzes  p.  446,  der 
hier  bei  q  =  Sh  —  1  offenbar  Anwendung  gestattet,  fiir  keine  in  unserer 
fcr4  enthaltene  F2  eine  zugehorige  "J/Fo.  Mit  6rs  wtirde  dann  weiter 
cine  gleichberechtigte  G8  existieren,  die  insbesondere  die  Spiegelung  A 
enthielte,  und  da  bemerke  man,  dass  die  drei  Operationen  F>,  F/7  F2" 
dieser  Gr8  durcli  A  entweder  einzeln  in  sick  transformiert  werden,  oder 
dass  dies  doch  wenigstens  von  einer  unter  ilmen  gelten  muss,  wahrend 
alsdann  die  beiden  anderen  durcli  A  permutiert  werden.  Priifen  wir 
diese  beiden  Falle  nach  einander.  Die  mit  A  vertauschbareii  Operationen 

der  Periods  zwei  sincl  gegenwartig  diejenigen  der  Porin   &'  EE^  """•"•  * 

a  co 

Es  mlissten  deninach  im  ersteren  unserer  beiden  Falle 


die  drei  Operationen  der  Periode  zwei  unserer  Gr±  sein.   Dann  aber  ware 

-,T  -rr  f  f     N  _    a  °° 

F2F3  (m)  =  —p-:r9 
was  gegeii   FaF2'  =^E  Fa"   offenbar   streitet.     Im   anderen  Falle   kaine*) 

IT   /      \  -  ft"  IT'  f      \  CCCO    +   B  Tr  /r    /      \       „ 

F,(o>  )  ^^^  -  ,     F,  (a>)  rg=  -  L-  --  ,     F>    (co)  == 
^2^«/y  —    _  r,       ^a^y  co  —      7         2     v^ 


Hier  miissten  also  die  drei  Zahleu  ^,  /J,  7  zugleich  den  beiden  Be- 
dingimgen  «s  +  /3x=  —  1?  «2  —  /3^E^O  gentigen^  was  ersiciitlicli 

(2«)2^  —  2,   (mod.  2) 

zur  Folge  hat.  Letztere  Congruenz  ist  indessen  nicht  moglich,  da  (  —  2) 
Niehtrest  jeder  Primzahl  der  Form  q  =  8h  —  1  ist.  G^  ist  sonacli 
aitcli  in  der  Gesamtgruppe  ff?(^—  1>  nwr  mit  24  Operationen  (erster  Art) 
vertauscKbar  und  also  inner  halb  der  G^—i)  eine  von  ^^  —  gleichr 
berechtigten  6r4,  wie  wir  das  ja  zeigen  wollten. 

*)  Wir    fanden    schon    p.  436,    dass    die    Operationea    der    Periode    zwei 
a  +  $  EE£  0  haben. 
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§  0.     Die  Untergruppen   der  Cr^^j  vom  Tetraeder-   und 

"2" 
Oktaedertypus. 

Fur  Primzalilstufeu  y  der  Form  q  =  Sh  +  3  ist  die  einzelne 
Vierergruppe  GrL  eine  unter  -  ~  --  gleichbereclitigten  Gruppen;  sie 
ist  demnach  vertauschbar  rait  zwolf  Operationen  der  6r^a__1)?  die 

innerhalb  derselben  eine  C?12  bilden.     Flir  Primzahlstufen  q  der  Form 
q  =  Sh  +  1  ist  die  einzelne  6r4  eine  unter         0T —  gleichbereclitigten 

Uatergruppen;    sie    ist    also    vertauschbar    mit   24    Operationen    der 
tf^a—D*  ^e  °^ue  ^34  bilden-     Wir   behanpten:    Ji3«<s   6ria    l)esitst  den 


',« 

"  ~ 


r',  cliese  ^rai  flfc9j  Oktaedertypus. 
Seien  namlieli  wieder  1,  F27  T^',  F2"  die  Operationen  der  6rtl,  so  wird, 
weuu  wir  es  etwa  vorerst  mit  einer  6r12  zu  tbun  haben,  selbige  bekaniit- 
licli  wenigstens  eine  Untergruppe  6f3  besitzen;  welclie  aus  der  Operation  V3 
der  Periode  drei  eutspringen  moge.  Transforinieren  wir  6rtl  verniogc 
dieser  F3;  so  werden  clabei  die  Substitutionen  F3?  F2',  F/'  entweder 
einzeln  in  sieh.  transformiert,  ocler  diese  drei  Operationen  permutieren 
sick  cycliscla.  Von  diesen  beiden  Mogliclikeiten  trifft  nun  die  letztere 

zu*);  freilicli   wird    V2,  im   Falle  q  —  \"~)  auc^   ^urch.  3  teilbar  ist; 

durcb   diejenigen   beiden  Operationen  der  Periode   drei  in   sich  traus- 
formiert;    welclie    mit    F,    derselben    cyclisclien    G      /_n   angeliorenj 


2 

aber  cliese  Operationen  werden  dann  jedenfalls  niclit  aucli  noch  F2' 
und  F2"  in  sicli  transforniieren,  wie  man  aus  den  fruheren,  die 
(Jr  ,_  betreifenden  Satzen  leicht  schliesst.  Wir  setzen  demnach  an: 


'Mit  V3  und  F2  wird  nun  auch  FjF2  der  6ria  angeboren,  nnd  zwar  ist 
diese  Operation  F3F2  von  der  Periode  drei.  Wir  konnen  namliclx 
schreiben  (F3F2)'J  =  V^Y^  -  V^V^  -  F2?  was  auf  Grund  von  (1) 

*)  Der  ersteren  hier  nicht  in  Betracht  kommenden  MSglichkeit  entspricht, 
allgemein  zu  reden,  eiue  G^  mit  drei  gleichbereclitigtexL  cyclischen  6r6  und  einer 
ausgezeichneten  cyclischen  ^3,  die  den  G-^  gemeinsam  ist.  Ausser  dieser  Crls  und 
der  Tetraedergruppe  giebt  es  keine  andere  G^  twit  aUBgezeichnet  in  ihr  enthal- 
teuer  Yierergruppe. 
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soviel  wle  7  2"  F2'  F2  d.  h.  die  Identitat  ist.  F3  und  Fg  sind  also 
zwei  Operationen,  die  den  Bedingungen  gentigen: 

F,"  =  1,     TV  =  1,     (F8r3;3  -;  1,  (mod.  2); 

uusere  6r12,  die  aus  F3  und  TT>  erzeugt  wird,  ist  sonacli  zufolge  des 
Dyck'sehen  Satzes  eine  Tetraedergruppe. 

Haben  wir  zweitens  im  Falle  q  =  SJi  +  1  mit  einer  <r24  zu  thuu, 
so  schliessen  wir  zuvorderst  genau  so,  wie  oben.  Die  Ct^  wird  eine 
#3  besitzen  und  hat  demnach  eine  fr12  voni  Tetraedertypus  als  Unter- 
gruppe  in  sich.  Hieriiber  hinaus  fanden  wir  sclion  im  vorigen  Para- 
graphen,  dass  die  6r4  mit  den  Operationen  einer  Diedergruppe  Gr8  ver- 
tausclibar  ist,  die  wir  nun: 

1                V              V^2  =-=  V  17—1 

J-   7  *  4     ;          f  4     K27  K4  J 

T'"'        V  T"  VV  T^  — irr" 

f  2  ;        f  4  K->  ?  f  2  f  2  3  f  4        '2 

schreiben  wollen.  Solcber  Diedergruppen  giebt  es  den  drei  Operationen 
^>  ^2';  ^'  entsprechend  im  ganzen  drei,  nnd  sie  liefern  die  zwolf 
Operationen,  welche  die  6r24i  noch  ausser  denen  der  6r12  entbalt.  Das 
sincl  denn  ersicntlich  sechs  Operationen  der  Periode  vier  F4±a, 
V^—1,  T'V^'S  sowie  sechs  neue  Operationen  der  Periode  zwei  Fj>F/, 
V{~lV2f  =  y^T^'y  u-  s«  w-5  man  zeigt  nainlich  mtihelos,  dass  irgend 
zwei  der  drei  in  Rede  stehenden  6rs  ausser  den  F2,  F2',  F/'  keine 
Operationen  der  Periode  zwei  gemeinsam  haben  konnen. 

Dieses  ist  nun  alles  in  Ubereinstimniung  mit  bekannten  Verhalt- 
nissen  der  Oktaedergruppe.  Dass  unsere  G-%±  aber  wirklich  den  Oktaeder- 
typus  besitzt,  zeigen  wir  wieder  auf  Grund  des  Dyck'schen  Satzes.  In  der 
Or24  finden  sieh  acht  Substitutionen  der  Periode  drei,  die  ja  schon  in 
der  Gr12  enthalten  sind.  Combinieren  wir  dieselben  mit  der  einzelnen 
Operation  F4,  so  erhalten  wir  acht  verschiedene  der  6r247  aber  nicht 
schon  der  6r12  angehorige  Operationen;  unter  denselben  miissen  sich 
also  wenigstens  zwei  von  der  Periode  zwei  befinden.  Sei  in  diesem 
Sinne  etwa  F3'  F4  ri.3  F2"r  dieser  Periode  angehorig,  so  haben  wir  um- 
gekehrt  in  F4F2'"  eine  Substitution  der  Periode  drei.  Nun  sincl,  wie 
man  aufs  leichteste  zeigt,  F^  und  F2'"  Erzeugende  unserer  G-^  da 
jene  aber  clen  Bedingungen 

F/  =  1 ,     Fa"'2  =  1,     (W)3  =  1 ,  (mod.  2) 

geniigen;  so  haben  wir  in  der  6r24  thatsachlich  eine  Oktaedergruppe. 
Jetzt  haben  wir  nur  noch  auf  die  bekannte  Thatsache  zurlickzugehen, 
dass  sowohl  die  Oktaedergruppe,  wie  auch  die  Tetraedergruppe  nur 
cine  Vierergruppe  ausgezeichnet  enthalt,  urn  auf  Grund  des  vorigen 
Paragraphen  sofort  das  Resultat  auszusprechen:  Filr  PrimzaMstufen  q 
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der   Form  q  =  Sh  +  3   0feW   cs   in   der   ^(g,_1}   «/ 

2~~ 

yleiclibereclitigte  Untergruppen  Cr12  vom  Tetraedertypus.  Fur  PrimzaJil- 
stufen  g_  der  Form  q  =  8  h  +  I  gtibt  es  in  der  ^g(ga_1}  ewei  unter 

2 

einander  niclit  gleicliberecUigte  Systeme  von  je  -—  ~  —  gleicKberedi- 
tifften  Qktaedergmppen  #24.  Da  aber  in  jeder  Oktaedergrappe  eine 
Tetraedergruppe  ausgezeiehnet  enthalteu  1st,  so  korunit  welter:  Es 

gielt  fur  %  =  8k  ±  1    in  der   G^^u   *w*  Systeme  von  *je  ^  ~^ 


2 

Tetraedergruppm  (?12.  Des  weiteren  aber  zielit  man  niuhelos  noch 
diese  Folgerungen  aus  den  bezdglichen  Satzen  des  vorigen  Para- 
grapten:  Im  Falle  q  =  Sh  +  1  sind  die  Gr^  der  Erweiterung  durch 
Operationen  zweiter  Art  der  ffs(^_i)  fahig;  ww  lidben  da  in  letzterer 
Gruppe  mei  Systeme  von  je  gtrjj"^  gleiclAereckKgten  &&,  die  leide 
aber  auch  innerhalb  der  G^—D  niclit  gleicliberecUigt  sind.  1m  Gegensatz 
dam  werden  fur  q=8h  —  l  die  sweimal  q(r^  1)  OUwdergmppen 
(?24  innerJialb  der  <fffftfi_i)  alle  mit  einander  gleictiberectitigt  und  lassen 
demmtsprecJiend  eine  Ertueiterung  church  Operationen  &weiter  Art  der 
ffff(^_i)  niclit  0tt.  Diese  let&teren  Satee  iibertragen  sicli  of  me  weiteres  amli 
auf  die  in  den  <?24  enfhaltenen  G-^  .  — 

Wenn  wir  bislang  tiberall  von  der  einzelnen  Gruppe  auf  diejenige 
Gruppe  waiter  schlossen,  in  welcher  jene  erstere  ausgezeiehnet  ent- 
halten  ist,  so  wolle  man  jetzt  bemerken,  dass  uns  diese  Art  zu  schliessen 

zur  Kenntnis    weiterer  Untergruppen    der  Grq(^_l}    nicht   mehr  Hnzu- 

3— 

fiihren  vermag:   Die   halbnietacyclischen    ^(ea-_1)?    die    Diedergruppen 

_ 

Q-q±t,   endlich    die   eben  gefundenen   Oktaedergruppen  G-u,   resp.   die 
Tetraedergruppen  Q-^  (fiir  #  =  8h  +  S)   sind  durchgehends  nur  noch 
mit  ihren  eigenen  Substitutionen  vertauschbar.    Weitere  Untergruppen 
der  Hermit  aufgezahlten  Typen  kann  es  nun  aber  auch  in  der  Gq(^^.l} 

.......  aT"" 

niclit  mehr  gebea^  denn  jede  Diedergruppe  enthalt  eine  cyclische  aus- 
gezeichnet,  und  letztere  haben  wir  alle  zur  Aufstellung  von  Dieder- 
gruppen verwertet;  eine  Oktaedergruppe  enthalt  eine  Vierergruppe 
ausgezeiehnet,  und  wieder  sind  diese  G-^  alle  zur  Verwendung  ge- 
kommen  u.  s.  w.  Soil  es  bei  dieser  Sachlage  noch  weitere  Unter- 
gruppen in  der  Cf  ,_-  geben;  so  iniissen  dieselben  von  der  Art  seiu; 
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dass  sie  keine  Dntergruppe  der  bis  jetzt  vorgekoniinenen  Typen  aus- 
gezeichnet  enthalten.  Solcher  Anforderung  genugt  unter  den  uns  von 
fruher  her  bekannten  Gruppen  die  Ikosaedergruppe,  und  wirklieh  werden 
wir  nun  selien,  dass  es  in  gewissen  Fallen  Untergruppen  6rca  voni 
Ikosaedertypus  in  der  6r  (2__1}  giebt. 


§  10.     Aufstellung  und   Abzahlung  der  in   der  (r.^^^  enthaltenen 

_ 

Untergruppen  vom  Ikosaedertypus. 

Soil  die  Gr^^  eine  Untergruppe  voni  Ikosaedertypus  enthalten, 

a 
so  niuss  ihre  Ordnung     -  -jp-^  durch  60  teilbar  sein;  unsere  hier  fol- 

genden  Entwicklungen  gelten  also  jedenfalls  nur  fur  Primzalilen  q 
der  Form  q=10h  +  l.  In  beiden  Fallen  ergiebt  in  der  That  der 
Dyck'sche  Satz  die  Existenz  von  Ikosaedergruppen  G-GQ.  Betraebten 

wir  zuYorderst  q  =  107&  +  1,  so  giebt  es  in  der  aus  «;(a>)  =  -^ 
erzeugten  <?  x  vier  Operationen  der  Periode  fiinf,  von  denen  wir  eine 

2 

dureh  V$(to)  E^  —=-  bezeichnen  wollen.    Wir  conibiuieren  dieselbe  mit 

der  Operation  F2(<»)  =  -?-J^-?  der  Periode  zwei,  die  wir  so  gewahlt 
denkei},  dass 

a?  P          f        ^      \ 
j;    ,    (mod.  q) 


a      yto  —  a      ce 

der  Periode  drei  angehort.  Zu  dem  Zwecke  setze  man  unter  Fixierung 
des  Vorzeichens  von  a,  /3,  <y: 

a(aa  —  a-ff)  =  1,     —  $y(a?  —  a"CT)2  =  a?*  —  I  +  ^~2<y,    (mod.  j), 

wobei  wir  ausdrlicklieh  noch  darauf  aufmerksani  machen,  dass  die 
reclite  Seite  der  letzten  Congruenz  bei  der  hier  vorliegenden  Be- 
deutung  von  aa  nicht  durch  q  teilbar  sein  kann.  Die  an  F2  gestellte  For- 
derung  ergiebt  ersichtlich  ftir  a  einen  ganz  bestimmten  Wert,  wilhrend 
das  Product  (ly  nur  gehalten  ist,  mod.  gr  mit  einer  gewissen  von  0  ver- 
schiedenen  Zahl  congruent  zu  sein.  Demgemjiss  giebt  es  (q  —  1)  ver- 
schiedene  F2  der  geforderten  Art,  und  indem  wir  beriicksichtigen,  dass 
es  in  der  Q-g^^  fur  gegenwartigen  Fall  2q(q  +  1)  Operationen  der 

""  T~  " 
Periode  fiinf  giebt  ;  merken  wir  uns  als  erstes  Eesultat  an:    Es  giebt 
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fur   £  =  107$  +  1    in   der    <?  (l/a_1}    insgesamt    2q(q2  —  1)    Paare 


von 


Operationen  V6,  F2,  die  der  Bedingimg: 

(I)  F5*=l,     Fi9=l,     (FfiFa)*=l,  (mod.  q) 

gmiigen. 

Genau    derselbe    Satz    gilt    nun    aucli    fur    q  =  10  h  —  1.      Da 
werden  wir 


schreiben  niiissen  und  geniigen  dann  der  Forderung  (F5F2)3  =  1  durch 
solche  Werte  von  A,  B;  welche  die  Bedingungen  befriedigen: 

A(j'—  j-*)=l,     BB  =  B«+i==_  (A2  +  l),     (mod.  2). 

Hier  ist  wieder  A  fest  bestirnmt  und,  wie  man  sieht,  thatsachlick  als 
,,rein  iinagin'are  Zahl%  wobei  dann  auck  wieder  (A2  +  1)  infolge  der 
Bedeutung  von  ,?*,  als  einer  zum  Exponenten  5  bez.  10  gehorigen 
Zalil,  notwendig  relativ  prira  gegen  q  ist.  Des  ferneren  hat  die  Con- 
gruenz  B^+l  ^  —  (A2  -{-  1)  im  ganzen  gerade  (q  +  1)  incongruente 
Wurzelnj  genugt  derselben  namlich  BQ}  so  tliun  das  Grleiche  B0;  B0j, 

R  ' 

B0  j2,  -  -  -,  B0^;  und  es  muss  uberdies  jede  weitere  Wurzel  B0A  in  -g°- 
eine  Wurzel  der  Congruenz  (-&-)  ^  1  geben,  weshalb  B(/  notwendig 

die  Form  BQjv  hat*).  Jetzt  giebt  es  somit  fur  die  festgewahlte  Ope- 
ration F5  ini  ganzen  (q  -f-  1)  unserer  Forderung  genugende  Operationen  F2  . 
Da  aber  im  gegenwartigen  Falle  2q(q  —  1)  verschiedene  F5  in  der 

^(S2_i\  enthalten  sind?  so  Jidben  wir  ^o^rM^ch  aucli  fur  q  =  107^  —  1 
_  _ 

im  gaw&en  2q(q2  —  1)  der  IBedingimg  (1)  geniigende  Siibstitwtionenyaare 

n,  vt. 

Jene  2g(q2  —  1)   Substitutionenpaare   erzeugen   nun  ebenso   viele 
GQQ  voni  Ikosaedertypus**),   und  wir  erhalten  auf  diese  Weise  sielier 


*)  Dass  aber  thatsachlich  weuigstens  eine  Wurzel  B0  eintritt,  sieht  man  so: 
Man  erhebe  alle  (</2  —  1)  incongruenten,  von  Null  verschiedenen  complexen  Zahlen 
(m  +  ns)  auf  die  (#+  I)1*1  Potenz.  Wir  erhalten  dabei  lauter  reelle  Zahlen,  aber 
keine  mehr  als  (q  +  1)  Mai.  Da  es  aber  nur  (q  —  1)  ineongruento  durch  #  niclit 
teilbare  reelle  Zahlen  mod.  q  giebt,  so  kommt  hierbei  thatsUchlich  jede  der  Ictz- 
teren  als  (q  +  l)te  Potenz  gewisser  complexer  Zahlen  vor. 

**)  Man  ko'nnte  hier  vielleicht  noch  den  Nachweis  fordern,  dass  zwischen  Ffif 
Fs  ausser  den  Belationen  (1)  nicht  noch  weitere  bestehen.  Sollte  letzfcores  der 
Fall  sein?  so  wiirde  vielleicht  nicht  die  6?co  selbst,  vielmehr  nur  eine  Untergruppo 
clerselben  erzeugt  werden.  Ersichtlich  konnte  letztere  nur  von  der  Ordnung  30 
sein,  aber  erne  £rao  giebt  es  bekanntlich  in  der  Ikosaedergruppe  G$Q  nicht. 
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die  Gesanitheit  der  in  der  6rtf(yft_1)  entlialtenen  Ikosaedergruppen.    Aber 

§ 

dieselben  sind  *  keineswegs  alle  von  einander  verscliieden,  und  um  in 
diesern  Betraclit  die  Abzahlung  der  verschiedenen  GCQ  unserer  Art 
durchzufiihren,  miissen  wir  vorab  erst  nocli  untersuchen,  aus  wieviel 
solclien  ihr  angehorigen  Paaren  F5,  F2  die  einzelne  Ikosaedergruppe  her- 
gestellt  werden  kann.  Betraehten  wir  die  GCQ  der  mod.  5  incongruenten 
Substitutionen,  welcbe  ja  den  Ikosaedertypus  besitzt,  so  1st  z.  B. 
£*•(©)  =  co-l-v,  (mod.  5) 

mit  eineni  gegeu  5  prinaen  v  eine  ihrer  F5.  Man  berecbnet  aufs  leieli- 
teste,  dass  gerade  nur  die  fiinf  Operationen: 

T-r  f    \  _  aco  —  (a2  4-  l)y         /         T     r\ 

F,  (o»)  =  -  _l     ^       ,     (mod.  5) 

V  -   (X 

niit  willklirlicli  bleibendem  a  der  Bedingung  (F5F^)3^1  gentigen. 
Da  es  aber  24  Operationen  der  Periode  fiinf  in  der  <?60  giebt;  so  lassen 
sicn  in  letzterer  Gruppe  ira  ganzen  24-5=120  Paare  F5?  F2  aus- 
findig  niachen,  die  (F5F2)3^1  befriedigen.  Indera  wir  also  oben 
jede  G-QQ  120  Male  lierstellten,  entspringt  als  Resultat:  In  der  G  /,*__!) 

2 

giebt  es,  wo  fern  q  =  107^  +  1  ist,  im  ganzen  '  ^  Untergnvppen  G60 
vom  Ikosaedertypus. 

Wir   werden  nun  leicht   dariiber   entsclieiden?    ob   diese         ^ 

Untergruppen  GGO  alle  unter  einander  gleicbberechtigt  sind  oder  sicli 
in  niehrere  Systeme  gleichberechtigter  6rco  spalten.  Jedenfalls  ist  die 
einzelne  (?60  mit  60  *v  Operationen  der  Gq^_^  vertausclibar,  wo  v 

2 

eiue  nocli  nicht  naher  bekannte  gange  Zanl  ist.  Jene  GGQ  ist  sonacb. 
eine  unter  ^  IOQ""  gleichberechtigten  Untergruppen,  woraus  soli  on 
tervorgelitj  dass  Jedenfalls  nicht  alle  ^  —  -  Ikosaedergruppen  iuner- 

halb  der  Gesanitgruppe  gleichberechtigt  sein  konnen. 

Sei  jetzt  zunacnst  $  —  8h'  +  37  so  beachten  wir,  dass  jede  6r60  fiinf 

Tetraedergruppen  G12  besitzt.  Wir  gewinnen  also  in  den  ^  i20^y  ^G0 
insgesamt  ^|  ~~~  *  solcbe  6r12?  und  indem  sich  die  einzelne  derselben 
iinrner  an  p  verschiedenen  £?60  beteiligt,  finden  sich  insgesamt  " 


gleichberechtigte  G12.     Nach  §  9  ist   aber  diese  Anzahl  mit        >2~ 
identisch,  so  dass  \iv  «=  1  und  also  ^  *==*  v  =  1  ist.     Daher  der  Satz: 

Kleiix-Fricko,  Moaulfunctioncn.  31 
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Fiir  q  —  10/2.  •+  1  =  SJi  +  3  giebt  es  in  der  &  ^_^  im  ganzen  swei 

£ 

unier  einander  niclit  gleiclibereclitigte  Systeme  von  je       ^      gleicliberecli- 

tlgten  Untergruppen  6r60  vom  Ucosaedertypus^  die  einzelne  Tetraedergrnppe 
(r12  'beteiiigt  sicli  ddbei  immer  an  wvei  Untergruppen  GGQ,  deren  eine  dem 
einen,  deren  andere  dem  ziveiten  jener  leiden  Systeme  angeliort 

Im  Falle  q  =  8h  +  1  liatten  wir  zwei  Systeme  von  je         4I"" 

gleichberechtigten  6r12.  Da  folgert  man  dann,  ft  und  v  in  der  eben 
gebrauchten  Bedeutung  beibehaltend;  sofort  \LV  =  2,  was  die  doppelte 
Moglichkeit  ft  =  2,  v  =  1,  bez.  ^  =  1?  v  =  2  giebt.  Uni  bei  der 
Entsclieidunghieriiber  umstandlichen  Betrachtungen  zu  entgehen;  nebmen 
wir  auf  den  in  §  12  zu  erhartenden  Satz  Bezug,  dass  es  in  der  6r  ( 2_1) 

2 

eine  (?120  oder  eine  Grnppe  noch  hoherer  Ordnung,  in  der  eine  unserer  GrQQ 
ausgezeiclinet  ware;  nicht  giebt.  Man  entnininit  daraus  sofort;  dass  ^==2, 
v  =  1  zutrifft,  womit  sich  dann  ergiebt:  Auch  fiir  q  =  10 h  +  1=87^  +  1 

giebt  es  swei  unter  einander  niclit  gleiclibereclitigte  Systeme  von  je  — - 

gleicliberecMigten   Untergruppen  G-GQ  des  Tkosaedertypus   in   der  G<((Z_*, 

2 

die  einzelne  G12  leteiligt  sicli  mm  immer  an  woei  gleiclibereelitigten  ^G0*). 
Jetzt  konnten  wir  aucli  nocli  die  Frage  behandeln,  ob  vielleicht 
die  zwei  fur  q  =  107&  +  1  gefundenen  Systeme  der  GGO  innerhalb  der 
Gr<2(,f—i)  gleichberechtigt  werden  oder  niclit;  fiir  den  letzteren  Fall 
wiirden  wir  in  der  G^—i)  erweiterte  ^30  besitzen;  im  ersteren  jedocli 
nicht.  Nun  bemerkt  man  aber  die  Existenz  soldier  (?130  sofort  fiir 
den  Fall  q  =  47i'  +  1;  da  giebt  es  nilnilich  eine  in  der  gesamten 
6r2(V2— i)  ausgezeichnete  Operation  V  der  Periode  zwei?  die  niit  irgcnd 
einer  6rco  conibiniert  offenbar  eine  erweiterte  6r120  liefert,  und  zwar 

*)  Nebenher  erwlihnen  wir  hier  noch  eine  interessante  Art,  die  Oporationen 
eiaer  einzelnen  Crco  anf  directem  Wege  anzugeben.  In  ,}Ikos.u  p.  41  sind  die 
120  homogenen  Ikosaedersubstitutionen  in  solcher  Form  anfgestellt,  dass  die 
Coefficienten,  rational  aua  5t011  Einheitswursseln  bestehen  und  ubrigens  eine  Deter- 
minante  1  geben.  Da  ersetze  man  nun  die  primitive  5te  Einheitswurziel  e  durcli 
eine  zum  Exponenten  5  mod.  q  gehdrige  ganze  Zahl  (die  ubrigens  reell  oder 
imaginar  isfc,  je  nachdem  q  —  107*  +  1  oder  107i  —  1  ist).  G-ehen  wir  dann  noch 
zur  nicht-homogonen  Schreibweise,  so  haben  wir  60  eine  Ikosaedergruppc  bildende 

Operationen  der  (rq^_-^  thatsiichlich  aufgeschriebon.    Dieselbe  Massnahme  liisst 
_ 

sich  ubrigens  auch  bei  don  Tetraeder-  und  Oktaodergrnppen  in  Anwendung 
woriiber  man  alles  NlUiore  bei  Hrn.  Gierster  a,  a.  0.  nachsebon  wolle. 
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eine  solche  vora  Typus  der  erweiterten  Ikosaedergruppe  (cf.?,Ikos."  p.  23). 
JF?{>2=47/+1  sind  sonacli  die  beiden  Sysfeme  der  Crco  aiich  innerlialb  der 
er-weiterten  Gruppe G^-i)  nicJit  gleiclibereclitlgt  Fur  q  =  47^'  —  1  konnen 
in  der  (?£(,/_ i)  jedenfalls  keine  6r120  vom  Typus  der  bei  q  =  4h'  -j-  1  ge~ 
fundenen  erweiterten  Ikosaedergruppe  existieren;  denn  in  einer  derartigen 
£r120  giebt  es  stets  eine  ausgezeichnete  V  der  Periode  zwei  (ef.  p.  447)? 
und  eine  mit  den  60  Operationen  einer  Grco  vertauschbare  V  dieser 
Periode  giebt  es  in  der  ffjr(tfa_1)  bekanntlich  fur  diesen  Fall  nicht. 
Doch  ist  von  vornherein  gar  nicht  ausgesehlossen,  dass  sich  nun  viel- 
leicht  die  einzelne  6r60  zu  einer  6r120  von  anderem  Typus  erweitern 
lasst.  Da  wir  inzwischen  zur  erschopfenden  Beantwortung  der  in  Rede 
stehenden  Frage  wenigstens  bei  q  =  S7i  +  3  noch  etwas  weiter  ausholen 
mussten,  so  niag  hier  die  vorlaufige  Angabe  geniigen,  dass  jedenfalls  in 
dem  spaterhin  zumeist  interessierenden  Falle  ^=11  die  hier  eintreten- 
den  beiden  Systeme  von  je  11  <?60  thatsachlieh  innerhalb  der  erweiterten 
Gesanitgruppe  gleichberechtigt  werclen.  Wir  beweisen  das  spaterhin 
auf  directem  Wege. 

§  11.    Allgemeine  BedingungsgleicJitingen  fur  die  Ordming  einer 
Untergrappe  von  6Ly(vo_1). 

Letzten  Endes  bleibt  uns   in  Ansehung  unserer  Grq({^_^  hier  nur 

2 

noch  die  eine  Aufgabe,  zu  zeigen;  dass  ausser  den  jetzt  aufgezahlten 
Untergruppen  der  Gr  /(ft_x)  weitere  innerhalb  derselben  nieht  mehr 

2 

existieren.  Unser  Nachweis  griindet  sich  dabei  auf  einen  zaerst  von 
Oamille  Jordan*)  bei  ahnlicher,  aber  noch  allgemeinerer  Frage- 
stellung  eingeschlagenen  Gedankengang,  der  dann  von  Hru.  Gierster**) 
fur  unser  hier  vorliegendes  Problem  im  besonderen  durchgebildet  wurde. 
Sei  6r$  irgend  eine  Untergruppe  der  6r^a_1)7  so  soil  es  sich  zu- 

2 

vorderst  darum  handeln,  einige  fiir  Q  gultige  Bedingungen  zu  gewinnen. 
Hierbei  bemerken  wir  vorab,  dass  wir  oben  (p.  459)  alle  Untergruppen 
kennen  lernten,  an  denen  sich  Untergruppen  6r2  beteiligten.  Auf  diese 
brauchen  wir  sonach  hier  nicht  mehr  Bezug  zu  nehmen  und  konnen 

03  1 

demgemass  Q  als  einen  Teller  von  ^~ —  vorausseteen. 

*)  C.  Jordan,  Memoire  sur  les  Equations  differentielles  Unfair e$  a  integrate 
afgebrigue,  Crelle's  Journ.  Bd.  84  (1878). 

**)  In  der  oft  genannten  Arbeit  im  18ton  Bande  der  Math,  Annalen,  p.  358. 

31* 
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Nun  moge  6^  eine  erste  ,;iinifassendste"  cyclisehe  Untergruppe 
von  GQ  sein;  wobei  also  nacli  dem  gerade  Gesagten  ^  eine  Zalil  —  ^~ 
ist.  Gffl  soil  aber  in  deni  Sinne  als  eine  unifassendste  cyclische  Unter- 
gruppe YOU  GQ  bezeichnet  werden,  dass  sich  in  GQ  nicht  noeli  eine 
umfasseudere  cyclische  Untergruppe  GV3tl  finden  soil,  die  G-^  in  sich 
enthielte.  Zufolge  dieser  Festsetzuug  werden  sicli  aus  der  die  Gruppe 
G*i  entlialtenden  cyclischen  G^+1  ausser  den  Operationen  der  G-n,  selbst 


nicht  noch  weitere  an  der  Ga  beteiligen.  Grtt  ist  bei  dieser  Sachlage 
^innerhalb  (TC?  entweder  nur  mit  ihren  eigenen  %  Operationen  ver- 
tauschhar  oder  aber  ausser  diesen  noch  niit  weiteren  3Tt,  letzteres,  im 
Falle  sich  in  Gq  Operationen*)  F2  finden  sollten,  welche  die  einzelne 
Operation  von  ffrfl  in  ihre  inverse  transformieren.  Dass  die  Zahl 
dieser  F2;  woferii  sich  solche  in  Gq  iiberhaupt  finden,  gleichfalls 
7tt  sein  muss,  sieht  man  mlihelos  ein.  VersteJien  wlr  also  imter  ^ 
entweder  1  oder  2,  so  haben  wir  als  erstes  Besultat,  dass  es  innerhalb 

Go  im  ganzen  ™^-  mit  Gai   gleichbereclitigte    cyclische  Untergruppen 

°  Gi  yt± 

der  Ordnung  ^  giebt,  die  offenbar  alle,  wie  G*L  selbst,  unifassendste 
cyclische  Untergruppen  von  Ga  sind.  Da  kerne  zwei  unter  ihnen 
ausser  der  Identitat  eine  Operation  genieinsain  haben  konneu,  so  sind 

in  den  gewonnenen  —  —  Gruppen  insgesamt 


verschiedene  Operationen  enthalten. 

Entweder  bilden  jetzt  diese  Substitutionen  im  Vereiu  mit  der 
Identitat  die  gesamte  GQ,  oder  es  komnien  in  dieser  Gruppe  noch 
weitere  Operationcn  vor.  Im  letzten  Falle  werden  wir  eine  zweite  gleieli- 
falls  mnfassendste  eyclische  Untergruppe  G^  von  Ga  aufgreifen  konne}i; 
die  dann  ausser  der  Identitat  mit  keiner  der  voraufgehenden  Gni  eine 
Operation  gemeinsam  haben  kann.  Wir  schliessen  wieder  in  gleichcr 
Weise  wie  soeben  auf  die  innerhalb  G(i  mit  G^  gleichborechtigten 
Untergruppen  und  finden  solchergestalt  insgesamt 


neue  Operationen  in  GQ  vor. 

So  weiter  schliessend/niogen  wir  endlich  die  gcsamten  Operutionen 
der  Q(±  in  v  verschiedene  Systeme  jedcsmal    gleichbcrechtigter,   um- 


*)  Wir  halten  auch  bier  noch  an  der  Massregel  fest,  durch  den  imtrron  Tntlcx 
clio  Periodo  der  cinzclnon  Operation  zu  bezcichnon. 
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fassendster   ejclisclier  Untergruppen   angeordnet  liaben.     Jedes  dieser 
Systeme  liefert,  iniiner  abgeselien  von  tier  Identitat, 


verschiedene  Operationen  der  Grq,  wobei  keine  dieser  Operationen  zu- 
gleich  in  zwei  verscliiedenen  Systenien  entlialten  sein  kann.  Indera 
wir  also  alle  diese  einzelnen  Anzablen  zusammenzahleu  und  die  Ideu- 
titat  rnit  einrecbnen;  iniissen  wir  die  Anzalil  Q  aller  Operationen  der 
GQ  wieder  erhalten.  Es  liestelit  also  gwiscJten  den  liter  in  Rede  stelienden 
Zalilen  die  Identitat: 


Ein  paar  zusatzliclie  Bedinguugen  fur  Q  reiiien  wir  Her  noch.  an. 
Erstlicb  ist  selbstverstandlich 

(2)  Q  ^  <S(Xs 

fur  alle  in  Betracht  koninienden  Werte  i.  Furs  zweite  niogen  in  6q 
zwei  nicht  gleicbberecbtigte  cycliscbe  Untergruppon  G^  Cr*,  ungemder 
Ordiiungen  it^  it,f  vorkommen,  deren  Erzeugende  wir  Vai  bez.  V^ 
nenueD.  Danu  liat  man  in  den  beiden  Reihen 

<?,,,   V^/G^V^,   v^GxV^,  ••-,  v«x 


(it  i,  +  3fx)  cyclische  Untergruppen  der  GTQ  vor  uns,  die  aufs  leicliteste 
als  durchgehends  von  einander  versehieden  erkannt  werden.  Die  Gruppeu 
der  ersten  Reihe  bringen  im  ganzen  3rx(^  —  1)  von  der  Identitat  ver- 
schiedene Operationen  der  G-Q,  diejenigen  der  zweiten  Reihe  ^(^  —  1) 
eben  solche.  Fiir  Q  entspriiigt  daraus  als  fernere  Bedingungsgleiehung: 
(3)  Q  ;>  2  jr4»x  —  nsfc  —  atx  +  1. 

§  12.    Beweis  fiir  die  Vollstandigkeit  der  gegebenen  Zerlegung 


Diaeutieren  wir  nunmehr  die  wichtigste  der  fiir  Q  aufgestellten 
Bedingungsgleichungen,  namlich  die  Gleichung  (1)  §11,  die  wir  nach 
Q  aufgelost  in  der  Form  schreiben: 


« 


",-1 
I  «,«. 
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Da  hier  (5t  immer  nur  eine   der   Zahlen   1,  2  sein  kann,    so    ist   der 

jr.  —  1 
kleinste  Wert,  den  das  einzelne  Glied  — * der  im  Nenner  cler  rechten 

Seite  von  (1)  auftretendeii  Suinine  haben  kann,  ofPenbar  — .     Da  aber 

andrerseits  die  Zahl  Q  positiv  1st,  so  kann  unsere  in  Rede  stehende 
Suuime  hochstens  drei  Glieder  haben.  Verfolgen  wir  nun  nach  einander 
GleichuBg  (1)  in  diesen  drei  Fallen  v  —  1,  2;  3,  so  zeigt  sich,  dass 
jedesinal  nur  eine  ganz  beschrankte  Zahl  von  Losungen  derselbeu  in 
ganzen  Zahlen  Q,  jtf}  ^  existiert.  Wir  haben  clieselben  hier  vollzahlig 
aufgeschrieben: 


it. 


+ 


2,* 

1    <?o 


15 

•2; 


2; 

'2; 


Q- 
Q 


12 


•2; 
•25 


G 


3, 

4  , 


3, 


3, 


2; 

2; 

•2; 


=  12  , 

=  24, 
=  60  . 


Hier  verstSsst  die  erste  Losung  mit  v  =  2  gegen  die  Bedingung  (2) 
§  11,  die  zweite  mit  v  =  3  aber  gegen  (3)  §  11.  Indem  wir  sie  aus- 
sclialten,  bleiben  noch.  die  folgenden  zuriick: 

/n\  _      -i          -    ___  -i  =_  f\   _.. 

(3) 


2; 
8; 


(4) 
(5) 
(6) 


=  2,      ffa  —  1    ; 
=  <y2  =  <r3  =  2; 

=  1,     ff2  =  2   ; 
;^  =  <?3==2;     i 


3  , 


60. 


Man    erkennt  aufs   leichteste,  wie  siclx   die  im  Laufe   der  beiden 

letzten  Kapitel  gefundenen  Uniergruppen  der  Gr(((^_^  in  dieses  Schema 

. 

einordnen.  Aber  jede  den  Bedingungen  (2)  bis  (6)  genugende  G-Q  findet 
sicli  auch  tliatsachlich  unter  unseren  obeu  aufgestellten  Untergruppen, 
wie  wir  nun  noch.  ins  eiuzelne  belegen  wollen. 

Hier  raachen  die  Ftille  (2),  (3)  nicht  die  geringste  Scliwierigkeit. 
Wir  haben  es  da  offenbar  mit  cyclischen  Gruppen7  Dieder-  tind  Vierer- 
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gruppen  zu  thuu;  uncl  vou  solchen  Uutergruppen  giebt  es  in  der  ff  (^— 1)? 

wie  wir  wissen,  ausser  den  oben  angegebenen  niclit  noch  neue.  Aucli  (4) 
und  (5)  erledigen  sich  leicht;  eine  dlesen  Bedingungen  genilgende 
Untergruppe  besitzt  den  Tetraeder-  bez.  Oktaedertypus,  die  wir  in 
ibrer  Gesanitbeit  oben  gewannen.  Tbatsachlich  gelingt  es  leicht  in 
einer  nacb  (4)  gehorenden  <?12,  sowie  in  einer  nach  (5)  gehorenden 
6r24  eine  Vierergruppe  als  ausgezeichnet  nachzuweisen;  woclureh  unsere 
gerade  gescliehene  Bebauptung  tiber  denTypus  der  (?12  und  G2i  dargethan 
ist.  In  der  Tbat  ist  in  einer  6r12  die  einzelne  F2  infolge  c%  =  2  mit  2 
weiteren  F2  vertauschbar.  Da  aber  insgesamt  nur  drei  F2  in  der  <?12 
entbalten  sind,  so  bilden  diese  ini  Verein  mit  der  Identitat  notwendig 
eine  in  der  6r12  ansgezeicbnete  Vierergruppe.  Bei  der  6r24  benierke  man 
zuvorderst,  class  dieselbe  drei  gleicliberechtigte  cyclische  G^  entbalt; 
deren  Erzeugende  wir  F4;  F/,  F/'  nennen.  Transformieren  wir  diese 
drei  cycliscben  6r4  durch  eine  einzelne  der  drei  eben  aufgeschriebenen 
Substitutioiien;  so  wird  die  eine  Cr4  in  sich  transforniiert;  die  anderen 
beiden  werden  entweder  aucn  in  sich  transformiert  oder  permutieren 
sich  niit  einander.  In  beiden  Fallen  aber  transformiert  offenbar  F/, 
sowie  clann  auch  V±*,  F/'2,  jede  G-&  in  sich,  so  dass  die  drei  in  den 
G-^  enthaltenen  gleichberecbtigten  F2  niit  einander  vertauschbar  sind 
und  also  eine  in  der  Gr24  ausgezeichnete  Vierergruppe  bilden. 

So  bleibt  nur  noch  der  Fall  (6)  zu  betrachten.  Eine  hierher  ge- 
horige  &QQ  enthalt  ini  ganzen  6  Gr^  10  6r3  und  15  Gr%  als  cyclische 
Untergruppen;  sowie  infolge 

^  «=  cra  —  tf a  — :  2 

weiter  6  G1Q  und  10  6r6  voni  Diedertypus,  sowie  5  gleichberechtigte  Vierer- 
gruppen  G&,  deren  Auzahl  aus  bekanntem  Grande  den  dritten  Teil  der 
Anzahl  der  <?a  darstellt.  Als  eine  unter  5  gleichberechtigten  ist  dann 
die  einzelne  6r4  in  einer  G&  ausgezeichnet,  welche  den  Tetraedertypus 
besitzt,  uncl  es  entspringen  in  solcher  Art  in  der  6rco  fiinf  gleichberech- 
tigte <?18  des  genannten  Typus.  Das  ist  alles  wohlbebannter  Weise 
in  tjibereinstimniung  mit  der  Structur  der  Ikosaedergruppe;  dass  wir 
aber  eine  solche  hier  wirklich  haben,  zeigt  man  unter  niehrfacher  Ver- 
wendung  des  Dyck'schen  Satzes  durch  die  nachfolgende  Uberlegung: 
Eine  einzelne  der  in  der  #60  enthaltenen  F3  wollen  wir  der  Reihe 
nach  mit  den  15  F2  zu  F3F2  combinieren.  Ist  F3F2  —  F/,  so  erzeugen 
F3  und  F2  eine  Diedergruppe  &6;  in  cler  That  beteiligt  sich  F3  an  einer 
solchen  <?c,  so  dass  drei  Substitutionen  Fa  in  FSF2  wieder  eine  Sub- 
stitution der  Periode  zwei  bilden.  Isfc  F3F2  =  F3',  so  erzeugen  F3 
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und  Fa  eine  Tetraedergruppe,  und  da  sich  F3;  wie  man  leicht  abziihlt, 
nur  an  zwei  solchen  6r12  beteiligt,  so  giebt  es  seeks  der  Bedingung 
(I^F3)8=1  gentigende  Operationeu  V.2  in  der  6rG0.  Irgend  eine  von  den 
6  nock  riiekbleibenden  F2  giebt  nun  F3F2  =  F5?  welche  Gleichung 
wir  sofort  in  F5F2  =  F3  invertieren.  Hier  entspringt  aus  F5  und  F2 
eine  Ikosaedergruppe,  welches  unsere  zu  Grunde  liegende  G^Q  sein 
muss.  Die  den  Bedingungeii  (6)  geniigenden  Untergruppen  besitzen 
also  ausnahmslos  den  Ikosaedertypus,  und  die  Untergruppen  dieses 
Typus  habeii  wir  in  §  10  alle  kennen  gelernt. 

Daniit  ist  nun  in  der  That  der  Nachweis  vollstandig  gefiihrt,  tlass 
unsere  oben  cntwicMte  Zerlegung  der  G(]((I,_^  crscliopfcnd  gewesen  ist. 


§  13.    Einfacnlieit  der  GtJ(i^_ir     Der  G-alois'sche  Satz. 

Schlussbemerktingen. 

Indeni  wir  hier  am  Schlusse  des  Kapitels  noch  einmal  den  Blick 
auf  die  durchlaufenen  Entwicklungen  zurtickwerfen,  werden  wir  vor 
allem  dem  wichtigen  Satze  noch  Worte  geben,  dass  in  der  6r<;(^_1) 

a 

keine  ausgezeichnete  Untergruppe  enthalten  ist;  von  den  beiden  tri- 
vialen  Fallen  abgeseheu,  dass  eine  solche  Gruppe  entweder  nur  die 
Identitat  enthalt  oder  mit  der  G^,«  „  selbst  zusamnienfallt.  In  der 


a 
G  (^^j)  "besitgen  wir  also  eine  einfache  Ghrujppe;  oder;  wie  wir  es  auch 

2 

ausdriicken  konnen:   Es  giebt  nur  eine  aiisgezeiclmde  Congruenzgmype 
der  Prinisdlilstufe  (jt,  namlich  die  Hauptcongniensgrup^e  f  (fa_1). 

2 

Wenii  wir  sehon  beini  Ausspruch  dieses  letzten  Safczes  auf  die 
Congruenzgruppen  ^ter  Stufe  selbst  wieder  Bezug  nahrneu;  so  kounten 
wir  ja  nun  ganz  allgernein  zu  ilmen  wieder  zuriickgehen.  Da  luitten 
wir  denn  jedem  Systeme  von  gleichberechtigten  Dntergruppen  G(Jii  der 
^/to»— i)  e^n  System  von  ebenso  vielen  gleichberechtigten  Congruenz- 

§ 

gruppen  rq^__^  ^tor  Stufe  vom  Index  g  -    ~~       zuzuordnen.     Es  wiirde 

2Q 

die  Aufgabe  entspringen,  ftir  jedes  solche  System  in  der  o-Halbebene 
Fundamentalpolygone  F(^_^  abzusondern,    dei^en  einzelnes,  wie  wir 

—2(— 
sageu  werden,  ;;einen  Q^u  Teil"  des  Polygons  F<}^_^  daratellt;    wir 
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hiitten  die  Geschlecliter  p  fiir  diese  Untergruppen  zu  bestimineu  u.  s.  w. 
Es  ist  aber  weder  iuteressant  nodi  unserer  kunfti^en  Unter$uehun<fen 

o  a 

wegeu  notig,  diese  Aufgaben  hier  im  vollen  Unifaiige  zu  losen;  wir  wollen 
es  vielmehr  der  ferneren  Entwickluog  auheinistellen,  welche  von  den 
Congruenzgruppen  #ter  Stufe  der  eingehendea  Untersuehung  besonders 
wert  erscheinen,  und  werden  clann  speciell  fur  diese  die  Losung  der 
eben  gekennzeichneten  Aufgaben  leicht  nachtr'aglich  erledigen. 

Die  eben  geschehene  Entschliessung  soil  uns  nicht  hindern,  scbon 
hier  wenigstens  der  Frage  nachzugehen,  welches  denn  die  Congruenz- 
gruppen f/tcr  Stufe  von  ?,ldeinsteru  Index''  sind.  Sie  werden  offenbar 
den  Untergruppen  grosster  Ordnnng  der  Crt  ^_^  zugeordnet  sein.  Nun 

ii 

waren  die  Ordnungen  derjenigen  Untergruppen  von  Gt  (,a_1)5  die  nicht 

2 
noch  in  umfassendereu  von  der  Gesamtgruppe  G  (,2_1)  selbst  verschie- 

2 

denen  Untergruppen  enthalten  &ind;  die  folgenden: 

(1)  ^f^,     (2-1),     G/+1),     12,    24,     60, 

wobei  freilich  die  Or  Jnung  12  nur  fur  Stufenzahlen  der  Form  q  =  8  h  +  3, 
die  nicht  zugieich  die  Form  I0hr  +  1  haben,  in  Betracht  komnit,  des- 
gleichen  die  Ordnung  24  uur  flir  ^  =====  8/i  +  1  und  60  nur  fiir  q  =====  10  7^  +  1  . 

Da  wir  doch  (t^>5  voraussetzen;   so  wird  stets        ~     >g+  !></  —  1 


erfttllt  sein;  so  dass  wir  nur  noch  ^^  —  -  und  die  letzten  drei  unter 
(1)  angegebenen  Zahlen  zu  vergleichen  haben.  Da  trifft  nun  in  der 
That  SiSLzill  ^  12  fiir  2=5,  SlSLjL*}  <:  34  ftlr  den  hier  allein  in 

Betracht  komnienden  Fall  q  =  7;  clesgleichen  2™~  '  <  60  allein  fur 
(jf  «=  11  zu;  dartiber  hinaus  aber  ist  •  g7"  unter  alien  Unistanden 

grosser  als  die  iibrigen  in  (1)  angegebenen  Zahlen.  Wir  haben  dauiit 
den  interessanten  und  folgereichen  Satz  gewonnen:  Die  den  halbmeta- 
cydischen  ff  (  1}  entsprechenden  (2  +  1)  gleichlerechtigtcn  Congruenz- 

2 

gruppen  T^+i  ^ter  Stufe  vom  Index  (q  +  1)  sind  im  allgemeinen  Falle 
der  Primzahlst'ufe  q  die  Congruenzgruppen  von  niederstem  Index.  Aus- 
nahmen  treten  nur  fiir  <±  =  5,  1  ,  11  ein}  wo  wir  le#.  den  6?12;  G%±  und 
6rGO  wtsprechend  lei  q  =  5  ein  System,  lei  #  =  7  und  11  aber  leide 
Male  $ivei  Systeme  von  je  q  gleiclibereclitigten  f^  des  Index  2  & 
zeiclmen  haben. 
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Dass  solchergestalt  ftir  q  =  5,  7;  11 ;  aber  aucli  uur  far  diese, 
eine  Ausnahme  von  der  allgemeiuen  Regel  eintritt,  1st  bereits  von 
Galois*)  erkannt  worden;  wollen  wir  also  unseren  soeben  formulierteu 
Satz  kiinftig  kurz  als  den  Galois'schen  Satz  citieren**).  tJbrigens 
erscheint  der  betreffende  Satz  bei  Galois  noch  unvermittelt,  und  es 
ist  erst  das  Verdienst  von  Hrn.  Gierster,  den  ausnalimsweisen  Cha- 
rakter  der  drei  Falle  #  =  5,  7;  11  auf  das  richtige  Mass  zuruckgefuhrt 
zu  haben.  Nach  Auffindung  z.  B.  der  GrGO  in  der  G  ( a_1}  fttr  q  =  107i  +  l 

2 

wiirden   wir   den   Galois;schen  Satz   ini    besonderen  fur  q  =  Wh  +  1 
so  auszusprechen  haben:  Fur  alle  Primzalilstufen  gclcennzdclmeter  Form 

giebt  es  zwei  Systeme  von  je       10^"      gleiclibereclitigten  Congruenggrupyen 
^(,2—1)  vom  J-ndex   g    12T     ;   die  also  filr  q  =  11  ziveimal  11  gleicli- 

120 

lereclitigte  fn   liefern.     Entsprechende  Satze  wircl  man  sofort  von  den 
<?12  und  6r24  aus  formulieren. 


Indem  wir  hiermit  iiberhaupt  die  Entwicklungen  cles  zweiten  Ab- 
schnitts  abscliliessen;  kenuzeichneii  wir  noch  einmal  niit  wenigen  Worten, 
inwieweit  wir  nun  eine  Auflosuug  unseres  gruppeutheoretischen  Grund- 
problems  erlangt  haben.  Nacli  der  allgemeinen  geonietrischen  Ein- 
leitung  (Kap.  1,  2)  und  der  sich  hierauf  sttitzenden  zahlentlieoretisclieu 
Untersucliung  der  cyclischen  Untergruppen  der  Modulgruppe  (Kap.  3) 
folgte  die  theoretisclie  Auflosung  unseres  Problems  in  Form  einer  all- 
gemeinen Exposition  der  Theorie  der  Untergruppen  (insbesondere  der- 
jenigen  von  endlichem  Index)  auf  geometrischer  Grundlage  (Kap.  5?  6). 
Die  so  gewonneuen  allgemeinen  Ansatze  liaben  wir  dann  durch  ausftlhr- 
liche  UntersucKung  der  Congruenzgruppen  und  insbesondere  derjenigen 
von  Primzahlstufe  teils  auf  geometrischer  (Kap.  6),  teils  auf  wesentlich 
arithmetischer  Grundlage  (Kap.  7;  8,  9)  zu  abgeschlossenen  Einzel- 
betrachtungen  durchgebildet. 

*)  Vgl.  den  Brief  Galois'  an  seinen  Freund  Anguste  Chevalier,  vcroiTentliclit  in 
der  Revue  encyclope'dique  von  1832,  sowie  spliter  im  Vcrein  mit  Galoia'  gesammolten 
Werken  in  Liouville's  Journal  Bd.  11  (1846).  Letztere  sind  neuerdings  (Berlin,  1889) 
von  H.  Maser  in  deutscher  Ausgabc  veroffentlicht. 

**)  Der  erete  Beweis"  des  Galois'schen  Satzes  rulirt  wohl  von  Betti  her, 
Sopra  Vabassamento  della  eguasione  modulari  dclk  funzitone  ellitiche,  in  Tortolini'u 
Annali  di  scienze  matematiche  etc.  Bd.  3  (1853).  Man  aeho  iibrigcna  die  schon 
ofter  gonannte  Arbeit  Klein's,  fiber  die  JSrniedrigung  der  Modular gleichwngcn, 
Math.  Ann,  Bd.  14,  wo  zahlreiche  weitere  Citate  gegeben  sind. 
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Dem  wird  nun  genau  der  Gang  der  jetzt  zu  unternehnienden 
Behandlung  des  functionentheoretischen  Grundproblerns  entsprecheu. 
Indem  wir  uns  gleich  anfangs  auf  Untergruppen  von  endllchem  Index 
beschranken  (well  fur  noli  ere  Untergruppen  die  erforderlicben  functionen- 
theoretischen Hlilfsmittel  noch  nicht  bereit  stehen),  werden  "wir  zuerst 
auf  geometrischer  Grundlage  eine  allgemeine  Exposition  fur  die  Auf- 
losung  des  functionentheoretischen  Problems  entwerfen;  alsdann  folgt 
die  specielle  Ausfiihrung  der  allgemeinen  Ansatze  flir  das  Gebiet 
der  Congruenzgruppen.  In  directer  Weise  gelingt  die  Durchfiihrung 
dieses  Planes  allerdings  nur  fur  niedere  Stufenzahlen,  iiber  deren  Be- 
trachtung  wir  darum  im  folgenden  Abschnitte  noch  nicht  hinausgehen. 


Dritter  Absehnitt. 


Beliandlnng  des  fimctionentheoretisclien  GrundproMems. 

Erstes  Kapitel. 

Grimdlegimg  YOU  Riemaim's  Theorie   der   algebraisclieii  Ftmctioneii 

mid  ihrer  Integrate. 

Das  zweite  Problem,  dessen  Auflosung  fur  die  Durchfiihrung  der 
p.  137  u.  f.  fonnulierten  Fundamentalaufgabe  notwendig  war,  be- 
uannteu  wir  p.  141  als  das  ;;functionentheoretische".  Wie  darnals  aus- 
fiihrlichi  auseinandergesetzt  wurde,  hatte  es  zur  Aufgabe,  die  elliptisclien 
Modiilfanctionen  aufzustdlen  imd  &u  imtcrsuclien,  welelie  in  dem  Sinne 
gur  einselnen,  etica  vorliegendcn  Untergruppe  f^  der  Modiflgruppe  f 
gehoren,  dass  sie  sicli  gegenifber  den  Transformationen  Hires  Argumentes  co 
durch  die  Siibstitutionen  von  f/4?  aber  Jceinen  anderen  Transformationen 
yegeniiber  invariant  verhalten. 

Pur  die  Losung  dieses  Problems  ist  die  irn  voraufgelienden  Ab- 
schnitte  entwickelte  Theorie  der  Fundament  alp  oly  gone  FtU  von  grosster 
Bedeutung;  denn  es  gelingt,  wie  wir  ja  bereits  oben  (p.  142)  an- 
deuteten,  die  von  Riemann  in  die  Theorie  der*  algebraischen  Fune- 
tionen  eingefiihrten  geonietrischen  Anschanuugsweisen  und  Massnalimen 
direct  an  die  Fundamentalpolygone  anzukniipfen.  Bevor  wir  dies  ius 
einzelne  belegen,  wird  es  uotig  seiu,  in  einem  kurzen  Excurse  ge- 
sondert  auf  Rienaann's  beziigliche  Theorie  einzugehen  (Kap.  1  und  2 
des  gegenwartigen  Abschnitts).  Wir  beabsichtigen  dabei  niclit  er- 
schopfend  zu  verfahren;  sondern  warden  unseren  Excurs  nur  soweit 
ausdehnen,  als  dies  im  Hinblick  auf  die  kiinftige  Verwendung  desselberi 
und  auf  die  sonst  zur  Verfiigung  stehenden  litterarischen  Hiilfsmittel 
erforderlich  erscheint*). 

*)  Die  beiden  liier  in  Botracht  komtuenden  Originalarboiton  Hiemann's 
sincl:  Gruhdlagen  fur  cine  allgemeine  Theorie  der  Functionen  eincr  verdndcrlicnen 
complexcn  Gfrtisse  (Inauguraldisaertation,  G-cJttingeu,  1861),  Theorio  dor  Abel'schen 
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§  1.     Die   mehrblattrige  Biemann'sche  Flacne  Fn  iiber  einer  Ebene. 

Bereits  iin  ersten  Abschnitt  haben  wir  des  ofteren*)  Gelegenheit 
gehabt,  init  rnehrblattrigen  Rieniann'scheii  Flliehen  zu  arbeiten.  Ftir 
die  nun  folgenden  Entwicklungen  sincl  dieselbeii  geradezu  das  Funda- 
ment unserer  Uberlegungen,  und  wir  wollen  demgeniass  einige  bei 
ihrer  Ausgestaltung  wichtige  Pankte  vorab  kurz  in  Erinnerung  bringen. 

Es  nioge  eine  algebraische  Function  nten  Grades  w(z)  yorliegen, 
welcbe  wir  definiert  denken  durch  die  algebraische  Gleicliung 

/(«6-,*)  —  0, 

in  der  also  w  bis  auf  den  nien,  $  etwa  bis  auf  den  mi&n  Grad  ansteigt. 
Zur  Versinnlichung  des  Verlanfs  dieser  algebraischen  Function  w  be- 
dient  man  sich  bekannterniassen  der  zugehorigen  7e-blattrigen  Rie- 
niann'schen  Flache  iiber  der  Ebene  der  complexen  Variabelen  ,^?  eine 
Flache,  die  wir  in  der  Folge  kurz  durch  Fn  bezeichnen  wollen.  Dabei 
bangen  die  Blatter  von  Fn  zu  zweien  ocler  auch  mehreren  in  gewissen 
;;Verzweigungspunkten"  mit  einancler  zusamnien.  Doch  ist  die  Gesamt- 
zahl  dieser  Verzweigungspunkte  jedenfalls  eine  endlichej  denn  dieselben 
konnen  bekanntlich  nur  an  jenen  Stellen  z  stattfinden,  die  zugleicli 
den  beiden  Gleicbungen 

(i)  /(«,*)  -o,  ^^  =  o 


gentigen.  Durch  Umkreisung  der  Verzweigungspunkte  gelangt  man 
aus  einern  ersten  Blatte  in  andere  hinein,  wie  denn  diese  Blatter 
uberhaupt  so  mit  einander  zusamnienhangen,  dass  sie  ein  Bild  flir 
den  Zusammenhang  der  n  Zweige  unserer  Function  w(&)  abgeben**). 
In  Anbetracht  des  Zusammenhanges  der  n  Blatter  unter  einander 
findet  nun  ein  wichtiger  Fallunterschied  statt.  Entweder  namlieh 
kann  man  aus  einem  ersten  Blatte  durch  zweckmassige  Wege  eines 
sich  stetig  bewegenden  Punktes  0  in  alle  librigen  Blatter  hinein- 


Funetionen  (Crelle's  Journal,  Bd.  54,  1857).  Von  den  zahlreichen  an  dieselben 
anknupfenden  Darstellungen  anderer  Mathematiker  -werden  wii-  in  der  Polge 
beeonders  haufig  zu  nennen  liaben:  Neumann,  Vorlesungen  iiber  Miemann's 
Theorie  der  AbeVschen  Integrate  (2to  AufL,  Leipzig,  1884)  xind  Klein,  filer  Rie- 
mann's  Theorie  der  algebraischen  Functionen  und  ihrer  Integrate  (Leipzig,  1882).  Wir 
citieren  die  erste  dieser  beiden  Schriften  im  Laufe  des  nun  beginnenden  ICapitels 
kurz  durch  Angabe  des  Autors  unter  Beifugung  der  betreffenden  Seitenzahl. 

*)  In  I,  2  §  1  (p.  27)  bei  der  Einfuhrung  der  Perioden  des  elliptischen  Inte- 
grals erster  Gattung,  sowie  in  1,  3  §  1  (p.  65)  beim  Ersatz  gewisser  Biemann'scher 
FlEchen  durch  in  Bereiche  geteilte  Ebenen. 

**)  Zur  Kinfuhrung  in  den  Gebrauch.   mehrblattriger  Riemann'sclier  Fliichen 
benutzt  man  zweckmilssig  Neumann  Kap.  4  und  5, 
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gelangen,  oder  die  Zahl  der  solchergestalt  erreichbaren  Blatter  1st  nur 
eine  beschrankte,  sagen  wir  n'  <  n.  Im  letzteren  Falle  wird  unsere 
»-blattrige  Flache  zerf alien,  indem  ja  jene  n'  Blatter  fur  sick  eine 
Flache  bilden,  welclie  init  den  tibrigen  (n  —  nf)  Blattern  ausser  Zu- 
saniraenliang  steht.  Wohlbekannter  Weise  koinnit  dies  darauf  hinaus, 
class  sich  die  ganze  rationale  Function  f(w9  0)  von  w  und  0  in  das 
Product  von  mehreren,  gleichfalls  in  w  und  *  ganzen  rationalen  Func- 
tionen  spalten  1'asst,  wobei  dann  der  eine  der  entspringenden  Factoren 
in  w  auf  den  Grad  n  ansteigt  und  diejenigen  n'  Zweige  unserer 
algebraischen  Function  w(0)  umfasst,  welche  durch  die  n  Blatter 
der  fur  sich  abgespaltenen  Flache  versinnlicht  werden.  Indem  nun 
aber  diese  n'-blattrige  Flache  niclit  inehr  in  getrennte  Stiieke  zer- 
falltj  wird  jener  Factor  f'(w,0)  vom  Grade  n'  in  w  irreducibel  sein. 
Wir  werden  fortan  diesen  irreducibelen  Factor  und  also  die  algebraische 
Function  w(0)  vom  Grade  n'9  durch  f'(tv,0)  =0  definiert,  allein  be- 
trachten.  Indem  wir  sogleich  wieder  die  oberen  Indices  bei  nf  und 
f  fortlassen,  kommt  dies  darauf  hinaus;  dass  wir  die  0u  Grunde  liegende 
Gleictmng  f(w,  0)  =  0  als  irreducibel  voraitsset&en  und  also  mil  einer 
niclit-serfallenden  Riemann'schen  Fldclie  Fn  &&  tlmn  lidben. 

Weiter  erinnern  wir  an  die  Einteilung  der  Rieinann'schen  Flachen 
in  Geschlechter.  Die  oben  p.  27  u.  f.  zu  Grunde  gelegte  Flache  konnte 
durch  zwei  geeignet  gewahlte  Querschnitte  in  eine  ?,einfach  zusaninien- 
hangende"  zerschnitten  werden,  d.  i.  in  eine  solche,  die  zwar  selbst 
noeh  zusammenhangend  1st,  die  aber  durch  jeden  neuen  Querschnitt  in  ge- 
trennte Stiicke  zerlegt  wird.  Unsere  hier  vorliegende,  noch  niclit  naher 
specificierte  n-blattrige  Flache  Fn  wird  sich  in  ganz  entsprechender 
Weise  durch  eine  gerade  Anzahl  von,  sagen  wir,  2p  Querschnitten 
derniassen  zerschneiden  lassen,  dass  sie  zwar  selbst  noch  zusammen- 
hangend ist,  aber  durch  jeden  (2p  +  l)ton  Querschnitt  in  getrennte 
Teile  zerlegt  wird.  Die  solchergestalt  zu  Tage  tretende  Zahl  p  behillt 
unabanderlich  denselben  Wert,  welches  Querschnittsystem  wir  auch 
zu  Grunde  legen  mogen*);  wir  bezeichnen  dieselbe  weiterhin  als  das 
GesMeclit  der  Hiemann'schen  Flache  Fn  und  haben  also  in  der  zwei- 
blattrigen  Flache  mit  vier  Verzweigungspunkten  (cf.  p.  27)  eine  solche 
des  Geschlechtes  p  =?  1.  Noch  nierken  wir  uns  als  wichtig  die  Re- 
lation an,  welche  zwischen  der  Blatterzahl  n,  dem  Geschlechte  j>  und 
der  Anzahl  v  der  in  den  einzelnen  Verzweigungspunkten  zusammen- 
hangenden  Blatter  besteht  Dieselbe  lautet: 

(2) P=-n  +  l 

*)  Of.  Neumann,  Kap.  7. 
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wobei  die  Sunime  liber  alle  der  Flache  Fn  angehorenden  Yerzweiguags- 
punkte  auszudehnen  ist*). 

Em  besonders  zweekmassiges  Quersehnittsystein  gewinnt  man  in 
folgender  Art.  Von  einem  willkurlicli  ausgewahlten  Punkte  £0  in  einem 
Blatte  unserer  Rieinann'schen  Flaclie  Fn  zielien  wir  einen  ersten  sich 
selbst  nicht  tiberkreuzenden  Querschnitt,  der 
niclit  gerade  in  #0?  wolil  aber  in  einein  an- 
deren  seiner  "friiheren  Punkte  endigt  In 
Fig.  91  ist  derselbe  schematise!!  durcli  die 
aus  q  und  der  geschlossenen  Curve  at  zu- 
sammengesetzte  Linie  angedeutet.  Dieser 
Querschnitt  soil  die  Flaclie  jedenfalls  nicht 
in  getrennte  Stucke  zerschneiden,  und  es 
muss  somit  die  Moglichkeit  vorliegen,  Tom 
einen  Ufer  der  Linie  %  auf  geschlossenem, 
a1  nicht  iiberkreuzenden  Wege  zum  gegen- 

tiber  liegenden  Uferpunkte  hinzugelangen.  Eia  derartiger  geschlossener 
Weg  ist  in  Fig.  91  scheraatisch  angedeutet  und  mit  &A  bezeichnet;  wir 
wollen  ihn  zum  zweiten  Querschnitt  der  Riemann'schen  Flaclie Fn  wahlen**). 
Ist  das  Geschlecht  unserer  Flache  p  >  1 ,  so  werden  wir  in  ganz  ent- 
sprechender  Weise  von  ^0  aus  noch  ein  zweites  solches  Querschnitt- 
paar  herstellen  konnen,  das  in  Fig.  91  einerseits  durch  c2,  a2  und 
andrerseits  durch  62  scliematisch  angedeutet  ist.  In  der  Tliat  Jcann 
man  bei  einer  Flache  Fn  vom  Gesclileclite  p  insgcsamt  p  derartige 
Quersclmittpaare  von  #0  aus  #ieJien,  und  hat  dann  durcli  diese  die  Zer- 
sclmeidung  der  Fn  in  erne  einfacli  zusammenhangende  Fldclie  geleisteL 
Das  ^e  Querschnittpaar  werden  wir  dabei,  gerade  wie  die  beiden 
ersten,  aus  drei  Linien  c,-9  a,;,  &/  aufbauen  und  denken  dieselben 
imnier,  wie  Fig.  91  naher  kennzeichnet;  in  gewisseni  Sinne  durch- 
laufen;  um  gelegentlich  von  einem  re'chten  und  linken  Ufer  der 
einzelnen  Linien  c/;  ah  J)t  sprechen  zu  konnen.  Unsere  Figur,  welche 
den  Fall  p  —  2  versinnlicht;  wird  sofort  veranschaulichen,  wie  die  Fn 

*)  Wir  gedenken  hier  sogleich  der  geschlossenen  Plachen  Fft  des  vorigen 
Absclmitts,  die  wir  gleichfalls  nacli  dem  im  Texte  zur  Geltung  gekomineuen 
Princip  in  Geschlechter  einteilten  (cf.  p.  330).  Unsere  damaligen  Vorstellungen 
werden  sich  mit  den  jetzigen  baldigst  zusammenschliessen. 

**)  Bei  einer  Flache  Fn  des  Geschlechtes  p  =  1 ,  z.  B.  der  F9  mit  4  Yer- 
zweigungspunkten,  ist  hiermit  die  Zerschneidung  in  eine  eiofach  zusammenhilngende 
Flliche  geleistei  In  der  That  subsumiert  sich  ja  auch  die  auf  jene  Fz  bezug- 
liche  Fig.  1,  p.  28,  direct  unter  die  Vorschrift  des  Textes;  mir  wurde  damals  der 
erste  Querschnitt  nicht  mit  dem  hier  durch  cx  Ibezeichneten  Linienstuck  versehen, 
welches  Ifetztere  in  der  That  bei  p  =«  1  nicht  in  Betracht  komrnt. 
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des  Geschleehtes  p  durch  den  Complex  der  2p  Querschnitte  rait  ciner 
zusamnienhangenden  Randeurve  versehen  ist;  bei  deren  Durchlaufung 
daun  jedesmal  beide  Ufer  der  einzelnen  Linie  cl}  tf<;  l>i  besclirieben 
werden,  das  linke  im  Simie  der  Pfeilrichtung,  das  reclite  in  dein 
dazu  entgegengesetzten.  Benennen  wir  unsere  dergestalt  verabredeten 
2p  Querschnitte  kiinftighin  als  em  normales  QuerscJinittsysteni  der  Fn. 
Letzten  Endes  bringen  wir  eiiie  bereits  wiederholt  von  tins  ver- 
wendete  Massregel  zuni  Gebrauch,  iiideni  wir  an  die  Stelle  der  Ebene 
der  coniplexen  Yariabelen  8  die  aus  ihr  durcli  stereographische  Pro- 
jection entspringende  Kugeloberflache  setzen.  Unsere  n-blattrig  liber- 
deckle  Ebene  geht  dabei  in  erne  »n-VlaUrige  Eiemann3 sclie  Kngel- 
flache  Fn  dcs  Gesclileclites  p"  iiber.  In.  derselben  spielt  die  Stelle  #  ==oo 
niclit  niehr  die  besondere  Kolle,  die  ihr  bei  der  #- Ebene  fiir  die  An- 
scbanung  zukoninit;  eine  derartige  Ausnalimestellung  von  &  =  oo  ent- 
spricht  in  der  That  auch  keineswegs  clem  Sinne  der  weiterhin  von  uns 
anzustellenden  Uberlegungen. 

§  2.     Die  ssur  betrachteten  IPlache  Fn  gehorenden  algebraischen 

Punctionen. 

An  der  einzelnen  StelJe  e  liegen  in  unserer  Fiache  Fn  n  Puukte 
uber  einancler,  und  die  in  diesen  Punkten  stattfindenden  Werte  der 
Function  w  gewinnen  wir  durcli  Auflosung  der  Gleichung  f(w,  #)  =  0, 
in  welcher  wir  fiir  $  den  gedachten  Specialwert  eingetrageu  clenken. 
Die  so  entspringenden  n  Werte  tv,  die  sich  nun  in  ganz  bestinimter 
Weise  auf  die  n  Blatter  der  Fiache  verteilen,  sind  im  allgemeinen 
von  einander  verschieden.  Ausnahnien  hiervon  treteu  nur  ein  erstlich, 
wenn  an  der  gewahlten  Stelle  0  ein  Verzweigungspunkt  Fn  gelegen 
ist.  Hiingen  iu  demselben  etwa  v  Blatter  zusammen,  so  werden  die  v 
diesen  Blattern  entsprechenden  Zweige  von  w  fiir  jene  Stelle  &  den 
utimlichen  Wert  annehmen,  Wir  miissen  aber  auch  zweitens  der  Mog- 
lichkeit  Rauni  geben?  dass  bei  %  in  &wei  oder  nock  mehrercn  dortseTbst 
nicht  mit  einander  ziisammenhangenden  Slattern  der  namliche  Wert  w 
stattfinden  kann,  Ein  solches  <Wertsysteni  w9  8  wird  dann  niclit  nur 

den  beiden  Gleichungen  f(w,  e)  ==  0  und  -~  ™^--  =  0  gentigen,  sondern 

es  wird  notwendig  auch  noch  •  '^'-g/  s=0  befriedigt  sein,  indeui  nani- 
lich  die  Gleichung  f(w}  0)  =0;  fiir  den  fraglichen  Wert  iv  nach  8  auf- 
gelost,  eine  mehrfache  Wurzel  8  besitzen  niuss.  Wertsysteme  w,  8  dieser 
besonderen  Art  (die  in  zwei  oder  nocli  mehreren  getrennten  Punkten 
von  Fn  stattfinden)  treten  hiernach  sicher  nur  in  ondlicher  Zahi  auf. 
Wir  werden  somit  umgekehrt  den  Satz  aussprechen  kounen:  Ein 


der  algebraischen  Functioneii  and  ibrer  Integrate.  497 

eiwdnes,  der  Gleiclmng  f(tc,  *)  =  0  geniigendes  Wertsijstem  «•,  &  fuulet, 
allgemein  zu  reden,  nur  in  einem  Punkfe  der  Fn  statt,  welcJier  letetere 
also  dwell  Angabe  dieses  Systems  iv,  0  definiert  icerden  Icann;  Mervon  ist 
hoclistens  erne  endliclie  Aneahl  von  Wertsystemen  w,  &  ausgenommen,  deren 
einzelnes  in  mehr  als  einem,  aber  iceniger  als  (n  +  1)  funliten  der  Fn 
stattfmdet  Diese  letzteren  besonderen  Wertsystenie  werden  uns  aber 
weiterhin,  eben  weil  sie  nur  in  endlicher  Zahl  vorhanden  sind,  mcht 
wesentlich  storen. 

Wir  kommen  jetzt  ausfuhrlicli  daranf  zurfick,  dass  e  in  der 
Gleicliung  f(ivy  *)  =  0  bis  auf  den  m^  Qrac|  ansteigen  sollte.  Wahlen 
wir  sonach  irgend  einen  complesen  Wert  w,  so  giebt  die  Auflosung 
von  f(w,  #)  =  0  nach  0  stets  m  Werte  &  als  zugehorig.  Wir  werden 
dies  daliin  ansdriickeii,  dass  der  einzelne  complese  Wert  w  immer  in 
m  (versehiedenen  oder  teilweise  coincidierenclen)  Puntten  der  Fn  statt- 
findet,  nnd  benenuen  in  diesem  Sinne  iv  als  m~wertige  algebraisclie 
Function  von  2. 

Mogen  wir  nun  einen  beliebigen  Wert  WQ  von  w  herausgreifen, 
der  in  einem  bei  #0  gelegenen  Punkte  der  Plache  Fn  stattfindet.  Bei 
speciellen  Untersuchungen  werden  wir  alsdann  haufig  die  Frage  zu 
erortern  liaben,  wie  viele  von  den  m  zu  WQ  geborigen  Punkten  der 
Fn  an  dieser  bei  #0  gelegenen  Stelle  der  Flache  coincidieren;  wir 
miissen  zur  Beantwortung  derselben  Reihenentwicklungen  in  Anspruch 
nehmen.  Bekanntlieb.  lasst  sicb.  (w  —  w^)  bei  js?0?  allgemein  zu  reden,  in 
eine  Beine  nach  ansteigenden  ganzen  Potenzen  von  (0  —  00)  entwickeln: 

(1)  w  — tc?0  — a0(0  —  #0>*  +  «iO~  ^+1  +  ^(«  — ^))'l+1  +  ---, 
wobei  der  Exponent  p  des  ersten  Gliedes  eine  positive  ganze  Zahl  ist. 
JEben  diese  Zalil  ft  ist  es  dann,  welche  uns  angiebt,  wie  viele  von  den 
fraglichen  m  PunTcten  an  jener  ~bei  #Q  gelegenen  Stelle  coincidieren.  Hier- 
bei  liaben  wir  jedoch  betrefifs  der  durchgangigen  Giiltigkeit  von.  (1) 
noch  einige  erganzende  Zusatze  zu  maclien.  Es  ist  nainlicli  zunachst  vor- 
ausgesetzt,  dass  weder  WQ  noch  #0  den  Wert  oo  haben.  Indessen  haben 
wir  zur  Hebung  dieser  Besonderheit  niehts  weiter  notig,  als  die  bereits 
in  der  Note  unter  Seite  35  verabredete  Festsetzung  auch  hier  fest- 
zuhalten,  dass  wir  unter  (w  —  WQ)  oder  (0  —  #^)  niehts  anderes  als 

( — j  bez.  ( — J  verstehen  wollen,  falls  w0  bez.  #0  ==»  oo  ist.  Des  ferneren 
aber  setzt  Forme!  (1)  voraus,  dass  der  betrachtete,  bei  #0  gelegene  Punkt 
der  Fn  nicht  gerade  ein  VerzweiguDgspunkt  der  Flache  sei;  indessen 
konnen  wir  auch  diese  Besonderheit  durch  eine  analoge  Festsetzung 
uber  (0  —  #0)  heben.  Ist  namlich  der  fragliche  Punkt  ein  Verzweigungs- 
punkt,  in  dem  v  Blatter  zusammenhangen?  so  miissen  wir  bekanntlich 

Klein-Priclce,  Modulfunctionen.  32 
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statt  nach  (0  —  #0)  vielmehr  nach  ansteigenden  Potenzen  von  (s  —  £0)  v 
entwickeln;  in  deni  ersten  dabei  auftretenden.  Exponenten  ft  dieser  Ent- 
•wicklungsgrosse  werden  wir  wieder  die  gesuchte  Anzahl  erhalten.  Wollen 
wir  also  fur  den  in  Eede  stehenden  Fall  unter  (a  —  %)  kurzer  Hand 

J- 
(0 ^  v  verstehen.  —  Man  sieht  iibrigens,  dass  in  jedem  Einzelfall  die 

Grosse,  nach  der  wir  entwickeln,  an  der  betrachteten  Stelle  der  Fn) 
wie  wir  sagen  werden,  jeweils  einfaeh  algebraisch  verschwindet. 

Man  bilde  sich  nunmehr  eine  beliebige  rationale  Function  yon  w 
und  2,  die  wir  to'  nennen  wollen: 
(2)  w'  =  X(to,  0). 

Diese  Function  tv'  wird  alsdann  niit  w  und  0  selbst  im  einzelnen  Punkte 
yon  Fn  einen  eindeutig  bestimmten  Wert  haben  oder;  wie  wir  sagen 
wollen,  auf  der  Flache  Fn  eine  eindeutige  Function  sein.  Dabei  werden 
dem  einzelnen  Werte  e  stets  n  im  allgemeinen  verschiedene*)  Werte  w' 
entspreehen,  die  man  durch  Substitution  der  bezfiglicnen  Werte  w  in  (2) 
erhalt.  Die  symmetrischen  Verbindungen  dieser  n  "Werte  wr  werden  aber 
eindeutig  und  darum  rational  yon  $  abnangen,  und  also  folgern  wir  sofort, 
dass  auchw'  Wurzel  einer  irreducibeln  Gleichung  n***  Grades  f(w',$)=Q 
ist.  Indera  in  dieser  Gleichung  f'fyv',  &)  —  0  die  Grosse  0  etwa  bis 
auf  die  m'te  Potenz  ansteige,  erkennen  wir  in  wf  eine  w'-wertige 
algebraische  Function  von  ^,  die  von  sieb.  aus  gerade  auck  zur  bier 
zu  Grunde  liegenden  Flache  Fn  hingefiihrt  hatte.  Wir  werden  also 
diese  "Dberlegung  dahin  zusainmenfassen,  dass  wir  sagen:  Alle  unter  der 
Form  (2)  ersdieinenden  Grossen  w'  sind  algebraische  Functionen  unserer 
n-Uattrigen  Flaclie  Fn.  Inwiefern  dieser  Satz  umkehrbar  ist;  haben 
wir  jetzt  zu  erortern. 

Dabei  ist  es  von  grundlegender  Bedeutctng,  dass  wir  die  solcher- 
gestalt  gewonnenen  algebraischen  Functionen  (2)  der  Fn  in  einer  vollig 
independenten  Weise  definieren  konnen.  Moge  uns  nanilich  eine 
Function**)  w'  von  #  vorgelegt  sein,  die  in  solcher  Weise  von  &  ab- 

*)  Fiir  besonders  construierte  Functionen  JB(w?,  z)  kann  es  allerdmgs  vorkominen, 
dasa  die  Anzahl  der  verschiedenen  beim  einzelnen  &  eintretenden  Werfce  w'  cin 
von  n  selbst  verscliiedeiier  Teiler  -c  der  Zahl  n  ist.  Wir  sehen  im  Texte  zu- 
nachst  von  diesem  Falle  ab;  bei  ihm  ist  w'  "Wurzel  einer  irredncibelen  Relation 
-pton  Grades,  die  von  sich  aus  nicht  schon  zur  gesamten  &„  hinfflhren  wfirdc, 
vielmehr  zu  einer  solchen  F^  aus  der  erst  durch  (n  :  T)-fache  tJberlagerung  die 
J?n  herstellbar  ware.  Inzwischen  umfasst  der  sogleich  zu  gebende  allgemeine  Be^ 
griff  der  ,,algebraischen  Function  der  Fnu  auch  die  hier  zun§/chst  ausgeschlossenon 
besonderen  jR(io,  0). 

**)  Beziiglich  der  allgemeinen  BegrifFsbestimmung  einer  Function  vou  z  ver- 
glcicho  man  etwa  Neumann  p.  10  u.  f. 
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hangig  ist,  dass  sie  sidi  als  elndeutige  Function  des  Ortes  in  unscrcr  Fn 
auffassen  lasst  Des  ferneren  soil  diese  Function  ic'  in  der  Ftl  allent- 
halben  stetig  sein,  mit  Ausnahme  einer  endliclten  Anzahl  von  Punkten, 
in  deren  einzelnem  wr  in  endllcher  ganzzaldiyer  Ordnung  algebraisclt, 
tmendlich  wird#).  Alle  so  cliaralrferisierten  Functionen  w"  und  nur  diese 
wollen  wir  liinfort  als  die  algebraisclten  Functionen  der  Fn  'bezeiclmen. 
Wir  behaupten  alsdann:  Es  ist  ic'  in  der  G-estaU  (2)  als  rationale 
Function  von  iv  und  s  darstellbar,  so  dass  sicli  die  Gesamtltelt  der  jelzt 
allgemein  cliaraltferislerten  algebraisclien  Functionen  der  Fn  yerade  mit 
den  vorliin  sclion  aufgestellten  Grossen  R(w,  s)  decU. 

Una  solches  zu  zeigen,  werden  wir  die  soeben  gemeinte  Dar- 
stellung  von  w'  durch  w  nnd  0  wirklich  leisten  miissen.  Man  benenne 
zu  dem  Ende  die  Werte  von  w  und  w',  welche  in  den  n  bei  einer 
beliebigen  Stelle  &  tiber  einander  liegenden  Punkten  von  Fn  statt- 
finden,  durcli  u\9  ^2;  -  -  -}  ^vn,  bez.  ««?1',  w%,  -  •  •,  ^vfn.  Indem  man  als- 
dann unter  i  irgend  eine  Zahl  aus  der  Reilie  0?  1,  2;  •  •  *,  (n  —  1) 
versteht7  bilde  man  die  symnietrische  Verbindung 

MI  MI  +  wjwt  +  tvB*wB'  -[ j-  wjw*. 

Dieselbe  ninamt  offenbar  in  den  n  bei  #  iiber  einander  liegenden 
Punkten  den  namlichen  Wert  an  und  ist  sonacn  bereits  von  s  allein 
eindeutig  abhangig.  Des  naheren  aber  ist  sie  zufolge  der  fur  iv 
und  w'  liier  gtiltigen  Voraussetzungen  von  &  rational  abhangig,  wie 
man  auf  Grund  wohlbekannter  functionentheoretischer  Satze  sehJiesst. 
Wir  selireiben  uns  nun  das  System  der  n  auf  diesem  Wege  zu 
gewinnenden  Gleichungen  auf: 

<+          <  + h          W  — *<°>(0), 

(3)  W1™1     +  W*W2    ~\ 1"  W*Wn    =  ?*(1)(X)> 

wf-^Wi  +  Wef-Hi^  -j 1-  Wif-iiVa  =  ^"-^(jer). 

Selbiges  stellt  uns  ein  System  von  n  linearen  Gleichungen  -  mit  den 
n  Unbekannten  w^ ,  w$,  ••  •,  wn'  dar,  und  es  ist  das  Quadrat  der  De- 
terminante  dieses  Gleichungssystems  nach  bekannten  Satzen  eine  nicht 
identiscli  verschwindende  rationale  Function  von  0.  Jetzt  stellt  sich 
durch  Auflosung  von  (3)  nach  «#/  dieser  Wert  als  Quotient  dar?  dessen 
Nenner  die  eben  gemeinte  Determinante,  dessen  Zahler  aber  eine 
rationale  Function  von  0,  w99  w$,  •  •  •,  wn  ist;  wobei  noch  dazu  diese 
letzteren  (n  —  1)  Argumente  w%,  •  *  •,  wn  in  der  Determinante  des 
Zahlers  von  wf  derart  enthalten  sind?  dass  bei  Vertauschung  von  zweien 

*)  Zusammenfaasend  konnen  wir  der  neueren  Ausdrucksweise  folgend  die  von 
w'  geforderten  Bigenschaften  dadurch  bezeichnen,  dass  sie  In  der  Fn  eine  ein- 
deutige  Function  ohne  -wesentlich.  singuliire  Punkte  sein  soil. 

32* 
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unter  ihnen  dieser  Zahler  nur  einen  Zeichenwechsel  erleidot.  Wir 
bemerken  sogleich:  Indem  wir  den  Quotienten  w^  durch  die  in  seinem 
Nenner  stehende  Deterrainanfce  erweitern,  wird  der  neue  Nenner  rational 
in  #,  der  neue  Zahler  aber  symmetrisch  in  tc?2?  w&  ' ' '?  w^>  Aber 
man  erkennt  leicht,  dass  eine  symmetrische  Function  dieser  (n  —  1) 
Wurzeln  w%,  . . .,  wn  von  f(yo,  0)  =  0  rational  in  0  und  der  Wurzel  w1 
darstellbar  ist.  Wir  gewinnen  dergestalt  fur  «;/  die  Darstellung: 

w±   =  B(Wi9  0). 

In  derselben  Form  werden  sich  dann  auch  die  tibrigen  Zweige  w%, 
wBr,  ...  in  ti\2  bez.  iv% ,  ...  und  &  darstellen  lassen,  wie  man  entweder 
auf  directem  Wege  durch  Wiederholung  des  soeben  eingeschlagenen 
Schlussverfahrens  oder  durch  analytiscbe  Fortsetzung  jenes  ersten 
Zweiges  w±  erhartet.  tJberhaupt  ist  somit  wr  =  R(w,  0),  wodurch 
unsere  betreffs  der  Function  wr  geschehene  Behauptung  verificiert  ist*). 
Die  Function  w,  von  der  wir  anfanglich  ausgingen,  ordnet  sich 
hiernach  ein  in  den  ganzen  Complex  der  nunmehr  vollstandig  charakteri- 
sierten  algebraischen  Functionen  der  Flache  Fn  (zu  denen  iibrigens, 
wie  man  bemerkt,  aueh  &  selbst  zu  rechnen  ist).  Bei  dieser  Sachlage 
hatten  wir  statt  w  irgend  eine  andere  Function  (2)  zu  Grunde  legen 
konnen,  die  an  #  durch  eine  irreducibele  Relation  nten  Grades  /"(?£7'?;8r)  =  0 
geknupft  ist.  Auch  von  hier  aus  hatten  wir  gerade  unsere  vorliegende 
Fn  gewonnen  und  wurden  nun  deren  samtliehe  algebraische  Functionen 
rational  in  w'  und  $  darstellen  konnen**). 

§  3.    Die  zur  betrachteten  Plaehe  Fn  gehorenden  Integrale. 

Die  wichtigste  Verwendung  findet  die  in  §  1  eingeftihrte  Rie- 
mann'sche  Flache  Fn  bei  der  Untersuchung  der  zu  ihren  algebraischen 
Functionen  gehorenden  Integrale  j,  welche  wir  auf  Grund  von  (2) 
p.  498  in  der  allgemeinen  Gestalt 

*)  Es  mag  befremden,  dass  die  beiden  Gr5ssen  w,  z  zur  rationalen  Dar- 
stellung aller  Functionen  w'  ausreichen.  Es  ist  ja  keineswegs  ausgeschlosson, 
dass  sich  vereinzelte  Wertsysteme  w,  z  ausfindig  machen  lassen,  die  in  mehr  als 
einem  Punkte  von  F^  stattfinden,  und  in  solchen  Puukten  nat  doch  eine  beliebig 
herausgegriffene  Function  w'  im  allgemeinen  verschiedene  Werte.  Der  hierin 
gegen  die  MSglichkeit  der  Darstellung  w'  =  JK(w,  8)  liegende  Widerspruch  bebt 
sich  durch  den  Umstand  weg,  dass  fu'r  ein  derartiges  Wertsystem  Zahler  und  Xenner 
der  rationalen  Function  It  zugleich  verschwinden ,  worauf  der  sog.  ,,wahre"  Werfc 
von  w,  den  man  durch  Grenzubergang  findet,  an  den  verschiedenen  Stelleu  (w9  g) 
sehr  wohl  verschieden  ausfallen  kann. 

**)  Mit  E/iemann  benennen  wir  die  Functionen  (2)  als  ein  ,,Syetem  gleichver- 
zweigter  algebraischer  Functionen  von  «flt.  tJbrigens  kommen  wir  auf  eine  wcsent- 
licli  allgetneinere  Auffassung  dieser  Verhaltnisse  im  folgendon  Kapitel  zurtick. 
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'A 

(1)  j  =  J 


aufschreiben.  Dabei  ist  eine  anf  der  Flache  festgewahlte  untere  Inte- 
grationsgrenze  dureh  #0;  ?r0,  die  variabel  gedaclite  obere  Grenze  aber 
durch  0,  w  bezeichnet.  Wir  benennen  (1)  kurz  als  ,,ein  zur  Fn  ge- 
horendes  Integral". 

Vorab  erinnern  wir  an  die  Einteilung  dieser  Integrale  in  drei 
Gattungen,  je  nach  der  Art  ihrer  Unstetigkeitspunkte  auf  der  Flache  Fn*). 
In  die  erste  Gattimg  reclinet  man  diejenigen  Integrale,  weldlie  auf  der 
Fldclie  ub&rall  endlicli  sind.  Wir  werden  spaterhin  nocL  ausfiihrlieh 
zu  zeigen  haben,  dass  auf  jeder  Flache  Fn  ernes  Geschlechtes  p  >  0 
Integrale  dieser  Gattung  tbatsacblicb.  existieren.  Man  wird  dabei 
sebeB,  dass  fur  diese  Gattung  die  Unstetigkeitspunkte  der  unter  dem 
Integralzeichen  (1)  stehenden  Function  R(ioy  ^)  durchgehends  in  den 
Verzweigungspunkten  von  Fn  liegen,  woselbst  sie  tiberdies  ganz  be- 
stimmte  Multiplicitaten  liaben  mtissen.  Dieserbalb  kommen  wir  stets 
zu  einem  nicht  der  ersten  Gattung  angeborigen  Integrale  j,  wenn 
E(iv,  0)  nicht  in  dieser  speciellen  Art  auf  Fn  unendlich  wird.  Jeden- 
falls  konnen  wir  (um  hier  noch  weiter  zu  sondern)  die  in  (1)  unter 
dem  Integralzeichen  stehende  Grosse  in  der  Uingebung  einer  bei  ^ 
gelegenen  Stellen  naherungsweise  in  der  Gestalt  darstellen: 


fdr  ($  —  #o)  die  p.  497  getroffenen  Bestimmungen  aufrecht  erhalten.  Hier 
scheiden  wir  nun,  wofern  v  2>  1,  den  Fall  at  =  0  vom  anderen,  wo  at 
eine  Ton  Null  verscbiedene  Constante  ist.  Daher  die  fernere  Einteilung 
der  Integrale:  Wir  benennen  (1)  als  ein  Integral  der  zweiten  Gattung, 
wenn  es  auf  der  Fn  nur  algebraische  UnsteligTceitspun'kte  lesiM;  wir  le- 
nennen  es  als  ein  seiches  von  der  driUen  Gattimg,  wenn  es  ausser  etwaigen 
algebraischen  Unstetigkeitsyurikten  auch  noch  logarithmisdie  "besitet.  In 
der  That  liefert  (2)  ini  Falle  %  ^0  fur  j  bei  ^0  ein  Glied  ax  log  (*  —  *r0). 
Den  hierbei  auftretenden  Coefficienten  a±  nennt  man  das  logarithmische 
Residuum  des  in  Rede  stehenden  Unstetigkeitspunktes  und  hat,  wie 
wir  nebenher  bemerken,  den  Satz,  dass  die  Summe  der  Residuen,  die 
fur  die  samtlichen  logarithmischen  Unstetigkeitspunkte  irgend  eines 
einzelnen  Integrals  dritter  Gattung  eintreten,  verschwindet**).  Ein  ein- 
fachstes  Integral  zweiter  Gattung  wiirde  oflfenbar  das  sein,  welches 
an  einer  bei  00  gelegenen  Stelle  der  Fn  unstetig  wird,  wie  z_  ^  i™- 
*)  Cf.  Neumann,  Kap.  9.  **)  Cf.  Neumann,  p.  203. 
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(ibrigen  aber  auf  der  Fn  allenthalben  stetig  ist.  Wir  konnten  es  als 
ein  elementares  Integral  zweiter  Gattung  benennen;  in  der  That 
werden  wir  spater  Integrale  dieser  Art  herstellen  und  ausfuhrlich  zu 
untersuchen  haben.  Endlich  ware  ein  einfachstes  Integral  dritter 
Gattung  ein  solches  mit  nur  zwei  logarithnnschen  Unstetigkeitspunkten 
019  u\  und  #2?  w2,  in  denen  sich  j  verhalt  wie  log  ($  —  0t)  bez. 
—  log  (jgf  —  #3),  w'ahrend  sonstige  Unstetigkeitspunkte  fur  j  auf  der  Fn 
nicht  auftreten.  Auf  Integrale  dieser  Art  werden  wir  gleichfalls  bald 
nock  zuruckkornmen-,  indessen  verschieben  wir  ihre  griindlichere  Be- 
sprechung  bis  in  einen  spateren  Abschnitt. 

Etwas  ausfiihrlicber  gehen  wir  hier  auf  die  Periodicitat  der  Inte- 
grale j  ein?  um  spaterhin  bei  der  Untersucnung  derselben  nicht  noch 
eimnal  verweilen  zu  mussen.  Das  Geschlecht  unserer  Flache  p  >  0 
vorausgesetzt,  kann  man  auf  derselben  irnmer  geschlossene  Curven 
ziehen,  die  sich  ohne  Zerreissen  nicht  auf  einen  Punkt  zusammen- 
ziehen  lassen.  Fuhren  wir  ein  wrliegendes  Integral  j  von  einem  Purikte 
dieser  gescJilossenen  Curve  iiber  deren  ganze  Ltinge  bis  &wm>  Ausgangspuriltie 
switch,  so  hat  dasselbe  einen  Wertguwachs  gavonnen,  den  man  als  eine 
Periode  von  j  ~bezeichnet*\  Jene  geschlossene  Curve  benennen  wir  als 
die  beztigliche  Periodenbahn  und  haben  den  Satz,  dass  bei  einem 
Integral  der  ersten  oder  zweiten  Gattung  die  Periode  unverandert 
ihren  Wert  behalt,  wenn  wir  die  Periodenbahn  irgend  welcher  ohne 
Zerreissen  vor  sich  gehender  Gestaltsanderung  auf  der  Fn  unterwerfen. 
Bei  einem  Integral  dritter  Gattung  j  mussen  wir  immer  auch  noch 
auf  die  logarithmischen  Unstetigkeitspunkte  Rilcksicht  nehnien.  Um- 
kreisen  wir  einen  einzelnen  solchen,  etwa  bei  #0  gelegenen;  im  posi- 
tiven  Sinne;  so  wircl  j  um  die  additive  Constante  2a±tti  wachsen, 
wenn  sich  j  dortselbst  wie  a±  log  ($  —  #0)  verhalt.  Hier  werden  wir 
also  eine  geracle  vorliegende  Periodenbahn  nicht  liber  einen  logarith- 
mischen Unstetigkeitspunkt  von  j  hintiberziehen  diirfen,  wenn  die  be- 
ztigliche Periode  bei  der  Versehiebung  der  Bahn  eine  Wertiinderung 
nicht  erfahren  soil. 

Geschlossene  Wege  bezeichneter  Art,  die  zu  Periodenbahnen  taug- 
lich  sind,  haben  wir  nun  vor  alien  Dingen  in  den  Ourven  aiy  6A-  vor 
uus,  welche  (im  Verein  mit  den  Linien  et)  in  Fig.  91 ;  p.  495,  das 
norinale  Querschnittsystein  .unscrer  Fn  bildeten.  Moge  ein  vorlicgen- 
des  Integral,  in  der  Pfeilrichtung  der  Fig.  91  iiber  die  Curve  a,  ge- 
fiihrt,  um  die  Periode  o^  zunehinen;  desgleichen,  tiber  &t-  geftihrt,  um 


*)  Es  ist  dioso  Begriifsbostimmung  genau  in  Ubereinstimmtmg  mit  dor  p,  27 
und  28  im  besonderen  Falle  jp  =  1  abgegebenen  Definition  dor  Forioden. 
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die  Periode  &®.  Finden  wir  dann  als  Wert  unseres  Integrales  fiir  eineii 
gerade  betrachteten  Punkt  der  Plache  j,  so  ist  der  allgemeinste  durch 
analytisclie  Fortsetzung  erreicltbare  Wert  ties  Integrales  in  diesem  funlde 
der  Fn  durcJi: 

««  + 

gegeben,  wobei  die  cc,  ($  irgend  welclie  ganze  Zalilen  sind.  Hinzusetzen 
niussen  wir  naturlich  noch,  dass  fur  Integrale  dritter  Gattung  j  liber- 
dies  aucli  nock  solche  additive  Constante  hinzukommen,  die  yon  Um- 
kreisungen  der  logarithmischen  Unstetigkeitspunkte  herruhren. 

Der  Beweis  dieser  Behauptung  gestaltet  sich  allgemein  gerade 
so,  wie  er  sich  oben  p.  28  u.  £  iin  Specialfall  p  ==  1  ableisten  liess. 
Wir  denken  Fn  durcli  das  normale  Querschnittsystem  (Fig.  91,  p.  495) 
in  eine  einfach  zusainmenliangende  Flaclie  zerschnitten.  In  derselben  sind 
alsdann  die  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  (um  Her  der  Kiirze 
wegen  nur  von  diesen  zu  handeln)  eindeutige  Functionen  des  Ortes. 
Inzwischen  wird  das  einzelne  gerade  betraehtete  Integral  j  in  einander 
gegeniiberliegenden  Uferpunkten  der  Schnitte  aiy  bt,  ciy  allgemein  zu 
reden;  nicht  die  gleichen  Werte  haben.  So  wird  zunaehst  ain  Ende 
der  Linie  &/  der  Wert  von  j  um  cof  grosser  sein,  als  am  TJrsprung 
von  &i.  Da  man  aber  den  Kreuzungspunkt  der  Periodenbahn  ^  mit  a-, 
beliebig  nach  rechts  oder  links  uber  at  binscliieben  kann,  ohne  den 
Wert  co^  dadurch  zu  andern,  so  bemerken  wir;  dass  j  su  beiden  Ufern 
des  Schnittes  ai  allenthalben  die  constante  Wertdifferen#  co^  aufweist, 
und  zwar  ist  dieses  der  Betrag,  um  welchen  der  Wert  des  Integrals  j 
am  rechten  Ufer  den  am  linken  Ufer  stattfindenden  iibertrifft.  Durch 
leichte  Fortsetzung*)  dieser  TJberlegung  bemerkt  man,  dass  aucli  langs 
d  unser  auf  die  zerschnittene  Flacne  eingeschranktes  Integral  j  eine 
constante  Wertdifferenz  aufweist;  diese  aber  ist  in  einfaclister  Weise  stets 
Null,  wie  man  durch  Aufstellung  der  Werte  von  j  in  den  drei  an  die 
Mundung  von  <?,-  in  a*  sich  heranziehenden  Spitzen  der  zerschnittenen 
Fn  beweist.  Endlich  lesitzt  j  langs  des  SchniUes  fa  die  constante  Wert- 
differenz o>£>,  und  zwar  ist  dies  zufolge  der  Fig.  91  der  Betrag,  um 
welchen  der  Wert  von  j  am  linken  Ufer  von  Z>±  den  im  gegeniiber- 
liegenden Punkte  stattfindenden  Wert  j  iibertrifft.  —  Haben  wir  jetzt 
in  irgend  einem  Punkte  der  Fn  den  Integralwert  j  erreicht  und  be- 
schreiben  von  hier  aus  in  der  unzerschnittenen  Fn  eine  beliebige 


*)  Man  vergleiche  hier  ubrigens  allenthalben  die  ausfiihrlichen  Darlegungen 
in  Neumann,  Kap.  8  und  9, 
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Periodenbahn,  so  moge  nach  Durchlaufung  derselben  j  in  j'  uber- 
gegangen  sein.  Da  brauchen  wir  dann  nur  abzuzahlen,  wie  oft  und 
in  welcher  Richtung  diese  Periodenbahn  die  einzelnen  Curven  al}  1i 
schneidet,  urn  direct  die  ganzen  Zahlen  a,  ft  der  Relation  (3)  zu  ge- 
winnen,  welehe  f  mit  j  verkniipft.  Dass  iibrigens  durch  geeignete 
Periodenwege  aueh  jede  Combination  ganzer  Zahlen  #;,  fa  erreicht 
werden  kann,  dtirfte  anf  Grund  der  Hermit  gegebenen  Deduction  ohne 
weiteres  evident  sein. 

Zum  Schlusse  mtissen  wir  noch  ganz  besonders  betonen,  dass  wir 
gerade  wie  im  vorigen  Paragraphen  fur  die  algebraischen  Functionen 
nun  auch  fur  die  Integrate  der  Flache  Fn  eine  independente  Definition 
aufstellen  konnen.  Es  moge  namlich  in  j  eine  Function  von  0  vorliegen, 
die  auf  der  Fn  uberall  stetig  ist}  McJistens  abgesefien  von  einer  encttichen 
Anzalil  "besonderer  Purikte  der  Fn,  in  denen  j  entweder  algebraiscli  von 
ganzzaliliger  Ordnung  oder  logarithmisdi  unendlich  wird,  lidbe  ferner  die 
so  'besclirdnkte  Function  j  die  Eigenschaft,  lei  Durclilaiifung  eines  ge- 
schlossenen  Weges  auf  der  unzerschnittenen  Fn,  allgemein  $u  reden,  eine 
additive  Constante  anzune'lmien,  so  ist  sie  ein  Integral  der  Riewiann'sclien 
Flache  Fn  im  vora^ifge'hend  erJclarten  Sinne  dieses  Wbrtes.  In  der  That 
wird  ja  die  Ableitung  -—-  eine  eiudeutige  Function  auf  der  Fn,  und 

man  erkennt  ttberdies  sofort  an  -~  alle  charakteristischen  Eigenschaften 

einer  algebraischen  Function  der  Fn,  Es  ist  sonach  --—-  =  R(w,  $), 
wodurch  fiir  die  hier  defmierte  Function  j  direct  die  Darstellung  (1) 
gewonnen  ist. 

§  4.  Die  zur  betrach.teten  Flache  Fn  gehorenden  Potentiale. 
Es  sei  jetzt  durch  w  irgend  eine  der  in  den  voraufgehenden  beiden 
Paragraphen  betrachteten  Functionen  bezeichnet,  d.  i.  entweder  eine 
algebraische  Function  der  Flache  oder  das  Integral  einer  solchen.  Wir 
wollen  dann  w  in  seinen  reellen  und  imaginaren  Bestandteil  spalten; 
indem  wir  w  =*  u  +  ^  schreiben,  und  setzen  zugleich  fur  die  unab- 
hangige  Variabele  e  deren  entsprechenden  Ausdruck  0  =  x  -f-  iy.  Der 
somit  vollzogene  Schritt  ist  nicht  nur  fur  den  Gang  unserer  weiterhin 
einzuschlagenden  Entwicklung  erforderlich,  sondern  er  ist  tiberhaupt 
von  fundamentaler  Bedeutung  fiir  die  Riemann'sche  Theorie  der  alge- 
braischen Functionen.  Jetzt  werden  namlich  u  und  v  reelle  Functionen 
der  beiden  unabhangigen  reellen  Variabelen  x,  y  sein,  und  zwar  geniigen 
U  und  v  als  solche  sehr  bekannter  Weise*)  den  Differentialgleichungen : 

*)  Vergl.  NeumariB  p.  12. 
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/-j\  du  _  cv        die  _        di} 

^  ex        cy'cy  Wx  > 

(2)  |!!£  +  |^_o,     J!l  +  £l  =  0. 

v  J  dx*    *     cy*  '      ex2    '    cy* 

Aber  man  benermt  Integrals  u  der  Differentialgleichung  (2)  ini  Sprach- 
gebraucli  der  mathematischen  Physik  als  Potentiate.  Durch  Spaltung 
von  w  in  die  Potentiale  u  und  v  haben  wir  also  Anschluss  gewonnen  an 
die  Ansehauungsweisen  der  matheniatisehen  Physik,  was  geschichtlich 
fur  die  Entwicklung  der  Riemann'schen  Theorie  Ton  grosster  Bedeu- 
tung  gewesen  ist*J. 

Die  Wichligkeit  der  Einfuhrung  der  Potentiale  fiir  unsere  ferneren 
Entwicklungen  wird  in  den  weiter  folgenden  Paragraphen  hinreichend 
evident  werden.  Hier  haben  wir  vorab  noch  einige  allgemeine,  sie 
betreffende  Begriffsbestimmungen  und  Erklarungen  abzugeben.  Indem 
w*ir  vor  allem  daran  festhalten;  dass  w  eine  zu  unserer  Fn  gehorende 
Function  sein  sollte,  werden  wir  die  bezuglichen  Potentiale  u  und  t? 
gleichfalls  als  zur  Flache  Fn  gehorig  bezeichnen.  Dabei  sollen  immer 
solche  zwei  der  Fn  zugehorige  Potentiale  u  und  v,  welche  in  (u  +  iv) 
eine  Function  der  Flache  ergeben,  als  conjugierte  Potmtiale  bezeichnet 
werden.  Es  ist  dann  besonders  folgereich,  dass  jedes  Potential  sein 
conjugiertes  Potential  lis  auf  eine  additive  Constante  eindeutig  "bestimmt; 
in  der  That  stellt  sich  z.  B.  v  auf  Grund  der  Relationen  (1)  durch  u 
in  der  Form: 


dar,  wo  wegen  (2)  unter  dem  Integralzeichen  ein  exactes  Differential 
steht  und  nur  die  untere  irgendwie  anzunehmende  Integrationsgrenze 
durch  u  allein  noch  nicht  naher  bestimint  ist**). 

Die  zu  den  algebraischen  Functionen  der  Fn  gehorenden  Poten- 
tiale benennen  wir  als  algebraisclie  Potentiale  der  Flache  und  sprechen 
in  ganz  analoger  Weise  den  Integralen  entsprechend  kurz  von  Poten- 
tials erster,  $weiter  und  dritter  Gattung  der  Flache  Fn.  Alle  diese 
Potentiale  sind  auch  einer  unabhangigen  Definition  fahig,  wie  wir 
sp*aterer  Verwendung  halber  insbesondere  fur  die  Potentiale  erster  und 
zweiter  Gattung  noch  naher  ausfiihren.  Ein  Potential  u,  das  auf  der 
Fn  uberall  stetig  ist  und  lei  Durchlaufung  von  eigentlichen  Periodenwegen, 
allgemein  gesagt,  um  eine  Constante  wachst,  ist  ein  solches  der  ersten 


*)  Man  vergl.  die  Vorrede  der  p.  493  genannten  Schriffc  von  Klein. 
**)  Vergl.  Neumann  p.  388  u.  f. 
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Gattung.  Es  wird  namlich  das  conjugierte  Potential  v  in  einem  solchen 
Palle  wegen  (3)  den  namlichen  Charakter  wie  u  besitzen,  so  dass 
(te  +  iv)  sich  auf  Grund  der  im  voraufgehenden  Paragraphen  entwickelten 
Satze  als  Integral  erster  Gattung  zu  erkennen  giebt.  Perner  aber: 
Haben  wir  in  ti  em  Potential,  das  auf  Fn  iiberall  stetig  ist,  mit  Aus- 
naJime  einer  endliclien  Zalil  von  Punkten,  in  deren  einzelnem  dasselbe 
unstetig  wird,  wie  der  reelle  Teil  einer  gewissen  Function 


mit  ganggahligem  v,  tind  T)esit$t  u  uberdies  die  wiederliolt  gekennzeichnete 
Periodeneigenschaft,  so  Jidben  ^vir  in  ihm  ein  Potential  zweiter  Gattung 
wr  uns.  Insonderheit  kann  es  vorkommen,  dass  ein  Potential  zweiter 
Gattung  u  auf  der  unzerschnittenen  Fn  eindeutig  ist  (was,  wie  wir  sehen 
werden,  bei  den  Potentialen  erster  Gattung  nicht  eintreten  kann); 
dann  wird  aber  das  conjugierte  Potential  v  zufolge  seiner  Integral- 
form  (3)  im  allgemeinen  noch  ein  solches  sein,  das  bei  der  Durch- 
laufung  von  Periodenwegen  um  Constante  zunimmt*).  Es  wird  im 
speciellen  weiterhin  ein  solches  eindeutiges  Potential  zweiter  Gattung 
der  Fn  eine  wesentliche  Rolle  spielen,  das  nur  in  einern,  beliebig  vor- 
zuschreibenden  Punkte  der  Plache  Fn  unstetig  wird,  und  zwar  wie  der 

reelle  Teil  von     J*--7  unter  #0  den  zum  Unstetigkeitspunkte  gehorigen 

Wert  von  &  verstanden;  wir  bezeichnen  dieses  Potential  weiterhin  als 
ein  elementares  Potential  &weiter  Gattung.  —  Es  wurde  schliesslich  nicht 
schwer  halten,  hier  auch  noch  die  Potentiate  dritter  Gattung  einer 
directen  Definition  zu  unterziehen. 

Wir  arbeiten  im  folgenden  gelegentlich  rnit  einer  geometrisclien 
Versinnlichung  unserer  Potentiate  u  durch  gewisse  Flachen.  Indem  uns 
die  Ebene  der  complexen  Variabelen  2  nach  Spaltung  von  #  in  x  und 
y  zur  Coordinatenebene  %,  y  geworden  ist,  wollen  wir  jetzt  im  Null- 
punkte  x  =  y  =  0  senkrecht  zu  dieser  Ebene  eine  dritte  Coordinaten- 
axe  errichten,  welche  wir  nun  gleich  wieder  als  #-Axe  benennen,  da 
die  Bezeichnung  &  fur  die  complexe  Variabele  (x  +  iy)  zuvorderst  nicht 
in  Betracht  kommt.  Liege  nun  ein  Potential  u  vor;  so  versinnlichen 
wir  dasselbe  vermoge  der  ditrcti: 
(5)  »  -  «(a>,  y)  =  0 

dargestellten  Flache.  Wir  haben  darin  eine  zusammenhangende  Flache, 
die  sich  senkrecht  iiber  alien  TJnstetigkeitspunkten  von  u  in  charakte- 

*)  Nur  erst  solche  Potentiale  u  der  in  Eede  stehenden  Art,  dere'n  conjugierte 
Potentiale  gleicMalls  eindeutig  sind,  sind  algebraische. 
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ristischer  Weise  ins  Unendliche  zieht"*),  die  f  enter  von  der  einzelnen 
0-Ordinate  jedesmal  in  n  oder  unendlicli  vielen  Punkten  durclistossen 
wird,  je  naclideni  u  auf  der  Fn  eindeutig  oder  unendlich-vieldeutig  ist. 
Sei  unser  Potential  it  in  der  Urngebung  irgend  eines  Punktes  der 
Fn  mit  den  Coordinate!!  #0,  yQ  stetig,  so  konnen  wir  es  fiir  diese  Um- 
gebung  nach  dem  Taylor'schen  Satze  in  eine  Reihe  entwickeln.  Indem 
wir  dabei  nocli  «(a?0,  #0)  =  «0  =  £0  schreiben,  finden  wir  in  der  Nahe 
des  Punktes  xQ,  y0,  ^o  «"sere  Flache  (5)  dargestellt  durcli: 

(8-*.)-fa- 


Wir  wollen  auf  Grund  dieser  Gleichung  eine  einfaclie  geometrisclie 
Interpretation  der  Differentialrelation  (2)  p.  505  entwickeln.  Das  Biindel 
der  Geraden  des  Raunies  der  %j  y,  s  durch  den  Punkt  XQ,  yQ,  ^0  ist 
dargestellt  durch: 


a  |3  y 

wobei  a,  /3;  y  drei  endliclie  Verhaltnisgrossen  sind.  Wollen  wir  unter 
diesen  Geraden  insbesondere  die  Haupttangenten  der  Flache  (6)  im 
Punkte  %Q,  yQ,  0Q  liaben^  d.  i.  diejenigen  Linien?  welche  an  der  f  rag- 
lichen  Stelle  drei  auf  einander  folgende  Punkte  mit  der  Plache  gemein 
haben,  so  naiissen  wir  in  (6)  x  —  #0  ==  ?ccc,  y  —  2/o  =  3C£;  ^  —  ^0  =  ^7 
substituieren,  alsdann  die  linke  Seite  von  (6)  nach  Potenzen  des  Para- 
meters x  ordnen  nnd  die  Coefficienten  von  x  und  x2  mit  Null  iden- 
tisch  setzen.  Solchergestalt  ergeben  sich  fur  cc,  /?,  y  die  beiden 
homogenen  Gleichungen: 


Gleichung  (2)  p.  505  besagt  nun,    dass   die  Wurzeln  -g-  der  zweiten 

dieser  beiden  Gleichungen  stets  reell  sind,  und  dass  deren  Product  der 
Einheit  gleich  ist.  Dies  heisst  aber  geometriseh:  Unsere  Fldclie  (6)  ist  im 
letracliteten  PunJcte  XQ,  y0,  #Q  (und  also  in  jedem  niclit  singuldren  Punkte) 
hyperboliscfi  gekriimmt,  und  es  geben  ihre  Tteidcn  dort  stattfindenden  Haupt- 
tangenten,  auf  die  xy-Ebene  projiciert,  $wei  einander  senJcrecht  schnei- 
dende  Gerade.  Hiermit  ist  die  beabsichtigte  Interpretation  der  Glei- 
chung (2)  gefunden. 

*)  Modelle  solcher  Fl'achen  sind  fur  einige  "besondere  Potentiale  von  Hrn. 
Dyck  angefertigt  und  im  BrilFsohen  Verlage  (Darmstadt)  erschienen. 
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§  5.    Formulierung  des  Existenztkeorems  bei  beliebig  gegebener 
Riemann'sclier  Flache  Fn.     Plan  des  Beweises. 

In  den  voraufgehenden  Erorterungen  war  Fn  uberall  diejenige 
Riemann'sche  Flaehe  iiber  der  #- Ebene,  welche  der  ursprunglich  vor- 
gelegten  irreducibelen  Relation  f(w,  #)  =  0  entspraeh.  In  unseren 
spateren  Entwicklungen  wird  >ber  die  Sachlage  unagekehrt  die  sein, 
dass  uns  ^-blattrige  Riemann'sche  Flachen  iiber  einer  Ebene  inde- 
pendent Yorgelegt  sind,  ohne  dass  von  vornherein  irgend  erne  Relation 
f(wy  8)  =  0  bekannt  ware,  fur  welche  die  einzelne  solche  Flache  ein 
Mittel  der  Versinnlichung  ware.  In  der  That  konnen  wir  Tins  ja  ganz 
unabhangig,  namlich  auf  rein  geometrischem.  Wege  uber  der  0 -Ebene 
eine  n-blattrige,  zusammenhangende  Riemann'sche  Flache  Fn  mit  einer 
endlichen  Anzahl  irgend  wie  gelegener  Verzweigungspunkte  und  niit 
irgend  wie  geregeltem  Blatterzusamrnenhange  consfcruiert  denken  und 
haben  jetzt  ofiFenbar  umgekehrt  die  Fragestellung  auszusprechen:  Cns- 
Jiort  $u  der  so  gegebenen  FldcJie  Fn  stets  ein  tvirMich  existierendes  System 
von  algebraischen  Functionen  und  Integralen,  wie  wir  ein  solclies  in  den  vor- 
aufgreJienden  Paragraphen  fur  die  dort  zu  Gmnde  liegende  Fn  Jcennen  lernten? 

Es  ist  nun  ein  Fundaraentalsatz  von  Rieniann?s  Theorie  der  alge- 
braischen Functionen,  dass  diese  Frage  thatsachlich  in  bejahendem 
Sinne  zu  beantworten  ist,  dass  also  zur  gegebenen  Fn  wirklich  immer 
ein  solches  System  von  Functionen  gehort,  welches  let&i&re  demgemass 
durch  die  Fn  geradezu  als  definiert  angeseJien  werden  Jcann.  Wir  werden 
fortan  den  somit  ausgesprochenen  Grundsatz  der  Rieniann'schen  Theorie 
kurz  als  das  ;;Existenztheorein"  bezeichnen.  Trotz  der  principiellsten 
Wichtigkeit,  welche  man  bei  unseren  ferneren,  die  elliptischen  Modul- 
functionen  betrefifenden  Entwicklungen  dem  Existenztheoreme  zuerkennen 
muss,  bleibt  es  fiir  uns  ganzlich  ausgeschlossen,  einen  erschopfenden 
Nachweis  desselben  hier  zu  erbringen.  Es  muss  vielmehr  geniigen, 
dass  wir  auf  die  Hauptgesichtspunkte  dieses  Nachweises  hindeuten;  um 
uns  sodann  in  Betracht  aller  weiteren  Ausfuhrungen  auf  die  diesem 
Gegenstande  gewidmeten  Einzeldarstellungen  zu  beziehen.  Vorab  noch 
ein  paar  historische  Bemerknngen. 

Riemann  selbst  glaubte  (in  seinen  beiden  p.  492  genannten  Ab- 
handlungen)  das  Existenztheorem  in  einer  hier  nicht  naher  zu  erorternden 
Weise  vermoge  einer  der  Variationsrechnung  entstammenden  Schluss- 
weise  zum  Nachweis  bringen  zu  konnen,  welche  schon  lange  in  der 
Potentialtheorie  der  Ebene  und  des  Raumes  im  Gebrauche  war  und 
von  Riemann  zu  Ehren  seines  Lehrers  Dirichlet  als  Dirichlefsches 
Princyp  bezeichnet  wurde.  Es  ist  indessen  diese  Schlussweise  von 
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Weierstrass  als  unzureichend  erkannt  woi'den,  womit  denn  die  von 
Riemann  gegebene  Begriindung  seines  Existenztheorems  liinfallig  wnrde. 
Inzwisclien  ist  es  den  Herren  Schwarz  und  C.  Neumann  gelungen, 
die  betreffenden  Satze  der  Potentialtheorie  und  damit  das  Biemann'sche 
Existenztheorem  in  anderer  Weise  zu  stiitzen*).  Diese  Arbeiten,  die 
bis  zum  Beginn  der  siebziger  Jahre  zuriiekreichen,  sind  in  dem  TJm- 
fange,  wie  wir  sie  hier  brauehen,  (namlich  allein  fur  gesehlossene 
Flachen)  1884  mit  der  Veroffentliehung  des  ofter  genannten  Neu- 
mann'sehen  Werkes  als  abgesehlossen  anzusehen.  Daher  warden  wir, 
urn  die  Hauptgesichtspunkte  des  in  Rede  stehenden  Nachweises  zu 
skizzieren,  nns  eng  an  das  soeben  genannte  Werk  anschliessen,  auf 
welches  wir  dann  bezuglich  aller  Einzelausfiihrungen  verweisen. 

Dem  Gesagten  zufolge  wird  es  sich  zunachst  nicht  darum  han- 
deln,  die  Existenz  von  Functionen  auf  unserer  beliebig  gewahlten 
Flaehe  Fn  zu  beweisen,  vielmebr  haben  wir  zuvorderst  mit  den  Poten- 
tialen  zu  beginnen.  Unter  ihnen  ist  es  das  im  vorigen  Paragraphen 
definierte  eleinentare  Potential  zweiter  Gattung,  welches  wir  zunachst 
gewinnen  wollen,  um  von  ihm  aus  ohne  besondere  Muhe  die  Poten- 
tiale  erster  und  dritter  Gattung  abzuleiten.  Sonach  ist  es  unser 
nachstes  Ziel,  auf  Fn  die  Existenz  eines  eindeutigen  Potentials  u  0u  le- 
ivdsen,  welches  uberall  stetig  ist,  nur  dass  es  in  einem  lei  #Q  gelegenen 
Purikte  der  Flaclie  sicJi  gerade  so  verhalt,  tvie  der  reelle  Teil  der  Function 
,  unter  c  eine  beliebige  complexe  Constanta  verstanden.  Be- 


«0 


*)  Vergl.  die  Zusammenstellung  der  bezuglichen  Citate  in  Klein's  Abliandlnng, 
Neue  Beitrage  ssur  Riemavm'schen  Functionentheorie,  Math.  Ann.  Bd.  21  p.  156.— 
In  seiner  Schrift  uber  Biemann's  Theorie  hat  Klein  auf  einen  genanen  Beweis  des 
Existenztbeorems  iiberhaupt  verzichtet  und  dafur  diejenigen  physikalisehen  Be- 
trachtungen  in  den  Tordergrund  gerxickfc,  aus  welchen  die  samtlichen  dem  Existenz- 
theoreme  verwandten  Potentialsatze  ursprunglich  entstanden  sind.  Es  giebt  dies 
der  Darstellung  eine  hesondere  Anschaulichkeit,  auf  die  wir  im  Texte  leider  haben 
verzichten  mussen,  da  wir  nicht  zu  weit  ausholen  durften.  tbrigens  betrachtet 
Klein  daselbst  Functionen  nicht  nur  auf  solchen  geschlossenen  Flachen,  die  fiber 
einer  Ebene  ausgebreitet  sind,  sondern  iiberhaupt  auf  beliebig  im  Raume  verlaufen- 
den  geschlossenen  Flachen.  Die  hierin  liegende  Verallgemeinerung  ist  fflr  weiter- 
gehende  functionentheoretische  Untersuchungen  durchaus  wesentlich;  fur  die  im 
Texte  zu  gebenden  Entwicklungen  ist  dieselbe  aber  nicht  ncJtig  und  soil  daher 
gleichfalls  bei  Seite  gelassen  werden.  —  In  neuerer  Zeit  hat  Hr.  Jules  Rie- 
mann in  seiner  Dissertation:  Sur  7e  probleme  de  DiricMet  (Paris,  1888J  eine  zu- 
sammenhangende  Darstellung  der  Schwarz'schen  Untersuchungen  geliefert,  wahrend 
andrerseits  die  betreffenden  Originalarbeiten  durch  das  Erscheinen  von  Schwarz' 
Gesammelten  Mathematischen  Abhandlungen  (Berlin,  1890,  in  SBtoden)  in  erhBhtem 
Masse  zugangHch  geworden  sind.  Vergl.  insbesondere  die  ZusJltze  in  Bd.  2  da- 
selbst p.  36G— 362. 
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merken  wir  sogleich,  dass  dieses  Potential,  wofern  es  iiberhaupt  existiert, 
ein  vollig  bestimmtes  ist.  Gabe  es  nanalich  zwei  Potentiale  u  und  u 
der  geforderten  Eigenschaft,  so  ware  ihre  Differenz  (11  —  11)  ein  ein- 
deutiges  Potential  erster  Gattung,  das  in  jenem  bei  £0  gelegenen  Punkte 
den  Wert  Null  hatte.  Ein  weindeutiges"  Potential  erster  Gattimg  ist  aber, 
wie  wir  p.  523  zeigen  werden,  niit  einer  Constanten  identisch,  welclie 
hier  offenbar  im  speciellen  den  Wert  Null  besitzt. 

Zum  Beweise  der  Existenz  des  eben  gemeinten  Potentials  zweiter 
Gattung  hat  man  nun  zwei  wesentlich  verschiedene  Untersuchungen 
anzustellen,  deren  erstere  wir  gleich  in  folgender  Weise  skizzieren: 
Moge  in  irgend  einem  Blatte  von  Fn  ein  kreisformiger  Bereich  K  ab- 
gegrenzt  sein,  der  zuvorderst  weder  in  seinern  Innern  noch  auf  seinem 
Rande  einen  Verzweigungspunkt  der  Fn  tragt.  Auf  der  Peripherie 
von  .BT  denken  wir  eine  stetige,  im  iibrigen  aber  willkurliche  Folge 
reeller  Werte  aufgetragen.  Man  kann  dann  zeigen:  Es  giebk  im  Be- 
reiclie  K  ein  eindeutiges,  iiberall  stetiges  Potential,  welclies  stetig  in  die 
vorgeseJiriebenen  Rand^oerte  ubergeht;  des  ferneren  aber:  Es  giebt  auf  K 
ein  Potential,  das  alle  soeben  namliaft  gemacJiten  Eigenscliaften  lesifet, 
nur  dass  es  in  einem  PunJcte  von  I£  unstetig  ^oird7  ivie  der  reelle  Teil  von 
— — t  Allgeraein  bezeichnet  man  das  Problem  der  Bildung  eines 

e  —  #o 

Potentials  fur  einen  Bereich  B  bei  vorgeschriebenen  Randwerten;  sowie 
fest  charakterisierten  Unstetigkeitsstellen  im  Innern  von  J5;  als  ;;Rand- 
wertaufgabe".  Es  ist  der  Charakter  dieser  Aufgabe7  dass  sie  nur  eine 
einsige  Losung  zulasst,  wofern  sie  sicn  uberliaupt  auflosen  liisst*). 
Ftir  den  Kreis  kann  man,  wie  wir  schon  eben  ausspracheD7  diese  Losung 
thatsachlich  und  zwar  auf  ziemlicli  einfache  AVeise  angeben;  wir 
werden  dies  im  folgenden  Paragraphen  noch  ausfiihrlicher  entwickelu. 
Ist  die  Randwertaufgabe  fiir  kreisfonnige  Bereiche  If  wirklicli 
gelost,  so  ist  sie  dadurch  zugleich  fur  alle  solche  Bereiche  mitgelost, 
welche  sich  conform  auf  den  Kreis  K  abbilden  lassen.  Ein  Fall  ist  hierbei 
fiir  uns  besonders  wichtig.  Moge  der  Mittelpunkt  von  K  bei  $  =  ^  ge- 
legen  sein,  so  schreibe  man  &'  —  2i=(st  —  0^  und  suche  das  conforme 
Abbild  von  Kin  der  ^'-Ebene  auf.  Dasselbe  stellfc  offenbar  einen  v-fach 
iiberdeckten  Kreis  dar;  wobei  im  Mittelpunkt  ein  Verzweigungspunkt 
eintritt,  in  welchem  alle  a/  ilber  einander  geschichtetcn  Bliitter  cyclisch 
mit  einander  zusammenhsingen.  Solche  v-fach  tiberdeckten  Bereiche 
werden  wir  weiterhin  um  die  Verzweigungspunkte  unserer  Fn  herum 
abzusondern  haben.  Auch  fur  sie  lasst  sich  also  die  Randwertaufgabe 
losen,  sobald  wir  dieselbe  erst  fiir  einfach  bedeckte  Kreise  Jf  gelost  haben. 

*)  Cf.  Neumann  p.  393— 39G. 
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An  diesen  ersten  Teil  unserer  Untersuchung  sehliesst  sieh  nun 
zwecks  voller  Erledigung  des  Existenztheorems  eine  zweite  wesentlieh 
anders  geartete  Uberlegung.  Wir  denken  au£  Fn  zwei  Bereiche  B^ 
und  J32  eingegrenzt,  die  sich  beliebig  dureh  die  verschiedenen  Blatter 
der  Fn  hindurehziehen  diirfen  und  irgend  welehe  Yerzweigungspunkte 
der  Fn  enthalten  konnen.  Wir  setzen  voraus,  dass  B^  und  B2  zum 
Teil  fiber  einander  greifen  und  solchergestalt  einen  kleineren,  in  einem 
oder  niehreren  Blattern  von  Fn  gelegenen  Bereich  gemeinsam  be- 
decken;  heisse  dieser  kleinere  Bereich  &;  warend  S±  und  J52  zusammen- 
genommen  'den  Bereick  B  formieren  mogen.  Jetzt  besfcebe  die  Vor- 
aussetzung?  dass  wir  im  Besitze  einer  Auflosungsmetliode  der  Rand- 
wertaufgabe  sowohl  fur  S:  wie  fiir  13%  einzeln  genormnen  sind.  Man 
kann  alsdann  den  ISTaenweis  fiihren^  dass  sicJi  aucli  fur  den  durcli  Ver- 
sclimelzung  von  B±  und  B%  entspringenden  Bereicli  B  die  Bandwertaufgale 
losen  lasst.  Dieser  Existenzbeweis  eines  die  Randwertaufgabe  far  B 
befriedigenden  Potentials  wird  durch  sogenanntes  alternierendes  Ver- 
faliren  gefiihrt;  den  ganzen  biermit  bezeicbneten  Ansatz  benennt  man 
als  Ccmibinationsmethode.  Wir  warden  diese  Combinatioasmetbode  im 
iibernachsten  Paragraphen  in  einem  einfacbsten  Beispiele  erlautern. 
Die  nmnnigfaltigen,  je  nach  der  Gestalt  der  Bereiehe  B1  und  JB2  liier 
moglicbeii  Einzelfalle  konnen  wir  nicht  alle  ausfuhrlicli  nennen  und 
verweisen  diesbezuglich  wieder  auf  das  Werk  von  JSTeumann  (Kap.  18). 

Wie  sich  die  beiden  so  gekennzeicbneten  Untersuchungen  zuni 
Existenzbeweise  des  Elementarpotentials  zweiter  Gattung  auf  der  ge- 
gebenen  Fn  zusammenschliessen,  liegt  jetzt  sehr  nabe.  Wir  identificieren 
zunachst  B^  und  B%  mit  zwei  kreisformigen  Bereichen  K^  und  K2r  fur 
welche  wir  einzeln  die  Randwertaufgabe  zu  losen  vermogen,  und  werden 
letztere  dann  aucb  far  den  aias  K±  und  J5T2  durch  Verschmelzung  ent« 
springenden  Bereich  B  losen  fconnen.  Alsdann  verschmelzen  wir  B 
aufs  neue  mit  einem  Kreise  JZ%  und  fahren  so  fort,  unsere  Plache  Fn 
dachziegelartig  durch  alle  ihre  Blatter  hin  mit  Kreisscheiben  zu  uber- 
deeken,  bis  schliesslich  keine  Lucke  mehr  bleibt.  Dabei  werden  wir  natur- 
lich  immer,  so  oft  wir  uns  einem  Verzweigungspunkte  angenahert  haben, 
nicht  eine  einfache  Kreisscheibe,  vielmehr  einen  mehrfach  Hberdeckten 
Kreis  von  oben  beschriebener  Art  anzuhangen  haben.  Welche  stetigen 
Randwertfolgen  wir  bei  unserem  grosser  und  grosser  werdenden  Be- 
reiehe B  zur  Herstellung  zugehoriger  Potentiale  beuutzen  wollen,  ist 
vollig  in  unser  Belieben  gestellt.  Dagegen  haben  wir  die  Vorschrift, 
tiberall  stetige  Potentiate  zu  construieren,  so  lange  der  fiir  das  end- 
lich  zu  erreichende  Potential  zweiter  Gattung  vorgeschriebene  Tin- 
stetigkeitspunkt  noch  nicht  innerhalb  B  .gelegen  ist.  Haben  wir  aber 
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einmal  den  Bereich  fiber  diesen  Punkt  hiniiber  ausgedehnt,  so  niussen 
unsere  Potentiale  fortan  an  dieser  Stelle  in  vorgeschriebener  Weise 
unendlich  werden,  iibrigens  aber  allenthalben  stetig  sein.  1st  schliess- 
lich  in  dieser  Weise  die  Flaehe  Fn  durch  alle  ihre  Blatter  hindurch 
init  Kreisscheiben  vollig  iiberdeckt  (so  dass  jede  Liicke  und  damit 
jeder  Randpunkt  versehwunden  ist),  so  haben  wir,  wie  man  sofort  be- 
merkt,  damit  von  selbst  am  Schlusse  gerade  dasjenige  Potential  ge- 
wonnen,  dessen  Existenz  wir  beweisen  wollten*). 

Unsere  nachste  Aufgabe  ist  jetzt,  wie  schon  in  Aussicht  genommen, 
auf  die  beiden  hier  in  Frage  kommenden  Specialuntersuchungen,  nam- 
lich  auf  die  Losung   der  Randwertaufgabe   fiir  kreisformige  Bereiche,' 
sowie  auf  die  Cornbinationsinethode  noch  ein  wenig  naher  einzugehen. 

§  6.    Losung  der  Randwertaufgabe  fiir  kreisformige  Bereiche**). 

Indem  wir  jetzt  zunachst  einige  ausfiihrlichere  Angaben  iiber  die 
Losung  der  Randwertaufgabe  fiir  kreisformige  Bereiche  inachen,  denken 
wir  als  Kreis  K  der  Einfachheit  halber  den  Einheitskreis  der  #£/-Ebene 
gewahlt  und  nehmen  nun  auf  der  Peripherie  desselben  irgend  eine 
stetige  Folge  reeller  Werte  gegeben  an.  Es  gilt  dann,  ein  auf  K 
iiberall  stetiges  und  eindeutiges  Potential  u  an- 
zugeben,  das  stetig  in  die  aufgepflanzten  Rand- 
werte  iibergeht.  Wir  verfahren  zur  Losung  dieser 
Aufgabe  wie  folgt. 

Ein  beliebiger  Punkt  auf  der  Peripherie  von 
JBT  habe  die    Coordinaten   #0,   yQ,    ein   beliebiger 
Punkt  im  Innern  von  K  aber  x,  y.     Die   durch 
diese  beiden  Punkte  zu  legende  Sehne  des  Kreises 
92  K  werde  durch   den  letzteren  Punkt  iu   die  bei- 

den Abschnitte  t  und  t'  zerlegt,  wie  hierneben  in  Fig.  92  angegeben. 
Der  Quotient 

m  11  =      *  ~~ x* ""  y2 

W  t          (x  -  X,)*  +  (y  -  y.Y 

bildet  dann,  imter  constanten  #0,  y0  als  Function  von  x,  y  gedeutet, 
wie  man  durch  leichte  Rechnung  bestatigt,  fdr  das  ganze  Innere  von 
J5T  ein  iiberall  stetiges  Potential;  in  den  Randpunkten  von  K  selbst 
wollen  wir  zuvorderst  den  Quotienten  (1)  noch  nicht  naher  unter- 
suchen.  Wir  bezeichnen  jetzt  den  im  Punkte  x0?  y(>  vorgeschriebenen 
Randwert  des  gesuchten  Potentials  durch  us  und  benennen  zugleich 
ein  bei  #0,  y§  liegendes  Element  des  Randes  von  JT  durch  ds  (cf. 


*)  Vergl.  hier  Neumann,  p.  454.        **)  Cf.  Neumann,  KTap.  17. 
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Fig.  92).    Wir  bilden  dann  das  Product  ~-nsds  und  stellen,  j&tzt  unter 

constant  gedachten  x,  y,  die  naclifolgende  Suinine  von  solcheu  Poten- 
tial en  her: 


geftihrt  liber  die  ganze  Peripherie  yon  K*).  Die  dcrgestalt  crhaUene, 
im  Innern  von  K  iiberall  stetige  Function  «(#,  y)  von  oc  und  y  tst,  wir, 
wir  nun  ~beliauy>te,n,  das  gesuclite  Potential  u. 

Dass  wir  es   in   (2)    in   der   That   mit    einem   Potentiale  zu  thuii 

haben,  ist  an  sich  klar,  \veil  jeder  Factor  —  ein  solches  vorstellt.    Es 

ist  also  nur  noch  zu  zeigen,  dass  das  Potential  (2)  bei  Annaherung 
an  die  Peripherie  von  K  stetig  in  die  dort  aufgepflanzten  Randwerte 
ubergeht;  wir  ziehen  zu  solchem  Ende  eine  von  Hrn.  Sehwarz  an- 
gegebene  Interpretation  der  Form  el  (2)  heran**).  In  Fig.  92  ist  auek 
noch  die  durch  den  Endpunkt  des  Elementes  ds  und  den  Punkt  x,  y 
bestimmte  Sehne  des  Kreises  K  gezogen,  wobei  nun  das  Bogen- 
elenaent  ds  uber  den  Punkt  x,  y  hinuber  in  das  Element  ds'  projiciert 

erscheint.     Dabei  ist   ersichtlich   —r^-  =  ds',    so    dass   wir  Porrael  (2) 
in  die  nachfolgende  Gestalt  transforniieren  konnen: 
(3)  u(x,  y)  —  ^        ds'  —  ± 


Der  Wert  von  %tt*u(x,  y)  ^v^rd  kiernacli  gefundeny  indem  man  das  Bogen- 
clement  ds  mit  dewijenigen  Randwerte  us*  multipliciert}  welclier  am  anderen 
Endpimkte  der  durcli  die  Lage  von  ds  und  den  Punkt  x,  y  bestimmten 
Sehne  sbattfindet,  und  das  so  entsteJiende  Differential  us>ds  iiber  die 
Peripherie  von  K  integriert.  Es  bedarf  nur  einer  kurzen  tlberlegung 
clieser  Verhaltnisse,  um  einzusehen,  dass  u(x,  y)  bei  Annaherung  des 
Punktes  x,  y  an  ein  en  Randpunkt  von  jBT  in  den  gerade  dort  vor- 
geschriebenen  Wert  stetig  iibergeht.  Die  vorgelegte  Aufgabe  ist  so- 
nach  in  der  That  durch  das  in  (2)  gegebene  Potential  u(x,  y)  gelost***). 

*")  Das  auf  der  rechten  Seifce  der  Formel  (2)  stehende  Integral,  welches  sich 

ubiigens  noch  in  eine  ganze  Beihe  verschiedener  Grestalten  iiberfiihren  lasst,  heisst 

das  Poisson'sche.     Man  vergl.    bezuglich    dieser  Benennung  die  Angaben  voa 

Sehwarz  in  einer  sogleich  zu  nennenden  Arbeit  in  Crelle's  Journal  Bd.  74  p.  227. 

**)  Tergl.  G-es.  Abhandlungen,  II  p.  360. 

***)  Ob  dabei  das  fur  das  Innere  von  K  definierte  Potential  w(^c,  y)  auck  auf 
dent  K/ande  dieses  Bereiches  partielle  Ableitungen  nach  x  und  y  besitzt,  sowie 
der  Differentialgleichung  (2)  p.  505  genugt,  hangt  augenscheinlich  von  den  ge- 
wiihlten  Randwerten  ab.  Es  ist  iibrigens  fiir  Tins  nicht  orforderlich,  auf  speciellero 
Fragcn  dieser  Art  hier  einzugehen.  Man  vergl.  vielmehr  in  diesem  Bctracht  die  bereits 

Klein-Fricko,  Mo  dulf  unction  on.  33 
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Der  Fall,  dass  fur  u  ini  Inneren  von  K  ein  Unstetigkeitspunkt 
cler  von  uns  zu  betraebtenden  Art  vorgesebrieben  1st,  erledigt  sicli  jetzt 
mubelos.  Moge  n  im  Puukte  £0  von  K  unstetig  werden  wie  der  reello 

Teil  von  ^  _  ^  .     Dieser  reelle  Teil  «'   giebt  fiir  K  ein  Potential  ab; 

2          £"0 

dessen  Randwerte   wir  rait  ul  bezeicbnen   wollen,  wabrend   die  fur  u 

vorgescbriebenen   Randwerte  wie   bisber  u8  beissen.     Wir   bilden  ims 

dann  durcb  Subtraction  der  beiderseitigen   Rand  wertfol  gen   die   dritte 

^0)  =  11*  —  u's  und  stellen  auf  Grand    der   soeben   gewonnenen  Regel 

das  zu  dieson  Randwerten  ^t^    geborige  auf  K  tiberall  stetige  Potential 

u^  auf.     Alsdann  ist  offenlar 

(4)  u  =-u'  +  w(0> 

das  von  mis  gesuchte  Potential,  dessen  Existenz  hiermit  bewiescn  ist. 

§  7.  Beschreibung  der  Combinationsmethode  in  einem  speciellen  Falle. 

Um  nun  aucb  uber  den  Inbalt  der  Combinationsmethode  kurz 
Bericbt  zu  erstatten,  nebinen  wir  an,  dass  die  beiclen  im  vorletzten 
Paragraphen  mit  J5X  und  _Z?2  bezeicbneten  Bereicbe  in  einfacbster 

Weise  Kreise  jK*1;  K2  seien,  die  sicb  in  zwei 
Punkten  P,  Q  schneiden  (cf.  Fig.  93).  Wie 
wir  soeben  saben,  sincl  wir  dann  tbatsacb- 
lich  in  der  Lage,  fur  K^  und  K%  einzeln  die 
Rand  wert  auf  gab  e  zu  16  sen.  Dabei  ist  es  jetzt 
besonders  niitzlicb,  fur  diese  in  K±  und  JST2 
Fl  93  existierenden  Potentiale  auf  die  am  Scbluss 

von  §  4   (p.  506)   gescbilderte    geoinetriscbe 

Interpretation  der  Potentiale  zuruckzukommen.  Wir  denken  uns  also 
ein  einzelnes  z.  B.  auf  jK^  existierendes  Potential  durcb  eine  Flache 
versinnlicbt,  welche  uber  K±  scbwebt  und  in  eine  liber  der  Berandung 
von  Kt  btingende  Randcurve  eingespannt  ist.  Indem  wir  bier  der 
Einfachbeit  wegen  Unstetigkeitspunkte  fiir  die  zu  construierenden  Po- 
tentiale innerbalb  K^  (so  wie  auch  Jf2)  nicht  vorscbreiben,  wird  die 
einzelne  der  eben  gemeinten  Flachen  durch  Angabe  ibrer  uber  der 
Peripberie  von  jBTx  scbwebenden  Randcurve  vollig  bestimmt  sein. 

ebon  erwabnte  Abhandlung  von  Scbwarz,  Zwr  Integration  der  particlkn  Di/fe- 
rentialgleicliwig  g—  ^  +  73—5  =  0,  Crelle's  Journ.  Bd.  74  (1871)  oder  Gt's.  Abh.  TI7 
p.  184,  sowie  aucb  die  Abhandlung  von  Prym,  Zur  Integration  der  partiellen 


M-a  +  7y  a  ^  °»    ^n  Crello'a  Journal,  Bd.  73  (1871). 
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Ehe  wir  vorwarts  gehen.,  niiissen  wir  vorerst  uocli  auf  eiiie  Eigen- 
schaft  nnserer  Potentials  hindeuten,  die  wir  sogleicli  anschauungs- 
massig  rait  Hilfe  der  beziiglichen  Flaehen  skizzieren.  Die  leiden  Pnnl'te 
der  einzelnen  Fldclie  mit  grosster  und  Memster  Ordinate  &  sind  stets  auf 
dem  Eande  dersellen  cL  i.  iiber  der  Peripherie  von  K±  sit  finden^niemals 
im  Innern  der  Flciclie*}.  Die  fiber  deni  Kande  von  K^  fur4  unsere 
Flache  stattfinclenden  Eohenschwankungen  werden  also  durcli  den 
innern  Yerlauf  der  Flache  mehr  und  niehr  ausgegliehen.  Zieht  man 
insbesondere  durcli  das  Innere  der  Flache  hindureh  irgend  eine  Curve, 
so  wird  der  Unterscliied  der  Ordinaten  £  des  hochsten  und  tiefsten 
Punktes  der  Flache  langs  dieser  Curve  zum  entsprechenden  auf  dem 
Rande  stattfindenden  Unterschied  in  einem  Verhaltnis  stehen^  dessen 
Zahlwert  ein  ecliter,  von  der  Einheit  um  eine  endllclie  Differenz  ver- 
schiedener  Bruch  ist**).  Wir  brauchen  kaum  hinzuzufiigen,  dass  diese 
zunachst  an  K±  angekniipften  Bemerkungen  selbstverstandlich  in  vollig 
gleicher  Weise  auch  fiir  K%  gelten.  I 

Wie  schon  in  Fig.  92  angedeutet  ist,  soil  der  von  JEi  und  K%  zu- 
gleich  bedeckte  Bereich  b  heissen,  wahrend  durch  Verschmelzung  von 
JL^  und  K%  langs  1)  der  grossere  Bereich  B  entstehe.  Fur  die  auf 
den  beiden  Peripherien  durch  die  Punkte  P  und  Q  abgeschnittenen 
Bogen  nehrnen  wir  die  in  der  Figur  angegebenen  Bezeichnungen 
«;  $7  y,  d  auf.  Nun  ist  uns  langs  der  aus  a  und  d  bestehenden '  Be- 
randung  von  B  eine  stetige  Folge  reeller  Werte  gegeben,  die  wir 
langs  a  und  d  bez.  durch  ua  und  u$  bezeichnen.  Unsere  Aufgabe  ist, 
ein  auf  B  ifberall  stetiges  und  eindeutiges  Potential  &u  lilden,  das  stetig 
in  diese  Randwerte  ua?  113  ubergeTit.  Wir  verfahren  zur  Losung  der- 
selben,  wie  folgt. 

Langs  a  denken  wir  uns  die  Werte  ua  als  Ordinaten  aufgetragen, 
denken  sodann  langs  y  irgend  welche  stetige  reelle  Wertfolge  %  will- 
kiirlich  ausgewahlt,  nur  dass  sie  iiber  P  und  Q  hinuber  stetig  in  die 
Werte  ua  iibergehen  soil,  und  errichten  die  Werte  uy  gleichfalls  als  Ordi- 
naten. Dergestalt  ist  iiber  der  Peripherie  von  K±  eine  Eandcurve  be- 
schrieben,  in  welche  wir  nunmehr  die  das  beziigliche  Potential  «<*>  ver- 
sinnlichende  Flache  einspannen.  Die  langs  ft  stattfindenden  Werte 
von  w(1)  naogen  zusammengefasst  u&  heissen;  selbige  bilden  im  Verein 
mit  u$  eine  langs  des  Randes  von  K%  vorgeschriebene  stetige  Folge 
reeller  Werte.  Wir  spannen  jetzt  die  diesen  Randwerten  entsprechende 

*)  Neumann,  p.  395;  man  vergl.  aach  obige  Entwicklung  fiber  die  durch- 
gEngige  hyperboliscbe  Krummung  der  Flachen  (p.  507). 

**)  Ucber  die  geuauere  Durchbildung  und  den  Beweis  dieser  Angaben  vergl. 
man  Neumann,  Kap.  16  §  3,  p.  397  u.  f. 

83* 


510  III,  1.    Grundlegnng  von  Biemann's  Theorie 

Flache  iiber  K2  aus,  die  Tins  das  Potential  n(2)  versinnliche ;  letztere 
Flaehe  wird  dann  mit  der  soeben  schon  fiber  K^  ausgespannten  Flache 
uber  /3  zusammengeheftet  sein.  Urngekehrt  bezeichnen  wir  nun  wieder 
die  Werte  von  uf®  uber  y  durch  uf&  und  haben  dann  in  ua  und  w<f> 
eine  brauchbare  Randwertfolge  fiir  K^  ihr  entsprechend  wollen  wir 
liber  K±  eine  neue  Flaclie  ausspannen,  die  dem  Potential  ^^3)  angehoren 
moge.  Dieses  Potential  benutzen  wir  dann  gerade  wie  *uf&  fiir  die 
Gewinnung  eines  neuen  Potentials  u^  fur  _2T2  u.  s.  w.  In  dieser  Bil- 
dung  von  Potential  en  abwecliselnd  fiir  JS^  und  jST2  nacli  der  beselmebeneii 
Eegel  besteht  nun  gerade  die  Cornbinationsniethode,  die  wir  hier 
scbildern  wollten*). 

In  der  That  lasst  sich  jetzt  vor  alien  Dingen  der  Nachweis  er- 
bringen,  dass  der  beschriebene  Process  ein  convergenter  isi  Uber 
-ffi  ist  eine  Reilie  von  Flaclien  ausgespannt,  welche  die  Potentiale 
w^,  u^j  u&\  •  -  -  versinnlichen.  Der  Unterscliied  zwischen  zwei  auf 
einander  folgenden  Flaclien  verschwindet;  wie  wir  behaupteii,  melir 
und  niehr,  je  weiter  wir  in  der  Reihe  fortgelien.  Diese  Flaclien  nahern 
sicli  also  einer  gewissen  Ruhelage  an,  tvelclie  letetere  fiir  K±  eine  ein- 
dcutige,  i'iberall  stetige  Function  u^  =  u^  von  x  imd  y  defmierL  Man 
ziehe  namlich  den  Unterschied  JJC^*— i)  =  u&k+V  — ^2*~1)  von  izwei  auf 
einander  folgenden  unter  unseren  Potentialen  in  Betraclit  und  setze 
iibrigens  entspreckend  Z7»*>  — w«a*+^— ^a*>  fiir  den  Bereich  Jf2.  J7C**-D 
ist  durch  eine  iiber  K±  ausgespannte  Flache  versinnliehfc,  die  in  Fig.  92 
linker  Hand  in  den  Bogen  a  selbst  eingespannt  ist;  rechts  aber  langs 
y  sich  iiber  die  o?«/-Ebene  erheben  oder  unter  dieselbe  herabsinken 
mag.  Nach  den  tiber  die  Flachen  unserer  Art  vorausgeschickten  Be- 
merkungen  sind  die  Hohenschwankungen  der  eben  gemeinten  Flache 
£7(2*— i)  ]£DgS  $  kleiner  als  die  langs  y  stattfiudenden.  Aber  gerade  iiber  /3 
ist  die  zu  U(2®  gehorende  Flache  an  die  Flache  von  U®k— V  angeheftet, 
wahrend  auf  der  andern  Seite  die  Flache  von  U®k)  in  den  Bogen  d 
selbst  eingespannt  ist.  Wir  schliessen  jetzt  umgekehrt,  dass  die  Hohen- 
schwanknngen  dieser  letzteren  Flache  Uber  y  geringer  sind,  als  die- 
jenigen,  welche  dieselbe  langs  ft  zeigt.  Da  aber  nun  wieder  iiber  y 
an  diese  Flache  die  zu  jJ^-f-D  gehorende  Flache  augeheftet  iat,  so 
erblickt  man  leicht  das  Resultat:  Die  Flache  von  Z7<8*+i);  die  iibrigens 
linker  Hand  gleichfalls  in  den  Bogen  <%  eingespannt  ist,  zeigt  langs  y 
geringere  Hohenschwankungen  als  die  Flache  von  U&k~~V.  Indent 


*)  Der  Grnndgodanke  dieaer  Metbode  iat  aus  der  mathomatisohen  Pliysik  her- 
gonomtncn;  wir  crinncrn  z.  B.  daran,  -wie  man  sich  don  Ladungsprocess  zwcior 
cinandor  influcnzicrendor  leitendor  Kcirpor  mit  Eloktricitat  vorstellt. 
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wir   den   verticaleu   Unterschied  zwisehen   deni    hoehsten    und  tieisten 
Punkte  dieser  Flaehen  Fangs  y  durcli  3I(U"*+V}  bez.  3Z"(t~?*"-ljN)  be- 


zeichneo,  ist  sonach: 
(1) 

wobei  wir  noch  besonders  betonen,  dass  e  hier  einen  von  7j  unabhangigen 
echten,  um  eine  endliche  Differenz  von  der  Einheit  verscbiedenen  Brueli 
bedeuteii  darf.  Nunmehr  konnen  wir  das  fiir  jBT±  dennierte  Potential 
U&I-T-  !)  offenbar  dureh  die  Reihe 

(2)  W<3*  +  1)  =  WCD  -f    Z7<1>  +    J7i3>  _j  -----  1_    J7(J£-1) 

darstellen.  Da  aber,  wie  wir  wisseu,  der  grosste  und  kleinste  Wert 
eines  auf  K±  existierenden  Potentials  stets  auf  dem  Eande  von  E± 
sicli  findet,  so  hat  man  aus  (1)  die  Folgerung  zu  ziehen,  dass  die 
unter  (2)  gegebene  Reihe  auch  fur  unendlich  wachsende  Zahl  7j  ini 
ganzen  Bereiche  K^  eine  endliche  Sumine  u^  =  u±  hat;  denn  dies  trifft 
langs  der  ganzen  Berandung  von  E±  zu. 

Des  naheren  aber  ergiebt  sieh  aus  (1)  vermSge  einer  Uberlegung, 
die  wir  hier  mcht  reprodueieren  konnen*),  dass  der  Wert  t^  dieser 
Summe  eine  in  JS^  uberall  stetige,  eindeutige  und  der  Differential- 
gleichung  (2)  p.  505  genugende  Grosse  darstellt.  In  der  That  ist 
dieser  letztere  Umstand  mit  der  blossen  Endlichkeit  der  Grosse  tit 
noch  keineswegs  bewiesen.  Freilich  werden  ja  die  Potentiale  Z7W> 
.  .  .  Oder,  wie  wir  gleich  sagen  werden,  die  Flachen 
•  •  .,  einzeln  genommen;  inamer  flacher  und  flacher  sich  ge- 
stalten,  aber  dennoch  konnten  sie  in  ihrer  Summe  (2)  eine  Flaehe 
w(2*+i)  zusammensetzen,  die  niit  wachsendeni  "k  immer  niehr  wellig  wird, 
um  schliesslich  bei  Jc  =  cx>  zu  einer  Flaehe  zu  werclen;  die  in  jedem  end- 
lichen,  wenn  auch  noch  so  kleinen  Teile  Hohenschwankungen  aufweist. 
Dann  wiirde  u±  ini  allgemeinen  keine  Ableitungen  nach  x  und  y  besitzen 
und  konnte  also  auch  kein  Integral  der  Differentialgleichung  (2)  p.  505 
vorstellen.  Inzwischen  ist  das  Eintreten  derartiger  Verhaltnisse,  wie 
man  1.  c.  nachsehen  wolle,  ausgeschlossen,  und  wir  werden  also  den 
Satz  forniulieren  konnen:  %  stellt  ein  auf  Kt  uterall  stetiges,  eindeutiges 
Potential  dar.  —  Ein  Gleiches  beweist  man  in  vollig  analoger  Weise 
fiir  diejenige  Grosse  w2,  der  die  Reihe  der  Potentiale  %(2),  u^,  vf®,  •  •  - 
mehr  und  mehr  zustrebt. 

Um  zum  Schlusse  zu  kornmen,  bemerke  man  nunmehr^  dass  die 
Potentiale  u^,  u®  tfl\  •  •  •  fur  den  Bereich  &  mit  den  Randcurven  j8 
und  y  zugleich  definiert  sind.  Da  wollen  wir  fiir  beliebiges  Jo  die 


*)  Of,  Neumann,  p.  432  u.  f. 
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Diflerenz  zwischeii  M(2A)  und  u<?*—  ^  clureh  U(®  bezeichuen  and  in  ihrein 
Verlauf  tiber  den  Bereich  &  3iin  naher  betracliten.  Da  u(2®  uud 
i((iu—  i)  langs  ^  dieselben  Werte  haben,  so  ist  ftir  jeden  Punkt  dieses 
Kreisbogens  Z/W  —  «^a*)  _  tt(ai-i)  „  Q.  Langs  y  ist  w<a*-«  allent- 
lialben  niit  ziC2*—  2>  gleicli;  tier  ist  also 


und  nun  wissen  wir;  class  bei  unendlich  wachsendem  k  die  Werte  von 
2j(2*—  2)  fftr  c|eil  ganzen  Bereich  -BT2  und  damit  auch  fflr  alle  Punkte 
der  Curve  y  gegen  Null  convergieren.  Es  wird  demnach  das  Potential 
ZJ(-o)  =  ^t2  —  wx  fur  die  ganze  Berandung  von  &  und  also  auch  fur  alle 
inneren  Punkte  dieses  Bereichs  verschwinclen.  Indem  aber  hiernach  11^ 
und  '«2  auf  dem  von  K^  und  K2  gemeinsam  bedeckten  Bereiche  &  iden- 
tisch  ausfallen,  stellen  sie,  gusammen  letrachtet,  em  ein$iges  fur  den  ganeeii 
BereicJi  B  definiertes  eindeutiges,  uberall  stetiges  Potential  dar.  Dass  dieses 
nun  gerade  das  verlangte  Potential  ist,  geht  aus  unserer  anfanglichen 
Entwicklung  ohne  weiteres  hervor. 

Wir  haben  solcherweise  in  eineni  speciellen  Fall<y  alle  diejenigen 
Gesichtspunkte  nanihaft  geniacht,  welche  auch  bei  einem  erschopfen- 
den  Nachweise  des  Existenztheorems  sich  als  ausreichend  erweisen. 
Solches  wird  man  in  der  That  bei  deni  Studiuni  des  Neumanu'schen 
Werkes  bemerken. 

§  8.    Herstellung  der  Potentiate  dritter  und  erster  Gattung. 

Indem  wir  jetzt  zu  unserer  beliebig  gewahlten  Riemaun'schen 
Flache  Fn  zuriickkehren?  diirfen  wir  zufolge  des  nun  vollencleten  Ex- 
curses  annelimeu,  class  auf  derselben  thatsachlich  ein  eindeutiges  Poten- 
tial z  weiter  Gattung  u  existiert?  welches  nur  in  eineni  bei  cler  will- 
kiirlich  gewahlten  Stelle  ^0  gelegenen  Punkte  der  Fn  unstetig  wird, 

wo  es  sich  wie  der  reelle  Teil  von  -  verlialt.     Dieses  Potential  M 

&  —  0Q 

llisst  sieh  nun  leicht  noch  so  umgestalten;  dass  wir  von  ihm  aus  ohne 
Mtlhe  die  Potentiale  erster  und  dritter  Gattung  der  Fn  gewinnen 
konnen.  Man  wolle  zu  dem  Ende  u  mit  der  uncndlich  kleinen  redlcn 
Zahl  da  multiplicieren  und  uda  =  uSo  setzen?  wahrend  man  andrersoils 
das  Product  der  endlichen  complexen  Constanten  c  mit  da  als  com- 
plexes Differential  d#Q  =  cda  schreibe.  Man  bemerkt  ohne  weiteres: 
Das  Elementarpotential  uZo  ist  auf  der  Fn  bis  auf  jenen  bei  #Q  gelegenen 
Punkt  iiberall  eindeutig,  stetig  und  mit  d#0  von  gleictier  Grossenordnung  ; 
in  dem  einen  soeben  ausgesclilossenen  PwnMe  verhalt  es  sich  aber  wie  der 

reelle  Teil  wn  -  °—  .     Betouen   wir   noch    ausdrticklich,   dasy    dieses 
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Elementarpotential   u.a  durch  das  Differential  J<r0  uiicl  Angabe  seines 
Unstetlgkeitspunktes  auf  der  Ft%  eindeutig  "bestimmt  ist  (cf.  p.  510). 

Um  jetzt  \vieder  rait  Grossen  endliclier  Ordnuug  zu  thun  zu  liabcn; 
nitlsseii  wir  unendlieh  viele  solclie  Potentiale  ?/-;  zusammen  addieren. 
Wir  wollen  solches  in  zwei  charakteristiscli  unterschiedenen  Weisen 
Iiier  wirklicli  durchfuhren.  Moge  man  zuvorderst  auf  der  Flaclie  FA 
das  Differential  d20  ain  Unstetigkeitspunkte  *0  von  uSs  antragen,  ura  das 
solcliergestalt  vom  fraglichen  Punkte  bei  #0  zum  benaclibarten  (^0  +  rfc'0) 
flilirende  Linieneleinent  fortan  als  Axe  des  Potentials  M-O  zu  bezeichnen. 
Diese  Axe  ist  alsdann  durch  ihren  Anfangspunkt  auf  der  Fn9  ihre 
Lange  und  Eiclitung  vollig  bestimmt,  und  wir  bemerken  jetzt  weiter, 
dass  das  Elementarpotential  ziveiter  G-atiung  uSit  seinerseits  durch  Angabe 
seiner  Axe  eindeutig  'bestimmt  ist  Nun  wollen  wir  einerseits  Elementar- 
potentiale  unserer  Art  in  unendlicher  Zalil  derart  an  einander  reihen, 
dass  der  Anfangspunkt  der  Axe  jedes  folgenden  Potentials  rait  deni 
Endpunkt  der  Axe  des  ihm  voraufgehenden  coincidiert,  wobei  sich  dann 
alle  in  Betracht  kommenden  Axen  etwa;  wie  Fig.  94  anzeigt,  zu  einer 
gebrochenen  Linie  zusammensetzen,  die  von  ^0  =  a  naeh  ^0  =  &  hin- 
ftihren  moge.  Wir  wollen  diese  Massnalinie  kurz  als  ,,axiale"  An- 
einanderreihung  von  Elementarpotentialen  u=Q  bezeichnen.  Andrerseits 


***** 
x^a  z0*& 

Kg.  94.  Fig.  95. 

denke  man  sicli  die  soeben  zur  Verwendung  gekonimenen  Axen  etwa 
urn  ihre  Anfangspunkte  samt  und  sonders  in  der  Kichtung  wachsen- 
der  Winkel  uni  90°  gedreht,  so  erhalten  wir  die  schon  gezogene  Linie 
von  0Q  =  a  nach  ^0  ==  5  rnit  lauter  gegen  sie  senkrecht  verlaufenden  Axen 
besetzt;  wie  Fig.  95  zeigt.  Hierbei  sprechen  wir  dann  von  einer  ??trans- 
versalen"  Aneinanderreihung  der  diesen  Axen  zugehorigen  Potentiale*). 
Die  axiale  Aneinanderreihung  erledigt  sich  jetzt  sehr  einfach. 
Moge  die  Kette  der  an  einander  gehangten  Axen,  wie  wir  schon  an- 
nahmen,  bei  ^0  =  a  beginnen  und  bei  #0  ==  &  endigen,  wahrend  die- 


*)  Man  vergl.  hier,  namentlich  anch  wegen  der  Beziehuugen  der  beiden  in 
Aussicbt  genommenen  Massnalimen  zur  mathematischen  Physik  (Aneinanderreihung 
magnetisclier  Molekule),  die  bezuglichen  A-ngaben  von  Klein  im  21te11  Bande  der 
Mathem.  Ann.  p.  161  und  162.  Bei  Neumann  (Kap.  18)  wird  der  Existenzbeweis 
zun§,chst  nicht  auf  das  Elementarpotential  zweiter  Gattung  gerichtet,  vielmehr 
auf  die  Potentiale  dritter  Gattung,  die  wir  erst  aus  denen  der  zweiten  herstellen. 
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selbe  zwischen  diesen  beiden  Puukten  den  iu  Fig.  94  sehematiseli  clar- 
gestellteu  Verlauf  zeigt.  Durch  Summierung  aller  beztiglichen  Elementar- 
potentiale  zweiter  Gattung  entstehe  das  Potential  ua,  b,  das  wir  als  Integral 

S-* 

(1)  *<«,&  =  JU*o> 

c0  =  a 

genoinmen  fiber  die  in  Fig.  94  clargestellte  Balin,  sclireiben  kbnnen. 
Um  das  Verhalten  des  Potentials  ua,b  in  der  Umgebuug  cler  zurtiek- 
gelegten  Integrationsbahn  zu  untersuehen,  mussen  wir  auf  das  Ver- 
lialteii  jedes  einzeluen  Elenientarpotentials  u3o  in  seinem  Unstetigkeits- 
punkto  zurtickgehen.  Offenbar  wirrl  sich  ua,  t>  in  Bezug  auf  Unstetig- 
keiten  wie  cler  rcelle  Teil  des  Integrals 


/; 


Z  —  . 
sQ 

verhalteu.    Aber  es  ist 


f      -- 


und  also  ist  dieser  fragliche  reelle  Teil  in  der  Umgebung  der  Integra- 
tionsbalin  iiberall  eindeatig  und  stetig,  letzteres  jedoch  nur  bis  auf  die 
beiden  Punkte  0  —  a  und  0  =  6;  in  denen  er  wie  der  reelle  Teil  von 
log  (z  —  a)  bez.  —  log  (s  —  &)  unstetig  wird.  Da  tia,  b  in  alien  ubrigen 
Teilen  der  Flache  Fn  aber  jedenfalls  eindeutig  und  stetig  ist,  so  ent- 
spriogt  das  Eesultat:  Durcli  axiale  Aneinanderreihung  von  Eletnentar- 
potentialen  swelter  Gattung  u3^  entspringt  ein  auf  der  Fn  eindaitiges  ^Po- 
tential dritter  Gattung  mit  zwei  logarithmischen  Unstetiglteitspunlden,  die 
im  Anfangs-  und  EndpunM  der  Kette  der  A%en  gelegen  sind. 

Hierbei  bietet  sich  eine  neue  Auffassung  des  Elenientarpotentials 
zweiter  Gattung  dar.  Setzen  wir  namlich  in  itas  b  ftir  a  und  &  bez,  die 
Special  werte  #0  und  (#0  +  <:^0)?  so  geht  «tf,  6  ersiclitlich  wiecler  in  das 
Elementarpotential  zweiter  Gattung  USQ  iiber.  Let#teres  Jconnen  wir 
sonacli  als  eindeutiges  Potential  driUer  Gattung  mit  &wei  einander  wiend- 
licli  nal'ie  liegenden  logarithmiscJien  Unstetigheitsptmltten  anselien.  Durcli 
diese  Auffassungsweise  wird  cs  bessonclers  leicht  verstandlich;  weshalb 
bei  der  in  (1)  ausgefuhrten  Aneinanderreihung  iia  innern  Verlaufe  cler 
Integrationsbahn  alle  Unstetigkeitspunkte  zuin  Wegfall  kommen,  wlih- 
rend  nur  am  Anfang  und  Ende  derselben  je  ein  logarithmischer  Un- 
stetigkeitspunkt  zuriickbleibt. 

Urn  nun  die  transversale  Aneinanderreihung  unter  Zugrundelegung 
der  Fig,  95  durchssufuhreu,  intissen  wir  uns  zuvorderst  init  denjenigen 
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eiudeutigen  Elenientarpotentialen  uz  yersehen,  die  in  Anbetraelit  der 
Lage  des  Unstetigkeitspunktes  rait  den  unter  (1)  zur  Yerwendung  ge- 
komrnenen  Potentialeu  ubereinstimmen,  nur  dass  die  Asen  durchgehencls 
um  90°  gedreht  erseheinen.  Wir  werden  uns  diese  Potentiale  az^  ohne 
Miihe  verschaffen.  In  der  That  war  im  Anfang  des  Paragraphen  die 
mit  c  bezeichnete  complexe  Coiistante  ganz  willkurlich.  Denke  man 
also  nur  an  Stelle  von  c  vielniehr  ic,  dementspreelaend  statt  d^0  jetzt  id<20 
gesetzt,  so  werden  wir  dureh  TYiederholung  der  obigen  ilassuahnien  statt 
us^  gerade  zu  den  beabsiclitigten  Grossen  II'ZQ  gelangen.  Wir  haben  also 
das  Resultat:  Das  Elements-potential  u'~0  1st  auf  der  Fn  Us  auf  jenen  lei 
<r0  gelegetien  Piuikt  itberall  eindeutig,  stctig  und  mit  d20  von  gleklier  Onl- 
nung\  im  soeben  aitsgeschlossenen  Pnnlde  verlialt  es  sich  aber  tvie  der 

redle  Teil  von        **_  • 

3          ~o 

Indein  wir  jetzt  wieder  langs  der  schon  in  (1)  gebrauchten  Balm 
die  Aneinanderreilmng  voruelimeu,  konirat  unter  Aufuahme  eines  ge- 
eigneten  numerischen  Factors: 

(3)  "«^  =  i 

Bei  der  Untersueliung  dieses  Integrales  liat  man  sich  zunaclist  die 
Flticlie  Fn  langs  des  Integrationsweges  zerscbnitteri  zu  denken?  wobei 
dann  ein  Ubersclareiten  des  Quersclinittes  der  Yariabelen  s  zu  ver- 
bieten  ist.  Moge  die  solchergestalt  vorbereitete  Riernann'sche  Flaclie 
kurz  Fn  lieissen.  Olme  alsdann  sogleich  nach  den  Werten  des  Integrals 
in  Ptinkten  der  Integrationsbahn  selbst  zu  fragen,  werden  wir  jeden- 
falls  fur  alle  anderen  Teile  der  F^  in  ua^  b  ein  eindeutiges  stetiges 
Potential  besitzen.  Aber  man  bemerke,  dass  in  gegenuberliegenden 
Punkten  des  Querschnitts  dieses  eindeutige  Potential  «„,  6  der  Fn  die 
constante  Wertdifferenz  1  zeigen  wird;  denn  in  diesem  Betracht  muss 
sich,  wie  man  leiclit  sieht,  w«,  6  gerade  so  wie  der  reelle  Teil  von 


C0  = 

ILL     f    id* 

Injz— 


auf  der  Fn  verhalten.  Nun  aber  bilde  man  sich  aus  u'a,  b  die  unendlich 
vielen  auf  der  Fn  eindeutigen  Functionen  ua,  &  +  1?  u'a,  t  Hh  2?  •  •  •• 
Diese,  in  zweckniassiger  Folge  angereiht,  liefern  uns  offenbar  die  un- 
endlich vielen  Zweige  eines  auf  der  unzerschnittenen  Flache  iiberall 
stetigen  Potentials,  das  also,  wie  wir  noch  besonders  hervorheben  (auf 
Grund  von  Formel  4)  selbst  in  den  beiden  Punkten  0  =  a,  6  stetig 
bleibt.  Man  sieht,  dass  wir  auf  diesem  Wege  ein  vieldeutiges  Potential 
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drittcr  Gattung  erlangt  hctben,  das  bei  positiver  Umkreisung  des  Punktes 
2  =  a  um  +  1 ,  bei  positiver  Unikreisung  voii  £  =  6  aber  urn  —  1 
sich  anclert,  uncl  dessen  sunaclist  erliallemr  einselner  Zwcig  ti'a,  b  auf 
clem  recUen  TJfer  des  dben  gezogenen  Quersclmitts  uni  +  1  grosser  ist 
als  auf  dem  linlten*}. 

Zu  wesentlieh  neuen  Ergebnissen  werden  wir  nun  geffihrt,  wenn 
wir  fiir  den  liier  wiederholt  benutzten  Integrations weg  eine  Perioden- 
balm  der  Fn  zu  Grunde  legen;  wdbei  air  also  das  Gesclilecht  p  unsercr 
F)t  grosser  als  Null  vorauszusetzen  lidben.  Da  wird  sich  der  bei  der 
axialen  Aneinanderreilitmg  zu  Beginn  der  Integration  ani  Anfangs- 
punkte  der  Balm  zunachst  eintretende  Unstetigkeitspunkt  beiui  Ab- 
schluss  derselben  gerade  fortheben,  so  dass  die  in  den  beiden  Fallen 
entspringenden  Potentiale  it,  und  «'  anf  der  gan$en  Flaclie  Fn  endlich 
mid  stetig  sind.  Dabei  beinerkt  man  sofort,  dass  u  auch  auf  der  unzer- 
schnittenen  Fn  eindeutig  ist  und  also  nach  einem  sogleich  zu  beweisen- 
den  Satze  mit  einer  Oonstanten  identisch  ist.  Demgegmiiber  besiteen  wir 
in  u  eln  Potential,  das  auf  der  Icings  der  Integrationslalm  zerscJmittenen 
Riemann'sclien  Flaclte  Fn  eindeutig  ist,  dabei  aber  Icings  des  Quer- 
sclmittes  die  constants  Wertdifferen&  +  1  aufiveist.  Auf  der  imzer- 
schnittenen  Fn  werden  wir  also  in  u  ein  Potential  besitzen?  welches 
freilicli  ub&rall  stetig,  dafiir  aber  niclit  melir  eindeutig  ist,  vielmehr  ebon 
jener  constanten  Wertdifferenz  entsprechend  die  feriode  +  1  T}esit$t.  Da- 
mit  haben  wir  also  in  u  ein  Potential  erster  Gattung  der  Fn  ge- 
wonnen  und  werden  von  Meraus  deren  Gesamtheit  leicht  bilden**)* 

Von  den  jetzt  gewonnenen  Potentialen  erster  und  zweiter  Gattung 
werden  wir  nun  sogleich  wieder  zu  den  Integralen  dieser  .Gattungcn 
iibergehen.  Den  entsprechenden  Ubergang  zu  den  Integralen  dritter 
Gattung  verschieben  wir  bis  zu  einer  spateren  Gelegenheit. 

*)  Wir  denken  uas  diesen  Querschnitt  in  der  Bichtung  von  a  nach  &  durck- 
laufen,  so  dass  die  Pfeile  der  Fig.  95  vom  rechten  zum  linken  lifer  weisen. 

**)  Man  konnte  xibrigens  auch  noch  in  Betracht  ziehen,  was  ontstehcn  wird, 
wenn  wir  transversale  Aneinanderreihung  (3)  1'angs  einer  geschlossenen  Curve  vor- 
nehmen,  welche  die  Fn  in  zwei  getrennte  Stucke  zerlegt.  Da  erhalton  wir  oHbn- 
bar  zun'ach'st  zwei  getrennte,  uberall  stetige  Functionen  fiir  boide  Bereiche,  die 
liiiigs  jcner  geschlossenen  Curve  urn  -f  1  differieren.  Aber  diese  Functionen  miisson 
nun  einfache  Constante  sein;  vermehrt  man  namlich  die  eine  Function  um  +  1 ,  so 
werden  sie  zusammengeuommen  ein  auf  der  ganzen  Flliche  stetigos  oindoutiges 
Potential  abgeben,  und  ein  solches  ist  eine  Conatante.  Hiermit  ist  zugleich 
evident  geworden,  warum  die  Entwicklungen  des  Toxtcs  ^  >  0  voraussetzen. 
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§  9.    Zwei  Hiilfss'atze  fiber  Potentiale  und  Integrate  der  ersten 

Grattung. 

Una  die  Gesaintheit  der  Iiitegrale  erster  Gattung  auf  unserer 
willkiirlich  gewahlten  Fliiche  Fn  zu  uberblicken,  rntissen  wir  die  be- 
ziigliclien  Potentiale  selbst  noch  ein  wenig  naher  verfolgen.  Wir 
sclialten  deshalb  an  dieser  Stelle  die  Ableitung  zweier  Hulfssatze  ein, 
deren  ersten  wir  bereits  wiederholt  benutzten.  Bei  cliesen  die  Potentiale 
und  Integrale  erster  Gattung  betreffenden  Erorterungen  1st  selbstver- 
standlich,  wie  wir  wiederholen,  das  Gesclilecht  der  Fn  alsjU>0  voraus- 
zusetzen.  Wo  es  notig  ist,  rnoge  man  zur  Zerschneidung  der  Fn  ein 
norniales  Querschnittsystem  (cf.  Fig.  91,  p.  495)  zu  Grande  legen; 
zuna  Zwecke  einer  kurzen  Bezeiclinung  benennen  wir  die  solcliergestalt 
zerschnittene  Flache  durch  Fnf. 

Um  die  in  Aussieht  genommenen  Hiilfssatze  abzuleiten,  verstehen 
wir  unter  w  =  u  -f-  iv  irgend  eine  Function,  die  auf  einem  in  der  Fa 
eingegrenzten  Bereiche  allenthalben  eindeutig  und  stetig  ist.  Zufolge 
elenientarer  Betrachtungen*)  besteht  dann  die  Identitat: 


wobei  das  links  stebende  Integral  liber  das  ganze  Innere  des  ge- 
dachten  Bereiclies,  das  Integral  rechter  Hand  aber  liber  clessen  ganze 
Berandung  in  positiver  Richtung  zu  erstrecken  ist.  Wir  wollen 
Form  el  (1)  dahin  specialisieren,  dass  wir  unter  u  ein  Potential  erster 
Gattung  und  also  unter  v  das  ilim  conjugierte  Potential  erster  Gattung 
verstehen,  fur  clen  zu  Grunde  liegenden  Bereicli  aber  die  zerschnittene 
Flaclie  Fn  wahlen.  Die  in  Betracht  kommende  Berandung  setzt  sicli 
alsdann  aus*  den  Linien  dk,  &*,  Ck  der  Fig.  91,  p.  495  zusammen;  und 
zwar  ist  jeclesmal  das  linke  Ufer  in  der  PfeilricMung,  das  rechte  aber 
in  der  entgegengesetzten  Riclitung  zu  clurclilaufen. 

Hier  komion  wir  nun  zunachst  mlllielos  den  Beweis  liefern,  class 
ein  a<iif  der  Fn  eindeutiges  Potential  erster  Gattimg  mii  ciner  Constantcn 
identisch  i$t,  ein  Satz,  den  wir  bereits  wiederholt  zur  Verwenduaag 
bracliten.  In  der  That  nehme  man  an,  es  sei  u  auf  der  Fn  ein  ein- 
deutiges Potential  erster  Gattung,  wahrend  nattirlicb  das  conjugiertc 
Potential  v  zunachst  als  vieldeutiges  Potential  erster  Gattung  anzu- 
selien  ist,  dessen  Vieldeutigkeit  sich  aber  auf  das  etwaige  Zutreten 
von  Perioden  beschrankt.  Man  betrachte  nun  auf  der  uber  den  Band 
von  F'n  fiihrendeii  Integrationsbahn  zwei  Limenelernente,  die  bezuglich 

*)  Dies  ist  ein  Specialfall  dea  sog.  Groen'schen  Safczes?  cf.  Neumann  p,  ^6. 
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einer  cler  Linien  aA,  lk}  ck  einander  gerade  gegeniiber  liegen.  Fur  beide 
Elemente  hat  u  den  nanilichen  Wert,  dv  dagegen  liat  im  einen  Element 
gerade  den  entgegengesetzten  Wert,  wie  iin  anderen;  die  Integrations- 
riehtung  im  einen  Element  ist  ja  derjenigen  im  anderen  gerade  ent- 
gegengesetzt  und  civ  als  solches  ist  auf  unserer  Flache  eindeutig. 
Man  sieht,  dass  sicli  die  Betrage,  welche  die  beiden  in  Rede  stehen- 
clen  Elemente  fur  unser  Integral  liefern,  gerade  gegenseitig  fortheben, 
woraus  dann  ohne  weiteres  der  Schluss  entspringt,  dass  fur  gegen- 
wartigen  Fall  die  rechte  Seite  von  (1)  verschwindet.  Das  Integral 
auf  der  linken  Seite  von  (1)  setzt  sicli  aber,  wie  man  sieht,  aus 
lauter  reellen,  nieht  negativen  Differentialen  zusammen.  Wir  scliliessen 
sofort,  dass  dieselben  in  unserem  Falle  ohne  Ausnalime  verschwinden 

mtissen.   Sonach  ist  fur  die  ganze  Flache  -Tp-  =  -75—  =  0,  d,  h.  es  ist  u 

mit  einer  Constanten  identiscli;  wie  wir  behaupteten. 

Mit  clenselben  Mitteln  konnen  wir  jetzt  ferner  den  folgenden, 
gleiekfalls  liaufig  zu  verwendenden  Satz  beweisen:  Bin  $ur  Fn  gelioren- 
des  Integral  erster  Gattung  iv  =  u-\-iv,  iveWies  stets  einen  versdnvinden- 
den  Integralwert  2iefert,  ivenn  man  es  ilber  irgmd  eine  der  p  Curven  fe 
fiihrt,  oder  (anders  ausgedruclit)  das,  auf  die  0erschnittene  Flaclie  Fn  cin- 
geschrankt,  langs  der  Querschnitte  a^  fteine  Wertdifferewgen  aufiveist^  ist 
mit  einer  Constanten  identisch. 

Es  wird  namlich  auch  fiir  die  nun  in  Rede  stelienden  Potentiale 
u,  v  die  reehte  Seite  von  (1)  verscliwinden,  wenn  wir  als  Integrations- 
bahn  .wieder  die  soeben  zu  Grunde  gelegte  benutzen.  Fiir  diejenigen 
Teile  dieser  Bahn,  die  sieh  aus  den  Ufern  der  Linien  ak,  Ck  zusammen- 
setzen,  liegen  die  Verlialtnisse  in  der  That  gerade,  wie  in  dem  soeben 
besprochenen  Falle.  Betrachte  man  des  ferneren  die  beicjen  Strecken 
unserer  Bahn,  welehe  von  den  beiden  Ufern  etwa  der  Linie  l>k  ge- 
liefert  werden.  In  zwei  einander  gegeniiberliegenden  Elernenten  zur 
linken  und  rechten  Seite  von  6*  habe  der  reeJle  Teil  unseres  vorgelegten 
Integrates  w  bez.  die  Werte  u  und  (w  +  T),  wo  also  t  eiue  Kings  des 
Sehnittes  l)k  feste  Oonstante  bedeutet.  Ist  weiter  das  Differential  des 
imaginaren  Teiles  vom  Integral  w  im  Elemente  linker  Hand  dv,  so  hat 
es  (da  wieder  die  Integrationsrichtung  auf  der  reclitcn  Seite  die  ent- 
gegengesetzte  ist)  rechts  den  Wert  —  dv,  uud  beide  Elemento  zusammen 
liefern  fiir  das  Randintegral  auf  der  rechten  Seite  von  (1)  den  Betrag 

udv  —  (u  +  v)dv  =  —  rdv . 

Die  ganze  Lime  &A  (d.  i.  ihre  beiden  Ufer)  ergeben  sonach  far  die 
rechte  Seite  von  (1)  den  Beitrag  —  tfdv,  wo  dieses  Integral  jetzt  in 
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der  Pfeilrlclitung  der  Fig.  91,  p.  495  tiber  die  geschlossene  Linie  &&.  aus- 
zudelinen  ist.  Eben  dieses  letzte  Integral  Jdv  ist  aber  zufolge  unserer 
Voraussetzung  mit  Null  identisch,  well  es  denjenigen  Betrag  liefert; 
welchen  v,  auf  Fn'  eingeschrankt,  langs  a&  als  Wertdifferenz  aufweisi 
Die  rechte  Seite  yon  (1)  verscliwindet  demnach  wieder,  womit  sich 
unsere  Behauptung  bestatigt. 

§  10.    Die  2p  Potentiale  und  die  p  Integrate  erster  Gattung  der  Fn. 

Das  am  Schlusse  des  vorletzten  Paragraphen  auf  unserer  will- 
kurlich  gewahlten  Fn  gefundene  Potential  erster  Gattung  it  wird  zu 
einer  eindeutigen  Function  des  Punktes  der  Flache?  wenn  wir  diese 
letztere  langs  der  damals  benutzten  Periodenbahn  wieder  zerschneiden 
und  u  auf  die  so  erlialtene  zerschnittene  Flache  einschr'anken.  Ani 
rechten  Ufer  des  Schnittes  weist  alsdann  u  Werte  auf,  die  jeweils  um 
den  Betrag  + 1  den  im  gegeniiberliegenden  Punkt  stattfindenden  Wert 
iibertreffen. 

Fur  die  hier  genieinte  Periodenbalin  wollen  wir  nun  nach  und 
nacli  die  2p  geschlossenen  Linien  a*,  &&  zu  Grunde  legen  und  finden 
dementsprechend  2p  Potentiale  u±,  ««g,  •  •  -,  U%P)  wobei  im  Siune  der 
gerade  reproducierten  Angaben  Uk  zur  Linie  a*,  «%j  +  &  aber  zu  6A  ge- 
hore.  Es  soil  also  ui9  um  es  nochmals  zu  betonen,  auf  der  F»  ein- 
deutig  sein  und  dabei  eiuzig  nur  am  Schnitt  %  eine  nieht-ver- 
schwindende  Wertdifferenz  (namlich  +  1)  aufweisen  u.  s.  w.  Wir 
benaerken,  class  die  2p  hiermit  eingeftihrten  Potentiale  erster  Gattung 
**i  >  U2>  ' ' '  durck  fhre  Periodicitdtseigenschaften  Us  auf  additive  Constante 
fest  "bestimmt  sind.  Giebt  es  namlich  ein  Potential  erster  Q-attung  w/, 
das  dieselben  Periodicitatseigenschaften  wie  %  besitzt,  so  ist  («/  —  wa) 
auf  der  Fn  durchweg  eindeutig  und  also  nach  dem  gerade  bewiesenen 
Hulfssatze  mit  einer  Constanten  identisch. 

Wir  behaupten  jetzt  weiter:  Es  giebt  auf  der  Fn  ein  Potential 
erster  Gratfang  u,  das,  auf  die  Fn  eingeschrariltt,  an  den  2p  Scknitten 
ajg,  "bk  beliebig  ausgewahlte  2p  reelle  Wertdifferenzen  Ak,  J?&  aufweist*}] 
dieses  Potential  u  ist  Ms  auf  eine  additive  Constante  fest  bestimmt. 
Letzterer  Umstand  folgt  ohne  weiteres  durch  die  tFberlegung,  die  wir 
soeben  schon  bei  u±  zur  Verwendung  brachten.  Die  Existenz  des 
Potentials  u  ergiebt  sich  aber  sofort  aus  seiner  Darstellung  verrnoge 

*)  Wie  bifiher,  meinen  wir  mit  A^  Bk  immer  don  tJberflohuss  der  am 
recbten  TJfer  des  bezxiglicben  Querschuitts  stattfindonden  Werte  uber  die  am 
linken  Ufor. 
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der  eben  aufgestellten  Potentiale  u1?  u^  •  -  -,  •%>•    In  der  That  ist  diese 
Darstellung  durch: 

(1)  «* 

geleistet,  wobei  ^,  I?*  jene  ausgewahlten  reellen  Zahlen  sincl,  <7  aber 
die  willkurlich  blelbende  reelle  Constanta  bedeutet. 

Wahrend  aonach  auf  der  einen  Seite  sich  alle  Potentiale  erster 
Gattung  der  F*  linear  in  den  2j>  Potentialen  tt19  u2}  *  •  -,  u^  ausdrticken 
lassen,  bilden  ihrerseits  diese  letzteren,  wie  wir  hier  noeh  zu  betonen 
taben,  ein  System  limar-unabliangiger  G-rossen.  Bestaude  nlinilich 
zwischen  denselben  die  lineare  Identitat  init  reellen  Coefficienten: 


(2)  («»!**  +  h**  +  0  =  c, 

tf£i 

so  verfolge  man  doch  auf  der  F»  die  linke  Seite  von.  (2)  in  ihrer 
Eigenschaffc  als  Potential  erster  Gattung.  Dasselbe  wird  an  den 
Sehnitten  a*,  bk  bez.  die  "Wertdifferenzen  «x,  j3x  aufweisen.  Da  es  in- 
dessen  auf  der  ganzen  F*  mit  c  identisch  sein  soil,  so  folgt 

**  —  h  —  ° 

uud  daraus  aueh  c  =  0.  Eine  Identitat  (2)  kann  also  niclit  bestehen*). 
Um  jetzt  zu  den  Integralen  erster  Gattung  selbst  zu  gelangen, 
niag  v&  dasjenige  Potential  erster  Gattung  sein,  welches  zu  dem  soeben 
mit  u&  bezeiclineten  Potentiale  conjugiert  ist,  Wir  bilden  uns  daim 
zunachst  die  2jp  zur  Fn  gehorigen  Integrale  der  ersten  Gattung; 

wk  s=ss  Uk  +  ity 

and  gewinnen  aus  den  gerade  vorausgeschickten  Entwickiungen  (iber 
die  Potentiale  den  Satz:  Jedes  $ur  Fn  gehormde  Integral  erster  Gattung 
10  zz=  u  -j-  ft?  Vissft  $ich  (iind  &war  nur  auf  cine  Welse)  vcrmittrilsl  rceller 
Cocfficienten  Az,  B*  in  der  Form: 


(3)  w 


C' 


darstellen,  wobei  C'  eine  iw  cMgemdnen  complete  Constcmfe  ist,  Da,s 
Potential  u  namlich7  welches  den  reellen  Teil  von  w  darstellt,  ge- 
stattet  eine  Darstellung  (1);  und  es  wird  sich  alsdann  das  conjugierto 

*)  Wir  brauclien  kauoi  hervoraubeben,  dass  sich  ein  System  von  2#  linear- 
unabhiingigen  Potentialen  erster  Gattung  noch  in  der  mannlgfaltigsten  Weiso 
wSlhleii  lusst.  Jedes  System  von  2j>  linearen  Punctionon  dor  ul?  ua,  -  -  •,  na;  mit 
reollen  Coefficienten  liefert  ein  seiches,  wenn  nur  die  2jp-gliedrigo  Beterminante 
der  hicrlbei  auftretonclen  Coefficienten  dor  uk  oiuon  von  Null  verschietlenen  Wort  hat. 
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Potential  v  in  der  namliehen  Gestalt  durch  die  V*  darstellen  lassen, 
nur  dass  dabei  das  constante  Glied  einen  anderen  Wert  bekonimen 
mag.  Aus  diesen  beiden  Darstellungen  setzt  man  dann  leicht  die 
Formel  (3)  zusarnmen. 

Nun  aber  sind  die  so  in  ihrer  Gesamtheit  gewonnenen  Integrale 
erster  Gattung  ??eomplexe"  Functionen  der  Fnj  und  es  entsprieht  dieseni 
Umstande  durchaus,  wenn  wir  an  Stelle  der  soeben  bei  der  Dar- 
stellung  (3)  zur  Verwendung  gebrachten  reellen  Coefficienten  nun 
auch  complexe  gebrauchen  wollen.  Dann  niag  es  selir  wohl  sein,  dass 
wir  zur  linearen  Darstellung  aller  Integrale  erster  Gattung  der  Fn  keines- 
wegs  die  gesamten  2p  Integrale  wly  W2,  ••-,  w%p  benotigen.  Denken  wir 
uns;  um  hier  Klarneit  zu  gewinnen,  aus  der  Reihe  der  w  ein  solches  System 
von  q  ^  2jp  Integralen  herausgenommen,  die  selbst  noch  linear-unab- 
hangig  sind;  jedoch  zur  linearen  Darstellung  jedes  (g  +  l)teB  Integrales 
erster  Gattung  der  Fn  ausreichend  sind;  diese  g  Integrale  nennen  wir 
etwa  MI,  w%  ,  •  •  -,  w£.  Da  gilt  es  nun  zuvorderst,  den  Wert  der  tier 
mit  g  bezeichneten  Zahl  in  Erfahrung  bringen. 

Bemerke  man  zu  dem  Ende?  dass  sich  jedes  Integral  erster 
Gattung  %v  =  u  +  iv  der  Fn  jedenfalls  nur  in  einer  einzigen  Weise 
linear  in  der  Gestalt 


durch  die  g  Integrale  w\  =  u\  +  iv'i  darstellen  lasst.  Indem  wir  hier  u 
mit  deni  reellen  Bestandteil  der  rechten  Seite  identificieren,  entspringt 
das  Resultat:  Das  beliebige  Potential  erster  Gattung  u  lasst  sich  auf 
eine  und  nur  auf  eine  Weise  durch  die  2q  Potentiale  wj,  vl  darstellen. 
Dieserhalb  ist  offenbar  #=#;  denn  da  die  eben  gemeinte  Darstellung 
von  u  in  den  2q  Potentialen  ul,  v'i  tiberhaupt  moglich  ist;  so  muss  not- 
wendig  2q^>2]}  sein;  da  andrerseits  diese  Darstellung  nur  in  einer  Weise 
zu  leisteri  ist,  mtissen  die  wj,  vl  linear  unabhangig  sein,  so  dass  2g;<C2j? 
ist*).  Wir  haben  so  bewiesen:  Aus  der  G-esamtheit  der  $wr  Fn  ge- 
liorenden  Integrale  erster  Gattung  lasst  sich  (und  #war  wieder  auf  die 
mannifffaltigste  Weise)  ein  System  von  p  linear  -wnabhangigen  Integralen 
auswahlen,  in  denen  nun  jedes  (p  +  l)te  linear  mit  constanten  Coefficienten 
darstelTbar  ist.  Ein  besonders  zweckmassiges  System  von  jp  linear- 
unabhangigen  Integralen  erster  Gattung  werden  wir  am  folgenden 
Paragraphen  einftthren. 

*)  Es  folgt  dies  alles  ohno  ^eiteres  aus  den  betreffs  der  Potentiale  erster 
Ghittatig  au  Anfaug  des  gegenwilrtigen  Paragrapbon  gewounenen  Eesultaten. 
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§11.     Die  p  Normalintegrale  erster  Gattung  der  Fn. 

Die  beiden  Hiilfssatze  des  vorletzten  Paragraphen  geben  betreffs 
der  Potentiale  und  Integrale  erster  Gattung  der  Fn  zu  einer  sehr 
merkwiirdigen  Gegeniiberstellung  Anlass. 

Unter  alien  Potential  en  erster  Gattung  der  Flache  Fn  lassen  sich 
iui  ganzen  2p  linear-  unabhangige  auswahlen,  unter  alien  Integralen 
erster  Gattung  in  entsprechender  Weise  ini  ganzen  p.  Es  giebt  auf 
der  Fn  ein  Potential  erster  Gattung  u,  welches,  auf  die  F»  einge- 
schr'ankt,  langs  der  2p  Linien  ak,  &*  beliebig  gewahlte  reelle  Wert- 
differenzen*) aufweist;  durch  diese  Wertdifferenzen  ist  u  bis  auf  eine 
additive  Constante  bestinimt.  Insbesondere  haben  wir  2p  linear-unab- 
hangige  Potentiale  u1}  uZ)  •  •  -;  u%p  verrnoge  ihrer'Wertdifferenzen  in  solcher 
Weise  definiert,  dass  sie,  wie  oben'  ausfuhrlicn  erortert,  den  2p  Curven 
ak,  6A  in  charakteristischer  Art  zugeordnet  waren.  In  gang  andloger 
Art  lassen  sich  die  Integrale  der  ersten  Gattung  der  Halfte  der  Quer- 
schnitte,  etiva  den  p  Linien  a^  zuordnen,  wie  wir  nun  niiher  auszu- 
fiihren  htaben.  Vorab  bemerke  man,  dass  ein  Integral  erster  G-attung  w 
seinerseits  bis  auf  eine  Constante  durch  die  p  Wertdifferenzen  lestimmt 
ist,  welclie  es,  auf  Fn  eingeschrankt,  langs  der  Linien  c&/c  aufweist  In 
der  That  ergiebt  sich  dies  aus  dem  zweiten  Hiilfssatze  des  §  9  gerade 
so?  wie  der  analoge  Satz  far  die  Potentiale  aus  dem  ersten  Hiilfssatze 
daselbst  folgt.  Hier  wtirde  die  Analogic  eine  yollstandige  sein;  wenn  wir 
die  p  Wertdifferenzen  an  den  Linien  ak  beliebig  (reell  oder  complex) 
auswahlen  konnten  und  dann  inimer  der  Bxistenz  eines  zugehorigen 
Integrals  erster  Gattung  der  Fn  sicher  sein  wiirde.  Wirklich  ist  dies 
aber  statthaft,  wie  wir  hier  durch  Einfuhrung  eines  Systems  von 
p  ;?Normalintegralen"  der  ersten  Gattung  beweisen  wollen. 

Sei  ein  System  von  p  linear  -unabhangigen  Integralen  erster 
Gattung  der  Fn  durch  wlf  w2,  •  •  -7  wp  bezeichnet.  Das  einzelne  unter 
ihnen;  w^  besitze;  auf  die  Frn  eingeschrankt,  langs  der  Curve  ai  die 
Wertdifferenz  Aa-.  Die  _jp-gliedrige  Determinante  |A^|  dieser  p2  Zahlen 
A/A  hat;  wie  wir  zunachst  behaupten,  notwendig  einen  von  Null  ver- 
schiedenen  Wert.  Ware  sie  uamlich  mit  Null  identisch,  so  konnte 
man  nach  bekannten  Satzen  p  nicht  durchgangig  verschwindende 
Constante  cif  c%,  -  •  •,  cp  finden,  fiir  welche  bei  alien  p  Werten  von  i 

<?iA,i  +  ^A,2  -(  -----  \-  Cpbip  —  0 

erfullt  ware.     Die  linken  Seiten  dieser  p  Gleichungen  geben  aber  die 
Wertdifferenzen    des    Integrals    (ciwl  +  c%w2  -j-  .  .  -  -j-  cpw$)    an    den 


*)  Immer  kSnntcn   dieise   Wertdifferenzen.    als   Periodon    von,  u  bezeichnet 
werden,  woran  wir  bior  nobenher  erinnorn  wollen. 
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Querschnitten  a£.  Letzteres  1st  also,  da  die  fragliehen  Wertdifierenzen 
alle  verschwinden,  nacli  §  9  mit  einer  Constanten,  etwa  —  <?0,  identisch, 
so  dass  eine  Gleichung  mit  nicht  durchgehends  verscliwindenden  Coef- 
ficienten  identisch  bestelien  wiirde: 


Dies  widerspricht  indessen  der  tiber  die  w  gemachten  Voraussetzung, 
linear-unabhangig  zu  sein,  und  also  ist  notwendig  j  A,*  |  ^  0. 

Wir  bilden  uns  jetzt  fur  die  Fn  ein  neues  System,  von  p  Integralen 
erster  Gattung: 


jp  =  CpiWi  +  ^2^2  "I  -----  (-  CppWp, 

wobei  die  p2  Coefficienten  c  durch  naclifolgende  "Dberlegung  besfcimmt 
werden.  Wir  wollen  verlangen,  dass  das  einzelne  Integral  j£,  auf  F'n 
eingeschrankt^  unter  den  p  Schnitten  a  nur  an  clem  einzigen  a*  eine 
von  Null  verscliiedene  WertdijBferenz,  und  zwar  +  1?  aufweist.  Die 
p  Coefficienten  Cu,  C{2,  •  •  -,  dp  miissen  demgemass  den  p  linearen 
Gleiclaungen 

+  ^aA*8  -|  -----  h  dpkkp  —  0,     fe  ^  i, 


genugen.  Durch  diese  aber  sind  die  c,i,  ct-2,  •  •  •,  Ctp  gerade  eindeutig 
bestimmt,  da;  wie  wir  soeben  sahen?  die  Determinante  |  A.-^  |  ^  0  ist. 

Wie  man  jetzt  nachtraglich  leicht  bestatigt,  bilden  die  p  solcher- 
gestalt  gewonnenen  Integrale  (1)  ein  System  linear  -unabhangiger 
Grossen;  wir  wollen  dieselben  kurz  als  die  Normalintegrale  erster 
Gattung  der  Fn  bezeichnen*).  Diese  p  Normalintegrale  j  stehen  nun 
zu  den  p  Querschnitten  a>i  gerade  in  derjenigen  Zuordnung,  wie  die 
Potentiale  %,  w2;  -  •  -,  u^p  des  vorigen  Paragraphen  zu  den  2p  Ourven 
cii,  6t-.  Die  Analogic  zwischen  den  Potentialen  und  Integralen  erster 
Gattung  findet  daher  wirklich  in  dem  TJmfange  statt,  wie  wir  am 
Anfang  des  gegenwartigen  Paragraphen  angaben. 

Die  Wertdifferenzen,  welche  die  j9  auf  der  F»  betrachtet,  an  den 
Querschnitten  6  aufweisen;  sind  uns  von  vornherein  nicht  naher  bekannt. 

*)  Dieselben  sind  offenbar  mit  dem  zu  Grande  gelegten  normalen  Quer- 
schnittsystem  zugleich  bestimnit.  Letzteres  lasst  sich  aber,  gerade  wie  wir  dies 
schoni  bei  p  «-  1  erkannten  (cf.  p.  28  u.  £.),  auch  im  allgemeinen  Falle  auf  unendlich 
viele  Weisen  auswahlen.  Dementsprechend  lassen  sich  an,ch  Systeme  von  Nonnal- 
integralon  erster  Gattung  der  Fn  auf  unendlich  viele  Weisen  fixieren.  —  Wir 
kcinnen  auf  dieson  wichtigen  Gegenstand  hier  leidcr  nicht  nllher  oingehen. 

Kloin-Frioko,  Modulfunctionen.  34 


530 


III,  1.    Grundlegung  von  Eiemann's  Theorie 


Wir  wollen  clieselben  ubrigens,  wofern  wir  sie  gelegentlieh  gebrauchen 
sollten,  durch  t^  bezeiehnen,  und  man  entnehrne  das  Naliere  aus  der 
hier  fiir  die  Wertdifferenzen  oder;  anders  ausgedruckt,  fur  die  Perioden 
der  Normalintegrale  entworfenen  Tabelle: 


0,    1, 


-,  o 

•,  o 


tip 


Jt     0,    0;    •  •  ',  1 

Unter  den  jp2  Grossen  t^  sinA  iibrigens  jedesmal  die  beiden  r^  uud  ryi 
eAander  gleich.  Auf  .den  Beweis  dieser  Behauptung^  so  wie  auf  fernere 
sieh  hier  anschliessende  Satze*)  gehen  wir  hier  nicht  ein,  da  wir  sie 
kiinftighin  doch  nicht  verwenden  werden. 

§  12.     Die  Integrate,  insbesondere  die  JTormaliiitegrale  zweiter 

Gattung  der  Fn. 

Wahrend  die  letztvoraufgehenden  Entwicklungen  das  Geschlecht  p 
der  Flache  Fn  stets  >  0  vorausgesetzt  hatten,  gilt  die  nachfolgende 
an  die  Potentiale  zweiter  Gattung  ankniipfende  Betrachtung  gleich- 
massig  auch  fiir  die  Flachen  Fn  des  Geschlechtes  p  =«  0.  Tnzwischen 
wollen  wir  doch  hier  vorerst  $  >  0  voraussetzen,  uin  hernach  die  auf 
den  Fall  jp  =  0  bezuglichen  besonders  einfaehen  Folgerungen  in  einem 
Paragraphen  fiir  sieh  zu  entwicfceln. 

Auf  unserer  willkiirlich  gewahlten  Flache  Fn  giebt  os,  wie  wir 
friiher  sahen,  ein  eindeutiges  Potential  u,  das  zugleich  uberall  stetig 
ist  bis  auf  ein  en  willkiirlich  auf  der  Fn  gewahlten,  etwa  bei  #0  ge- 
legenen  Punkt,  in  dem  u  wie  der  reelle  Teil  von  unendlich 

#  —  0Q 

wird.  Das  niit  u  conjugierte  Potential  sei  v;  dasselbe  wird,  wie  w,  ein 
Potential  zweiter  Gattung  der  Fn  vorstellen,  ist  jedoch  auf  der  Fn  iin 
allgenaeinen  vieldeutig.  Setzen  wir  jetzt  u  und  v  zu  wff<i  ===  u  +  iv 
zusammen,  so  haben  wir  in  WSQ  eine  coraplexe  Function  der  Fn  ge- 
wonnen,  die  uberall  stetig  ist  bis  auf  jenen  einen  bei  #0  gelegenen  Punkt, 


in  welchem  wgQ  unendlich  wird  wie 


'     --.u..-      %       ) 


die  ferner  auf  der  Fn  oiu- 


deutig  ist  und  langs  der  Schnitte  at,  bi  lauter  rein  imaginare  Wert- 
differenzen   aufweist.     Hiernacb    ist    zufolge    fruherer    Siitze   wgo   ein 
Integral  zweiter  Gatfmig  der  Fn,  und  wir  bezeichnen  w^  uoch  genauer 
als  ein  #u  jenem  Purilde  #0  gehoriges  Integral  zweiter  Q-attung. 
*)  Man  vergl.  in  dieser  Hinsioht  Neumann,  p.  246  u.  f. 
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Auf  Grund  des  ersten  Hulfssatzes  in  §  9,  p.  528  beweist  man  jetzt 
muhelos,  dass  w~0  durcli  die  nainliaft  geraachten  Eigenschaften  bis  auf 
erne  additive  Oonstante  bestimmt  ist.  Sehen  wir  nuninehr  von  der 
Forderung  ab,  dass  die  constanten  Wertdifferenzen  langs  der  al?  &,• 
rein  iniaginar  sein  sollen,  verlangen  wir  vielmehr  em  Integral  wSo  zu 
besitzen,  das  ubrigens  alle  Eigenschafteu  von  w-0  hat,  nur  dass  die 
fragliehen  Wertdifferenzen  irgend  welehe  complexeu  Betrage  haben 
durfen,  so  ist  ivZ0  noch  keineswegs  fest  bestiinnit.  Vielmelir  geniigt 
den  gestellten  Anforderungen  ersiehtlich  jede  Function 

(1)  «<,  —  *^tf  +  c0  +  CjJ!  +  cJ2  -4 h  q^i, 

wobei  w3o  das  soeben  genieinte  besondere  Integral  ist,  die  Grossen  c 
irgend  welche  complexe  Constante^  die  j  aber  unsere  Normalintegrale 
erster  Gattung  bedeuten.  Man  bemerkt  zugleich,  dass  jedes  zur  Stelle  &Q 
gehorige  Integral  zweiter  Gattung  der  Fn  in  der  Gestalt  (1)  darstellbar  ist. 
Hier  ist  jetzt  besonders  bemerkenswert,  dass  wir  die  Constanten 
ci>  ca?  •  •  *7  CP  in  ^er  Art  bestininien  konnen,  dass  das  dargestellte  Integral 
w,0,  auf  die  Fn  eingesclwankt,  langs  alter  p  QuerschniUe  at  verschivindende 
Wertdifferenzen  aufiveist.  Sind  namlieli  die  Wertdifferenzen  des  «0,0  an 
den  fraglichen  Querschnitten  a*  durch  vlt  v^  •  •  -,  vp  bezeielinet;  so 
schreiben  wir  unter  Einfxihrung  einer  besonderen  Bezeichnungsweise 

(2)  ZZo  =  wao  —  vjj.  —  v2fa vpjf. 

Die  so  definierte  Grosse  nennen  wir  das  &ur  Stelle  #0  getwrendc 
Normalintegral  &iveiter  Gattung^  dasselbe  hat  in  der  That,  auf  die  Fn 
eingeschrankt,  langs  der  Curven  a%  keine  Wertdifferenzen.  Ans  deni 
zweiten  Satze  des  §  9?  p.  524,  folgt,  dass  das  Normalwtegral  Z~0  dwell 
seine  Unstetig'heitsstelle  bis  auf  eine  additive  Constante  fest  bestiwmt  ist. 
Die  constanten  Wertdifferenzen,  welche  ZZo  an  den  p  Querschnitten  & 
aufweist,  sollen  r1;  ir2;  -  •  -,  T$  heissen.  Ftir  diese  Zahlen  ^  giebt  es 
eine  sehr  wichtige  Darstellung  vermittelst  der  Normalintegrale  erster 
Gattung,  von  welch er  wir  kunftighin  Gebrauch  zu  niachen  haben. 
Bringen  wir  also  gl@ich  jetzt  diese  Darstellung  zur  Ableitung!  Wir 
integrieren  zu  dem  Ende  clas  Differential  ZSodjk  uber  die  ganze  Beraudung 
der  Fnf  und  zwar  in  der  bereits  in  §  9,  p.  523,  gewahlten  Richtung. 
Dabei  kommen  dann  gerade  wieder  die  Betrachtungen  zur  Geltung, 
die  auch  an  der  soeben  citierten  Stelle  massgeblich  waren.  Es  liefern 
zunachst  die  Linien  d  und  o«  keinen  Beitrag  fur  unser  Integral  JZx0djk) 
da  Zz^  langs  dieser  Schnitte  keine  von  Null  verschiedene  Differenzen 
aufweist.  Des  ferneren  werden  sich  wieder  die  beiden  auf  die  Ufer 
des  einzelnen  Querschuitts  &«•  beztiglichen  Teile  unseres  Randiutegrals 
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zusammenfassen  lassen  und  liefern  —  tijdjk,  wo  letzteres  Integral  in 
der  Pfeilrichtung  der  Fig.  91,  p.  495  fiber  die  geschlossene  Curve  6Z 
auszudehnen  ist.  Vernioge  der  Definition  der  Normalintegrale  j  hat 
aber  dieses  Integral  stets  den  Wert  Null,  so  oft  i  ^  k  ist,  dagegen 
den  Wert  +  1,  falls  i  =  fc  ist.  Als  Gesamtbetrag  unseres  Integrales 
uber  den  Rand  der  Fn  findet  sich  so: 

(3) 

Jetzt  durfen  wir  unbeschadet  des  Integralwertes  die  Integrationsbahn 
auf  der  Fn'  zusamnienzieheii,  wenn  wir  dieselbe  nur  nicht  iiber  die  bei 
#  —  £0  liegende  Unstetigkeitsstelle  von  ZSQ  hintiberziehen.  Insbesondere 
kann  man,  da  F*  einfaeh  zusammenhangend  ist,  die  fragliche  Bahn 
auf  einen  beliebig  kleinen  Kreis  um  diesen  Unstetigkeitspunkt  zu- 
sammenzielien,  welcher  bei  der  hier  vorliegenden  Integrationsriclitung 
im  positiven  Sinne  zu  durchlaufen  sein  wird.  Denken  wir  den  Radius 
des  Kreises  sehr  klein  gewahlt,  so  konnen  wir  zuin  Zwecke  der  Aus- 
wertung  des  Integrals 


setzen,  wobei  in  der  letzten  Formel  die  Ableitung  von  j%  irn  Unstetig- 
keitspunkte  von  ZZo  genonimen  sein  soli.     Wir  finden  solcherweise: 


Durch    Vergleich   von   (3)    und  (4)    ergiebt  sicli   die    l>edb$ichtigte   Dar- 
stellung  von  rk: 

(5)  — 


Die  sich  hier  ohne  weiteres  anschliessenden  Folgcrungen  fiir  p  =  0, 
auf  die  wir  schon  oben  hmwiesen,  leiten  uns  in  das  eigentliche  Gebiet 
der  algebraischen  Functionen  der  Fn  zuriick.  Von  clen  letztoron  Imndcln 
wir  im  folgenden  Kapitel  im  Zusammenhang. 


Zweites  Kapitel. 
Weiterfiihruug  von  Riemaim's  Theorie  der  algebraisclieu  Functioneii. 

Im  voraufgehenden  Kapitel  haben  wir  anf  unserer  beliebig  ge- 
wablten  Flacbe  Fn  die  Existenz  von  Integralen  der  ersten  und  zweiten 
Gattung  erkannt  und  batten  mtihelos  aucb  diejenigen  der  dritten 
Gattung  berstellen  komien,  die  wir  jedocb  erst  bei  einer  spateren  Gelegen- 
heit  heranzieben.  Auf  Grund  der  so  bezeicbneten  Resultate  bat  es 
nun  keine  Scbwierigkeit  mebr,  die  Aufstellung  aucb  der  algebraiscben 
Functionen  der  Fn  zu  leteten,  was  in  der  Tbat  der  Zweck  des  gegea- 
wartigen  Kapitels  ist.  Da  es  sicb  spater  in  erster  Linie  um  die  al- 
gebraiscben Functionen  der  Fn  bandeln  wird,  so  werden  wir  bier  bei 
Aufstellung  derselben  ein  wenig  langer  verweilen  nmssen.  Insbesoudere 
rniissen  wir  denjenigen  Besonderbeiten  gerecbt  werden,  welcbe  der 
einzelnen  Fn  je  nacb  ibrem  Gescblecbte  $  zukomnien.  Wir  beginnen 
in  diesem  Sinne  geradezu  rait  einer  speciellen  Betracbtung  liber  die 
Geschlecbter  p  =  0  und  p  =  1 . 

§  1.    Die  algebraischen  Eunctionen  auf  einer  Kiemann'sclien  Flaclie  Fn 
des  Geschlechtes  j)  =  0. 

Bin  erstes  wicbtiges  Besultat  unserer  bisherigen  Entwicklungen 
ist  eine  besonders  einfacbe  Tbeorie  fur  den  Fall,  dass  unsere  beliebig 
gewahlte  Flache  Fn  dem  Gescblechte  p  —  0  angebori  Seben  wir 
sogleich  zu,  was  in  diesem  Falle  aus  den  Integralen  erster  und  zweiter 
Gattung  wird,  die  wir  oben  allgeinem  einfuhrten. 

Wir  wiederbolen  erstlicb:  Auf  der  Fn  des  Gescblecbtes  j>  =  0 
giebt  es  keinen  eigentlicben  Periodenweg,  demgemass  kein  Potential 
der  ersten  Gattung  und  also  aucb  kein  Integral  dieser  Gattung.  Die 
oben  aufgestellten  Potential  e  der  zweiten  Gattung  existieren  derngegen- 
tiber  auf  alien  Fl'acben  und  also  auch  auf  denen  des  Gescblecbtes 
p  =  0.  Das  Besondere,  was  fur  den  letzten  Fall  eintritt;  besteht  aber 
darin,  dass  ein  solches  Potential  u  auf  der  Fn  nieht  nur  eindeutig 
gewahlt  werden  kann,  sondern  unter  alien  TImstanden  eindeutig  ist; 
wieder  weil  eigentlicbe  Periodei^wege  auf  der  Fn  nicht  existieren, 
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dem  namlichen  Grunde  ist  dann  auch  das  zu  u  conjugierte  Potential  v 
auf  der  Fn  eindeutig.  Wir  besitzen  demgemass,  wenn  wir  iibrigens 
die  Potentiale  u,  v  hier  gerade  so  gewahlt  denken,  wie  in  §  12,  p.  530 
des  vorigen  Kapitels,  In  20  ==  w  +  iv  eine  auf  der  Fn  eindeutige 
Function,  welcJie  iiberall  stetig  ist,  dbgeselien  nur  von  einem  ubrigens  ivill- 

Iriirlicli  gewalilten,  "bei  #0  gelegenen  PunHe,  ^vo  sicli  w  ^oie  _  verlidlt 
iu id  also  einfack  itnendlicli  wird. 

Auf  Grund  der  Entwicklungen  p.  498  u.  f.  erkenut  man  liiernach 
in  w  sofort  eine  eimuertige  algebraisclie  Function  der  Fldclie,  die  also 
jeden  complesen  Wert  in  einem  und  nur  einem  Punkte  der  Fn  aii- 
nimmt.  Allgemein  wollen  wir  jetzt  eine  einwertige  algebraische 
Function  unserer  Fn  als  eine  Hauptfunction  dieser  Flache  bezeichneu 
und  sind  dann  jedenfalls  der  Existenz  wenigstens  einer  solchen  Haupt- 
function,  wie  wir  gerade  sehen,  gewiss.  Verstehen  wir  aber  sogleich 
unter  w  irgend  eine  Hauptfunction  unserer  Flache  Fn  des  Geschlechtes 
p  =  0,  so  wird  man  aus  den  schon  eben  cilierten  Entwickluiigen  des 
vorigen  Kapitels  ohne  weiteres  folgern,  dass  zwischen  ^v  und  0  eine 
irreducibele  algebraisclie  Relation  f(iv,  0)  =  0  bestelit,  in  der  w  bis  auf 
den  nton  Grad  ansteigt,  &  aber  nur  im  ersten  Grade  enthalten  ist.  Infolge 
des  letgteren  Umstandes  ist  #  als  rationale  Function  der  Hauptfunction  wi 

(1)  2  ===  rfyu) 
darstellbar. 

Mit  w  gehoren  nun  alle  rationalen  Functionen  von  to  und  #  als  al- 
gebraiscne  Functionen  zur  Flache  Fn>  und  wir  gewinnen  so  bekanntlich 
(cf.  p.  499)  die  Gesamtheit  der  zur  Fn  gehorenden  algebraischen 
Functionen.  Da  wir  aber  zufolge  (1)  0  seinerseits  wieder  als  rationale 
Function  von  w  darstellen  konnen,  so  erhalten  wir  den  fur  spatere 
Verwendung  fiberaus  wichtigen  Satz:  Das  System  der  m  unserer  Flache 
des  GcschlecMes  p  ==  0  gehorenden  algebraisclien  Functionen  decltt  sich 
mit  dem  System  der  rationalen  Functionen  H(w)  unserer  #ur  Fn  gehoren- 
den  Hawptfunction  w.  Dieser  Satz  ist,  wie  leicht  zu  sehen,  fiir  die 
Flacben  des  Geschlechtes  p  =  0  charakteristisch. 

Wir  haben  bislang  nur  erst  die  Existenz  einer  einzigen  Haupt- 
function w  der  Fn  bewiesen,  was  ja  fiir  die  Aufstellung  der  soeben 
erhaltenen  Satze  ausreichend  war.  Jetzt  wollen  wir  uns  tiber  die 
Gesamtheit  der  Hauptfunctionen  der  Fn  unterrichten.  Sei  also  w'  eine 
zweite,  so  wird  dieselbe  rational  in  w  darstellbar  sein  w'  «»  R(w)y 
und  zwar  muss  diese  rationale  Function  R  linear  sein: 

(2)  «p' 
\J 
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da  in  der  That  rait  to  aueh  w'  auf  der  Fn  einwertig  sein  soil.  Man 
bemerkt  umgekehrt,  dass  jedes  solche  in  der  Gestalt  (2)  dargestellte 
wf  eine  Hauptfunction  der  Fn  ist,  wofern  nur  (damit  w'  nicht  eine 
Constante  wird)  die  Determinante  (ad  —  fee)  einen  von  Null  verschiedenen 
Zahlwert  hat.  Die  in  den  vier  Goefficienten  von  (2)  liegende  Willkur- 
lichkeit  ist  indessen  nur  eine  oos-faehe,  da  wir  dieselben  mit  einem  be- 
liebigen  von  Null  verschiedenen  gemeinsamen  Factor  versehen  konnen, 
ohne  damit  10'  zu  andern.  Merken  wir  uns  also:  Es  giebt  auf  unserer 
Fn  des  GescJilecJites  Nidi  oo3  Hauptfunctionen,  die  alle  in  jeder  einselnen, 
Ijeliebig  unter  ilinen  geivdlilten  linear  darstellbar  sind. 

Es  fragt  sich,  wie  wir  unter  air  diesen  Hauptfunctionen  der  Fn 
eine  besondere  in  einfachster  Weise  zu  charakterisieren  vermogen. 
Die  zu  dieseni  Zweck  zu  gebende  Regel  stellen  wir  gleich  so  auf,  wie 
sie  spaterhin  h'aufigst  zur  Yerwendung  kommen  wird.  Wir  fixieren 
uns  drei  getrennt  liegende  Punkte  der  Fn,  in  denen  die  der  Darstellung 
der  iibrigen  zunachst  zu  Grunde  gelegte  partieulare  Hauptfunction  w 
die  Werte  tv0f  w1?  w%  annehnien  moge.  Eine  #u  construierende  Haupt- 
function w  soil  in  diesen  drei  Punkten  "be&.  die  Werte  0,  1,  oo  an- 
n&men;  durch  diese  Bestiramung  ist  alsdann  wf,  wie  wir  behaupteu; 
gerade  rollstandig  bestinimt.  Setzen  wir  namlich  die  drei  zugleich 
eintretenden  Wertsysteme  w9  w'  in  (2)  ein,  so  erhalteu  wir  die  drei 
Gleichungen: 

awQ  +  &  =  0,    cw%  +  d  —  0,    c^v•L  +  d  ==  aw^  +  &, 

welche  sich  zur  endgultigen  Bestiminung  der  Quotienten  der  a,  B?  c,  d 
gerade  als  ausreichend  erweisen  und 
(3)  w,_w- 

^      '  10    t 

ergeben. 

Besonders  interessant  ist  es  endlich  (wegen  der  Riickbeziehung 
auf  friihere  Untersuchungen),  wenn  wir  die  complexe  Ebene  irgend 
einer  particular  gew'ahlten  Hauptfunction  w  neben  die  gegebene 
Riemann'sche  Flache  Fn  stellen.  Da  w  eine  einwertige  algebraische 
Function  der  Fn  ist,  andrerseits  aber  zu  jedem  Punkte  von  Fn  nur  ein 
Wert  von  w  gehort,  so  ist  offenbar  jene  Ebene  auf  die  Fn  Punkt  ftir 
Punkt  wechselweise  eindeutig  bezogen.  Daher  das  folgende  (wiederum 
fiir  jp  =  0  charakteristische)  Eesultat:  Die  gegebene  n-blattrige  Flache  Fn 
des  Geschlechtes  Null  lasst  sich  conform  auf \  eine  einfach  bedeckte  JSbme 
abbilden,  ntimlich  die  complete  Ebewe  der  Hauptfunction  w*).  Damit  haben 
wir  nun  in  tJberemstimmung  mit  Formel  (1)  des  gegenwartigen  Para- 

*)  Fiir  diese  durch  w(#)  vermittelte  Abbildupg  sind  die  Verzweigungspunkte 
der  Fn  singul^re  Stellen  im  Sinne  voa  p.  83  (letzter  Absatz). 
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graphen  direct  den  Ansatzpunkt  wiedergewonnen,  wo  imsere  p.  65  u.  f. 
durcbgeftilirten  Uberlegungen  beginnen.  Jene  bewahren  also  ilire  Be- 
deutung  ganz  allgemein  fur  alle  Riemann'schen  Flachen  des  Geschlechtes 
p  as  0;  imd  so  werden  wir  z.  B.  fiir  unseren  Fall  in  der  complexen 
Ebene  der  Hanptf unction  to  die  n  fiber  einander  liegenden  Blatter  der 
Fn  in  n  neben  einander  liegende  Bereiche  der  Ebene  w  conform  iiber- 
trageu  finden.  Die  verschiedenen  Ebenen  aber,  welche  den  verschiedenen 
Hauptfuuctionen  iv  derselben  Fn  entsprechen,  stehen,  in  tlbereinstim- 
mung  mit  der  Formel  (2)  des  gegenwartigen  Paragraphen,  in  Kreis- 
verwandtschaft.  Wir  werden.  fiir  diese  allgememen  Satze  spater  eine 
grosse  Reilie  von  Beispielen  kennen  lernen. 


§  2.   Die  algebraisehen  Functionen  auf  einer  Biemann'sclien  Flache  Fn 
des  G-e scale chtes  p  =•  1 . 

Kaum  minder  einfach  geistaltet  sich  die  Erledigung  des  Palles, 
dass  nnsere  beliebig  gewahlte  Flacbe  Fn  dem  GeschlecMe  p  =  1  an- 
geliort.  Auf  einer  solchen  Plache  Fn  existiert  zuvorderst  nach  unseren 
beztigliclien  Erorterungen  p,  527  ein  Integral  der  ersten  GaUwng,  welches 
wir  im  Anscnluss  an  die  friiher  (p.  145  u.  f.)  von  uns  gebrauchte  Be- 
zeichuungsweise  u  nennen.  Jedes  andere  der  Flache  zugehorige  Inte- 
gral erster  Gattung  u'  1st  alsdann;  wie  wir  wissen,  eine  lineare  ganze 
Function  u'  =au-{-b  von  jenem  beliebig  particular  gewablten  Integral  u 
nncl  es  wurde  nicbt  schwer  halten,  aus  der  Gesamtheit  dieser  Integrale 
ein  einzelnes  durch  geeignete  Massnahmen  zu  cliarakterisieren.  Das 
Integral  u  ist;  wofern  wir  es  auf  die  durch  die  Querschnifcte  a±  imd  &x 
zerschnittene  Flache  einschranken,  vom  Punkte  derselben  eindeutig  ab- 
hangig.  Die  dabei  langs  der  beiden  Querschnitte  eintretenden  Wert- 
differenzen  bezeichnen  wir,  wie  ublich,  durch  GJX  uncl  &$. 

Das  Integral  u  spielt  nun  ftir  unsere  Flache  xuit  p  —  1  insolern 
eine  ganz  ahnliche  Eolle,  wie  soeben  bei  p  =  0  die  einzelue  Haupt- 
function,  als  die  Beschreibung  der  zur  Fn  gehorenden  Functioiieu  be- 
isonders  einfach  ausfallt,  wenn  wir  die  letzteren  in  ihrer  Abhangigkeit 
vom  Integral  u  betrachten.  Die  hiermit  bezeichnete  Aufgabe  ist  oflen- 
bar  fiir  unsere  allgemeine  Plache  des  Geschlechtes  p  =  1  diesolbo; 
die  wir  p.  147  fiir  die  damals  speciell  betrachtete  F%  mit  vier  Ver- 
zweigungspunkten  aussprachen.  Wollen  wir  also  auch  hier  vor  alien 
Dingen  nachsehen,  wie  sich  die  conforme  Abbildung  gestaltet,  welche 
das  Integral  u  von  der  durch  alt  6t  zerschtiittenen  Plache  Fn  leistet, 
Das  Fundament  dieser  Untersuchung  ist  der  nachfolgendo,  spater 
noch  zu  belegende  Satz:  Hat  u  in  einem  leliebig  gew&Utim  Punhte  #0 
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der  Fn  den  Weri  UQ,  so  -wird  die  Umgebung  dieses  Punktes  der  FA  ver- 
moge  u  auf  die  einfacli  ledeckte  Umgebung  des  it,Q  glatt  abgebildet  *).  Das 
Abbild  der  ganzen  F*  in  der  « -Ebene  wird  demnaeh  eineu  einfacli 
zusarnrnenhangenden,  ganz  im  Endlichen  gelegenen  Bereieh  derselben 
darstellen,  der  keinen  Verziveigungsptinkt  entMlt.  Dieser  Bereich  wird, 
wofern  wir  die  Schnitte  aiy  \  selbst  stetig  gekriimmt  annehmen,  von 
vier  stetig  gekrtiniinten  Randeurven  eingegrenzt  sein?  welehe  die 
Abbilder  der  vier  Ufer  von  %  und  &A  sind.  Es  wird  dabei  eine 
erste  der  vier  Eandcurven  unseres  Bereiclies  durch  die  Substitution 
uf  =  u  -f-  o?!  in  die  gegenuberliegende  ubergefuhrt  werden,  desgleichen 
eine  dritte  Randeurve  durch  u  =  u  +  c?2  in  die  ihr  gegenuberliegende 
vierte. 

Die  gerade  gewonnenen  Ergebnisse  fassen  wir  kurz  in  den.  Satz 
zusammen:  Die  Fldclie  F^  wird  vermoge  des  Integrales  u  conform  auf 
tin  im  aUgemeinen  "krummliniges  Parattelogramm  der  ii-Ebene  abgebildet, 
dessen  gegeniiberliegende  Seiten  durch  die  soeben  gesclwiebenen  Sulstitu- 
tionen  u  =u  +  co^  T)e$.  u'  =  u  +  a>2  in  einander  iiberfuhrbar  sind. 
Damit  haben  wir  ein  Resultat  erlialten,  das  sick  dem  oben  (p.  147) 
fur  die  F2  naitgeteilten  direct  an  die  Seite  stellt.  Wie  damals, 
konnen  wir  es  aucli  nun  wieder  dureh  geeignete  Legung  der  Sctnitte 
aiy  \*  ^ez*  durch  ein  zweckmassig  gewahltes  parti culares  u  erreichen, 
dass  das  fragliche  Parallelogramm  der  ?e-Ebene  geradlinig  wird  und 
die  Eeken  u  =  0;  o>1?  cj2,  ox  -f-  ^2  bekommt.  Wenn  wir  alsdann 
unsere  Flache  durch  die  unendlich  vieldeutige  Function  u  abbilden, 
wie  letztere  entsteht,  falls  wir  beliebige  "frberschreitungen  unserer 
beiden  Querschnitte  zulassen,  so  finden  sich;  gerade  wie  wir  dies  schon 
in  Fig.  87,  p.  148;  darstellten,  als  die  unendlich  vielen  Abbilder  der 
Flache  in  der  w-Ebene  unendlich  viele  mit  einander  congruente  Parallelo- 
gramme,  welehe  diese  Ebene  liickenlos  und  einfach  bedecken.  Da- 
durch  ist  alsdann  eine  em-cx>-deutige  conforme  Beziehung  der  w-Ebene 
auf  unsere  Flache  Fn  begriindet;  bei  welcher  einem  Punkte  der  u-  Ebene 
iinmer  tin  Puukt  der  Fn>  eineni  Punkte  der  Fn  aber  stets  solche 
unendlich  viele  Punkte  der  ^-Ebene  entsprechen,  welehe  homolog  in 
den  unendlich  vielen  Parallelogrammen  dieser  Ebene  gelegen  sind**). 


*)  1st  80  ein  Verzweigungspnnkt  der  Fn,  so  wird  die  Umgebung  desselbon 
auf  der  F13.clie  Fn  sicli  selbst  mehrfach  tiberdecken;  gleichwohl  ist  ihr  Abbild  in 
der  w- Ebene  ein  einfach  "bedeckter  Bereieh  urn  UQ.  Diese  Yerhaltnisse  werden 
weiter  unten  in  §  6  naher  bewiesen. 

1  **)  Wir  haben  diese  Verhaitnisse  urn  so  ausfuhrlioher  akizziert,  als  sie  ja 
augonscheinlich  die  allergrosste  Analogic  zu  gewiseen  Untersuchungen  des  vorigen 
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Nunmehr  steht  der  volleu  Auwendung  unserer  fruheren  Ent- 
wicklungen  aus  I,  5  nichts  niehr  ini  Wege.  Wir  werden  uus  aus 
u,  o>1?  o?2  vermoge  der  Formeln  (2)  p.  149  vorab  die  beiden  Functionen 
<p(ti  |  a)ly  032)?  #>'(«  1  <DI,  0^2)  construieren  und  dann  den  Satz  heran- 
ziehen,  dass  alle  doppeltperiodischen  Functionen  wten  Grades  von  u9 
&!,  G32  rationale  Functionen  JB(p,  £?')  von  &  und  p'  sind.  Jetzt  inter- 
pretiere  man  u  wieder  als  Function  auf  unserer  w-bl*attrigen  Flache  Fn 
iiber  der  #-Ebene.  Da  geht  dann  z.  B.  die  Function  p(«)  liber  in 
eine  analytische  Function  p  («(«))  von  8,  welche  auf  der  unzerschnittenen 
Fn  eindeutig  ist;  thatsaclilieh  gehen  ja  beliebige  Periodenwege  der  Fn, 
auf  Grund  der  geschilderten  Beziehung  der  Fn  zur  w-Ebene  in  letztere 
iibertragen,  dort  in  Linien  zwiscnen  bomologen  Punkten  zweier  Parallelo- 
gramme  uber.  Zudem  ist  die  Function  p(u(0f)  auf  der  Fn  iiberall  stetig  bis 
auf  einen  Punfct  (u  =  0),  wo  sie  algebraisch  im  zweiten  Grade  unend- 
lich  wird,  Wir  erJcennen  demnach  in  p(w(«))  eine  zweitu&rtige  algebraisclie 
Function  der  Fn*  Sofort  schliesst  man  jetzt  allgeniein  vermoge  der 
gleichen  tlberlegung:  Die  doppeltperiodisclien  Functionen  mton  Grades 
von  it,,  a)1}  o?2  lie  fern,  auf  die  Fn  iibertragen ,  die  samtlichen  m-^vert^gen 
algebraischen  Functionen  derselben  und  umgehehrt**). 

Wir  liaben  auf  diese  Weise  nicut  nur  den  Existenzbeweis  ftir  die 
algebraischen  Functionen  uuserer  Flache  Fn  erbracht,  aondern  wir 
entnehmen  zugleich  eine  einfache  Regel  ftir  die  Darstellung  aller 
dieser  algebraischeu  Functionen  durch  einige  unter  ihnen  aus  deii  be- 
ziiglichen  frtiheren  Satzen.  Eine  einwertige  algebraische  Function 
existiert  auf  unserer  Fn  nicht  (c£  p.  149);  in  der  That  wlirde  eine 
solche  die  Fn  auf  eine  einfach  bedeckte  Kugelflache  conform  tibertrageu 
(welche  letztere  wir  etwa  als  Trager  der  complexen  Werte  jener  einwertigeix 


Abschnitts  darbieten.  In  der  That  setze  man  an  Stelle  der  w-Bbcno  die  o-Halb- 
ebene,  an  Stelle  des  Periodenparallelogranims  das  Fundamentalpolygon  F  oiner 
Untergruppe  der  Modulgruppe,  endlich  an  Stello  dor  Flache  Fn  die  geschlossene 
FHiche  J?7^,  welche  jenem  Polygon  entspricht;  und  man  wird  ffir%dio  Siltzo  des 
Textes  fast  Wort  fur  Wort  die  Mheren  analogen  Siitzo  erhalten.  Man  wolle  an 
tlieser  Bemerkung  feathalten,  da  die  hiermit  gefundene  Analogie  nicht  nut  fiir 
die  bis  jetzt  besprochenen  geometrischen  Verhaltnisse  besteht,  sondorn  dnrchaus 
auch  in  den  sich  beiderseits  anschliessenden  functionentheoretischen  Gesichtspunkten 
in  Kraft  bleibt.  In  der  That  werden  wir  im  nS,chaten  Kapitel  genau  dio  ntimlichen 
Schlussweisen  und  Gedankenentwicklungen,  die  sich  im  Texte  betreffs  dor  u-  Ebene 
und  der  Flache  Fn  sogleich  anreihen,  fiir  den  andoren  Fall  der  Polygone  JP^ 
und  geschlossenen  Flachen  Fn  durchzuffihren  haben. 

*)  Diese  Umkehrung   des  ausgesprochenen   Satzes  haben   wir  beroits  p.  148 
fiir  den  damals  betrachteten  speciellen  Fall  in  Anwendung  gobracht. 
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Function  denken),  und  eine  solclie  Kugelflaehe  hat  das  Geschleeht 
$  =  0,  nicht  aber#  =  l;  wie  es  dock  sein  miisste.  Deingegenuber 
giebt  es  auf  der  Fn  zweiwertige  Functionen,  und  eine  specielle  unter 
ihnen  sei  p,  welehe  der  doppeltperiodischen  Function  p(ii  \  o1?  o>2) 
entspreehen  soil.  In  derselben  Weise  gelie  die  dreiwertige  algebraische 
Function  p'  der  Fn  aus  der  doppeltperiodisehen  Function  P'(U\<OI,  ^2) 
hervor.  Wir  liaben  dann  ersichtlieh  den  Satz:  Alle  algebraisctien  Func- 
tionen  der  Fn  sind  als  rationale  Functionen  R(p,  p')  der  leiden  be- 
sonderen  unter  ilmen  <p,  p'  darstellbar,  welclie  letetere  mit  einander  durch 
die  Relation  verkniipft  sind: 

(1)  P/J  — 4p8-5ap  —  g,. 

Umgekehrt  sind  alle  Functionen  R(p,  p')   algebraisclie  Functionen  auf 

der  Flaclie. 

Wenn  wir  vorliin  bei  p  ==  0  die  gegebene  Fn  vermoge  einer  zu- 
geliorigen  Hauptfunction  abbildeten,  so  wollen  wir  hier  eine  ent- 
sprechende  Massnahme  durchfiihren,  indem  wir  namlich  unsere  Fn  des 
Gesctlechtes  p  =  1  vermoge  ibrer  zweiwertigen  Function  p  oder  irgend 
einer  anderen  auf  ihr  existierenden  zweiwertigen  Function  abbildeu. 
Tnsofern  der  einzelne  complexe  Wert  p  immer  in  zwei  Punkten  der  Fn 
stattfindet,  werden  stets  zwei  Punkte  beiin  Fortgang  zur  coniplexen 
Ebene  p  fiber  einander  zu  lagern  sein;  und  wir  gelangen  solcher- 
gestalt  uberhaupt  zu  einer  doppelten  Uberlagerung  der  ganzen  p-Ebeue. 
Freilich  werdeu;  wie  wir  wissen;  ftir  vereinzelte  Werte  p  (z.  B.  p  =  oo) 
die  beiden  beziigliclien  Punkte  der  Fn  coincidieren.  In  der  p- Ebene 
werden  dann  an  solchen  Stellen  die  beiden  uber  einander  liegenden 
Blatter  mit  einander  zusammenhangen.  Thatsachlich  miissen  ja  auch 
die  beiden  fraglichen  Blatter  irgendwie  mit  einander  verzweigt  sein; 
um  eine  ,;zusaramenliangende"  Rieinann'sche  Flaclie  F%  bilden  zu 
konnen,  da  doch  auch  die  gegebene  Flache  Fn  zusammenhangencl  ist. 
Die  Anzahl  der  in  dieser  Weise  fur  die  JP2  eintretenden  Verzweigungs- 
punkte  bestimmt  sich  auf  Grund  der  Formel  (2)  p.  494  zu  vier.  Da- 
her  denn  das  Resultat:  Unsere  gegebene  Flaclie  Fn  des  Geschlechtes 
p  =  l  wird  durch  die  Function  p  oder  irgend  eine  andere  Hirer  md- 
wertigen  Functionen  auf  eine  #weiblattrige  Biemann'sche  Flache  mit  vier 
VerwveigungspunJcten  abgebildet.  Hiermit  ist  denn  zur  vollen  Evidenz 
gebracht,  dass  es  sich  jetzt  bei  unserer  willkurlich  gewahlten  Fn  mit 
p  =  1  im  Princip  um  genau  die  namlichen  Verhaltnisse  handelt,  die 
wir  oben  in  I,  5  bereits  erledigten. 
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§  3.   Die  algebraiseken  tfunctionen  auf  einer  Riemann'schen  Plache  Fn 
eines  beliebigen  Geschleclites. 

Sei  nun  die  vorgelegte  Plache  Fn  eine  ganz  beliebige  rait  irgend 
eiiiem  Geschlechte  j>,  das  wir  nur  der  Kiirze  halber  als  >  1  annehmen. 
Auch  unter  dieser  Voraussetzung  gelingt  es  jetzt  leicht,  den  Existenz- 
beweis  zugehoriger  algebraischer  Functionen  zu  liefern,  und  zwar  ver- 
werten  wir  hierbei  zweckmassig  die  zur  Fn  gehorenden  Integrale 
zweiter  Gattung  in  ihrer  p.  531  eingeftihrten  Nornialform  Z9. 

Wir  wahlen  uns  auf  der  Fn  eine  Reihe  von  m  etwa  bei  0  =  0i9 
0$y  -  '  ',  8m  gelegenen  Punkten,  von  denen  keine  zwei  zusanimenfallen, 
noch  auch  in  der  Fn  iiber  einander  gelegen  sein  sollen.  Wir  wollen  ver- 
suchen,  eine  wa-wertige  algebraisclie  Function  der  Fn  zu  construieren, 
die  an  den  bezeiclmeten  m  Stellen  je  einfach  algebraisch  unendlicli 
wird.  Setzen  wir  vorab  voraus,  es  existiere  eine  derartige  algebraische 
Function  iv,  und  dieselbe  werde  an  jener  bei  8  =  0t  gelegenen  Stelle 

unendlich  wie Man  bilde    sich   alsdann  das   zu  jener  Stelle 

*  "~  8i 

gehorende  Normalintegral  Zs.  und  untersuche  den  Ausdruck 

(1)  -10  —  c^Z9l  —  %ZH cMZ,m 

in  Bezug  auf  sein  Verhalten  auf  der  Fn.  Derselbe  ist  auf  der  Fn 
offenbar  tiberall  stetig;  dabei  ist  er  auf  der  F^  eincleutig  und  besitzt 
langs  der  Schnitte  a  und  6  constante  Wertdiffercnzen,  er  ist  also  em 
Integral  erster  Gattung.  Aber  fur  die  Schnitte  a  sind  diese  Wert- 
diiferenzen  durchgehends  Null,  da  dies  fur  jedes  einzehie  Integral  ZA 
gilt.  Der  Ausdruck  (1)  muss  denanach  (cf.  p.  524)  auf  cler  Fn  mit 
einer  Constantcn  c0  identisch  sein?  und  also  gewiunen  wir  ftir  w  die 
Darstellung: 

(2)  w  =  ca  +  GlZh  +  c.ZSz  H +  cmZ,m. 

Kebren  wir  jetzt  zuriick  zur  Frage  nach  cler  Existenz  emer  al- 
gebr'aischen  Function,  die  in  jenen  m  Punkten  und  sonst  nirgends  je 
einfach  unendlich  wird.  Eine  solche  naiisste,  wie  wir  sehen,  eine  Dar- 
stellung (2)  zulassen;  kntipfen  wir  also  an  diese  unsere  femere  Dis- 
cussion, wobei  aber  jetzt  die  Oonstanten  c  irgend  welche  noch  nicht 
naher  bestinamte  Werte  haben.  Die  rechte  Seite  von  (2)  stellt  iin 
allgemeinen  ein  Integral  zweiter  Gattung  mit  m  Unstetigkeitsptmkten 
dar.  Schranken  wir  dasselbe  auf  Fn  ein,  so  zeigt  es  langs  cler 
Schnitte  a  keine  von  Null  verschiedene  Wertdifferenzen.  Langs  &*, 
moge  Zat  die  Differenz  ifg  besitzeu,  so  weist  langs  dieses  Schnittes 
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die    auf    der    recliten    Seite   von  (2)    stehende    Surnme    die   Different 

m 

®  auf.     Soil   also  die  in  Rede  stehende  Surnrne  auf  der  Fn  ein- 


deutig    sein?   so   ist   notivendig  und  hinreichendj  dass  fur  alle  p   Werte 

Jv  =  1,  2,  3,  -  •  -,  jp  die  Identitat 

(3)  c^»  +  c2rf  >  H  -----  h  cm^  =  0 

erfullt  ist. 

Unser  Problem  ist  hierdurch  zuriickgefuhrt  auf  die  Auflosung 
eines  Systems  von  p  homogenen  linearen  Gleichungen  nacli  den 
m  Unbekannten  c1?  c2?  •  •  -7  cm.  Ohne  hier  sogleich  in  erschopfender 
Weise  weiter  zu  schliessen,  ist  jedenfalls  soviel  deutlich,  dass  fur 
m  >p  -|-  1  unser  Gleichungsystem  (3)  erne  oder  mehrere  Losungen 
in  nicht  durchgehends  Yerschwindenden  c  zulasst.  Nehrnen  wir  eines 
dieser  Losungsysteme,  urn  es  auf  der  rechten  Seite  yon  (2)  einzu- 
tragen,  so  stellt  diese  rechte  Seite  eine  eiiideutige  und  damit,  wie  man 
sofort  erkennt?  eine  algebraisclte  Function  der  Fn  dar?  die  wir  nun 
wieder  w  nennen.  Sind  alle  Coefficienten  c1;  €%,  •  -  -,  cm  von  Null  ver- 
sehieden,  so  ist  w  w-wertig.  Es  konnten  aber  auch  einige  unter 
diesen  Coefficienten  verschwinden7  und  wir  wollen  in  dieseni  Sinne 
sagen,  dass  w  im  allgemeinen  eine  M-wertige  algebraische  Function 
der  Fn  sei.  Als  solclie  ist  sie  mit  0  verbunden  durch  eine  irreducibele 
algebraisclie  Grleicliung  f(iv,  0)  =  0,  in  der  w  "bis  auf  den  nten,  0  dber 
bis  auf  den  mten  Orad  ansteigt*}.  Jetzt  sind  rnit  w  auch  alle  ratio- 
iialen  Functionen  R(iVy  i)  algebraische  Functionen  der  Fn,  und  um- 
gekehrt  sind  alle  algebraisclien  Functionen  der  Fn  in  dieser  Gestalt 
K(w9  ^),  wie  wir  wissen,  darstellbar.  Die  Existm0  der  algebraisclien 
Functionen  ist  damit  fur  unsere  beliebig  gewahlte  Fn  des  Geschleclites  p  in 
erschopfender  Weise  dargelegt. 

Setzen  wir  noch  hinzu;  dass  eine  Darstellung  (2)  fiir  jede  al- 
gebraische Function  w  nnserer  Fn  geleistet  werden  kann.  Freilieh 
versagt  unser  urspriinglicher  Ansatz,  wofern  von  den  m  Unstetig- 

*)  Auch  hier  m-tissen  wir  wieder  des  in  der  zweiten  Note  p.  498  besprochenen 
besonderen  Falls  gedenken.  Zufolge  der  damaligen  Erorterungen  kSnnte  es  viel- 
leicht  eintreten,  dass  w  in  der  irreducibelen  Relation  f(w,  z)  =  0  nur  anf  den 

Grad  —    anstiege,   welohe   letztere   von   sich.   aus   zu   einer   Flache  Fn    ffihren 

V 

wurde,  aus  der  erst  durcn  r-fache  tJberlagerung  nnsere  Fn  entsprange.  Dann 
findet  sich  jedes  zusammengehOrige  Wertsystem  w,  z  in  der  J?n  a  Male.  Fur  die 
im  Texte  mifc  w  bezeichnete  Function  kann  dieser  Fall  indesaen  nicbt  eintreten, 
da  dem  Werte  w  =«  oo  ausdrticklicli  m  verseMedew  Wei?te  a  zugeordnot  sein  sollten. 
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keitspunkten  von  w  einige  oder  gar  alle  mit  eiuander  coincidieren. 
Findet  dies  statt,  so  wahle  man  (UIQ  Weitl'aufigkeiten,  wie  Einfulirung 
von  Integralen  mit  inehrfachen  Unendlichkeitsstellen,  zu  verineiden) 

die  Constante  a  in  w'  =  — ^j—  derart,  dass  die  m  Unstetigkeitspunkte 

von  tv'  durcligehends  getrennt  liegen  (was  keine  Scbwierigkeit  bat). 
Statt  w  werden  wir  dann  wr  der  Darstellung  (2)  unterzieben  konnen. 

Im  Anschluss  an  die  entsprechenden  Uberlegungen  bei  p  =  0  nnd 
p  =  1  liandeln  wir  bier  scbliesslicli  nocb  von  der  Abbilduug  der  Fn 
vernioge  einer  ibrer  algebraiscben  Functionen  w.  Sei  die  w-wertige 
Function  w  init  &  durcb  die  irreducibele  Relation  f(iv,  si)  =  0  ver- 
knupft,  und  sei  w  derart  gewahlt,  dass  das  einzelne  Wertsystem  w9  & 
im  allgemeinen  nur  in  einem  Punkte  der  Fn  eintritt.  Man  wolle  jetzt 
in  /*(««?,  js)  =  0  die  Variabele  w  als  unabbangig  anffassen  und  dem- 
entsprechend  die  Relation  f(w}  0)  =  0  durcb  eine  m-blattrige  Flache  Fm 
tiber  der  complexen  ^-Ebene  versinnlichen.  Audi  auf  dieser  Fm  findet 
das  einzelne  Wertsystem  to,  s  irn  allgemeinen  nur  in  einem  Punkte 
statt,  und  es  sind  offenbar  auf  diese  Weise  die  beiden  Flacben  Fn 
und  Fm  weebselweise  eindeutig  auf  einander  bezogen.  Da  aber  w 
eine  algebraische  Function  von  0  ist,  so  konnen  wir  dieses  Resultat 
offenbar  dabin  aussprechen:  Die  gegebene  Flache  Fn  wird  durch  eine 
ihr  angehorende  m-wertige  algebraische  Function  w  conform  auf  eine 
m-UaMrige  Flache  Fm  tiber  der  w-Ebene  abgelildet  (cf.  Note  p.  535). 

Die  algebraiscben  Functionen  der  Fm  sind  die  G-rossen  R(w,  #)y 
coincidieren  also  geradezu  mit  denen  der  JFW.  Wir  werden  dies  Sach- 
verhaltnis  in  folgender  Weise  interpretieren :  Die  algebraiscben  Fuuc- 
tionen  der  Fn  betrachten  wir  als  abhangig  vom  einzelnen  Punkte 
der  Fn.  Indem  wir  diesen  Punkt  in  die  Fm  fiber  der  20-Ebene  hin- 
-  itberwerfen,  denJcen  ^vir  den  im  fraglichen  PunJcte  stattfindenden  Wert  der 
einselnen  algelraisclicn  Function  mit  ubertragen.  Insgesanit  iibertrligt 
sich  nnsere  Function  alsdann  in  eine  algebraiscbe  Function  der  ym. 
In  vbllig  gleicber  Weise  entspringen  aus  den  Integralcn  der  drei 
Gattungen  auf  dor  Fn  bei  der  "ffbertragung  die  zur  Fm  gehorenden 
Integrale  bez.  der  namlicben  Gattung.  Wir  konnen  also  zur  Unter- 
sucbung  unseres  bier  in  Rede  stehenden  Systems  der  algebraischen 
Functionen  R(w,  &)  und  ihrer  Integrale  unter  unendlich  vielen  Rie- 
mann;sclien  Flacben,  die  alle  auf  einander  wechselweise  eindeutig  be- 
zogen sind;  eine  Bach  Willkiir  auswablen.  Daniit  ist  die  besonderc 
Stellung  des  &  in  den  bisherigen  Bntwicklungen  auf  das  richtige  Mass 
zuriickgefuhrt;  in  der  That  erscheint  jetzt  $  coordiniert  eingoordnet  in 
das  ganze  System  der  bier  algebraisch  mit  einander  verwandten 
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Grossen  R(iv,  #)?  unter  denen  erst  dadurcli  eine  einzelne  besonders 
ausgezeiclinet  wird,  dass  wir  unter  all'  jenen  Riemann'schen  Fliiehen 
eine  specielle  zu  Grunde  legen,  Oder  auch:  Unter  all'"  den  ver- 
schiedenea  eindeutig  auf  einander  abbildbaren  Riemann'schen  Flachen, 
welche  den  versehiedenen  Punctionen  JS(?e»,  #)  entsprechen,  ist  die  Fn, 
von  der  wir  ausgingen,  nur  insofern  ausgezeiehnet,  als  wir  gerade 
R(w,  #)  =  #  als  die  unabhangig  veranderliche  Function  betrachteii 
wollen*). 

§  4.     Die  Ftmctionen  <p  einer  Fn  von  hoherem  GescMeohte. 

Nachdem  voraufgehend  auf  unserer  willkurlich  gewahlten  Fn  in 
alien  Fallen  die  Esistenz  zugehoriger  algebraischer  Functionen  be- 
wiesen  ist,  gilt  es  nun  im  Falle  p  >  1  -noch  tiefer  in  die  Dnter- 
suchtmg  derselben  einzufiihren.  Wir  definieren  zu  dem  Ende  von  den 
Integralen  erster  Gattung  aus  eine  besondere  Art  algebraischer  Func- 
tionen der  Fny  die  berufen  sind,  weiterhin  eine  sehr  wichtige  Eolle 
zu  spielen. 

Sei  WD  w%,  •  •  •,  wp   ein   System  von  p  linear-unabhangigen  Inte- 
gralen erster  Gattung  der  Fn,  w  aber  ein  beliebiges  (p  -f-  l)tes  solclies 
Integral.     Letzteres  stellt  sich  durcli  jene  p  Integrale  in  der  Form: 
(1)  w  =  a0  +  a^w^  +  cc2w2  ^  -----  (-  ctfWy 

mit  constanten  Coefficienten  a  dar.  Durcli  Differentiation  von  w  nach  # 
entspringt;  wie  wir  sclion  gelegentlich  bemerkten;  eine  algebraische 
Function  der  Fn]  wir  nennen  dieselbe  allgemem 

dw 
V  =  -d? 

und  bezeichnen  in  entsprechender  Weise  die  aus  wl9  w^  -  •  -;  ^vp  zu 
bildenden  Functionen  durch  g>17  cp2,  •  •  •,  q>p.  Letetere  sind  alsdann 
linear  ^inaUhdngig^  bestande  namlich.  eine  Relation: 


*)  Um  keine  einzelue  der  Functionen  JB(to,  #)  zu  bevorzugen,  benennen  wir 
deren  Inbegriff  im  folgenden  gern  mit  einem  aus  den  Weierstrass'sclien  Vor- 
lesungen  stammenden  Ausdruck  ala  algebraisches  Gebilde. 

Jhr  klares  geometrisches  Subatrat  findet  die  hiermit  bezeichnete  Ansiclit, 
wenn  man  mit  K-lein  in  dessen  oben  genanntem  Sohriftchen  (p.  493,  Note)  den 
Aufbau  der  E/iemann7schen  Tbeorie  damit  beginnt,  dass  man  nicht  eine  mehr- 
biattrige  Flache  fiber  der  (a;  +  *2/)-Ebene,  sondern  irgend  eine  gescblossene  3Tiache 
zu  Grunde  legt,  die  dann  durch  jede  einzelne  auf  ihr  existiereride  ,,algebraischeu 
(i.  e.  eindeutige)  Function  auf  eine  mehrblattrige  Flache  uber  der  Ebene  abge- 
bildet  wird,  Leider  kdnnen  wir  dieser  allgemeineren  Auffassung  der  Theorie  im 
Texte  nicht  weiter  nacbgehen;  es  ist  dies  aber  auch  insofern  nicht  notig,  als  wir 
bei  den  weiterhin  in  Betracht  kommenden  Eiemann'schen  Fl'achen  eine  aus- 
gezeiohnete  algebraische  Function  immer  von  vomherein  kennen. 
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identisch,  so  wiirde  durch  Integration  nach  & 

(2)      *  fas  +  Mi  +  &«fc  H h  &,i«fe  =  c 

folgen,  unter  c  die  Integrations  cons  tante  verstanden.  Damit  aber  die 
linke  Seite  der  letzten  Gleicliung  auch  fur  e  =  oo  ihren  Wert  c  be- 
halt,  muss  offenbar  fa  =  0  sein,  woniit  (2)  zu  einer  linearen  Identitat 
zwischen  den  ii\  wird;  die  doch  zufolge  unserer  Voraussetzung  nicht 
existieren  kann.  Indent  sich  also  die  p  Functionen  <p1?  <p2,  -  -  -,  <pp 
thatsachlieh  als  linear-unabhangig  erweisen,  entspringt  durch  Diffe- 
rentiation von  (1)  der  wichtige  Satz:  Jede  0ur  Fn  geliorende  Function  <p 
ist  eine  lineare  liomogene  Verbindung 

/CJ\  _^  .      -.  I  «.       «.  I  I          «       «« 

\y)  *P  ===  ^i^Pi  ~T"  ^"2^2  ~T"  *  "  "  "T   *^p^Pp 

vonjp  besonders  ausgewalilten,  lineav-unabliangigen  Functionen  <piy  g)2y  ••-,  9p. 
Um  jetzt  die  Wertigkeit  einer  beliebigen  Function  <p  auf  der  Fn 
zu  bestirnmen,  greifen  wir  irgend  einen  etwa  bei  #0  gelegenen  Punkt 
der  Fn  auf,  in  welchern  das  zu  g?  gehorige  Integral  erster  Gattung  w 
den  Wert  tvQ  haben  moge.  Es  gilt  dann  in  der  Unagebung  von  #0 
fiir  das  jedenfalls  endliche  w  die  Darstellung: 

wobei  wir  aber  noch  darauf  Bezug  nehmen  miissen,  welche  Bedeutung 
wir  dem  Ausdruck  (#  —  5f0)  fiir  besondere  Lage  des  Punktes  00  zu- 
erkennen  wollten.  Erstlich  haben  wir  namlich  im  Falle  #0  =  oo  an 
Stelle  der  Entwicklung  (4)  die  folgende 

/"CC\  ^1         I        ^2         I 

\     S  0    "*"""        a  I          jg2  I  ) 

wahrend  fiir  einen  Verzweigungspunkt  ^0;  in  dem  v  Blatter  zusaramen- 
hangen;  die  Entwicklung  eintritt: 


Es  werden  sich  auf  der  Flacne  Fn  besondere  Punkio  ausfindig 
machen  lassen,  fiir  welche  in  der  beztiglichen  Entwicklung  (4)  der 
erste  Coefficient  a±  verschwindet;  an  solchen  Stellon  wird  alsdann  die 

algebraische   Function  <p  ==  -v—   verschwinden,     Aber    wir   bexuerken, 

dass  wir  in  den  besonderen  Entwickhmgen  (5)  und  (6);  insofern  es 
sich  hier  um  ein  beliebiges  Integral  erster  Gattung  w  handeln  soil, 
die  Coefficienten  at  ^  0  annelanien  mussen.  Den  speciellen  Fall,  dass 
auch  in  diesen  nur  ftir  eiue  endliche  Amahl  von  Punkten  gllltigen 
Entwicklungen  ein  ocler  einigc  cler  aufgeschriebenen  Anfangscoofficionten 
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ai>  az>  *  *  *  versehwinden,  werden  wir  hernaeh  noch  "besonders  zu  er- 
klaren  haben. 

Durch  Differentiation  unserer  Formeln  (4)  bis  (6)  kommt  jetzt 
sofort:  In  jedem  Verzweigungspunkte  wird  90  algebraisch  unendlicli 
im  Grade  (y  —  1),  da  in  der  That  aus  (6): 

dw          a*    ,  v~~i 

v  =  -57  ™  T-  (*  —  *<>)     r  +••• 

A 

folgt  und  (0  —  #0)  v  im  fraglichen  Punkte  auf  der  Fn  einfach  algebraisch 
versehwindet.    Zugleich  wird  <p,  wie  ohne  weiteres  ersiehtlich,  an  keiner 
anderen   Stelle  der  Fn  unendlicli.     Als  Wertigkeit  von  <p  ergiebt  sich 
sonacli  nnter  Gebraueh  von  (2)  p.  494: 
(7)  21(v  —  1)  —  2p  —  2  +  2n, 

wo  sich  die  Sunime  linker  Hand  auf  die  samtlicnen  Yerzweigungspunkte 
der  Fn  bezieht.  Hieraus  schliessen  wir  sofort,  dass  <p  auf  der  Fn  im 
ganzen  (2p  —  2  +  2ri)  Nullpunkte  besitzt.  Von  letzteren  liegen  2n 
bei  &  =  oo,  da  9?  in  der  That  auf  Grund  von  (5)  in  jedem  der 
n  Blatter  bei  0  =  oo  algebraisch  im  Grade  zwei  verschwindet*).  So 
bleiben  noch  (2p  —  2)  Nullpunkte  rdckstandig  und  von  diesen  hat, 
wie  wir  sogleich  (in  §  6)  noch  zu  zeigen  haben,  kein  einziger  auf  der 
Fn  eine  von  vornherein  bestimmte  Lage.  Sprechen  wir  also  zusammen- 
fassend  den  Satz  aus:  Unsere  Functionen  cp  Jiaben  auf  der  Fn  (2p  —  2) 
tewegliche  Nullpunkte^  walirend  die  ubrigen  Nullpunkte,  sowie  alle  Un- 
stetigkeitspuriltte  fur  die  sdmtlichen  verschiedeiien  9  die  namliche  Lage 


Hier  ist  nun  auch  evident,  was  das  Verschwinden  von  a1  in  einer 
Entwicklung  (5)  oder  (6)  'zu  bedeuten  hat.  In  dem  Falle  wird  offen- 
bar  einer  der  (2p  —  2)  beweglichen  Nullpunkte  in  denjenigen  be- 
sonderen  Punkt  hineingeriickt  sein,  fur  dessen  Umgebung  die  fragliche 
ReihenentwickluDg  gilt.  Infolge  der  schon  betonten  Beweglichkeit  jener 
(2p  —  2)  Punkte  mtlssen  wir  also  in  der  That  bei  einem  allgemeinen  w 
in  (5)  und  (6)  %  ^  0  annehmen.  Sollte  iibrigens  einer  der  (2p  —  2) 
beweglichen  Nullpunkte  bei  einem  speciell  vorliegenden  <jp  in  einen 
der  Unstetigkeitspunkte  hineingerUckt  sein,  so  wollen  wir  ihn  auch 
dort  noch  als  Nullpunkt  rechnen,  der  dann  freilich  mit  einem  (v  —  1)- 
fachen  Unstetigkeitspunkte  coincidiert.  Eine  entsprechende  Bemerkung 
soil  auch  fur  den  Fall  gelten,  dass  einer  jener  beweglichen  Null- 
punkte nach  jg?  «=»  oo  fallt. 

*)  Wir  nehmen  bier  der  Kiirze  halber  an,  dass  bei  ^  =  00  kein  Ver- 
zweigungepunkt  der  Fn  gelegon.  ist,  was  keine  wesentliche  Einschrankung  ist. 

Kleixi-l^ricko,  Modulfunotionen.  35 
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Diese  letztere  Auffassung  erscheint  besonders  dann  als  zwecfc- 
massig,  wenn  wir,  was  im  folgenden  zuineist  geschieht,  Quotienten 
aus  den  zu  unserer  Flache  Fn  gehorenden  Functionen  (p  betrachten.  In- 
dem  namlich  auf  Grund  unserer  Verabredung  die  samtlichen  <p  in  den 
Verzweigungspunkten  und  bei  #  =  oo  iibereinstimmendes  Verhalten 
zeigen,  konimen  fur  den  Quotienten  zweier  unter  ilinen:  <p;  <p'  nur 
noeh  je  die  (2p  —  2)  beweglichen  Nullpunkte  derselben  zur  Geltung.  Wir 
Jiaben  also  in  einem  solchen  Quotienten  eine  (2p  —  2)-wertige  oder  aucli 
noeh  geringerwertige  algebraische  Function  der  Fn>  letzteres  dann,  wenn 
die  fieweglichen  Nullpunkte  von  <p  sum  Teil  mit  denen  von  <p'  coincidieren. 

Die  ^-Quotienten  gewinnen  eine  ganz  besondere  Bedeutung,  wenn 
wir  auf  die  Anschauungen  des  vorigen  Paragraphen  zuriickgehen,  nach 
denen  die  Fn  eine  ist  unter  unendlich.  yielen?  wecnselweise  ein- 
deutig  auf  einander  bezogenen  Rietnann'schen  Flachen.  Zu  jeder  der- 
selben  wird  im  Sinne  der  bisherigen  Entwicklungen  ein  besonderes 
System  von  Functionen  cp  gehoren;  denn  bei  Zugrundelegung  einer  Fm 
an  Stelle  der  Fn  miissen  wir  ja;  urn  die  zur  Fm  gehorigen  cp  zu  er- 
halten?  die  Differentiate  der  Integrale  erster  Gattung  durch  das 
Differential  derjenigen  algebraischen  Function  dividieren,  die  Fn  aaf 
Fm  abbildet.  Wenn  wir  aber  9? -Quotienten  bilden,  so  handelt  es  sich 
allein  noch  um  die  Quotienten  von  Differentialen  der  Integrale  erster 
Gattung.  Da  kommt  wirklich  jede  Beziehung  auf  irgend  eine  particulars 
unter  jenen  unendlich  vielen  Flachen  in  Wegfall,  und  wir  werden  also 
den  Satz  aufstellen  konnen:  Die  cp-  Quotienten  der  Flacfie  Fn  gehen  bei 
Transformation  der  Fn  durch  eine  gugehorige  m-wertige  algebraische 
Function  direct  in  die  <p-  Quotienten  der  beziiglichen  Fm  ubcr;  sie  ver- 
fialten  sick  also  gegenuber  der  in  Rede  stehenden  Transformation  invariant. 

§  5*     Der  Riemann-Koch-'sche  Satz. 

Im  vorletzten  Paragraphen  haben  wir  fiir  den  Fall  eines  be- 
liebigen  Geschlechtes  p  >  1  nur  erst  im  allgemeinen  die  Existent  al- 
gebraischer  Functionen  auf  unserer  Fn  zum  Nachweise  gebracht;  eine 
etwas  tiefer  dringende  Betrachtung  dieser  Functionen  haben  wir  hier 
nachzuholen,  wobei  uns  die  inzwischen  aufgestellten  Functionen  <p 
wesentliche  Dienste  leisten  sollen. 

Wir  knupfen  hier  unmittelbar  an  deja  in  §  3  verfolgteri  Gedankeu- 
gang  und  insbesondere  an  Formal  (3)  p.  541  an.  Ubrigens  denken 
wir  die  vorgeschriebenen  m  Unstetigkeitstellen  bei  0L,  #%,  •  • «;  am  so 
gewahlt;  dass  keine  derselben  in  einem  Verzweigungspunkte  der  Fn 
gelegen  ist  oder  nach  $  =**  oo  fallt.  Es  liegt  freilich  eine  solche  Ein- 
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sehrankung  keineswegs  ini  Wesen  unserer  anzustellenden  Untersuchung 
begrundet;  sie  wird  vielmehr  hier  nur  deshalb  eingefuhrt,  um  unsere 
Entwicklung  nieht  dadureh  zu  complicieren,  dass  jene  m  Unstetigkeit- 
stellen  mit  fasten  Null-  und  Unstetigkeitspunkten  der  Functionen  <p 
eollidieren.  In  der  That  konnten  wir  ja  auch,  wofern  dies  eintreten 
sollte,  an  Stelle  der  Fn  eine  Fm  der  Betrachtung  zu  Grunde  legen, 
die  wir  derartig  ausw'ahlen,  dass  sie  unserer  Forderung  gentigt.  Durch 
diese  Forderung  ist  also  keinerlei  Einschrankung  unseres  weiterhin 
aufzustellenden  Hauptsatzes  begriindet. 

Es  soil  sich  jetzt  darum  handeln,  die  Anzahl  aller  algebraischen 
Functionen  aufzustellen,  die  nirgendwo  sonst  auf  der  Fn  unendlich 
werden,  als  an  den  bezeichneten  Stellen  0f9  und  auch  an  dies  en  nicht 
mebr  als  einfacn.  Wir  fuhren  zu  dem  Ende  dasjenige  System  von 
p  Functionen  q>l9  g?2;  •  •  -?  <pp  ein,  welches  den  p.  529  definierten 
jp  Normalintegralen  j19  j2,  •  -  -,  jp  entspricht.  Dann  ist  auf  Grund 
von  (5)  p.  532  die  zum  Integral  Zs%  gehorende  Periode  -c®  jeweils 
vom  Factor  —  2«  abgesehen  nichts  anderes  als  der  Wert  qtkfyi)  der 
Function  g>k  im  beztiglichen  bei  ^  gelegenen  Unstetigkeitspunkt,  und 
also  nirnnit  das  System  der  m  Gleichungen  (3)  p.  541  die  Gestalt  an: 

*i9i(*i)  +  %9i fe)  H H  ^^(^0  =  0, 

(1)  <a9>2(*i)  +  Ca9>aW  H H  ^g?2(0/7i)  =  0, 

<i^0i)  +  e*9p(*t)  H h  Cm^W  =  0. 

Dieses  Gleichungsystem  haben  wir  nun  weiter  zu  discutieren. 

Seien  unter  den  Gleichungen  (1)  im  ganzen  t  die  Folgen  der 
iibrigen  (#  —  T)  Gleichungen,  so  denken  wir  uns  diese  letzteren 
(jP  —  T)  Gleichungen  etwa  an  erster  Stelle  im  Systeine  (1)  angeordnet. 
Es  ist  alsdann  rnoglich;  durch  zweckmassige  lineare  Verbindungen  der 
linken  Seiten  der  (jp  —  r)  ersten  Gleichungen  (1)  jede  der  linken 
Seiten  der  t  letzten  Gleichungen  identisch,  d.  i  unabhangig  von  den  c, 
herzustellen.  Noch  ausftihrlicher  sprechen  wir  diesen  Satz  dahin  aus, 
dass  sich  (p  —  T)  Constante  a®  finden  lassen,  ftir  welche  die  Gleichung 

(2)  ^-^+,(^)  —  «iV(*,)  +  fl4°5Pt W  H h  «?-*9i»-*W 

bei  alien  t*m  Wertcombinationen  <«=!,  2;  •  •  •,  m;  Z=  1,  2;  •  •  -;  t 
erfiillt  ist. 

Nunmehr    kbnnen    wir    aber    die    eben    gewonnenen  T  •  m   Glei- 
chungen (2)   auch    dahin    interpretieren,    dass    jede    der  t  speciellen 
Functionen: 
,  (3)         9^-*-H  =  9j> 
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mit  I  =  1,2,3,--  v  ausnahmslos  in  alien  m  Stellen  bei  #1?  0%,  #3,  -  •  -,  #m 
verschwindet.  An  diese  Auffassung  der  Saehe  warden  wir  jetzt  weitere 
Folgerungen  knupfen.  Man  bemerke  namlich,  dass  wir  die  p  Functionen 

(4)  <Pi,  <P%,  '  •  •?  <PP-*>  %»—*+i»  <Pp—*+*9  *  ">  % 

an  Stelle  der  ursprunglichen  als  ein  System  linear  -  unabhangiger 
Functionen  q>  gebrauchen  konnen,  da  sick  in  der  Tliat  die  ursprung- 
lichen  9  vermoge  (3)  linear  in  den  Functionen  (4)  darstellen  lassen. 
Indem  hiernach  insbesondere  die  letzten  v  unter  den  Functionen  (4) 
linear-unabhangig  sind,  existieren  imserer  uber  die  G-leichungen  (1)  ge- 
machten  Annahme  entsprecJiend  t  linear  -unabMngige  Functionen  <p,  deren 
jede  in  alien  m  Punkten  *19  02,  •  •  -,  *m  verschwindet. 

Jetzt  behaupten  wir  weiter,  dass  niclit  noch  ein  (n  +  l)tes,  von 
jenen  %  Functionen  9  linear-unabhangiges  9  zugleich  in  alien  m  Punkten 
$  verschwinden  kann.  Ein  solches  wiirde  namlich  eine  Darstellung 


init  nicht  durehgehends  verschwindenden  ft  besitzen,  und  es  ware, 
wenn  y  in  der  That  in  alien  m  Punkten  *<  verscLwande,  offenbar 
infolge  von  (2): 

&«i(*)  +  A%(*0  H  -----  H  A»-*9?P-*(ft)  =  ° 

fur  alle  m  Werte  i  —  1,  2,  3,  ••-,*»  erfullt.  Das  aber  wiirde  heissen, 
dass  auab  die  (p  —  *)  ersten  Gleichungen  (1)  nicht  von  einander  linear 
unabhangig  sind,  was  wir  doch  annahmen.  Wenn  wir  also  anfangs 
sagten,  dass  von  den  p  Gleichungen  (1)  im  ganzen  v  die  Folge  der 
tibrigen  sind;  so  werden  wir  die  solchergestalt  defmierte  Zahl  t  auch 
noch  dadurch  erklaren  konnen,  dass  wir  sagen:  Us  lassen  sich  genau  t 
Unear-wnabMngige  Functionen  <p  ausfindig  machen*},  deren  jede  in  alien 
m  Punkten  &i  verschwindet. 

Durch  Auflosung  des  Grleichungsystems  (1)  drueken  sich  jetzt 
(p  —  v)  unter  den  Coefficienten  clf  c%,  ---;  cm  durch  die  Ubrigen 
fm  —  p  -}-  r)  linear  und  homogen  aus;  diese  letzteren  (m  —  p  +  T) 
Coefficienten  bleiben  dann  aber  durchaus  willkiirlich  wahlbar.  Hierbei 
muss  man  benierken,  dass  in  einem  etwa  vorliegenden  Losungsystem 
ct)  cz>  *  '  '9  G™  selbstverstandlich  auch  mit  Null  identische  c  eingehen 
konnen.  Das  hat  dann  jedesmal  zur  Folge  ,  dass  aus  (2)  p.  540  der 
betreffende  Term  ausfallt,  und  also  die  Wertigkeit  der  dargestellten 
Function  um  eine  Einheit  abnimmt.  Insbesondere  konnte  sogar  der 
Fall  eintreten,  dass  bei  alien  moglichen  Lbsungsystemen  der  c  z.  B* 
der  letzte  Coefficient  cm  verschwande.  Dann  wUrde  die  Wertigkeit  der 

*)  Und  awar  nattirlich  wieder  anf  die  mannigfaltigste  Weise. 
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in  Rede  stenenden  Functionen  durchweg  ^  (m  —  1)  sein.  Wenn  wir 
liier  also  die  Gesamtheit  der  Losungsysteme  von  (1)  aufstellen  wollen, 
so  erhalten  wir  die  Gesamtheit  derjenigen  algebraisenen  Functionen 
der  Fn  von  einer  Wertigkeit  <^  m,  die  an  der  einzelnen  der  m  vor- 
gescliriebenen  Stellen  enticeder  einfaeJi  unmdHcli  w&rden  oder  dber  endlich 
sind,  die  aber  dock  sicfier  in  alien  iibrig&n  Purihten  der  Fn  endlich 
Ueiben*).  Da  von  den  Coefficienten  c  im  ganzen  (in  —  p  +  r)  will- 
kurlieh  bleiben,  so  haben  wir  in  Anbetracht  der  so  cnarakterisierten 
algebraischen  Functionen  der  Fn  den  Satz,  .doss  sie  sick  alle  aus 
(m  —  p  -f»  v}  Unear-undbMngigen  lesond&ren  Functionen  Hirer  Art  linear 
mit  constanten  Coefficienten  aztfbauen  lassen.  Diese  lineare  Darstellung 
entbalt  aber  im  allgemeinen  noch  eine  additive  Constants  CQ)  wie  man 
in  (2)  p.  540  sieht.  Indem  wir  hierauf  Eficksicht  nehmen,  werden  wir 
das  gewonnene  Resultat  so  formulieren  konnen:  Die  allgemeinste  alge- 
braische  Function  unserer  Art  entMlt  im  ganaen  noch  (m  —  p  +  r  +  1) 
willMrliche  Constante  linear  und  Jiomogen. 

Die  hiermit  geleistete  Abzahlung  ist  von  Eiemann  in  Nr.  5 
seiner  ^Abel'schen  Functionen"  nur  erst  begonnen  worden  und  wurde 
dann  von  Roch  genau  in  der  Weise,  wie  wir  es  schilderten;  zu  Ende 
o-eftihrt**).  In  diesem  Sinne  benennen  wir  den  in  Rede  stenenden 
Satz  kunftighin  als  den  Riemann-Itoch'scJien  Sate.  Derselbe  gehort  in- 
folge  seiner  grossen  Allgemeinneit  zu  den  wichtigsten  Grundlagen  der 
Theorie  der  algebraiscken  Functionen. 

§  6.    Ausdehnung  des  Biemann-Booli*sehen  Satzes  anf  p  =>  0  und 
p  =  1.     Eine  besondere  Anwendung  desselbeii  bei  p  >  1. 

In  den  drei  letzten  Paragraphen  habea  wir  das  G-eschleclit  p 
unserer  willkMich  gewahlten  Flache  stets  >  1  vorausgesetzt.  In- 
zwischen  gelten  die  gewonnenen  Resultate  in  einfachster  Weise  auch 
in  den  beiden  Fallen  p  =  0  und  j?  =  1,  wie  wir  hier  nachtraglich 
belegen  wollen. 

Erstlicn  bei  p  =  0  giebt  es,  wie  wir  sahen,  keine  Integrate  erster 
Gattung,  wabrend  an  Stelle  der  Integrale  zweiter  Gattung  die  Haupt- 
functionen  eintraten.  Ist  eine  unter  ihnen  particular  gewahlte  durch 

*)  Bass  es  F&lle  giebt,  in  denen  in  der  That  einzelne  der  vorgegebejien 
Punkte  »l ,  j?2 ,  •  •  • ,  #m  aus  der  Beihe  der  Unstetigkeitspunkte  herausfallen,  ist  ins- 
besondere  von  den  Herren  Brill  und  NSther  in  deren  sogleich  zu  nennender 
Abhandlung  in  Bd.  7  der  Math.  Ann,  betont  worden. 

**)  Man  vergl.  die  Eoch'sohe  Arbeit,  ffber  die  Av»M  der  willMrUchen  Con- 
stanten in  algelraisclien  Functionen,  Crelle's  Journ.  Bd.  64,  p.  372  (1866). 
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w  bezelchnet  und  ist  Wi  der  Wert  von  w  im  Punkte  #t  der  Fn,  so 
kbnnen  wir  geradezu  an  Stelle  des  Integrals  Z*g  in  (2)  p.  540  fur 

den  gegenwartigen  Fall  den  Ausdruck  —^7-  treten  lassen.    Suchen  wir 

jetzt  nach  einer  algebraischen  Function  w'  der  Fn,  welche  in  m  bei 
giy  #2?  "*'?  ^w  gewahlten  Punkteii  der  Fn  je  einfach  unendlich  wird, 
sonst  aber  endlich  bleibt,  so  haben  wir  offenbar  als  allgemeinsten 
Ausdruck  derselben: 

G  G  G 

(1)  **>'  =  c0  +  ~     +  ;™     H  -----  h  s-i^ 


wo  ^0,  c^,  •  •  -,  Cm  irgend  welche  Constante  sind.  An  Stelle  yon  (2) 
p.  540  tritt  also  bei  j?  =  0  die  Partialbruchgerlegung  ftir  den  Aus- 
druck R(w)  der  fraglichen  Function  w'.  Im  tibrigen  aber  ergiebt  die 
Abzahlung  der  in  (1)  auftretenden  Oonstanten:  Unt&r  der  Jiestimwvmg, 
dass  im  Falle  p  =  0  fur  t  einfach  Nidi  gesetzt  wird,  gilt  der  Riemann- 
IRoch'sche  Sat#  aucli  fur  die  Flachen  Fn  des  G-eschlecJites  p  «=  0.  Man  be- 
merkt  ubrigens  leicht,  dass  sich  im  gegenwartigen  Falle  in  mannigfachster 
Weise  m  linear  -wnabhangige  Functional  (1)  als  m-w&rtige  Functionen 
der  Fn  wahlen  lassen;  ein  Ausfallen  einzelner  Unendlichkeitstellen, 
welches  wir  soeben  im  allgemeinen  Falle  als  moglich  bezeichnet 
batten,  findet  also  bei  p  =  0  jedenfalls  nicht  statt. 

Bei  p  =  1  haben  wir  die  Besonderheit,  dass  auf  der  F»  nur  eine 
einzige  Function  <p  existiert.  Dieselbe  wird  bei  »  =  cx>  in  jedem  Blatte 
der  Fn  im  zweiten  Grade  verschwinden,  sowie  im  einzelnen  Yer- 
zweigungspunkte  (v  —  l)-fach  unendlich  werden.  In  alien  iibrigen 
Punkten  der  Fn  wird  dagegen  cp  endlich  und  von  Null  verschieden 
sein.  Wir  bemerken  nebenher:  In  diesen  Verbal  tnissen  ist  der  frfther 
(p.  537)  benutzte  Satz  begrtodet,  dass  bei  Abbildung  der  Fn  durch 
das  Integral  u  *=§($&#  die  Uingebung  jedes  Punktes  #Q  der  Fn  sich 
glatt  auf  die  einfach  bedeckte  Umgebung  eines  beztiglichen  Punktes 
w0  abbildet.  Dies  findet  namlich  statt,  falls  an  der  besseichneten 
Stelle  (u  —  w0)  in  erster  Annaherung  mit  (p  —  ^0)  proportional  ist, 
diesen  letzteren  Ausdruck  (^  —  #0)  fiir  die  Verzweigungspunkte  etc. 
immer  im  fruher  erklarten  Sinne  gebrauchi  Dass  aber  die  in  Rede 
stehende  Proportionalitat  von  (w  —  %)  und  (p  —  #0)  thatsaclilich.  fiir 
alle  Punkte  der  Fn  stattfindet,  ist,  wie  man  leicht  ins  einaselue  ver- 
folgt,  die  unmittelbare  Folge  der  vorausgeschickteu  Angaben  tlber 
Null-  und  Unstetigkeitstellen  von  9*). 

*)  Marti  versaume  nicht,  die  entsprechende  tJberlegung  auefc  bei  p  >  1  durch- 
aufiihreu.  In  der  Abbildung  det  27^  duroh  ein  Integral  J*(pd#  -wird  ein  Ver- 
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Alle  an  die  Integrate  zweiter  Gattung  voraufgekend  gekniipften 
Entwicklungen,  insbesondere  also  auch  die  Ableitung  des  Riemann- 
Hocttsclien  Safees  "bleiben  jetzt  filr  p  =  1  uneingesclirdnkt  in  G-eltung.  Es 
tritt  nur  zufolge  der  gerade  durchgefuhrten  "Oberlegung  dieselbe  Ver- 
einfachung,  wie  bei  p  —  0  ein,  dass  namlicli  t  stets  den  Wert  Null  fiat 
Auch  darin  gleicht  der  Fall  j>  =  1  dem  Falle  p  =  0;  dass  wir  die 
eine  bei  ihm  allein  zu  befriedigende  Grleiahung  (1)  p.  541,  wie  man 
sofort  sieht,  jedenfalls  durch  lauter  niclit  verschwindende  c  befriedigen 
konnen.  Filr  das  gewalilte  System  der  m  Unstetig'keitspim'kfe  #15  ^2,  ••  -,  4» 
existieren  also  auch  lei  $  =  1  zugehorige  algebraische  Functioned,  die  wirk- 
lich,  m-wertig  sind,  was  man  fur  spater  festhalten  wolle. 

Letzten  Endes  fugen  wir  liier  noch  mit  Htilfe  des  Eiemann- 
Eoch'sclien  Satzes  den  Beweis  nnserer  im  letzten  Paragraphen  un- 
bewiesen  gelassenen  Bebauptung  an,  dass  bei  p  >  1  jene  (%p  —  2) 
Nullpunkte  der  Functionen  cp  auch  wirklict  alle  auf  der  Fn  beweglich 
sind.  Nehrae  man  namlich  im  Gegenteil  an,  dass  in  einem  etwa  bei 
#1  gelegenen  Punkte  samtliehe  Functionen  cp  yerschwinden.  Wir  wollen 
alsdann  nachsehen?  wieviele  einwexiige  Functionen  auf  der  Fn  existieren; 
die  bei  %  unendlich  werden.  Der  Riemann-Roch'sche  Satz  giebt  ftir 
diese  AnzaH  den  Wert  m—p  +  v  +  l=2,  da  m  ==  1,  TT  =p  zu- 
folge nnserer  Annatme  zutrifft.  Diese  Functionen  konnen  sick  auch, 
wie  ein  Blick  auf  Formel  (1)  p.  547  zeigt,  niclit  etwa  alle  auf  null- 
wertige  Functionen,  d.  h.  Constante,  reducieren.  Es  miissten  also  auf 
der  Fn  wirklicli  einwertige  algebraisehe  Functionen  existieren,  was 
wotlbekannter  Weise  bei  p  >  0  undenkbar  ist,  weil  sich  sonst  die 
Eiemann'sche  Flache,  deren  p  >  0,  conform  auf  eine  schlichte  Ebene 
tibertragen  liesse.  Wir  konnen  das  gewonnene  Resultat  in  folgender 
pragnanter  Form  aussprechen:  Unter  den  <p~Qiiotienten  der  Fn  gieU  es 
jefonfalls  auch  solche,  deren  WertigJceit  gleich  (2$  —  2)  ist 

§  7.    Der  Brill-NStlier'sche  Keciprocit'atssatss.     Die  SpecialfonotionerL. 

Es  moge  w  eine  w-wertige  algebraische  Function  der  Fn  mit 
p  >  1  sein?  deren  m  Unstetigkeitspunkte  bei  019  0%,  -•-,  #m  gelegen 
sind;  wir  nehmen  an;  dass  kerne  zwei  von  diesen  m  Punkten  der  Fn 

zweigungepunkt  nur  an  denjenigea  Stellen*  aufbreten,  welche  einen  der  (8jp  —  2)  be- 
wegliohen  NuUpimkte  von  93  abbilden.  Wir  ffihren  obne  Beweis  an,  dass  die  frag- 
liche  AVbildung  aus  p  ilber  einander  gescHchteten  ParaUelogrammen  besteht,  wo- 
bei  je  zwei  nnmittelbar  fiber  einander  liegende  Parallelogramme  durch  zwei 
Verzweigungspunkte  verbunden  sind.  Insgeaamt  treten  also  in  der  That  (2#  —  2) 
solche  Yeraweigungspimkte  auf  (yergl.  Biemann,  AbeFsohe  Punotionen,  Nr.  12). 
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coincidieren.  Die  allgemeinste  algebraische  Function,  welche  an  diesen 
m  Stellen  oder  auch  nur  an  einigen  miter  ihnen  je  einfach  unendlich 
wird  und  sonst  endlich  ist,  enthalt  zufolge  des  Riemann-Roch'schen 
Satzes  im  ganzen  noch  (m  —  p  +  x  +  1)  willkurliche  Constante  linear. 
Wir  wollen  jetzt  zwei  Falle  unterscheiden,  je  naehdein  die  hierbei 
auftretende  ganze  Zahl  TT  =  0  oder  >  0  ist.  In  jenem  Falle  (t  ==  0) 
nennen  wir  die  vorgelegte  Function  w  eine  allgemeine,  in  diesem  Falle  (v  >•  0) 
Jieisse  sie  eine  Specialfunction.  Mit  dieser  letzteren  Benennung  belegen 
wir  also,  um  es  zu  wiederholen,  jede  m-wertige  algebraische  Function 
der  Fn,  in  cleren  m  Unstetigkeitspunkten  eine  oder  mehrere  Func- 
tionen  <p  verschwinden.  Sicher  ist  hiernaeh  die  Wertigkeit  einer 
Specialfunction  m  ^  2j>  —  2.  Was  sich  des  naheren  fiber  diese  Special- 
functionen  der  Fn  aussagen  lasst;  wollen  wir  jetzt  untersuchen. 

Sei  also  die  anfanglich  vorgelegte  Function  w  eine,  Specialfunction, 
und  seien  die  r  linear  -unabhangigen  in  iliren  Unstetigkeitspunkten 
verschwindenden  Functionen  cp  in  irgend  einer  particularen  Weise 
gewahlt  und  durch  917  g>2;  •  •  -,  (p*  bezeichnet.  Die  beweglichen  Null- 
punkte  einer  beliebigen  unter  ihnen;  etwa  der  ersten  g)if  seien  bei 
%?  ^2?  '  ' '?  ^»o  ^«-fi>  ••  •;  ^— 2  gelegen,  von  denen  die  ersten  m  die 
gegebenen  Unstetigkeitspunkte  unserer  Specialfunction  w  sind.  Man 
bilde  sich  alsdann  die  folgende,  noch  t  willkurliche  Parameter  a  ent- 
haltende  Function: 

/HN  ,          «i9i+*a9>aH h  «*V< 

(1)  „    _  „ , 

welche  zufolge  ihrer  Darstellung  gleichfalls  eine  Specialfunction  ist, 
Wie  man  sieht,  ist  w'  eine  von  denjenigen  algebraischen  Functionen 
der  Fny  welche  in  den  m/===2j? —  2  —  m  Punkten  ^Wi+1;  ^4.3,  -  •  •,  02#—& 
oder  auch  nur  in  einigen  unter  ihnen  je  einfach  unendlich  werden, 
tibrigens  aber  endlich  bleiben.  Die  allgemeinste  Function  dieser  Art 
enthalt  zufolge  des  Riemann-Roch'schen  Satzes  genau  (mf  — p  +  tf  +  1) 
willkurliche  Parameter,  unter  tr  die  Anzahl  linear -unabhangiger  90 
verstanden,  die  in  den  fraglichen  m'  Punkten  #m-f-i,  •  •  •  verschwinden. 
Nun  enthalt  aber  die  hierher  geh5rige  Function  w'  bereits  t  Para- 
meter; es  folgt  daraus,  dass  notwendig 

(2)  v<,m   —  p  +  t'  +  1 
sein  muss. 

Eine  vollig  analoge  tJberlegung  kniipfen  wir  nunmehr  an  eine 
particulare  unter  den  Functionen  (1).  Die  t'  linear-tmabhangigen,  in 
den  m"  Punkten  £m+i,  •  •  *  verschwindenden  Functionen  9  seien 
9i>  9$>  <P&>  •  *  -y  <P*f)  wobei  die  erste  unter  ihnen;  y1;  die  bislang 
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schon   mit  dieser  Benennung  belegte   Function  ist.     Man  bilde   dann 
die  folgende;  tr  willkurliche  Constante  enthaltende  Function 

(3)  w" 

^  } 


Ersichtlich  gehort  dieselbe  zu  denjenigen  Functionen,  die  in  den  m 
Punkten  %  #2?  •  •  -,  #m  bez.  in  einigen  unter  iknen  unendlich  warden, 
sonst  aber  (iberall  endlich  sind;  nnd  also  findet  man  durch  erneute 
Anwendung  des  Riemann-Roeh'sclien  Satzes: 

(4)  *'  <im—p  +  T  +  1. 

Nun  wolle  man,  die  Formeln  (2)  und  (4)  zusammenaddieren,  was 
mit  Rucksicht  auf  m  +  m'  <=  2p  —  2  das  Resultat  t  +  %'  <^  t  +  T' 
ergiebt.  Wir  schliessen  auf  Grand  desselben  jetzt  umgekenrt,  doss 
sowohl  in  (2)  als  (4)  das  G-l&ichheitszeichen  allein  Grultigkeit  hat,  und 
dass  also  zwisehen  den  liier  in  Rede  stehenden  ganzen  Zahlen  die 
Gleiclmngen  bestehen: 
/5N  v=*m'  —  p  +  v'  +  1, 

T'  =  W  —  jp  +  ^-f"!; 

von  denen  tibrigens  vernioge  m  +  m'  =  2jp  —  2  jede  eine  Folge  der 
anderen  ist.  Hieraus  entspringen  weiter  mebrere  wichtige  Satze.  "Wir 
formulieren  zunacbst  den  nachfolgenden  Satz,  der  die  zwiscken  den 
Specialfunctionen  (1)  und  (3)  bestehende  gegenseitige  Bezietung  charak- 
terisiert:  Q-ehoren  mi  m  unt&r  den  (2p  —  2)  Veweglicfien  NullpunMen 
einer  fieliebigen  Function  <p  im  oft  genannten  Sinne  im  gan&en  oo*'  Special- 
functionen der  JTJt*);  so  gehort  &u  den  m'  =  2p  —  2  —  m  ubrigen  Null- 
punkten  desselben  q>  ein  System  von  oo*  Specialfunctionen  ,  wotei  dann  t 
und  tf  an  die  Identitaten  (5)  geJcniipft  sind. 

Der  hiermit  gewonnene  Satz  ist  zuerst  vollstandig  ron  Brill  und 
Nether  aufgeste]lt  worden**),  wurde  von  denselben  aber  an  der  eben 
citierten  Stelle  schlecbtweg  als  der  Riernann-Roch'sche  Satis  benannt***). 

*)  Damit  soil  gesagt  sein,  dass  die  allgemeinste  unter  ihnen  T'  variabele 
Parameter  linear  enthalt  oder  sich  aus  (?'  —  1)  besonderen  Functionen  ihrer  Art 
linear  mit  Hftlfe  einer  additiven  Constanten  zusammensetzt  ,  (cf.  JTorael  (3)  des 
Textes). 

**)  In  der  schon  p.  549  erwahnten  wichtigen  Arbeit:  ffber  die  algebraischen 
Functionen  und  Hire  Awvoendung  in  der  Geometrie,  Math.  Ann,  Bd.  7,  p.  269  (1873). 
***)  Man  vergl.  die  Einleitung  (p.  271),  sowie  §  6  (p.  280)  der  soebea  ge- 
nannten Abhandlung;  vergl.  ferner  die  Erlanterungen,  welche  Hr.  Brill  neuer- 
dings  zu  der  hier  beruhrteu  Prioritatsfrage  in  Bd.  36  der  Mathematischen  Annalen 
giebt  (fiber  algebraische  Corresyondenpen  II  t  cf.  insbeeoadere  p.  321  u.  f.  daselbst). 
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Inzwisehen  geht  der  in  Rede  stehende  Satz  doch  in  Ansehung  der 
durch  ihn  begriindeten  Reciprocitat  zwischen  versehiedenen  Systemen 
von  Specialfunctionen  in  charakteristischer  Weise  uber  den  (oben  dar- 
gestellten)  eigentlichen  Riemann-Roch'schen  Satz  hinaus.  Wir  weichen 
dieserhalb  von  der  durch  die  beiden  genannten  Autoren  urspriinglich 
eingefiihrten  Benennung  ab?  indem  wir  den  fraglichen  Satz  hier  viel- 
mehr  als  den  Brill-NotJier'schen  Redprocitatssafe  benennen. 

Eine  weitere  wichtige  Folgerung  entnehmen  wir  jetzt  aus  dem  Uni- 
stande,  dass  nach  Formel  (5)  unter  (3)  die  allgerneinste  zu  den  m 
Punkten  #17  #2;  -  •  -;  »m  im  oft  genannten  Sinne  gehorige  algebraische 
Function  der  Fn  angegeben  ist.  In  der  That  setzt  sich  die  Function  (3) 

aus  (V  —  1)   speciellen  Functionen  ihrer  Art  — ,  — ,  •  -  -;  —  linear 

zusamnien.  Aber  unter  den  zu  0l} . . .,  #m  gehorigen  Functionen  findet  sich 
auch  die  anfangs  vorgelegte  Function  w.  Da  dieselbe  eine  beliebige 
Specialfunction  der  Fn  sein  sollte,  so  folgt  mit  Rucksicht  auf  die  rechte 
Seite  von  (3):  Jede  Specialfunction  der  Fn  Idsst  sich  als  Quotient  gweier 
Functionen  <p  darstellen,  ein  Satz,  dessen  TImkehrung  ohne  weiteres 
evident  ist.  Damit  ist  denn  zugleich  in  einfachster  Weise  ausgesprochen, 
dass  alle  hier  vorliegenden,  die  Specialfunctionen  der  Fn  betreffenden 
Entwicklungen  eine  Bedeutung  besitzen,  die  von  der  besonderen,  der 
SetracMung  &u  G-runde  gelegten  Riemann'schen  Flache  Fn  unabhangig  ist*). 

Sei  uns  jetzt  irgend  eine  algebraische  Function  w  der  Fn  vor- 
gelegt,  deren  Wertigkeit  m  <p  +  1  sein  moge.  Da  nun  infolge 
des  Riemann  -  Roeh'schen  Satzes  fur  jede  existierende  algebraische 
Function  m — j)  +  'r>0  sein  wird,  so  schliessen  wir,  dass  bei 
m<jp  +  l  notwendig  t  >  0  sein  muss.  Wir  folgern  hiernach:  Jede 
algebraische  Function  der  Fn  mit  einer  Wertigkeit  m  <  p  +  1  ist  eine 
Specialfunction  und  gestattet  als  solche  eine  Darstellung  als  Quotient  &weier 
Functionen  9. 

Die  Aufstellung  und  Ilntersuchung  der  zu  einer  Flache  Fn  ge- 
hbrenden  Specialfunctionen  gehort  zu  den  interessantesten,  aber  auch 
sehwierigsteu  Teilen  der  Riemann'schen  Theorie  und  ist  bislaiag  koines- 

*)  Der  Satz,  dass  jede  Specialfunction  w  ein  cp- Quotient  ist,  lasst  sich 
iibrigens  leicht  direct  beweisen.  Yerschwinde  etwa  9  in  don  Unstetigkeitspunkten 
von  w,  so  wird  cp  •  w  eine  algebraische  Function,  die  sich  in  den  Verssweigungs- 
punkten  der  .Fn,  sowie  bei  0  =•  oo  gerade  wie  cp  verhalt,  im  tibrigen  aber  jeden- 
falls  nicht  unstetig  wird.  Es  gentigt  das  bereits,  urn  in  J*cp  wd#  ein  Integral 
erster  Gattung  und  somit  in  yw  *=*  y  eine  Function  qp  der  Fn  zu  erkennen^  Pa- 
mit  ist  aber  der  fragliche  Satz  dargethan.  Yon  hieraus  gewinnt  man  dann 
warts  aufs  neue  den  Brill-NQther'schen  Eeciprocitatssatz. 
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wegs  einer  abgeschlossenen  Losung  zuganglieh  gewesen.  Hier  1st  es 
in  der  That,  wo  man  den  Artunterschieden  der  Flachen  em  und  des- 
selben  Geschlechtes  in  ausgiebiger  Weise  gerecht  werden  muss;  denn 
es  kann  bei  dein  namlichen  p  fur  zwei  untersckiedene  Flachen  (d.  h. 
fur  zwei  Flachen,  die  nicht  vermoge  zugehoriger  algebraischer  Func- 
tionen in  einander  tiberfuhrbar  sind)  die  Theorie  der  bezuglichen 
Specialfunctionen  sick  sehr  verschiedenartig  gestalten*).  Wir  sind 
hier  tibrigens  um  so  weniger  verpfliehtet,  auf  die  hierrait  beriihrten 
Fragen  ausfiihrlich  einzugehen,  als  wir  doeh  spater  keine  Gelegenheit 
haben  wiirden,  von  einer  bezuglichen  Darlegung  Gebrauch  zu  machen. 
Mogen  also  die  nachfolgenden  Bemerkungen  gentigen. 

Indeni  wir  zur  rationalen  Darstellung  der  algebraischen  Func- 
tionen der  Fn  neben  #  die  Function  w  zu  Grunde  legen,  gehen  wir 
auf  die  p  linearen  Gleichungen  (1)  p.  547  zurQck  und  setzen  die  dort 
gebrauchten  Functionen  <p  in  ihre  rationalen  Ausdrtieke  <pk=Rk(w,  %} 
in  w  und  a  um.  Die  fraglichen  Gleichungen  schreiben  sich  dann: 

(6)  ^-RyfcOi,  $0  +  c2Ek(w2y  «3)  H h  Cmll*(wm,  0»d  =  0 

mit  k  —  1;  2;  •  -  -;  p.  Dabei  sind  die  m  Wertsysteme  w,  &  jedes- 
mal  durch  die  zwischen  w  und  #  bestehende  Gleichung  f(w,  0)  =  0 
verkniipft,  so  dass  wir  neben  (6)  noch  die  weiteren  m  Gleichungen 
haben: 

(7)  ffa,  *J  =  0,    ffa,  O  =  0,  *•;  f(wm,  ^  —  0. 

Soil  es  sich  jetzt  uni  die  Gesamtheit  der  M-wertigen  Functionen  der 
Fn  handeln;  so  wird  man  nicht  nur  die  c,  sondern  auch  die  2m  Grossen 
wi>  ^'w**  ^5  *•"  als  variabel  ansehen  antissen.  Jedes  Losungsystem 
der  Gleichungen  (6)?  (7)  liefert  uns  dann.  (vermoge  der  beztiglichen 
Gleiehung  (2)  p.  540)  eine  zugehorige  algebraische  Function  unserer 
Flache. 

Hier  tritt  nun  insbesondere  die  Frage  auf,  welches  bei  vor- 
gegebener  Fn  der  kleinste  Wert  von  m  ist,  fur  den  noch  zugehorige 
Functionen  auf  der  Fn  existieren.  Sei  w  eine  w-wertige  Function,  so 

gilt  dasselbe  von  w'  =  — -^—  und  dabei  kann  man  offenbar  a  stets 

so  wahlen,  dass  einer  von  den  Unstetigfceitspunkten  der  Function  w' 
eine  beliebig  vorgeschriebene  Lage  auf  Fn  hat.  Giebt  es  also  fiir  ein 
bestimmtes  m  iiberhaupt  ein  Losungsystem  von  (6)  und  (7),  so  giebt 


*)  Yergl.  Brill  und  NOthex  1.  c.,  sowie  die  eben  (p.  653)  genannte  Arbeit 
von  Brill  in  Bd.  36  der  Math*  Annalen, 
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es  auch  nocli  ein  solches,  wenn  etwa  das  Wertsystem  #mt  wm,  natiir- 
lich  unter  Beriicksichtigmig  der  Relation  f(wm,  #m}  =  0,  beliebig  ge- 
wahlt  ist.  Es  bleiben  uns  dann  aber  in  unseren  Eelationen  nur  noch 
die  (2m  —  2)  Unbekannten  W1?  0^  •  •  -;  tvm-.iy  0m—i>  zu  denen  als 
weitere  Unbekannte  noch  die  (m  —  1)  Quotienten  der  c  hinzutreten. 
Insgesamt  haben  wir  also  (3m  —  3)  Unbekannte,  mit  denen  wir 
(m  +  p  —  1)  Gleichungen  befriedigen  mtlssen.  Nehinen  wir  an?  dass 
diese  Grleiehungen  von  einander  unabhangig  sind;  so  erhalten  wir  stets 
und  nur  dann  Losungsysteme,  wenn  m  +  p  —  l<^3w  —  3  ist.  In- 
dem  wir  diese  Ungleichung  nach  m  auflosen,  entspringt  der  Satz: 
Awf  der  Fn  giebt  es  gsugeliorige  algebraisclie  Functionen  nur  fur  diejenigm 
Werte  m,  die  der  Ungleichung  genugen: 

(8)  »*:>^- 


Inzwischen  dftrfen  wir  diesen  Satz  nur  sehr  bedingungsweise  aus- 
spreclien;  und  wirklicli  ist  es  ausserst  leicbt,  Ausnahmen  von  dem- 
selben  nacbzuweisen.  Man  construiere  z.  B.  irgend  eine  zweiblattrige 
Flach.e  tiber  der  #-Ebene  mit  (2p  +  2)  Verzweigungspunkten,  so  ge- 
hort  dieselbe  zum  Geschlechte  jp  und  besitzt  in  0  doch  eine  zwei- 
wertige  algebraische  Function.  Ebenso  weist  man  durcli  Construction 
geeigneter  dreiblattriger  Flacbea  etc.  die  Existenz  von  Fl&chen  des  Ge- 
schlechtes  p  mit  drei-,  vier-  etc.  wertigen  algebraischen  Functionen  nach. 
Da  haben  wir  also  specielle  Flachen  des  Geschleclites  pf  fttr  welch  e  der 
Minimalwert  von  m  unter  die  durcli  (8)  gegebene  Grenze  herabsinkt. 
Wir  behaupten  jedoch:  Nickt  jede  Flache  des  G-escMechtes  p  "besittft  #wei- 
wertige  algebraisclie  Functionen  u.  s.  w.  Freilich  konnen  wir  uns  Her  beim 
allgemeinen  Beweise  dieses  Satzes  nicht  aufhalten;  jedenfalls  werden  wir 
in  dem  spater  zumeist  interessierenden  Falle  p  =  3  noch  ausfiihrlich 
auf  die  gerade  geschelxene  Behauptung  zurQckkommen. 

§  8.    Einfobrimg  der  Sprechweise  der  analytischen  Greometrie. 

Filr  eine  zweckmassige  Verwertung  und  Weiterbildung  der  ge- 
wonnenen  Resultate  ist  es  in  manchem  Betraclit  giinstig,  sich.  eines 
Sprachgebrauclis  zu  bedienen,  der  in  der  analytischen  Geometrie  ent- 
wickelt  ist;  sowie  alsdann  in  die  Anscliauungsweisen  der  letzteren  unsere 
functionenttieoretischeii  Fragen  auf  eine  sogleich  zu  bezeichnende  Art 
einzukleiden.  Die  Grundlagen  Herfftr  sind  durch  die  Theorie  der  alge- 
'braischen  Curv&n  gegeben7  wie  diese  seitens  der  Geometer  entwickelt 
vorlag;  als  Biemann  auffcrat.  Die  nahere  Verbindtuag  der  Riemann'sclien 
Theorie  mit  der  Theorie  der  Chirven  ist  dann  durch  Olebscit  inaugu- 
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riert  und  insbesondere  von  Brill  und  Nother  entwickelt  worden*). 
Ubrigens  fiihrt  diese  Methode  in  einer  gewissen,  weiterhin  noch  naher 
zu  bezeichnenden  Hinsieht  fiber  Eiemann  hinaus;  sie  hat  also  nicht 
bloss  formale  Bedeutung. 

Moge  ein  System  von  v  linear  -  unabhangigen,  w-wertigen  al- 
gebraischen Functionen  der  Fn  in  WQ,  w19  -  • -,  wv_ i  vorgegeben  sein, 
die  alle  ubereinstimmend  in  den  namlichen  m  Punkten  der  Fn  unendlich 
werden.  Es  handelt  sich  dann  um  den  einfachen  Gedanken:  diese  v  varia- 
belen  G-rossen  w  als  Ptiriktcoordinaten  im  Kaume  von  v  Dimensioned,  Rv  an- 
gitseJien.  Dieser  Schritt  bedarf,  wenn  er  nicht  zu  Unklarheiten  fuhren 
soil,  in  zweierlei  Hinsieht  der  naheren  Erlauterung;  und  wir  wollen  hier 
eine  solche  um  so  lieber  geben,  als  gewohnlich  etwas  rasch  fiber  die 
dabei  in  Betracht  kommenden  Gesichtspunkte  hinweggegangen  wird, 
woraus  man  erklaren  mag,  dass  auf  Seiten  der  Functionentheoretiker 
vielfach  noch  irnmer  eine  gewisse  Abneigung  gegen  die  in  Eede 
stehende  Denkweise  bemerkbar  ist. 

Wir  betonen  zuvorderst,  dass  wir  mit  der  Interpretation  der  w  als 
gewohhlicher  Coordinaten  noch  keineswegs  die  Moglichkeit  comjplexer 
Werte  ffir  dieselben  aufgeben  wollen.  In  der  That  stellen  wir  uns 
hiermit  ja  durchaus  nicht  in  Widerspruch  gegen  die  Auffassungs- 
weisen?  die  in  der  analytischen  Geoinetrie  der  Ebene  und  des  Eaumes 
gang  und  gabe  sind;  auch  dort  betrachtet  man  die  Coordinaten  er- 
forderlichen  Falles  als  beliebiger  complexer  Werte  fahig  und  behalt 
also  die  der  unmittelbaren  Anschauung  der  reellen  Gebilde  ent- 
stammenden  Ausdrucksweisen  ffir  ein  Gebiet  algebraischer  Unter- 
suchungen  bei;  das  der  directen  Anschauung  zunachst  nicht  unterliegt 
und  derselben  nur  in  kfinstlicher  Weise  zuganglich  gernacht  werden 
kann**).  Hierbei  lassen  sich  nun,  was  den  Wortlaut  der  Satze  angeht, 
gewisse  Inconsequenzen  nicht  vermeiden.  Nehmen  wir  z.  B.  den  nie- 
dersten  Fall  v  =  1,  so  haben  wir  nur  eine  Coordinate  WQ  und  dem- 
entsprechend  einen  Eaum  J^  von  einer  Dimension  heranzuziehen,  den 
wir  in  fiblicher  Weise  durch  die  Punkte  einer  festen  geraden  lAnie 
interpretieren  wollen.  Was  wir  ab$r  mit  dem  R^  meinen,  ist  doch  im 
Grunde  ein  zweidimensionales  Gebiet,  namlich  die  Gesamtheit  der 
complexen  Werte  der  Grosse  w0)  dieselbe  Gesamtheit,  die  wir  bisher  in 
einer  ;,Ebene"  zu  deuten  gewohnt  waren.  So  wird  also  fortan  als 

*)  Vergl.  die  schon  auf  Seite  653  genannte  Arbeit  im  7ten  Bande  der  Math. 
Annalen  (1873),  sowie  die  von  Lindemann  bearbeiteten  Vorleswngen  ub&r  Gf-eo- 
metrie  von  Clebsch  (aechste  Abteilung,  1876). 

**)  Namlich  durch  die  v.  Staudt'sche  Interpretation,  auf  die  wir  im  Texte 
nicht  weiter  eingehen  (v* Staudt,  BeitrSLge zur  Geometrie der Lage,  NQrnberg  1856 — 61). 
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,,mehrfaeh  uberdeckte  Gerade"  zu  bezeiehnen  seiri,  was  bislier  eine,,mehr- 
blattrige  Flache  iiber  der  Ebene  der  complexen  Variabelen"  genannt 
wurde.  Dieser  WecL.se!  der  Bezeichnung  mag  unbequem  sein,  es  liegt 
in  ihm  aber  keinerlei  wirkliche  Schwierigkeit.  Es  wird  namlich  weiterhin 
der  Zusammenhang  unserer  Darstellung  fiber  den  Sinn  der  jedesmal 
gebrauchten  Ausdrucksweise  niemals  einen  Zweifel  aufkommen  lassen. 

Fernerhin  machen  wir  auf  den  Uinstand  aufmerksam,  dass  wir 
sogleich  'beliebig  viele,  namlich  v  Coordinaten  w  neben  einander  stellen 
und  damit  also  geometrische  Betrachtungen  und  Constructionen  in 
einem  Raume  Rv  von  v  Dimensionen  in  Aussicht  neh.ni  en.  Moge  man 
auch  hierin  nichts  welter  als  die  Tendenz  erkennen,  dass  wir  in  einem 
der  directen  Anschauung  nicht  zuganglichen  Gebiete  die  geschmeidige 
Ansdrucksweise  der  gewohnlichen  Geonietrie  festhalten  wollen. 

Ubrigens  ist  es  interessant  zu  sehen;  wie  die  hier  befdrwortete  Mass- 
nahme  trotz  der  lange  vorausgegangenen  Auseinandersetzungen  von' 
Grassmann  (1844)  IL  A.  in  der  Theorie  der  algebraischen  Curven  nur 
langsam  Boden  gewonnen  hat.  In  der  wiederholt  genannten  Arbeit  von 
Brill  und  Nother  z.  B.  ist  ausdrticklich  ininier  nur  von  Curven  des 
RZ  oder  U3  die  Rede,  trotzdem  daselbst  alle  Mittel  beisammen  sind, 
um  gleicherweise  auch  den  R^  R&,  •  •  •  zu  beriicksichtigen.  Die  erste 
der  hierher  gehorigen  Arbeiten,  in  welcher  die  naehrfach  ausgedehnten 
Raume  als  durchaus  gleichberechtigt  angesehen  werden,  durfte  die- 
jenige  von  Clifford  sein  (on  fhe  Classification  of  Loci,  Philosophical 
Transactions,  Bd.  169,  Jan.  1879).  Dass  endlich  in  der  Reihenfolge 
der  Raume  Rv  der  1^  als  vollgultiges  Glied  niitgezahlt  sein  will  (wo- 
durch  dann  die  gauze  Theorie  der  liber  der  (x  +  ^2/)~®^ene  g^legenen 
naehrblattrigen  Flachen  sich;  wie  schon  angedeutet,  in  eine  Theorie 
der  mehrfach  tiberdeckten  geraden  Linie  verwandelt)  ist  wohl  zuerst 
von  Klein  an  verschiedenen  Stellen  betont  worden  (vergl.  z.  B.  den 
Aufsatz:  Tiber  imendlich  viele  Normalformen  des  ellipkischen  Integrals 
erster  Qattung  in  den  Sitzungsberichten  der  Mtinchener  Akademie  von 
1880,  bez.  in  Bd.  17  der  Math.  Annalen).  Die  Riemann'sche  Functionen- 
theorie  gebraucht  ersichtlich  nur  den  Rt:  die  Inbetrachtnahnie  der 
^2?  -^s;  *  * '  konimt  jetzt  neu  dazu.  Dass  dies  vorteilhaft  sein  kann, 
werden  wir  leicht  errnessen,  wenn  wir  bedenken^  dass  in  der  Geonietrie 
der  Ebeue,  bez.  des  eigentlichen  Raumes  zahlreiche  Verhaltnisse  sich 
viel  tibersichtlicher  gestalten,  als  in  der  Geonietrie  der  geraden  Linie. 

§  9.    Die  Curve  des  Rattmes  Hv  von  v  Dimensionen. 
Wir  haben  den  aufgestellten  Ansatz  jetzt  naher  auszuftlbren.    Die 
— i,  die  wir  higher  auf  der  gegeb wen  Biemaxm'sehen 
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Flache  betraehtet  hatten,  sollen  fortan;  sagten  wir,  als  Punktcoordi- 
naten  im~Rv  gedeutet  werden.  Indem  wir  die  samtlichen  Wertsysteme 
der  w  in  Betraeht  ziehen,  welche  den  verschiedenen  Punkten  unserer 
Riemann'schen  Flaehe  entsprechen,  erhalten  wir  offenbar  die  Punkte 
einer  bestimmten  im  Ev  gelegenen  Curve,  -and  diese  Curve  wird  uns 
also  fortan  statt  der  Riemann'sehen  Flache  das  Gegenbild  des  alge- 
braischen  Gebildes  sein. 

Hier  werden  wir  nun  von  vornherein  zwei  Mogliehkeiten  aus 
einander  zu  halten  baben:  Es  kann  sein,  dass  das  einzelne,  fiir  uns 
in  Betracht  kommende  Wertsjsteni  der  w^  wlf  •  •  •,  wv~.\  allgemein 
zu  reden  nur  je  in  einem  Punkte  unserer  Rieruann'schen  Flache  statt 
hat,  es  kann  aber  auch  sein,  dass  dasselbe  in  je  ft  Punkten  der 
Rieniann;schen  Flache  auftritt.  Im  ersteren  Falle  entspricht  unsere 
Curve  der  gegebenen  Riemann;schen  Flache  Punkt  fur  Punkt  eindeutig 
(womit  nicht  ausgeschlossen  sein  soil,  dass  einzelne  Ausnahnien  vor- 
kommen  konnen,  wenn  namlich  unsere  Curve  mehrfaehe  Punkte  hat, 
in  denen  verschiedene  Zweige  derselben  zusammenstossen).  Im  anderen 
Falle  mussen  wir,  urn  die  Eindeutigkeit  der  Beziehung  herzustellen, 
zu  einem  Mittel  greifen,  welches  wir  soeben  bereits  bei  der  geraden 
Linie  (die  den  1^  vorstellte)  wie  von  selbst  zur  Anwendung  brachten. 
Wir  werden  uns  namlich  die  Curve  des  Bv  p-facli  uberdecld  deriken. 
Die  Ordnung  der  Curve  wird  aber  im  ersteren  Falle  gleich  m9  im  zweiten 
gleich  —  sein  5  denn  die  linke  Seite  der  linearen  G-leichung 
(1)  <XQWQ  +  £*!%  H h  av-iwv-i  +  av  =  0 

mit  beliebig  gewahlten  Coefficienten  a  hat  unserer  Yoraussetzung  zu- 
folge  auf  der  Riemann;schen  Flache  m  ^TwZZpunkte;  ebenso  viele 
Schnittpurikie  wird  also  der  durch  diese  Gleichung  dargestellte  lineare 
Eaum  JSv-»i  mit  unserer  Curve  haben,  sofern  wir  letztere  nur,  urn 
Eindeutigkeit  der  Beziehung  zur  Riemann'schen  Flache  herzustellen, 
erforderlichen  Falles  mehrfach  tiberdeckt  denken.  Von  den  m  so  ent- 
stehenden  Schnittpunkten  fallen  dabei  aber  ersichtlich  je  ^  in  einen 
Punkt  zusammen,  so  dass  wir  nur  —  unterschiedene  Schnittpunkte 

haben,  w.  2.  b.  w. 

Bemerken  wir  noch  besonders,  weshalb  wir  die  w0,  wl9  •••,  wv—±  im 
vorigen  Paragraphen  ausdriicklich  der  Bedingung  unterworfen  hatten, 
linear  unabhSngig  z;u  sein.  Waren  sie  es  nicht,  bestiinde  also  ftir 
samtliche  Werte,  welche  sie  ^auf  der  Riemann'schen  Flache  annehmen, 
eine  Gleichung  (1),  so  wtlrde  die  entsprechende  Gleichung  fur  unsere 
Curve  des  Hv  identisch  erftillt  sein;  unsere  Curve  lage  also  nicht 
im  jRV)  sondern  bereits  in  dem  durch  (1)  dargestellten  Rv~.i* 
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Es  wird  nun  darauf  ankommen,  die  samtlichen  "Gberlegungen,  die 
wir  tiber  die  auf  gegebener  Riemann'scher  Flache  existierenden  Func- 
tionen anstellten,  in  geometrischer  Form  unter  Bezugnahme  auf  unsere 
Curve  zu  wiederholen.  Wir  wollen  etwa  zunachst  im  Falle  einer 
einfaeh  uberdeckten  Curve  die  Bedeutung  der  zur  Rieinann'schen  Flache 
gehorenden  algebraisehen  Functionen  im  Raume  Ev  in  Betracht  ziehen. 
Da  die  WQ,  w±f  •  •  -,  «0,-.i  das  einzelne  ihnen  auf  der  Riemann'schen 
Flaehe  zugangliche  Wertsystern  nach  Voraussetzung,  allgemein  zu 
reden,  nur  in  einem  Punkte  derselben  annehmen  sollen,  so  werden  sich; 
wie  leieat  zu  sehen?  die  in  Rede  stekenden  algebraischen  Functionen 
rational  durch  die  WQ,  %,  -  -  •,  ^r~i  ausdrticken  (wie  wir  das  oben 
p.  499  im  speciellen  Falle  einer  Curve  des  E%  ganz  ausfiihrlich  dar- 
legten).  Umgekehrt  wird  aber  auch  jede  rationale  Function  der  w 
ihrerseits  eine  algebraische  Function  der  Flache  liefern.  Wir  wollen 
jetzt  die  einzelne  solche  rationale  Function  der  W0,  w19  •  • -,  Wv—i  in 
den  Quotienten  zweier  ganzen  Functionen  spalten: 

v  Y(^'0»     Wx,      -     -     -,     ^r_-l) 

(2)  R(wQ,  wu  -  -  -,  w,-0  —  5^^  Wl,... ,„,—)" 

Die  Punkte  unserer  Riemann'sclien  Flache;  in  denen  R  einen  beliebig 
gewahlten  Wert  C  annimmt7  erscbeinen  dann  als  diejenigen  Punkte 
unserer  Curve,  in  denen  die  Gleichung 

(3)  V  -  CX  =  0 

erfullt  ist,  ohne  dass  V  und  X  zugleich  verschwinden.  Wollen  wir 
jefczt  der  Kurze  halber  die  durch  V  =  0  oder  X  =  0  dargestellte 
Mannigfaltigkeit  als  eine  Flache  des  Raumes  Sv  benennen  (wie  wir 
denn  aucn  entsprechend  die  linearen  Mannigfaltigkeiten  (1),  so  oft  es 
kein  Missverstandnis  veranlasst,  als  Ebenen  bezeichnen  werden).  Glei- 
chung (3)  giebt  dann,  was  man  in  der  Geometrie  ein  FldchenbUschel 
nennt.  Dabei  benennt  man  diejenigen  Punkte,  in  denen  gleichzeitig 
¥  und  X  versehwinden  (sofern  solche  iiberhaupt  auftreten),  als  Basis- 
jpunkte  des  Buschels  (3)-  Nach  alledem  correspondieren  also  den  Punkten 
unserer  Riemann'schen  Flache,  in  denen  R  =  0  wird,  diejenigm  Schnitt- 
punkte  unserer  Curve  mit  der  durch  (3)  dargestellten  Fldche,  wekhe  von 
dm  BasisyunUm  des  be#uglichen  Btischels  verschieden  sind. 

Oder  (um  ein  anderes  Beispiel  derartiger  "Dbersetzungen  zu  geben) 
wir  wollen  der  Reihe  nach  diejenigen  Curven  des  JBa,  JRa?  JK37  ••  •  be- 
trachten,  die  unserer  Riemann'schen  Flache  correspondieron,  worm  wir 
erstlich  allein  w0  gegeben  ansehen,  dann  w0  und  w±  neben  einander, 
dann  w^  wt,  w*  etc.  Wir  haben  also  der  Reihe  nach  eine  gerade 
Linie,  eine  ebene  Curve,  eiue  eigentliche  Ilaumcurve  (des  IZ8)  etc, 
Und  welches  wird  deren  gegenseitige  geornetrische  Beaiehung  sein? 
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Wenn  wir  von  den  Coordinaten  &,  y  eines  Punktes  der  Ebene  nur 
das  x  allein  auffassen,  so  entspricht  dem  geometrisch,  dass  wir  diesen 
Punkt  auf  die  re-Axe  ??projicieren".  So  werden  unsere  auf  einander 
folgendm  Curven  jede  eine  Projection  der  folgenden  sein.  Hier  ist  nun 
vollig  deutlich,  was  wir  am  Ende  des  vorigen  Paragraphen  nar  erst 
andeuteten,  dass  es  namlich  einfacher  sein  kaan,  grossere  Werte  von  v 
in  Betraeht  zu  ziehen,  statt  kleinere.  In  der  That  konnen  eine  ebene 
Curve,  eine  Raumcurve  etc.  -elegante  Eigensehaften  besitzen,  die  in 
der  Projection  verloren  gehen  oder  doch  nur  uiastandlich  zu  er- 
kennen  sind*). 

§  10.     Die  aqiiivalenten  Punktsysteme.     Homogene  Coordiaaten.. 
Die  protective  Auffassung. 

Die  kurzen  Angaben  des  vorigen  Paragraphen  gentigen  bereits, 
um  deutlich  erkennen  zu  lassen,  in  welcher  Hinsicht  die  Betrachtung 
der  im  Hv  gelegenen  Curve  geeignet  ist,  zu  einer  Erweiterung  der  bis- 
her  auseinandergesetzten  functionentheoretischen  Begrijfifsbildungen  hin- 
zuleiten.  Wir  haben  bislang,  so  oft  es  sich  auf  einer  Riemann;schen 
Plache  um  eine  algebraische  Function  handelte;  unsere  Aufmerksam- 
keit  immer  ganz  besonders  dem  System  der  zugehorigen  Unendlich- 
keitspunkte  zugewendet.  Nun  stellten  wir  aber  eine  solche  Function 

m 

in  (2)  des  vorigen  Paragraphen  in  der  Gestalt  B  =  y  dar;  und  X  =  0 

ist,  geometrisch  zu  reden;  unter  den  Flaehen  des  Biischels  Y  —  OX  =  0 
keineswegs  notwendig  ausgezeichnet.  Wir  werden  also  den  samtliehen, 
durch  die  wechselnden  Werte  von  G  festgelegten  Punktsystenieu.  unserer 
Curve  dieselbe  Aufinerksamkeit  zuwenden  wollen,  wie  seither  dem 
G  «=  oo  entsprechenden  Systeme  allein.  In  der  That  konnen  wir  ja 
auch  unsere  Function  R  leicht  durch  eine  solche  ersetzen,  bei  welcher 
irgend  eines  dieser  Punktsysteme,  etwa  das  durch 

x|/_C"X  =  0, 

gegebene,  die  Unendlichkeitspunkte  abgiebt7  wahrend  gleichzeitig  irgend 
ein  anderes  Punktsystem,  z.  B.  das  durch 

V  —  6r/X  =  0, 

m 

dargestellte,  die  Nullpunkte  liefert.  Wir  brauchen  da  .  statt  JR  =  -^- 
nur  den  Quotienten 

*)  Wir  berdhren  damit  eine  allgemeine  Methode  der  geometrischen  De- 
duction. Man.  vergl.  z.  B.  G.  Veronese:  BehandlMng  der  projectiven  VerMltnisse 
der  X£dume  von  verschiedenen  Dimensionen  durch  das  Prindp  des  Projicierens  und 
des  Schneidens,  Math.  Ann.  Bd.  19(1881),  sowie  iatereesante  Untersuchungen  von 
Segre  imd  Anderen. 

Klein-I'riolce,  Modulfunctlonen.  30 
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zu  betrachten.  Daher  wotten  wir  fortan  die  Mer  in  'Rede  stehenden  Pwrikt- 
systeme  so  benennen,  dass  Jceines  vor  dem  anderen  au$ge$eiclmet  erscheint. 
Allgemeiri  namlich  sollen  zwei  solche  Punktsysteme  unserer  Curve  (oder 
Riemann'schen  Flache),  welche  die  Null-  und  Unendlichkeitsstelien 
einer  Function  It  abgeben  konnen,  aqiiivalente  Punktsysteme  genannt 
werden.  Die  unendlich  vielen  durcK 
(2)  E  =  C,  bez.  V  —  OX  —  0 

dargestellten  Punktsysteme  sind  dann  alle  unter  einander  aquivalent 
und  bilden  mit  Rucksickt  darauf,  dass  G  in  der  Gleichung  (2)  linear  auf- 
tritt?  eine  einfach  unendliche  lineare  Schaar  aguivalenter  Punktsysteme*). 
Ganz  entsprechende  Betrachtungen  konnen  wir  jetzt  offenbar  an- 
stellen,  indem  wir  statt  der  einzelnen  Function  H  eine  lineare  Ver- 
bindung  von  raehreren  etwa  ^  beliebigen  rationalen  Functionen  der 


(3)  E  +  C^RL  H  -----  h  a/i-i^-i 

(wo  die  cc  beliebig  veranderliche  Parameter  vorstellen)  als  Ausgangs- 
punkt  wahlen.  Wir  werden  n'ainlicli  jede  solche  lineare  Verbindung 
auf  die  Gestalt  bringen  konnen  : 


X  ' 

wo  die  .V,  X  ganze  rationale  Functionen  unserer  Coordinaten  w  sind., 
und  werden  dann  finden,  dass  je  zwei  Punktsysteme: 

+  <X|/1  +  '  •  '  +  ^-/^-i  -  V'x  -  o, 

+  ^"Y!  +  •  •  •  +  ^-i'Y^-1  -  6r"X  =  0 
(wo  die  a'j  a"  ,  Cr,  C"  irgendwelche  Constante  bedeuten)  einander  aqui- 
valent sind**).  Da  haben  wir  nun  der  Formel  (4)  entsprechend  eine  [i~fach 
unendliche  lineare  Schaar  aquivalenter  PunJct$y$teme.  Alle  diese  Punkt- 
systeme interessieren  uns  jetzt  gieichformig;  wir  bevorxugen  kcin  eiu- 
zelnes  von  ihnen,  so  wenig  wir  unter  air  den  verschiedenen  rationalen 
Functionen,  die  wir  uns  den  Formeln  (4)  entsprechend  bilden  kftnnen: 

¥±  ftl"  VL±  '  '  "  J"  %-j"  V><-L~  (J"* 

v  +  <Ya  +  :"•  :  +  ^"li'v^-"  Vrx' 

eine  besondere  vor  den  anderen  herausgreifen. 

*)  Brill  und  N  Other  gebrauchen  L  o.  statt  des  Wortes  ,/il(iuivalent"  den 

Auadruck  ncorresidualu;  das  Wort  ^aquivalent"  in  dem  im  Texte  gomeinten  Sinne 

wurde  von  Dedekind  und  Weber   eingefflhrt  (Crolle's  Journal,  Bd.  92,  1880). 

**)  Jedoch  rechnen  wir  immer  die  ,,Basiflpunkteu,   in  denen  y,  %,  .  *  ., 

^i/  —  1>  X  gemeinsam  versohwinden,  dem  einzelnen  Punktsysteni  nicht  au. 
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Man  erkennt,  dass  sieh  so  die  Lehre  von  den  durch  ihre  Unend- 
lichkeitspunkte  bestimmten  algebraischen  Functionen  umsetzt  in  eine 
Theorie  der  linearen  Schaaren  zu  einander  aquivalenter  Punktsysteme. 
Insbesondere  verwandelt  sieh  dabei  der  Eiemann-Eoch'sche  Satz  in 
den  anderen,  dass  em  System  von  m  Punkten  unserer  Curve,  in  welchen 
im  ganzen  t  linear  -  unafohangige  Functionen  <p  verscliwinden ,  jedesmal 
einer  (in  —  jp  ~f-  t}~fach  unendlicJien  linearen  Schaar  aguivalenter  Punkt- 
systeme angefiort. 

Wir  haben  diese  Entwicklung  in  moglichst  kurzer  Weise  vor- 
getragen,  ohne  besonders  von  denjenigen  Punkten  unserer  Curve  zu 
reden,  die  im  Bv  unendlich  •  weit  liegen;  d.  h.  denen  unendlich  grosse 
Werte  unserer  Coordinaten  w  zugehoren.  Wollen  wir  aber  genauer  unter- 
suchen,  so  werden  wir  zu  demjenigen  analytischen  Hulfsmittel  greifen 
mussen,  ohne  welches  allgemeinere  Untersuchungen  tiber  algebraisehe 
Curven  iiberhaupt  undenkbar  sind?  0um  Hulfsmittel  der  Jiomogenen 
Coordinaten.  Statt  der  v  G-rossen  w0f  -  -  -,  Wv  —  i  fuhren  wir  alsdanu 
die  Verlidltnisse  von  (y  +  1)  Grossen  #0,  •  -  -,  $v  ein,  indem  wir  etwa 
schreiben: 

ffC\  .  aj       •  •  .1     -r  •  T 

und  verwandeln  so  die  rationalen  ganzen  Functionen  V,  X  der  w}  die 
wir  gerade  betrachteten,  in  rationale  ganze  Tiomogene  Functionen 
der  x  (sogenannte  Formen  der  x).  Wir  wollen  dies  hier  fur  die 
allgemeinen  Functionen  (3)  nicht  weiter  ausfuhren^  beschranken  uns 

vielmehr  jetzt  auf  die  linearen  Functionen: 

>•/»>.  |  I  | 

Indem  wir  dieselben  in  die  6-estalt  setzen: 

(7)  ^+«ia;i  +  ...+c:y_^__^ 


erkennen  -wir,    dass    die   oo-fernen    Punkte  unserer  Curve  (die  durch 
xv  «a  0  ausgeschnitten  werden)  mit  jedem  Punktsysteme  Equivalent  sind; 
das  von  einer  beliebigen  ??Ebene": 
(8)  ^0  -f-  ax^  +  -  -  •  +  av  —  ttf,—!  —  C%v  s=  0 

ausgeschnitten  wird,  und  dass  wir  den  oov  Bbenen  entsprecliend,  die 
es  in  unserem  JBV  giebt,  auf  unserer  Curve  eine  v-fach  wnmdliche 
lineare  Schaar  oQwivalenter  Punktsysteme  besitzen. 

"Und  nun  erinnere  man  sich  der  Auffassungsweise  der  jprojectiven 
Geometrie.  Vermoge  derselbexi  erscheint  das  Coordinatensystem  der  x 
nur  als  eines  unter  unendlich  vielen  gleichberechtigten,  welche  letzijere 
gegeben  sind  durch: 
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(9)  xl  =  Sai*xij  (i,  Js  =  0,  1,  -  -  -  z/5  |  fe  |  <!  0) 

und  also  aus  jenem  System  dureh  lineare  Substitution  entspringen.  Es 
kommt  dies  darauf  hinaus,  dass  wir  zur  Darstellung  der  Curve  an 
Stelle  der  (v  +  1)  Ebenen  #*  =  0  irgend  (v  +  1)  linear-unabhangige 
Ebenen  #/  =  0  setzen  diirfen.  Im  Hinblick  auf  die  Punktsysteme, 
welehe  auf  unserer  Curve  von  den  Ebenen  des  Coordinatensystema 
ausgeschnitten  werden,  findet  hierin  offenbar  unser  oben  aufgestellter 
Grundsatz,  aguivalente  Punktsysteme  als  gleicliberechtigt  0u  letrachten, 
also  auch  die  Darstellung  einer  linearen  ScJiaar  aquivalenter  Punktsysteme 
niclit  gerade  auf  bestimmte  eimelne  dieser  Systeme  $u  grunden,  seinen 
pracisen  Ausdruck.  Folgeweise  werden  wir  fortan  die  Curve  des  Ev 
durchweg  im  projectiven  Sinne  betrachten*).  Zwei  Curven,  welclie 
durch.  eine  Substitution  (9)  in  einander  ubergefuhrt  werden  konnen, 
erscheinen  uns  dann  als  identiseh.  Wir  haben  also  der  v-fach  unend- 
lichen  linearen  Schaar  aquivalenter  Punktsysteme  (8)  entsprechend  in 
dieseni  Sinne  eine  einzige,  vollig  bestimmte  Curve  des  Rv.  In  dem- 
selben  Sinne  wird  jeder  einfach,  zweifach,  .  .  .  unendlichen  linearen  ScJiaar 
aguivalenter  Punktsysteme,  die  wir  auf  der  Riemanrischen  Fldche  con- 
struieren  mogen,  jedesmal  eine  wohlbestimmte  Ciirve  des  Bly  R2,  •  •  •  ent- 
sjorechen.  Dies  ist  nun  die  endgultige  Auffassungsweise,  zu  der  wir 
hier  durchdringen  wollten;  und  init  der  wir  in  den  folgenden  Para- 
graphen  zu  arbeiten  haben  werden. 

§  11.     Von  den  Normalcurven  Gm* 

Die  linearen  Schaaren  aquivalenter  Punktsyateme,  die  wir  vorhin 
auf  einer  Eiemann'sehen  Plache  unterscliieden,  konnen  nach  ver- 
schiedenen  Rucksicliten  in  Arten  geteilt  werden.  Jedes  System  vor- 
gegebener  m  Punkte  gehort  nach  dem  Riemann-Rocli'schen  Satze,  wie 
wir  bereits  bemerkten;  einer  (m  —  p  +  ir)-facli  unendlichen  lineare*n 
Schaar  an.  Hier  liegt  es  nun  am  nachsten  zu  unterscheiden,  ob  t  =  0 
oder  >  0.  Im  ersteren  Falle  sprechen  wir  weiterhin  von  einer  all- 
gemeinen.  Schaar  ?  im  zweiten  in  Anlehnung  an  die  Ausdrucksweise 
des  §  7  von  einer  j,Spetialschaar"**\  Aber  es  ist  ein  anderer  Unter- 


*)  Unter  algebraischen  Gesichtspurikten  fGhrt  die  Entwicklung  des  Textcs 
dahin,  auf  der  Curve  des  J2V  allgemein  die  aus  den  #0>  a?lf  •  •  •,  xv  %a  bildenden 
Formen  im  Sinne  der  Invariantentheorie  zu  betrachten.  Wir  werden  spater  bei 
Gelegenheit  auf  diesen  Q-odanken  zuruckgreifen  und  verweisen  hier  cinutweilen 
auf  die  Darstellung  bei  Klein:  Zwr  Theorie  der  Abel'scken  Fimctioncn  (Math. 
Ann.  Bd.  36,  1889). 


**)  Of.  Brill  und  Nether,  1.  o. 
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schied,   auf  den   wir  Her  vor  all  em  unsere  Aufmerksamkeit  ricliten 
wollen. 

Wir  mtissen  zu  dern  Zwecke  vorab  einen  etwas  schwierigen  Punkt 
erlautern*).  Sind  m  Pankte  naeh.  Belieben  gegeben,  so  kanu  es  sein; 
dass  einer  oder  auch  mehrere  dieser  Punkte  alien  den  00™—*+*  Punkt- 
systemen,  die  mit  dem  System  der  gegebenen  Punkte  Equivalent  sind; 
gemeinsam  ist.  Es  tritt  dies  dann  ein,  wenn  in  den  (m  —  1),  oder 
(m  — 2),  -  -  •  tibrigen  Punkten  (t  +  1),  bez.  (T  +  2),  •  •  •  Funetionen  <p 
verschwinden.  In  der  That  wird  dann  die  Gesamtheit  der  mit  den 
(m  —  i)?  (m  —  2),  •  •  •  bleibenden  Punkten  aquivalenten  Punktsysteme 
ebenfalls  00™—?+*  sein:  Sofern  wir  also  von  dem  festliegenden  ltea,  2ten,  •  •  • 
Punkte  abseJien,  kommen  wir  auf  dieselben  PunJctsysteme,  mogen  wir  von 
den  m  gegebenen  Punkten  oder  von  den  (m  —  1),  den  (m  —  2),  •  •  •  aus- 
gehen.  Die  fraglichen  Punktsysteme  entlialten  eben  niclit  mehr  je  m, 
sondern  nur  noch  (m  —  1)  bez.  (m  —  2),  -  -  -  lewegliclie  Punkte.  —  Dieser 
Moglichkeit  gegeniiber  werden  wir  nun  eine  nalieliegende  vereinfachende 
Verabredung  treffen.  Wir  werden  festsetzen,  dass  wir  bei  jeder  vor- 
gelegten  linearen  Scliaar  aquivalenter  Punktsysteme  imnier  nur  die 
"beweglichen  Punkte  der  einzelnen  Systeme  ins  Auge  fassen  and  die  so 
entstehende  Zahl  mit  m  bezeichnen  wollen.  Nur  vermoge  dieser  Ver- 
abredung sind  die  folgenden  Satze  genau. 

Die  Unterscheidung,  welche  wir  in  die  Theorie  der  linearen 
Schaaren  einfuhren  wollen,  ist  nun  diese.  Es  sei  eine  Scliaar  gegeben, 
bei  welcher  das  einzelne  System  m  (bewegliche)  Punkte  entlialt.  Dann 
ist  die  betreffende  Schaar  entweder  mit  der  Gesamtschaar  ideBtisch, 
welche  sich  zu  ihrem  einzelnen  Systeme  von  m  Punkten  nact  dem 
Riemann-Rocli'sclien  Satze  hinzuconstruieren  lasst  und  (m  — p  +  r)-fach 
ausgedehnt  ist,  oder  sie  ist  in  dieser  Gesamtschaar  nur  enthalten. 
Im  ersteren  Falle  wollen  wir  von  einer  Vollschaar,  im  anderen  von 
einer  Teilschaar  reden.  Die  Zahl  v  der  in  einer  Teilschaar  vorkomnien- 
den  Parameter  ist  nattirlich  <  (m  — jp  +  t}. 

Wir  betrachten  jetzt  wieder  die  Curve  des  Hv.  Da  unser  Punkt- 
system  >nac'h  Voraussetzung  je  m  bewegliche  Punkte  enthalten  sollte, 
wird  die  beziigliche  Curve,  wenn  anders  wir  sie  als  einfach  iiberdeckt 
annehmen  diirfen,  die  m**  Ordnung  besitzen,  sie  ist  eine  Gm.  Jetzt 
unterscheiden  wir,  ob  wir  von  einer  Vollschaar  oder  einer  Teilschaar 
ausgingen.  Im  ersteren  Falle  ist 
(1)  >  i/  =  m— jp  +  TT5 

wir  sprechen  dann  von  einer  Normalcurve  Cm.    Ersichtlich  haben  neben 

*)  Cff  Brill  und  gather,  1.  c,    - 
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den  Normalcurven  die  anderen  Gm  (die  den  Teilschaaren  entsprechen) 
nur  eine  untergeordnete  Bedeutung.  Alle  diese  in  niederen  Mdumen 
gelegenen  Gm  Ttonnen  ndmlicli  aus  der  zugehorigen  Normalcurve  des 
Rm^p+t  durcJi  wiederholte  Projection  algeleitet  warden.  In  .der  That 
wird  sich  ihre  analytische  Darstellung  aus  der  folgenden  Formel: 


welche  zur  Normalcurve  fiihrt,  dadureh  ergeben,  dass  man  einige  der  w, 
d.  h.  der  #,  weglasst.  Umgekehrt  ist  die  Normalcurve  Cm  selbst  sicher 
niclxt  Projection  einer  in  einem  hoheren  Raume  enthaltenen  Curve 
mtex  Qrdnung.  Dies  sehliesst  nicnt  aus,  dass  sie  Projection  einer  Curve 
yon  der  Ordnung  (m  +  1),  (m  +  2),  •  •  •  sein  mag;  wir  werden  die 
"betreffende  Projection  dann  nur  so  auszuffihren  haben,  dass  sie  von 
einem  Punkte  aus  geschieht,  welcher  der  zu  projicierenden  Curve  selbst 
angenbrt  (alsdann  namlich  sinkt  bei  der  Projection  die  Ordnung  der 
Curve,  Trie  wir  hier  nicht  weiter  ausfiihren  wollen). 

Der  Vollstandigkeit  wegen  wollen  wir  jetzt  dock  auch  noch  den 
Fall  mehrfach  uberdeckter  Normalcurven  in  Betracht  ziehen.  Handele 
es  sich  um  eine  fi-fache  tlberdeckung;  wobei  also  imsere  .Normalcurve 

eine  ft-fach  zahlende  Curve  der  Ordn-ung  —  ist.    Da  ist  nun  auf  Grand 

elementarer  analytisch-geometrischer  tlberlegungen  klar^  dass  in  einem 
Kaume  vou  (m  —  JP+T)  Dimensionen  keine  Curve  eigentlich  enthalten 
sein  kann,  deren  Ordnung  <m  —  p  +  r  ware  (jede  Curve  niederer  Ord- 
nung?  die  dem  Sm^.pj^^  angehort,  ist  bereits  in  einem  Raunie  niederer 
Dimension  enthalten).  Daher  ergiebt  sich  die  Ungleichung  ;  die  uris 
spater  ntitzlich  sein  wird: 

~  ^  m  -  p  +  * 
oder 


§  12.    Die  rationales,  und  die  elliptischen  Normalcurven  insbesondere. 

Wir  specificieren  jetzst  die  Ausfdhrungen  des  vorigeu  Paragraphen 
fur  die  beiden  niedersten  Falle  p  ***  0  und  p  —  1?  in  doxien  beiden 
gegeniiber  der  allgemeinen  Theorie  die"  besondere  Vereinfachung  ein- 
tritt,  dass  die  Zahl  t  des  Riemann-Roch'schen  Satzes  stets  gleich  Null 
ist.  Hierdurch  koramen  die  Complicationen,  die  zu  Anfang  des  vorigen 
Paragraphen  besprochen  wurden;  bei  ihnen  von  selbst  zum  WegfalL 

Was  zunachst  den  Fall  p  ***>  0  angeht,  so  haben  wir  bei  ihm  ak 
einfachste  auf  der  Riematm'schen  Flache  existierende  Functionen  die 
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Hauptfunctionen  (vgl.  §  1;  p.  533  u.  £),  von  denen  wir  Her  gleich  erne, 
die  wir  0  nennen  wollen,  der  Betrachtung  zu  Grunde  legen.    Ferner^sei 


a 


eine  erste  Reihe  von  m  Stellen  der  Flache  ,, 

&1?   #2>    *  ••;    &w 

eine  zweite  seiche  Reihe.     In 

.  (*  - 


haben  wir  dann  eine  zur  Flache  gehorige  algebraische  Function,  welche 
in  den  Punkten  a  (und  nirgendwo  sonst)  verschwindet  tind  in  den 
Punkten  b  (und  nirgendwo  sonst)  unendlich  wird.  Wir  sehen:  Je  #wei 
Systeme  von  m  Punkten  sind  auf  der  Flache  einander  aquivalent  Bs 
stimnit  dies  rait  der  Abzahlung  des  Riemann-Roch'sclien  Satzes  (cf. 
p.  563)  uberein,  welche  fGr  jedes  System  von  m  Punkten  im  vorliegenden 
Falle  eine  m-fach  unendliche  lineare  Schaar  von  aquivalenten  Punkt- 
systemen  ergiebt.  Es  folgt,  doss  es  (fur  unsere  protective  Anschauung) 
lei  p  =*  0  im  Raume  Rm  mvr  eine  eintsige  Normalcurve  Gm  giebt.  Die- 
selbe  1st  als  rationale  Normalcurve  Gm  in  der  neueren  geometrischen 
Litteratur  wohlbekannt*).  Um  sie  darzustellen^  schreiben  wir: 

(2)  XQ  ixl  :  -  -  -  :  #m  —  gQ(*)  :  g^*}  :  •  •  •  :  ^«W, 

unter  den  g  linear-unabhangige  ganze  rationale  Functionen  wif**  Grades 
von  0  verstanden.  Als  speciellen  Fall  haben  wir  fdr  m  =  1  die  einfach 
iiberdeckte  gerade  Linie,  fiir  m  =  2  den  Kegelschnitt  der  Ebene,  etc. 
tJbrigens  giebt  es  fur  den  projection  Standpunkt  tiberhaupt  nur  eine 
eigentlich  im  Em  gelegene  Cm;  in  der  That  hat  jede  solche  Cm  das 
Geschlecht  p  —  0,  wie  man  leicht  aus  dem  Umstande  folgert,  dass 
sie  sich  durch  wiederholte  Projection  jeweils  von  einem  ihrer  Punkte 
aus  in  eine  G±  des  JSX  d.  h.  eine  einfache  gerade  Lime  projicieren  lasst. 
Ziehen  wir  nun  den  Fall  p  =  1  in  Betracht.  Als  einfacbste  zu 
einer  Riemann'schen  Flache  des  Geschlechtes  1  gehorige  Gleichungs- 
form  haben  wir  fruher  die  folgende  hergestellt: 

(3)  p'«  —  4p8  —  yfr  —g*, 

und  hier  ist  die  absolute  Invariante  fv  eine  Oonstante,  welche  in  keiner 

ffa 

Weise  modificiert  werden  kann,  deren  Wert  also  fiir  das  betrachtete 
Gebilde  p  =  1  charakteristisch  ist.  Man  driickt  dies  gewohnlich  dahin 
aus,  dass  man  sagt:  die  Grelilde  p  —  1  Mben  einen  MoMl.  Es  ist 
dies  ein  erster  wesentlicher  Unterschied  von  dem  Falle  jp«==0. 

*)  Vgl.  beispielsweiso  die  znsammenhangende  Darstellung  von  Franz  Meyer 
in  deasen  Buche:  Apdlarim  und  rationale  Ourven  (Tfibingen,  1883), 
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Wir  betrachten  nuninelir  auf  dem  einzelnen  durch  (3)  gegebenen 
Gebilde  lineare  Schaaren  aquivalenter  Punktsysteme.  Der  Riemann- 
Koch'sche  Satz  ergiebt  in  dieser  Hinsiclit:  Jedes  System  von  m  PunJden 
geliort  einer  (m  —  ty-facJi  unendlichen  linearen  Schaar  an. 

Wir  schliessen  daraus,  dass  es  auf  unserer'zu  (3)  gehorenden 
Rieraann'schen  Flache  im  Ganzen  einfach  unendlich  viele  solcher 
linearer  Schaaren  von  Systemen  zu  je  m  Punkten  giebt,  und  dass 
man  also  von  (3)  aus  wif  einfach  unendlich  viele  Weisen  zu  Normal- 
curven  Om  des  Em~  i  tibergehen  famn.  Da  haben  wir  bei  m  =  2  die 
doppelt  liberdeckte  Gerade  (von  der  wir  seit  lange  wissen,  dass  sie, 
nm  zum  Geschleehte  p  ==  1  zu  gehoren,  4  Verzweigungspunkte  tragen 
muss),  bei  m  =  3  die  ebene  Curve  dritter  Ordnung,  etc.  etc. 

Die  nahere  Betrachtung  der  solchergestalt  entstehenden  Normal- 
curven  stiitzt  man  am  besten  •  auf  die  Theorie  der  elliptisclien  Punc- 
tionen.  Sei 

(4)  U=    f  y_^_=: 

J  Vtv*-g*v-g* 

das  eine  zu  (3)  getorige  tiberall  endliche  Integral.  Die  Coordinaieu  der 
Punkte  der  Normalcurve  Cm  erweisen  sich  dann  als  zu  solchen  doppelt- 
periodischen  Functionen  von  u  proportional,  die  innerhalb  des  Perioden- 
parallelogramms  der  %-Ebene  m  Male  verschwinden.  Und  liier  er- 
giebt sich  nun  eine  sehr  merkwiirdige  Thatsache.  Der  Formel 

(5)  u'  —  u  +  C 

entsprechend,  geht  untfere  Gleichung  (3)  auf  einfach  unendlich  viele 
Weisen  in  sich  selbst  fiber.  Hierbei  permutieren  sich  dann  gerade 
die  verschiedenen  einfach  unendlich  vielen  (m  —  l)-fach  ausgedehnten 
linearen  Schaaren  von  Systemen  zu  je  m  Punkten,  die  wir  vorhin  fanden. 
Die  Folge  ist,  dass  die  Normalcurven  Gm)  welche  man  dieses  verschiedenen 
Schaaren  entsprechend  von  (3)  aus  ableiten  Jcann,  (wie  wir  Jcur#  sagen 
wollen)  alle  unter  einander  identisch  ausfallen.  Wir  kommen  hierauf 
waiter  unten,  wo  von  der  Theorie  dieser  Normalcurven  ausfdhrlich 
gehandelt  werden  soil,  noch  einmal  zurlick  und  begnQgen  uns  einst- 

weilen   daniit,   auf  die   Schrift  von  Klein   zu  verweisen:    Vler  die 
i  9 

elliptischen  Normalcurven  der  ntett  Ordnung  und  tiugehorige  Modulfunp 
tionen  der  n^n  Stufe  (Abhandl.  der  1C  sachs.  Ges,  der  Wiss.,  MatL- 
phys.  Classe,  Bd.  13,  1885)*). 

*)  Vgl.  auch  Segre:  Remarques  sur  tes  transformations  uniformes  des 
courses  elliptigues  en  elles-memes,  Math.  Ann.  Bd.  27  (1886). 
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§  13.     Die  Falle  p  >  1:  die  Normaleurve  der  <p. 

Unter  den  verschiedenen  Norraaleurven,  welche  einer  Riemann'schen 
Flache  p  >  1  zugehoren,  wollen  wir  hier  etwas  naher  nur  eine  be- 
trachten,  welche  in  der  Folge  besonders  wiehtig  ist.  Bezeichnen  wir 
p  linear-unabhangige  zur  Flache  gehorige  tiberall  endliche  Integrale 
durch  fa,  fa,  •  •  -)  jp)  so  lieferten  die  p  Differential  quotientsn 

/n  '  dh       djs  dJP 

w  ds  '    dz  >   '  ">    ds 

P  linear-unabhangige  Funetionen  cp.  Dies&n,  Functioned  <p  wollen  wir 
jet#t  p  Tiomogene  Veranderliche  x±f  x%,  •  •  •,  ^  proportional  seteen,  was 
offenbar  darauf  hinauskommt,  die  fortlaufende  Proportion  zu  schreiben: 
(2)  &i  :  %2  :  -  •  -  :  xp  =  dj^  :  dj2  :  •  •  -  :  djp. 

Indem  wir  mit  den  Differentialen  dj  unsere  Biemann'sche  Flaclie  be- 
schreiben,  durchlauffc  der  so  bestimmte  Punkt  mit  den  Ooordinaten  x 
eine  Curve,  welche  dem  Raume  2Zp_i  eigentlich  angehort,  insofem 
die  cp  bez.  die  dj  linear  -unabhangig  sind.  Diese  Curve  ist  es,  welche 
wir  fortan  als  Normalcurve  der  <p  "bezeicknen. 

Wir  haben  frfiher  gesehen,  dass  die  Funetionen  cp  je  in  (2p  —  2) 
;,beweglichen"  Puntten  der  Flache  verschwinden,  und  dass  keiner 
dieser  (2p  —  2)  Nullpunkte  alien  Funetionen  cp  gemeinsam  ist.  Hier- 
nach  ist  die  Ordnung  unserer  Curve  ,  sofern  wir  die  Curve  ^-fach 

iiberdeckt  denken  wollen?  —  -  -.   Aber  nun  ziehen  wir  Ungleichung  (3) 

p.  566  heran.  Wir  haben  in  derselben  hier  m  =  2p  —  2,  t  aber 
«=  1  zu  setzen  (insofem  es  sich  ja  um  Punktsysteme  handelt,  in  deren 
jedem  eine  Function  cp  verschwindet).  Dies  giebt: 


Wir  haben  also  zwei  Falle  aus  einander  zu  halten: 

Entweder  ist  unsere  Curve  nur  einfach  uberdeckt,  sie  ist  dann  von 
der  (%p  —  2)ten  Ordnung,  und  alle  m  unserer  Riemann'schen  Flache 
gehorenden  algebraischen  Funetionen  lassen  sich  rational  durch  die  Ver- 
Mltnisse  der  cp  ausdrucken;  — 

oder  unsere  Curve  ist  dqppelt  uberdeckt,  die  Curve  als  solche  ist  von 
der  (p  —  l)ten  Ordnung  imd  dewwach  (weil  ,,eigentlich"  im  JSp—i  gelegen) 
vom  G-eschleckte  Null. 

Wir  werden  den  ersten  Fall  den  allgemeinen,  den  zweiten  den 
hyperelliptischen  nenn&cu  In  der  That  tritt  nur  im  Falle  p  =  2  (wo 
wir  als  Normalcurve  der  cp  notwendig  die  doppeltiiberdeckte  G-erade 
haben)  der'  hyperelliptische  Fall  immer  ein$  ftir  alle  grosseren  Werte 
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von  p  ist  er  als  Ausnahmefall  aufzufassen.  Indein  wir  uns  vor- 
behalten,  sogleich  noch  genauer  auf  den  hyperelliptischen  Fall  einzu- 
gehen?  fiigen  wir  hier  noch  eine  besondere  Bemerkung  iiber  den  all- 
gemeinen  Fall  bei. 

Wir  haben  fruiter  gelernt,  dass  alle  auf  einer  Riemann'schen 
Flache  existierenden  Specialfunctionen  sich  als  Quotienten  linearer 
Verbindungen  der  <p  darstellen.  Es  komxnt  dies  jetzt  darauf  liinaus, 
dass  alle  auf  der  •  Flache  existierenden  Specialschaaren  aus*  unserer 
Normalcurve  der  cp  durch  lineare  Aggregate  (Buschel,  Biindel  etc.) 
von  Elencn  ausgeschnitten  werden.  Seien 

^  =  0,    «a  — 0,  ••-,  *„  — 0 

v  linear  -uuabhangige  Ebenen,  welche  ein  solches  lineares  Aggregat 
festlegen, 

^,,4.1  —  0,  ••  -,  ^p  =  0 

seien  weitere  (p  —  v)  unter  einander  und  von  den  if>19  '•  •  •,  i[>r  linear- 
unabhangige  Ebenen.  Schreiben  wir  dann;  indem  wir  Punktcoordi- 
naten  y  einfuhren: 

(3)  ^  :  2/3  :  •  •  •  :  yr  =  fa  :  fa  :  -  v  =  *», 

so  haben  wir  die  unserer  Specialschaar  entsprechende  Specialcurve; 
schreiben  wir  entsprechend 

(4)  2/i  ••*••:  2/1-  •  •  •  •-  y»  —  fa  '••••:  fa  •"  '  -  fay 

so  haben  wir,  auf  das  Coordinatensystem  der  y  bezogen,  unsere 
anfangliche  Normalcurve  der  9.  Nun  geht  Formel  (3)  aus  Formel  (4) 
hervor,  indem  wir  beiderseits  die  letzten  (p  —  v)  Glieder  weglassen: 
Die  Specialcurve  entsteht  also  aus  der  Normalcurve  der  <p  durch  (p  —  v)- 
malige  Projection. 

Obrigens  ist  die  Frage  nach.  der  Art  der  in  jedem  Falle  existieren- 
den Specialcurven  eine  solche,  die  nicht  ftir  alle  Curven  eines  Geschlechtcs 
p  gleichzeitig  zu  beantworten  ist,  bei  der  vielmehr  Artunterschiede 
gemacht  werden  mtissen  (cf.  p.  555).  Wir  werden  hieriiber  also  auch 
keine  allgemeii^en  Untersuchungen  anstelien,  verweisen  vielmehr  schon 
hier  auf  die  verschuedenen,  auck  in  allgemeinerer  Hinsicht  interessanten 
einzelnen  Falle;  mit  denen  wir  spater  zu  thun  haben  werden*). 

*)  Wegen  naherer  An^aben  fiber  die  ISformalcurve  tier  cp  und  der  ana  ihr 
abzuleitenden  Specialcurven  vergleiche  insbesondere  Woben  tfber  gewisse  in  der 
Theorie  der  Abel'sclien  Functionen  cvuftret&nde  Aumahmef&llc,  Math.  Ann.  Bd.  13  (1878), 
KOther:  fiber  die  invariante  DarateTfawg  algebraischer  Functionen ,  Math.  Ann. 
Bd.  17  (1880),  sowle  kloinero  Notizen  von  KratiB  und  von  N Other  in  Bd.  16, 
bes!.  Bd.  ^6  der  Math.  Ann.  (1879,  1886), 
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§  14.     Die  Falle  p  >  I  :    Der  byperelliptische  Fall. 

Als  Norrnalcurve  der  <p  hatten  wir  im  hyperelliptischen  Falle 
die  doppelt  uberdeckte  C^  —  i  des  JRp_i.  Bine  solche  Cp  —  i  kann 
imrner,  als  vom  Geschlechte  Null,  auf  eine  gerade  Linie  eindeutig  be- 
zogen  werden.  Das  hyperelliptische  Gebilde  kann  also  stets  durch  eine 
doppeltuberdeckte  gerade  Linie  (oder,  in  auderer  Spraehe,  durch  eine 
zweiblattrige  Riemann'sche  Flache  fiber  der  #-Ebene)  versinnlicht 
werden.  Die  beiden  Blatter  werden  dabei,  damit  das  Geschlecht  =%> 
werde,  in  2p  +  2  Punkten  zusammenhangen  mussen.  Sei  ^-fs(^)  =  0 
die  Gleichung,  durch  welche  wir  diese  2p  +  2  Punkte  (Verzweigungs- 
punkte)  festlegen  konnen.  Es  mussen  sicJi  dann  die  samtlichen  gwm 
Jiyperelliptiscfien  Gebilde  gehorigen  algebraischen  Functionen  rational  durch 


&  und  Yfap+^z)  darstellen  lassen.  Insbesondere  aber  merken  wir  uns 
den  leiebt  indirect  beweisbaren  Satz:  Jede  unserem  Gebilde  angehorende 
isweiwertige  Function  ist  linear  in  $. 


Umgekehrt  erweist  sicli  das  durch  g,  ]//2^  +  2(^)  definierte  algebraische 
Gebilde  (wofern  nur  /2^_j_a(^)  =  0  lauter  getrennte  Wurzeln  hat)  in 
alien  Fallen  als  hyjpereltipt'isc'hes  Geftilde  vom  Geschlechte  j?*).  Bs  ergeben 
sich  namlich 

***        •      * 


r  d*     •  _  r 

J  ym>   h  -  J 


als  die  zugehorigen  Integrale  erster  Gattung,*  und  wir  haben  also: 
(2)  <p±  :  g?2  :  -  -  •  :  <pp  —  1  :  e  :  -  -  -  :  ^~1. 

Die  Terhaltnisse  der  g>  sind  deinnaeh  in  der  That  nicht  im  Stande,  den 
einzelnen  Punkt  des  Grebildes  festzulegen?  nehmen  vielmehr  jedesmal 
in  solchen  zwei  Punkten,  die  sich  nur  durch  das  Vorzeichen  der 
Quadratwurzel  Yf(ffj  unterscheiden,  dieselben  Werte  an. 

Mit  diesen  Satzen  sind  die  hyperelliptischen  Gebilde  so  einfach 
charakterisiert,  dass  es  ftberfliissig  scheint?  noch  langer  bei  ihnen  zu 
verweilen**). 


*)  Demnacli   ist   fur  p  >  1  jede   zweiblattrige  Flache   und   also  uberhaupt 
jede  Fn  mit  zweiwertigen  Functionen  hyperelliptisch. 

**)  VermSge  der  Darstellung  des  Textes  ersclaeinen  die  hyperelliptischen,  Ge- 
bilde als  ein  Grenzfall  der  allgemeinen  Gebilde,  der  dann,  eintritt,  -wenn  die 
Normalcurve  der  93,  die  im  allgemeinen  eine  einfach  zahleade  OSp^2  ^->  ^ns" 
besondere  in  eine  doppeltzahlende  Qf  __  a  auaartet.  Diese  Anffassungsweise  wurde 
fQy  p  =  3  von  Klein  gegeben,  siehe  dessen  Aufsatz:  W>er  den  Verlauf  der 
AleTschen  Integrale  "bei  dm  Curven  4te*  Grades,  II.  (Math.  Ann.  Bd.  11,  1876),  f\3r 
allgemeines  $  wurde  sie  wohl  zuerst  von  Krans  in  der  soeben.  bereits  citierten 
Kote  ausgesproohen  (Ober  aussergew&hnliche  jSpecialpruppen  auf 
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§  15.     Schltissbemerkang. 

Unsere  allgerneinen,  die  Riemann'sche  Theorie  der  algebraisehen 
Functionen  betreffenden  Entwicklungen  sind  nunmehr,  soweit  dieselben 
hier  gegeben  werden  sollten,  zum  Abschluss  gekoinmen.  Wir  baben 
nicbt  nur  fur  eine  beliebig  vorgelegte  Rieniann'scbe  Flache  Fn  die 
Existenz  zugehoriger  algebraiscber  Functionen  bewiesen,  sondern  wir 
baben  auch  fur  alle  moglichen  Falle  in  bestimmter  Weise  solcbe 
algebraiscbe  Functionen  der  Fn  ausgewahlt,  in  denen  sich  die  ubrigen 
rational  darstellen.  Zu  solcbem  Ende  legten  wir  (um  bier  kurz  zu 
recapitulieren)  bei  p  =  0  eine  einzelne  Hauptfunction  zu  Grunde,  bei 
p  =  1  eine  zweiwertige  ini  Verein  mit  einer  dreiwertigen  Function, 
etwa  geradezu  diejenigen,  die  den  doppeltperiodiscben  #?(^),  F'(W)  en.^" 
spracben.  Bei  einer  Flacbe  Fn  mit  p  >  1  batten  wir  zu  unterscbeiden, 
ob  ein  hyperelliptiscbes  Gebilde  vorlag  oder  nicbt.  In  jenem  Falle 
war  uns  eine  zweiwertige  Function  #  zusammen  niit  der  beziiglicben 
Wurzel  ]//'(jef),  wie  wir  kurz  sagen,  ein  voiles  Functionssystem,  in 
diesem  Falle  konnten  wir  als  derartiges  System  die  Verbaltnisse  von 
p  linear-unabbangigen  Functionen  q)  beranzieben. 

Mit  alledem  soil  aber  keineswegs  bebauptet  sein?  dass  bei  be- 
sonderen  Flachen  Fn  eines  boheren  p  nicbt  auch  noch  andere  Systeme 
von  Functionen  existieren  mogen;  welebe  z.  B.  das  zugeborige  System 
der  <p  an  Braucbbarkeit  beziiglicb  der  gerade  dnrcbzufuhrenden  Unter- 
sucbungen  ubertreffen  mogen.  Thatsachlich  werden  wir  solche  zweck- 
massigere  Functionssysteme  auf  spaterbin  zu  betracbtenden  Flachen  in 
ausgiebigster  Weise  vorfinden.  Es  sind  dies  tibrigens  in  der  Mehrzahl 
der  Falle  Systeme  von  Specialfunctionen,  d.  h.  also  von  solchen  Func- 
tionen, deren  einzelne  sich  als  -Quotient  zweier  linearer  Verbindungen 
der  darstellt. 


Curven,  Math.  Ann.  Bd.  16,  1879).  Man  hatte  bis  dahin  den  hyperelliptischen 
Fall  dem  allgemeinen  Falle  gegeniiber  mehr  oder  minder  als  wirklichen  Aus- 
nalimefall  angesehen. 


Drittes  KapiteL 

Allgemeine  AnfUteung  des  functionentheoretischen  GrnndproWems. 

Wenn  wir  jetzt  nach  Massgabe  des  p.  141  foramlierten  functionen- 
theoretischen  Grundproblems  fur  die  einzelne  Untergruppe  der  Modul- 
gruppe  f  zugehorige  Modulfunctionen  aufsuchen  wollen,  so  ist  es  bei 
dem  von  uns  gewahlten  Grange"  der  Darstellung  von  grundlegender  Be- 
deutung,  dass  wir  fur  eine  bier  in  Betracht  kommende  Gmppe  von 
vornherein  eine  Function  kennen;  die  gerade  im  Sinne  unseres  Problems 
bei  alien  Substitutionen  dieser  Gruppe  und  nur  bei  diesen  •  imverandert 
bleibt.  Wirklicb  gehort  ja  in  dieser  Art  die  eindeutige  Function  eT(c3) 
zur  Gesamtgruppe  f  selbst,  wie  wir  sell  on  oben  (p.  113  u.  £)  in  aus- 
fiihrlich.er  Weise  erorterten;  des  naheren  fanden  wir  gerade  die  einfacb. 
bedeckte  J"-Ebene  als  conformes  Abbild  eines  einzelnen  Doppeldreiecks 
der  Modulteilung. 

Die  erneute  Heranziehung  der  Function  J(&)  bat  nun  aber  nicht 
nur  die  Bedeutung  fur  uns;  dass  wir  vernioge  derselben  das  funetionen- 
theoretische  Problem  in  einem  Specialfalle  losen  konnen;  vielmehr 
werden  wir  e7(ca)  bier  zu  einem  sehr  viel  weitergehenden  Gebrauche 
heranziehen.  Wir  wollen  namlich  die  Existenz  und  Eigenart  von 
Modulfunctionen  aucn  ftir  die  iibrigen  Untergruppen  f^  der  Modul- 
gruppe  jetzt  dadurch  erscbliessen,  dass  wir  diese  Modulfunctionen 
nicbt  sogleicb  in  ihrer  Abb/angigkeit  von  o,  vielmebr  als  Functionen 
von  J  auffassen.  Gerade  in  diesem  Umstande  ist  die  cbarakteristiscbe 
Wendung  des  Gedankens  begrundet;  welcbe  der  nun  darzustellenden 
Tbeorie  das  Geprage  giebt;  und  man  wird  bald  sehen,  wie  uns  eben 
bei  dieser  Fassung  unserer  Aufgabe  der  Excurs  des  vorigen  Kapitels 
die  Hdlfsmittel  zu  ibrer  Durchftihrung  an  die  Hand  giebi  In  der 
That  ist  es  das  Hiemann'sche  Existenztheorem'  der  vorigen  Kapitel, 
welches  uns  nun  zugleich  den  J3xisten#beweis  der  gesuchten  Modulfunctionen 
fdr  alle  Untergruppen  f^  liefern  wird;  nur  dass  wir  uns  dabei  auf 
die  Bebandlung  endlicber  p  besclirankt  selien. 

Indem  wir  aber  die  somit  umgrenzte  Entwicklung  wirklich  durch- 
fuhren;  wird  unsere  Darstellung  den  Hohepunkt  ejreichen;  dem  die 
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Mehrzahl  aller  voraufgehenden  Untersuchungen  zustrebte.  Thatsachlich 
darf  man  es  als  das  Hauptergebnis  der  ersten  bezuglichen  Arbeiten 
yon  Klein*)  ansehen,  dass  in  der  nun  zu  beschreibenden  Weise  die 
Anwendung  von  Riemann's  Theorie  auf  die  zunachst  rein  gruppen- 
theoretisch-algebraische  Fragestellung  nach  den  Resolventen  der  Modul- 
gleichung  ermoglicht  wurde,  wobei  dann  die  fertig  vorliegende  Rie- 
mann'sche  Theorie  sogleich  erne  Menge  fruchtbringender  Ansatze  ergab. 
Die  bezuglichen  Uberlegungen  in  allgemeiner  Form  vorzufuhren,  ist 
der  Zweck  des  gegenwartigen  Kapitels;  sie  durch  Einzelbeispiele  zu 
exemplificieren,  bieten  uns  die  folgenden  Kapitel  Gelegenheit. 

Das  Fundament  fur  unsere  anzustellende  Untersuchung  gewinnen 
wir  in  der  in  den  ersten  Paragraphen  des  Kapitels  durchgefuhrten 
Abbildungsaufgabe. 

§  1.    TTmwandlung  der  Polygone  bez.  der  gescKlossenen  Flachen  F^ 
in  Riemami*sclie  Flachen. 


Sei  uns  in  f,t  irgend  eine  in  T  enthalterie  Untergruppe  des 
lichen  Index  ^  vorgelegt;  so  greifen  wir  ein  Fundamentalpolygon  F^ 
derselben  beliebig  auf  und  legen  selbiges  zur  geschlossenen  Flacbe  F^ 
zusammen.  Dabei  moge  jedoch  der  dem  einzelnen  Punkte  des  urspriing- 
lichen  Polygons  eigentumlicne  Wert  J"(c?)  mit  diesem  Punkte  fest 
verbunden  yorgestellt  werden,  so  dass  also  aucn  der  entsprechende 
Punkt  der  'Flache  F^  jeweils  mit  dem  bezuglichen  Werte  J"  behaftet 
erscheint.  Die  Werte  J,  welche  „  solchergestalt  auf  der  Flache  F^ 
aufgetragen  erscheinen,  werden  sich  dann  bei  stetigem  Fortgange  fiber 
die  Flache  selbst  stetig  andern,  abgesehen  nur  von  den  Ecfcpunkten  c 
der  auf  der  Flache  liegenden  Dreiecksteilung,  in  welch'  letzteren  J 
'jedesmal  unendlich  wird. 

Eip  einzelner  complexer  Wert  f  wird  nun  im  ganzen  immer  in 
^  Punkten  der  Flache  stattfinden,  die  homolog  in  den  f*  Doppel- 
dreiecken  der  Teilung  von  F^  gelegen  sind;  wir  konnen  in  diesem 
Sinne  J  durch  IJbertragung  emer  wolalbekannten  Ausdrucksweise  als 
eine  ^-wertige  Function  auf  der  F^  benennen.  Solche  f*  Punkte  der 
Flache  mit  gleichem  J  sind  nun  jeweils  durchgangig  von  einander 
getrennt  gelegen,  wenn  der  betreffende  Wert  J  von  0,  1,  oo  ver- 

*)  Es  sind  Hermit  in  erster  Linie  die  p,  142}  genannten  Abhandluugen  im 
l^ten  Bande  der  Math.  Ann.  gemeint,  sodann  auch  die  p.  418  ausiiihrlich  genamxte 
ISfote:  Zwr  Theorie  der  ettiytiscken  Modulftmctionen,  in  welcher  letzteren  die  aus 
Jen  concreten  Beispielen  der  ersten  Arbeiten  abKUJsiehonde  allgemei&e  Thoorie 
in  kurzen  Ziigeii  akizziert  ist. 
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sehieden  ist.  Dagegen  tritt  teilweise  Ooincidenz  der  ^  Punkte  fiir  die 
besonderen  Werte  J—  1,  0;  oo  ein;  welche  bez.  in  den  Punkten  «7  Z>,  c 
der  Einteilung  von  F^  stattfinden.  Aus  der  gegenseitigen  Gruppierung 
der  Dreiecke  auf  der  F^  (cf.  p.  345)  entspringt  in  dieser  Hinsicht  ohne 
weiteres:  Die  p  Punkte  der  F^  mil  J=  1  liegen  entweder  alle  von 
einander  getrennt,  oder  sie  coincidi&^en  teilweise  oder  ganz  $u  Paaren; 
desgleichen  liegen  die  p  Pwikte  mit  J  =  0  entweder  durckweg  getrennt, 
oder  sie  coincidieren  teilweise  oder  ganz  0u  je  dreien;  endlich  konnen  die 
p  Punkte  der  F^  mit  J  =  oo  in  irg&ndwelcheni  Multyplicitaten  an  den 
Stellen  c  0usammenfallen. 

Die  geschlossene  Flache  F^  (und  damit  zugleicb.  das  urspriingliclie 
Polygon)  soil  nunmehr  vermoge  der  solchergestalt  auf  derselben  ge- 
troffenen  Werteyerteilung  des  J  auf  die  Ebene  der  complexen  Varia- 
belen  J  abgebildet  werden.  Die  Durchfiihrung  dieser  Aufgabe  ist-  uns  - 
ihrer  Art  nach  durchaus  nicht  fremdj  vielmehr  wolle  man  bemerken^ 
dass  dieselbe  in  alien  wesentlicnen  Punkten  abereinstimnit  mit  der  im 
vorigen  Kapitel  offcer  nerangezogenen  Operation,  eine  ^-blattrige 
Riemann'sche  Flache  durch  eine  inrer  m-wertigen  algebraisenen  Punc- 
tionen  auf  eine  w-blattrige  zu  iibertragen.  Wirklich  haben  wir  ja 
aucb  schon  soeben  J  als  eine  ft-wertige  Function  der  Flacne  F^  be- 
zeichnet  und'  erblicken  nun  sofort:  Als  AVbild  der  geschlossenen  Fldclie 
Ffj,  mtspringt  tiler  der  J-Ebene  eine  geschlossene  p-Nattrige  Biew$ann*sche 
Flache,  die  wir  nun  dem  fruheren  Brauche  gemass  sogleich  selbst  wieder 
Fp  nennen  wollen.  Die  ^  schraffierten  Elementardreiecke  der  ge- 
schlossenen Flache  JF^,  deren  jedes  ja  bei  seiner'  ursprunglichen  Lage 
in  der  o>~Halbebene  allererst  ein  Abbild  der  positiven  Jr-Halbebvene 
war,  liefern  jetzt  umgekehrt  wieder  die  p  positiven  Halbblatter  der 
Riemann'schen  Flache  F^  desgleichen  entspringen  aus  den  ft  freien 
Dreiecken  die  ^  negativen  Halbblatter  unserer  Riemann'schen  Flache. 

Vor  allem  aber  ist  es  wicbtig,  dass  wir  uber  die  Verzweigung 
der  gewonnenen  mehrblattrigen  Flache  sofort  bestimmte  Angaben  machen 
konnen.  Wir  haben  zunachst:  Bei  einer  von  J=l;  0,  oo  versckiedenen 
Stelle  werden  jedenfalls  alle  ft  Blatter  isoliert  yerlaufen;  denn  auf  der 
im  Raume  gelegenen  Flache  F^  fand  ein  von  1,  0,  oo  verschiedener 
Wert  J  immer  in  ^  durchgehends  getrennten  Punkten  statt.  Ver- 
zweigungspunkte  werden  demnach  notwendig  nur  an  diesen  drei 
speciellea  Stellen  J=  1,  0,  oo  eintreten  konnen,  und  zwar  finden  wir 
fiir  diese  offenbar:  Bei  J«**  1  verlwft  das  einiselne  BlaU  iwserer  Rie- 
mmn'schen  Flache  F^  entweder  isoliert,  oder  e$  hangt  noch  mit  einem 
#weiten  zusammen;  bei  J*=*0  ist  das  em0elne  Blatt  eniweder  isoliert, 
oder  e$  ist  eines  von  drei  cyclisch  verbwndenen;  die  "bei  J  «=»  oo  eintreten- 
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den  Verzweigungen  sind  von  vornherein  nicht  nalier  angebbar,  vielmefir 
durfen  Her  die  Blatter  #u  leliebigen  An&cMen  in  Verzweigungspunkten 
cycttsch  0usammengeordnet  sein. 

Bemerken  wir  welter,  dass  das  Geschlecht  p,  welches  der  Rie- 
mann'sehen  Flaehe  F^  naeh  Formel  (2)  p.  494  zukommt,  selbstver- 
standlicher  Weise  identiseh  1st  mit  dem  Geschlechte  p,  das  wir  im 
vorigen  Abschnitte  (p.  331)  dem  zu  Grunde  liegenden  Polygon  Fp 
bez.  der  Gruppe  f^  zuerteilten.  Diese  letztere  Zahl  p  war  ja  das 
Geschlecht  der  im  Rauine  geschlossenen  Flache  FiU?  und  diese  muss, 
als  wechselweise  eindeutig  auf  die  /x-blattrige  Riemann;sc]ie  Flaclae  Fp 
bezogen,  zu  demselben  Geschlechte  gehoren,  wie  die  letztere.  Wirklich 
handelt  es  sicli  auch.  beide  Male,  (2)  p.  340  und  (2)  p.  494,  bei  der 
Berechnung  von  p  uin  die  naraliche  FormeU 

Unsere  gerade  geschehenen  Entwicklungen  stehen  in  engster  Be- 
ziehung  zu  den  Erorterungen  in  I,  3,  §  1  (p.  65  u.  £),  wobei  freilieh 
der  damals  durchlaufene  Gedankengang  dem  hier  vorliegenden  gerade 
entgegengesetzt  ist.  Damals  haben  wir  ^Lt-blattrige  Riemann'sche 
Flachen  (des  Geschlechtes  p  =  0)  in  einfach  bedeckte  gescfalossene 
Fiachen  (namlich  Kugeloberfiaclien)  mit  einer  Einteilung  in  ^  Bereiche 
verwandelt.  Hier  haben  wir  umgekehrt  unsere  in  p  Doppeldreiecke  ge- 
teilte  geschlossene  Flache  F^  in  eine  ft-blattrige  Riemanh'sche  Flache 
fiber  einer  Ebene  umgesetzi  Dabei  ist  sehr  zu  betonen,  dass  urisere 
jetzigen  Voraussetzungen  insofern  allgemeinere  sind,  als  wir  ja  hier 
von  einem  ganz  beliebigen  Geschlechte  p  handeln,  wahrend  die  soeben 
citierten  Entwickluogen  (p.  65  u.  f.)  durchaus  p  =  0  voraussetzen*). 
Wie  ubrigens  damals  die  Kugeloberflache  mit  ihrer  Einteilung  in 
nianchem  Betracht  sehr  viel  zweckmassiger  war  als  die  beziigliche 
mehrblattrige  Riemann;sche  Flache,  so  werden  wir  auch  in  der  Folge 
haufig  fur  die  ft-blattrige  Flache  iiber  der  J- Ebene  die  im  Raunie 


*)  Auf  die  Verallgemeinerung  fur  beliebiges  Geschlocht  haben  wir  "bereits 
p.  69  Mugedeutet.  Gerade  wie  wir  hier  an  Stelle  unserer  ft-bliittrigen  Jfeliicheji  F^ 
iiber  der  J"- Ebene  die  im  Baume  geschlossenen  Plilchen  F^  setzon  kdnnen,  lassen 
sich  uberhaupt  beliebige  niehrblilttrige  Biemann'sche  FlUchen  ernes  beliebigen 
Geschlechtes  in  einfach  bedeckte  geschlossene  im  Baume  gelegone  Flftchen  uni- 
setzen.  Man  vergleiche  in  diesem  Betracht  die  schon  oft  genannte  Sohrift  von 
Klein  fiber  Biemann,  sowie  die  beziigliche  Note  auf  Seite  543.  In  dieser  Schrift 
handelt  es  sioh  iibrigens,  wie  wir  betonen  mflssen,  durohweg  um  conforwe  Be- 
ziehungen  der  gewohnlichen  Riemann'schen  Flachen  auf  im  Baume  geechloesene 
Flachen.  Im  Texte?  wo  die  letzteren  Flachen  nur  zur  Veranachaulichung  der 
allgemeinen  Zusammenhangsverhaltnisse  herangezogen  warden,  genilgt  es,  weun 
wir  eine  atetige  eindeutige  Beziehung  zwischen  der  mohrblattrigen  liiemann'schen 
Flache  und  der  r'aumlichen  F  festlegeu. 


Ill,  3.    Allgemeine  Auflosung  des  functionentheoretischen  Grundproblems.    577 

gelegene  Flaehe  F^  mit  ihren  ft  Doppeldreiecken  an  die  Stelle  setzen, 
welche  letztere  wir  in  dies  em  Sinne  geradezu  als  ??die  im  Saume 
gelegme  Riemann'sclie  Flache  F^  bezeichnen*).  Dieser  Ersatz  der 
mehrblattrigen  FiU  ist  bei  manchen  anschauliehen  Uberlegungen  nahezu 
unentbehrlieh,  so  z.  B.,  wenn  es  gilt,  den  besonderen  Charakter  aus- 
gezeiehneter  f^  vermoge  anschaulieher  Eigenschaften  der  F^  zu  be- 
zeichnen  (cf.  p.  333  u.  f.,  sowie  die  welter  unten  in  §  8,  p.  599  u.  f. 
folgenden  Entwicklungen). 

Lasst  sich  ubrigens  (wie  soeben  unter  dem  Texte  bemerkt)  eine 
mehrblattrige  Flache  ohne  Zerreissen  stets  in  eine  einfach  bedeckte, 
im  Raume  gescnlossene  Flache  Yerwandeln,  so  werden  insbesondere  alle 
^-blattrigen  Flacnen  fiber  der  c7-Ebene;  welche  nur  bei  J  =  1,  0,  oo? 
und  zwar  dort  in  der  charakteristischen  Weise  verzweigt  sind,  im 
Raunie  geschlossene  Flachen  liefern,  deren  Einteilung  in  /^  Doppel- 
dreiecke  den  Bedingungen  des  Verzweigungssatzes  (p.  345)  gentigt. 
Wir  haben  also  das  Kesultat**)  :  Jede  p-blattrige  ffiemann'sehe  Flache 
l>e#eichneter  Art  des  GesMeclites  p  iiber  der  J-Elene  definiert  gerade  in 
der  namlichen  Weise,  wie  die  im  Raume  gelegene  F^  ein  System  gleich- 
~berechtigter  Unt&rgruppen  f^  des  Index  ft  und  des  Geschlechtes  ^***),  Das 
ist  denn  die  den  gegenwartigen  Verhaltnissen  angepasste  Formulierung 
des  Verzweigungssatzes;  ini  Hinblick  aber  auf  diese  Form  unseres 
Satzes,  die  also  von  bestimmt  verzweigten  Fiachen  fiber  der  eT-Ebene 
ansgeht,  warde  bereits  oben  die  Benennung  ,,Verzweignngssatz" 
eingefiihrt. 

§  2.    Betraclitttng  der  Functionen  o(J)  und  $(J)  auf  der 
Biemann'schen 


Mit  der  soeben  durchgeftihrten  Umwandlung  des  Polygons  F^  der 
vorgegebenen  Untergruppe  f^  in  eine  ft-blattrige  Riemann'sche  Flache 
liber  der  J-Ebene  haben  wir  nun  den  vollen  Anschluss  an  die  in  den 
letzten  Eapiteln  entwickelte  Theorie  Riemann's  gewonnen,  was  im 
Laufe  dieses  Kapitels  des  weiteren  ausgebeutet  werden  soil.  Wir  werden 
dabei  die  Bezeichnmig  F^  haufig  zu  brauchen  haben,  und  urn  dann 
immer  sogleich  kurz  angeben  zu  konnen,  ob  damit  das  Polygon  in 

*)  Vgl.  Math.  Ann.  Bd.  14,  p.  152. 

**)  Will  man  die  Umsetzung  der  ^-blattrigen  Flache  in  eine  im  Raume  ge- 
scHossene  G  eat  alt  an  dieser  Stelle  vermeiden,  so  lassen  sich  ubrigens  auch  alle 
oben  (p.  346  u.  f.)  zum  Beweise  des  Verzweigungssatzes  beigebrachten  tJber- 
legungen  in'leicht  ersichtlicher  Weise  direct  an  die  p.-bl§>ttrige  Flache  uber  der 
cT-Ebene  anknupfen. 

***)  Vgl.  Math.  Ann.  Bd.  14,  p.  128. 
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der  co-Halbebene  oder  die  Flache  tiber  der  J^-Ebene  gemeint  1st,  moge 
das  erstere  noch  genauer  F^9  die  letztere  aber  F^  genannt  werden. 
Fp  schlechtweg  behalten  wir  etwa  fur  die  iin  Raume  gelegene 
Riemann'sche  Flache  vor,  wahrend  die  voriibergehend  auch  zu 
brauehende  Bezeichnung  F®  das  in  die  zur  beziigliehen  s-  Function 
gehorende  Dreiecksteilung  (2,  3,  n)  eingelagerte  Polygon  sein  soil. 
Ubrigens  werden  wir  uns  dieser  specielleren  Bezeichnungen  nur  so  lange 
bedienen,  als  es  der  Deutlichkeit  wegen  wiinschenswert  erscheint. 

Bevor  wir  auf  diejenigen  Functionen  von  J  zu  sprechen  kommen, 
welche  nach  dem  Biemann'schen  Existenztheorem  auf  der  Flache  F^ 
existieren;  ziehen  wir  Mer  zur  umfassenderen  Begrundung  der  ini  vorigen 
Paragraphen  hergestellten  Beziehung  zwischen  F^  und  der  o>-Halb- 
ebene  die  Function  CD(J)  in  ihrem  Verhalten  auf  der  Riemann'schen 
Flache  F^  in  Betracht.  Diese  Auffassung  von  CD^  als  einer  auf  F^ 
existierenden  Function  begriinden  wir  etwa  dadurch;  dass  wir  die  im 
Ausgangsdreieck  der  c?-Halbebene  stattfindenden  Werte  a>  als  Functions- 
werte  cj(J)  in  das  beziigliche  Blatt  von  F^f  tibertragen  denken,  um 
von  hier  aus  analytische  Fortsetzungen  fiber  die  Flache  hin  zu  ver- 
anstalten.  Die  Haupteigenschaften  dieser  Function  <a(J)  der  F$f* 
werden  wir  zweckmassig  unter  Zugrundelegung  der  ini  Raume  gelegenen 
Eiemann'schen  Flache  F^  wie  folgt  beschreiben: 

Die  Function  ca(J)  ist  jedenfalls  in  der  Umgebwig  jedes  PunJctes 
der  Fp,  ausgenommen  die  Ecken  a,  ft,  c  der  Teilung,  endlich,  eindeutig 
und  stetig.  Haben  wir  aber  in  einer  Ecke  a  einmal  co0  als  einen  dort 
stattfindenden  Wert  von  co  erreicht,  so  ist  dort  bekanntlich  in  erster 
Annaherung  (c?  —  co0)  =  c^  ]/«/  —  1  >  wahrend  wir  entsprechend  in 
einem  Punkte  &  annahernd  (co  —  co0)  =====  c^J  erhalten*).  Wir  finden 
so:  Atich  in  der  Umgebung  eines  PunJctes  a  oder  &  ist  co(e7)  eindeutig 
und  stetig,  wofern  derselbe  von  vier  'bee.  sechs  ElementardreiecJcen  umgeben 
ist;  andrenfalls  aber  ist  ^(J")  dort  in  sofort  ersichtlicher  Weise  verssweigt. 

Haben  wir  endlich  in  eineni  Punkte  c  fur  <&(J)  den  Werfc  ^  erreicht, 
so  gilt  dortselbst  in  erster  Annaherung  : 


wobei  J  im  Punkte  c  algebraisch  v-fach  unendlich  ward,  unter  2v  die 
Zahl  der  Elementardreiecke  verstanden^  die  den  fraglichen  Punkt  c  um- 
geben. Indem  also  hier  entweder  o>  selbst  oder  eine  geeignete  lineare 

*)  Man  vergleiche  die  spociellen  Formeln  (1)  p.  100, 
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Function  von  CD  logarithniisch  unstetig  wird,  ist  jeder  eingelne  Pmikt  c 
ein  Verziveigungspun'kt  filr  unsere  Function  co(J),  in  icelcliem  unetidlicfi 
viele  Ziveige  derselbm  zusammenliangm. 

Anschliessend  hieran  stellen  wir  diejenigen  Eigenschaften  von 
co(«7)  zusainmen,  welehe  den  Periodicitatseigensehaften  der  Integrate 
entsprechen.  Wir  haben  da  durch  directe  tJbertragung  wohlbekannter 
Eigenschaften  von  CD  den  folgenden  Hauptsatz:  Die  anafytische  Function 
co  (J")  der  F^  su'bstituiert  sicli  ~bei  Dwrchlaitfung  irgend  welcher  gescfilossener 
Wege  auf  der  Riemann'scJien  Flache,  allgemein  zu  reden,  gebroclien 
linear,  mogen  wir  nun  mit  einem  eigentlichen  feriodenwege  #u  tlmn 
Jiaben  oder  nicJit;  die  tmveranderte  Reproduction  des  GJ  rechnen  wir 
dabei  als  identisehe  Substitution  mit  ein.  Oline  auf  die  dabei  ein- 
tretenden  Einzelheiten  noch.  naher  einzugehen,  wollen  wir  tier  so- 
gleich  eine  derartige  Zerschneidung  von  JPW  einfiihren?  dass  in  der 
entspringenden  zerschnittenen  Flache  &(JT)  eine  eindeutige  Function 
des  Ortes  ist;  wir  isolieren  solchergestalt  einen  einzelnen  Zweig  der 
analytischen  Function  co(e7).  Zu  diesem  Ende  ist  vor  all  em  ein 
nor  males  Querschnittsystem  herzu  stellen.,  bestehend  aus  3jp  zweck- 
massig  gezogenen  Linien  a^  &t-,  Ci-  Hieriiber  hinaus  mtissen  wir  be- 
achten,  dass  co^)  in  alien  Punkten  c  und  moglicherweise  auch  in 
einigen  Punkten  a,  &  verzweigt  ist.  Von  jedem  einzelnen  dieser  Ver- 
zweigungspunkte  aus  mils  sen  wir  einen  einzelnen  Scknitt  bis  an  das 
scnon  gezogene  Querschnittsystem  lieranfiihren;  dock  sollen  diese  hin- 
zukommenden  Schnitte  weder  sich,  selbst  iiberkreuzen,  noch  unter 
einander  collidieren.  Man  bemerkt  sehr  leicht;  dass  auch  nun  noch 
die  beiderseitigen  Ufer  aller  gezogenen  Schnitte  eine  in  sich  zuruck- 
laufende  Bandcurve  fdr  die  zerschnittene  Flache  abgeben. 

Aus  der  gegenseitigen  Beziehung  der  Flache  F^  und  der  co-Halb- 
ebene*)  (auf  die  wir  ubrigens  sogleich  noeh  etwas  ausfiihrlicher  zuruck- 
kommen  miissen)  folgt  jetzt  sehr  leicht;  dass  co(J};  auf  die  nun  zer- 
schnittene Fp  eingeschrankt,  eindeutig  vom  einzelnen  Punkte  abhangt. 
Hierbei  werden  die  am  einen  Ufer  eines  der  Schnitte  stattfindenden 
Werte  von  &(J)  aus  den  jeweils  am  gegentiberliegenden  Ufer  ein- 
tretenden  Werten  durch  eine  lineare  Substitution  entspringen,  und 
diese  Substitution  bleibt  die  namliche  jedesmal  fiir  eine  derartige 
Strecfce  des  einzelnen  Schnittes,  welche  zwischen  den  Einmiindungs- 
stellen  anderer  Schnitte  in,  jenen  gerade  betrachteten  Schnitt  verlauft**). 


*)  Of.  p.  346  u.  f. 

**)  Dabei  werden  wir,-wie  mam  leicht  bemerkt,  IS/ngs  der  Sohnitte  a€,  &t-,  ct- 
mit  hyperbolisclien  Substitutionen  zu  tkun  liaben,  dagegen  kommen  parabolische 
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Wollen  wir  jetzt  die  zerschnittene  F^  durch  einen  einzelnen  solcher- 
weise  isolierten  Zweig  von  &(J)  auf  die  Ebene  von  &  abbilden!  Was 
wir  so  erhalten,  ist  uns  ausserst  bekannt:  ErsicMlicJi  werden  wir* 
guruckgefuhrt  sum  Fundamental/polygon  F^  der  anfanglich  vorgelegten 
Gruppe  r^j  und  &war  entweder  &ur  ursprunglichen  Gestalt  von  F^  oder  dock 
#&  einer  solcken,  die  aus  jener  durch  erlaubte  Abanderung  hervorgeM**). 
Indem  wir  aber  in  co(J")  eine  vieldeutige  Function  der  F^  besitzen, 
werden  die  unendlich  vielen  durch  analytische  Fortsetzung  erreieh- 
baren  Zweige  von  &(JT)  als  Abbilder  der  zerschnittenen  Flache  unend- 
licn  viele  Poly  gone  liefern,  die  in  ihrer  Gesamtheit  wohlbekannter 
Weise  die  o>-Halbebene  luctenlos  und  einfach  bedecken.  Die  gegen- 
seitige  Beziehung  der  Riemann;sclien  Flache  F^  und  der  o?-Halbebene 
hat  somit  ihre  voile  analytische  Grundlage  gewonnen.  —  Man  wolle 
iiberdies  noch  bemerken,  dass  es  sich  jetzt  um  eine  ganz  bestimmte 
conforme  Beziehung  zwischen  der  Flache  F^  und  der  co-Halbebene 
handelt,  wahrend  diese  Beziehang,  wie  wir  sie  im  vorigen  Abschnitte 
nur  erst  vorlaufig  dachten  (p.  346  u.  f.),  noch  gewisse  hier  fortfallende 
Willktirlichkeiten  betreffs  der  Zuordnung  der  im  Innern  der  einzelnen 
Dreiecke  gelegenen  Punkte  einschloss.  Auch  gegeniiber  dern  vorigen 
Paragraphen  haben  wir  den  Unterschied,  dass  es  sich  hier  um  eine 
conforme  und  nicht  nur  um  eine  stetige  eindeutige  Beziehung  von 
J$°  auf  F(^  handelt. 

Die  Auffassung  von  o>(<7)  als  einer  zur  Riemann'schen  Flache  F^ 
gehorenden  complexen  Function  begriindet  den  Ausblick  auf  eine  sehr 
interessante  Erweiterung  der  Riemann'schen  Theorie  uber  die  in  den 
beiden  vorigen  Kapiteln  eingehaltenen  Grenzen  hinaus.  Wir  konnen 
namlich  offenbar  die  Integrale  einer  Rieniann'schen  Flache  als  clie- 
jenigen  Functionen  derselben  bezeichnen,  welche  (neben  ihrer  Art 
unstetig  zu  werden)  durch  die  Eigenschaft  definiert  sind,  dass  sie  lei 
Durchlaufung  geschlossener  Wege  irgcnd  welche  gan#e  parabolische  Sub- 
stitutionen  erfahren.  Da  ist  es  denn  nur  eine  durchaus  consequente 
Weiterbildung  der  Theorie,  wenn  wir  nun  auf  einer  Rieraann'schen 
Flache  auch  solche  Functionen  heranziehen,  die  sicli  bei  DurcMaufuny 
gescJilossener  Wege  teliebig  linear,  aber  "keineswegs  atisschliesslich  parabolisch 
oder  gan&  substituieren.  Das  Beispiel  einer  solchen  Function  auf 

und  elliptische  Substitutionen  fur  jene  zusatzlichen  Schnitte,  welche  von  den 
Punkten  c  bez.  a  und  b  auagehen. 

*)  Wollen  wir  direct  jzur  ursprungliohen  Gestalt  von  JFJjJ^  zurfiok,  so  werden 
wir  zu  Sohnitten  der  Flache  FtJ  offenbar  nut  Linien  der  auf  der  l'\,  veraseichnoten 

t*  r* 

Dreieoksteilung  zu  gebrauchen  haben. 
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unserer  FJf*  ist  &(JT)-j  ein  weiteres  Beispiel,  das  allerdings  nicht  direct 
zur  Sache  gehort,  besprechen  wir  hier  nock  kurz  nebenher. 

In  der  That  soil  unsere  hier  folgende  Zwischenbetraehtung  der 
Function  s(y,  -*  ,  —  ]  Jj  gelten,  welche  wir  im  speciellen  auf  der 

zu  einer  ausgegeichneten  ftt  der  ni&*  Classe  gehorenden  Fjf*  deuten 
wollen.  Erinnern  wir  vorab  an  die  Bedeutung  dieser  Function  fiir 
die  niedersten  Werte  von  n.  Bei  n  =  2,  3,  4,  5  haben  die  beztig- 
lichen  Flachen  F$J\  F$,  . . .  bekanntlich  das  Geschlecht  p  =  0,  und 
wir  bemerken  sofort:  Hier  ist  das  zugeh'orige  $  jeweils  erne  Hauptfunction 
der  F^(n).  Moge  weiter  ^>5  sein,  so  hat  doch  F^,  welche  in  Betracht 
kommende  f^  wir  auch  heranziehen,  das  Yerzweigungsschema  { 2,  3;  n } . 
Da  betrachte  man  das  Yerhalten  der  zugehorigen  Function  s  bei  den 
speciellen  Werten  J"=  1,  0,  oo  (cf.  p.  96,  97)  und  wird  ohne  weiteres 
den  fundamentalen  Satz  erkennen:  $  ist  auf  der  gcwssen  Flaclie  Ffl  (d.  L 
(mch  in  den  Punkten  a,  ~b,  c  der  T&ilung)  eine  unver#weigte  Function,  die 
Id  DurMaufung  geschlossener  Wege  sich  linear  (und  0war  im  allgemeinm 
gebrochen)  reprodutiert. 

Die  so  gewonnene  Function  muss  nun  bereits  eindeutig  sein, 
wenn  wir  sie  auf  die  nur  erst  durch  die  Linien  c«,  ck9  &*  zerschnittene 
Flache  einschranken.  Was  sich  dabei  als  Abbild  der  so  zerschnittenen 
F^  in  der  s-Ebene  ergeben  wird,  ist  aus  friiheren  Untersuchungen 
sofort  ersichtlich:  Wir  gelangen  offenbar  zu  dem  in  der  s-Ebene  ein- 
gelagerten  Polygon  F$\  das  entweder  der  urspriinglichen  Grestalt  des 
Polygons  F^  direct  entspricht  oder  doch  durch  erlaubte  Abanderung 
aus  dieser  hervorgeht.  Umgekehrt  entnehmen  wir  daraus,  dass  durch 
die  Function  s  die  Umgebiing  jedes  PtwJctes  der  F^  conform  auf  die 
einfach  ledeckte  Umgebung  eines  entsprechenden  Punktes  der  s-Mbene  ab- 
gebildet  wird,  wobei  sich  alsdann  die  unendlich  vielen  Bilder  der  zer- 
schnittenen Flache,  die  durch  die  Gesamtheit  der  Zweige  von  s  geliefert 
werden,  in  der  bekannteri  einfachen  Weise  neben  einander  lagern. 

Wir  setzen  noch  hinzu,  dass  bei  n  =  6  die  Substitutionen  des 
zugehorigen  s  ganz  und  zwar  parabolisch  werden,  wofern  wir  an  der 
durch  Fig.  32,  p.  107  gegebenen  particularen  Auswahl  dieser  s-Function 
festhalten:  Hier  also  ist  s  offeribar  ein  Integral  erster  G-aUwng  der 
Ft,  und  thatsachlich  gehorte  ja  jede  ausgezeichnete  f^  der  sechsten 
Olasse  dem  Geschlechte  p  =  1  an,  womit  sich  das  isolierte  Auftreten 
ewes  Integrals  erster  Gattung  motiviert.  In  hoheren  Fallen  erscheint 
also  die  Function  s  als  Verallgemeinerung  der  Hauptfunction  bei 
#==0(^=2,3,4,5)  bez.  des  Integrals  erster  Gattung  bei p=l(n=*  6)*). 

*)  Wir  haben  uns  bei  dieaen  Yerh8Jtnis3en  um  so  lieber  einen  Augeublick 
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§  3.     Die   Functionen   der   F       in   Abhangigkeit   von  o  betrachtet. 

Zufolge  der  Entwicklungen  der  beiden  voraufgehenden  Kapitel 
existieren  auf  unserer  vorgelegten,  durchaus  specificierten  Riemann'schen 
Flache  F^  algebraische  Functionen  und  deren  Integrate.  Unter  den 
letzteren  ziehen  wir  vorab  nur  diejenigen  der  ersten  Gattung  heran  und 
nennen  ein  einzelnes  solches  Integral  j9  wahrend  eine  beliebige  al- 
gebraische Function  der  Flache  durch  e  bezeichnet  sei.  Die  Aufgabe,  mit 
der  wir  uns  hier  besehaftigen  wollen,  ist  die,  dass  wir  0  und  j  in  ihrer 
Abh'angigkeit  von  der  gleiclifalls  zur  F^  gehorenden  Function  (x*(J~) 
in  Discussion  ziehen,  wobei  wir  dann  &  und  j  des  genaueren  als  #(o>) 
und  j(fo)  schreiben  wollen.  Um  diese  Aufgabe  durchzufuhren,  stellen 
wir  uns  vorab  die  aus  den  voraufgehenden  Entwicklungen  ohne  weiteres 
entspringenden  Satze  zusammen:  Die  unendlicli  vielen  AVbilder  der 
gweckmassig  zerschnittenen  F^\  die  den  unendlich  vielen  Zweigen  der  &ur 
Fldclie  gehorenden  Function  a(JT)  entsprechen,  gehen  aus  einem  unter 
ihnen  durch  Ausubung  derjenigen  Substitutionen  co'  =  VA(CE>)  hervor,  welche 
^insere  anfdnglich  vorgelegte  fa  ~bilden.  Aber  weiter:  Ein  geschlossener  Weg 
innerhalb  der  o-Halbebene  lasst  sich  stets  ohne  Zerreissen  auf  einen 
Punkt  zusanimenziehen.  Bei  der  1-oo-deutigenZuordnung  der  Flache  F^ 
zur  o-Halbebene  entspricht  einem  geschlossenen  Wege  der  Halbebene 
notwendig  ein  derartiger  geschlossener  Weg  der  F^  der  sich  ebenfalls 
auf  einen  Punkt  zusammenziehen  lasst.  Daher  erhalten  wir  das  Resultat: 
Ein  eigentlicher  Periodmweg  der  F^  giebt,  wie  wir  ihn  auch  auf  die 
&-  Halbebene  ubertragen  mogen,  dortselbst  stets  einen  Weg,  der  #wei  l)e$'dg- 
lich  der  rfl  aguivalente  aber  nicht  identische  Punhte  verbindet  (cf.  p.  346  u.  f.). 

Nunmehr  ziehe  man  dasjenige  Blatt  der  Riemann'schen  Flache 
in  Betracht,  welches  dem  Ausgangsdreieck  der  co*  Halbebene 
corresponcliert.  Den  in  jenem  Blatte  stattfiudeaiden  Wortcomplex  #,  j 
•abortrage  man  als  Functionswerte  J?(CD),  j(&)  in  das  Ausgangsdreieck 
und  wolle  von  hieraus  durch  Fortsetzung  die  analytischen  Functionen 

aufgehalten,  als  den  gerade  auegesproclienen  Satzen  durchgehends  eine  allgeinelno 
Bedeutung  fur  beliebige  Kiemann'sche  Flllcben  zukommt.  Man  vergleiche  in 
diesem  Betracht  dio  Entwicklungeu  iiber  die  ^-Function  in  der  oft  genannten 
Arbeit  von  Klein:  JNTewe  Beitrage  zur  Riemann'  sclien  FunGtionentheorie  ,  Math. 
Ann.  Bd,  21  (1882).  Tm  Verfolg  dieser  Verhilltniase  findet  naan  die  gosamte 
Theorie  der  Modulfunctionen  eingeordnet  als  Specialfall  in  dio  allgemeinere 
Theorie  d«r  Functionen  mit  Hnearen  Transfoxmationen  in  sich.  Wir  nr&ssen  be- 
treffs  der  letztercri  auf  das  soeben  gegebene  Citat,  sowie  auf  die  weiter  unten  (am 
Schlusse  des  vorliegenden  Bandee)  zu  xnachenden  ausfahrlicberen  Mitteilungen  ver- 
•weisen.  Dortselbst  werden  wir  dann  auch  Gelegenheit  findon,  auf  die  wichtigen, 
hier  in  Betracht  koramenden  Forschungen  Poincar^'s  Bczug  zu  nehmen. 
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^((0)>  3  (p)  herstellen;  wir  fuhren  das  unter  nochmaligero.  Gebrauch 
der  F^  etwa  dadurch  aus,  dass  wir  von  jenera  Blatte  der  F^  aus  fiber 
die  Flache  hin  irgend  welehe  Wege  besehreiben  und  dann  immer  die  corre- 
spondierenden  Wege  des  o>  einerseits,  sowie  die  Werte  von  8  nnd^"  andrer- 
seits  verfolgen.  Wie  wir  die  letztere  Massnahme  auch  durchfiihren 
mogen,  iinmer  werden  wir  nur  auf  die  positive  o>-  Halbebene  einge- 
schrankt  bleiben,  hier  aber  auch  jeden  Punkt  durch  zweckniassige 
Wege  auf  der  Flaehe  F^  erreiehen  konnen.  Daher  als  erstes  Resultat: 
Unsere  Functionen  #(»),  j(<a)  existieren  nur  innerhalb  der  positives, 
Halbebene  und  Ibesitgen  in  der  reellen  <n-Axe  eine  natilrliche  Grense*). 

Moge  man  jetzt  fiir  irgend  einen  speciellen  Punkt  o>0  der  Halbebene 
im  Verfolg  der  soeben  in  Aussicht  genommenen  analytischen  Fort- 
setzungen  als  zugehorige  Werte  ^0  und  jQ  gefunden  haben,  so  be- 
schreibe  man  von  o?0  aus  innerhalb  der  Halbebene  einen  ganz  beliebigen 
geschlossenen  Weg  nach  GJO  zuruek.  Dieser  Weg  giebt  auf  die  Flache 
Fp  iibertragen  dort  einen  solchen  geschlossenen  Weg,  der  sich  ohne 
Zerreissen  auf  einen  Punkt  zusammenziehen  lasst.  Haben  wir  daher 
am  Schlusse  unseres  Weges  in  der  Halbebene  den  Punkt  co0  wieder 
erreicht,  so  sind  ^  und  j  wieder  in  ihre  anfanglichen  Werte  #0,  jQ  uber- 
gegangen.  Dem  einzelnen  Punkte  der  Halbebene  kommt  sonach  nur 
ein  bestimmter  Wert  von  0(co),  sowie  j(co)  zu;  oder  in  anderen  Worten: 
Die  Functionen  #(o>)  und  j  (CD)  sind  innerhalb  des  Bereiches,  in  welchem 
sie  uberhaupt  existieren,  eindeutige  Functionen  des  Argumentes  CD. 

Endlich  benutzen  wir  den  Umstand,  dass  sieh  ganz  allgemein  ge- 
schlossene  Wege  der  Flache  in  Wege  zwischen  relativ  aquivalenten 
Punkten  o>  der  Halbebene  auseinanderlegen;  dass  aber  auch  umgekehrt 
jeder  Weg  zwischen  relativ  aquivalenten  Punkten  co  auf  der  Flache 
FP  einen  geschlossenen  Weg  ergiebt.  OjBFenbar  folgt  das  Resultat:  Die 
Function  ^f(co)  teMlt  unverandert  ihren  Wert  bei,  wenn  man  ihr  Argu- 
ment o  vermoge  einer  mr  rft  gehorenden  Substitution  t?*  trans  formiert;  j(&) 
nimmt  demgegenuber  eine  der  Substitution  vk  eindeutig  zugeordnete,  aber 
von  CD  unabhangige  additive  Constante  c*  an**}: 

(1) 


*)  Vergleiche  die  bez.  ErSrterungen  p.  110  u.  f.,  die  wir  hier  nicht  noch  eiu- 
mal  wiederholen. 

**)  Betreffs  der  EinfGhrung  der  Functionen  #(<»)  vergleiohe  man  dae  za  Beginn 
des  Kapitels  gegebene  Citat.  Die  «/(<o)  sind  explicit  wohl  zuerst  in  einem  speciellen 
Falle  von  Hrn.  Poincar^  in  Betracht  gezogen  worden  (cf,  dessen  Abhandlung  Sur 
V  integration  algelrique  des  Equations  Umaires,  Comptes  Eendus,  Bd.  97,  p.  1189,  1883). 
Die  nahere  Untcrsuchnng  der  Functionen  j(ri)  verdankt  man  jedoch  Hrn.  Hurwitz; 
man  sehe  deasen  Note:  Zwr  Theorie  der  Modulwgl&ichungen  Gottinger  Nachrichten, 
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Wir  wollen  iin  folgenden  Paragraphen  die  Eigenart  der  nun 
gewonnenen  Functionen  0(0)  und  J(o)  noch  naher  charakterisieren, 
urn  sodann  in  §  5  zu  untersuchen,  inwiefern  wir  vermittelst  derselben 
eine  Auflosung  des  functionentJieoretiscJien  Gnmdprollems  zu  leisten  ver- 
mogen.  Vorab  hangen  wir  liier  im  Anschluss  an  die  Betrachtung 
am  Ende  des  vorigen  Paragraphen  nocli  die  folgende  Uberlegung  an. 
1st  s  wieder  kurz  die  zur  Classe  n  von  f^  gehorende  Function 


so  bemerke  man,  dass  zwischen  der  beziigliclien  Dreiecksteilung  (2,  3,  n) 
und  der  Flache  F^  eine  1-oo-deutige  Beziehung  besteht,  die  der- 
jenigen  zwischen  der  Modulteilung  und  der  Flache  F^  in  alien  wesent- 
lichen  Punkten  gleicht.  Insbesondere  findet  man  durch  eine  ganz  ahnliche 
"frberlegung  wie  vorhin,  dass  die  Functionen  0  und  j  der  Flache  F^\  in 
AWiangigkeit  von  s  gedeutet,  eindeutige  Functionen  dieses  Argumentes  sind, 
die  aber  nur  in  dem  von  der  Teilung  (2;  3?  n)  "bedeckten  Bereiche  existieren*). 
Letzten  Endes  gedenke  man  auch  noch  der  zwischen  der  Teilung 
(2;  3,  n)  nnd  der  Modulteilung  p.  356  u.  f.  begriindeten  1-oo-deutigen 
Beziehung?  wobei  dem  einzelnen  Punkte  s  immer  solche  unendlich 
viele  Punkte  &  entsprachen,  welche  mit  einem  unter  ihnen  beziiglich 
der  zugehorigen  f{W}  Equivalent  waren.  Wir  bemerken  jetzt  iiach- 
traglich  leicht:  Indem  wir  s  als  Function  von  o>  betrachten,  wird 
durch  5(00)  ein  einzelnes  Polygon  der  f~{W}  gerade  einfach  auf  den  von 
der  Teilung  (2,  3?  n)  bedeckten  Bereich  abgebildet;  diese  Function 
s(a))  erweist  sich  dabei  als  eine  eindeutige**),  nur  in  der  positiven 


1883,  sowie  eine  Beihe  sich  anscbliessender  glanzender  Publioatioiaen ,  in  deneu 
Hr.  Hurwitz  die  fraglichen  Functionen  von  CD  auf  spater  noch  zu  beaprechende 
Probleme  der  Zablentheorie  in  Anwendung  bringt. 

*)  Ein  entsprechender  Satss  ffir  beliebige  Biemann'sche  Flacben  warde  von 
Klein  Math.  Ann.  Bd.  21  p.  214  ausgesprochen. 

**)  Wir  baben  hier  einen  Specialfall  dos  allgemeinen  verm5ge  dor  Schluss- 

•weisen    des    Textes    beweisbaren   Satzes:    Die    5-Function  *( — ,   —    ,   •  -:   J) 

^i       **       ve         / 

ist   eine   eindeutige  Function   der  anderen   s  ( ,    —  , :   J } ,  wobei  die 

XV  «av  w*      ' 

ofu  aa,  of$  irgend  welche  ganzo  Zablen  sein  dflrfeu.  Indem  wir  insbesondere 
<*!  «.  ota  «.  «8  — >  oo  wSLhlen  und  noch  statt  J  die  Bezeichnung  I  setzen,  folgt: 

Jede    beliebige   s- Function  unserer  Art  $(      ,   --,        ;  IJ    ist    cindeutig    in 

s(0,  0,  0;  Z).  Erteilen  wir  nunmehr  dem  I  wieder  die  Bedeutung  von  p.  806  u.  f., 
so  i$t  s(0,  0,  0;  I)  «*•  o?(Z),  und  also  kommt  da$  Eesultat;  Jede 
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w-Halbebene  exlstierende  Function  von  o,  die  in  alien  bezuglieh  der 
G-ruppe  f  {n}  aquivalenten  Punkten  denselben  Wert  annimmt.  Um- 
gekehrt  wird  der  oft  genannte  Bereich  der  s-Ebene  durch  die  unend- 
lich  vielen  Zweige  der  vieldeutigen  Function  o(s)  auf  die  unendlich 
vielen  Polygone  der  f{M}  abgebildet,  welche  in  wohlbekannter  Weise 
die  positive  eo-Halbebene  luckenlos  und  einfach  bedecken.  —  Wir 
brauchen  tibrigens  auf  diese  die  s- Functionen  betreffende  Satze  weiter- 
hin  nicht  mehr  zuruckzufconirnen. 

§  4.     Cliarakter  der  #(<o),  J(G>),  als  der  fur  die  T^  gesncliten 
ModTdfunctionen. 

Indem  wir  zu  den  soeben  gewonnenen  Functionen  #(»)  und  j(&) 
zuruckkehren ,  soil  es  sich  namentlich  darum  handeln,  den  Cliarakter 
derselben  insoweit  anzugeben,  dass  diese  Functionen  dadurch  vollig 
bestimmt  sind.  Moge  etwa;  urn  vorerst  von  #(0)  allein  zu  liandeln, 
das  ursprungliche  ^  auf  der  ^-blattrigen  Eiemann'schen  Flache  F(£* 
eine  m-wertige  algebraiscne  Function  sein.  Wenn  wir  alsdann  F^ 
in  irgend  einer  Weise  auf  ein  zur  anfanglich  ausgewahlten  T^  ge- 
borendes  Polygon  F^  der  <D-Halbebene  ausbreiten^  so  werden  wir 
von  der  einzelnen  Function  #(eo)  neben  dem  bereits  im  vorigen  Para- 
graphen  fur  dieselbe  erkannten  Charakter  yor  alleni  den  Satz  ausasu- 
sprecben  haben,  dass  sie  innerhalb  des  Polygons  F^  nirgends  einen 
wesmtlich  singularen  Purikt  lesifet,  vielmehr  jeden  complexes,  Wert  gerade 
m  Male  annimmt*}. 

Hierbei  ist  vorerst  nocb  der  naberen  Erlauterung  bediirftig,  was 
es  beisst,  4?(co)  zeige  ;7innerbalb  des  Polygons"  das  gerade  ausgesprocbene 
Verbalten;  wir  mussen  zu  dem  Bnde  auf  die  Eiemann'sclie  Flacbe  F^ 
gelbst  zuriickgreifen,  sowie  auf  das  Verbalten  ibrer  algebraiscben  Func- 
tionen d.  i>  ausfiibrlicb  gesprochen,  der  zu  ibr  geborenden  eindeutigen 
Functionen  obne  wesentlich  singulare  Punkte.  Ist  in  einem  bei  J"0  ge- 
legenen  Punkte  der  Flache  0Q  der  Wert  des  gerade  betracbteten  ^? 
so  besitzen  wir  nacb  unseren  friiheren  ausfiihrlicben  Darlegungen 


ist  cine  eindeMge  Function  von  o».  Man  vergleiche  Merzn  Klein  Math.  Ann. 
Bd.  14  p.  169,  unten,  und  ,,Ikos."  p.  181,  sowie  die  Arbeit  von  Papperitz:  fiber 
die  Darsbdlung  der  fypergeometrischen  Transcendenten  durcJi  eindeutige  Functionen, 
Math.  Ann.  Bd.  34  (1888).  In,  noch  wesentlich  allgemeinerer  Form  tritt  das  hier- 
mit  zur  Spracho  gekommene  Princip  der  Eindeutigkeit  bei  Poincare'  auf. 

*)  Man  kann  dies  auch  dahin  aussprechen,  dass  die  Function  0(00)  ,,innerhalb 
des  Polygons  1'*^  u  don  Charakter  einer  rationalen  Function  besitzen  soil. 
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(p.  497  u.  f.)   fur  die  Umgebung   des  fraglichen  Punktes  J"0  eine  Dar- 

stellung  unserer  Function: 

(1)  *  -  *0  =  a,(J-J0}  +  as(J  -  JJ  +  ••-, 

wobei  wir  noch  kurz   an   die  besondere  Bedeutung  von   (#  —  #0)  bez. 
(J  —  J0)  bei  besonderen  Lagen  von  00  und  JQ  erinnern  wollen  (cf.  p.  497): 

Es   sollte  (ss  —  #0)   fur  #Q  =  oo  nichts   anderes   als   —  bedeuten,   was 
entsprechend  auch  fiir  J  gilt,  wahrend  iiberdies  (J  —  JQ)  die  Bedeutung 


—  JQ  haben  soil,  falls  der  betrachtete  Punkt  bei  J"0  ein  Ver- 
zweigungspunkt  mit  v  dortselbst  cyclisch  zusammenhangenden  Blattern 
1st.  Zeigt  nunmehr  das  erste  in  (1)  thatsachlieh  auftretende  Glied 
den  Exponenten  n,  so  haben  wir  bekanntlieh  zu  sagen,  es  nehme 
a  an  der  betreffenden  Stelle  w-facli  den  Wert  #0  an.  Bei  der  aus- 
fUlirlich  geschilderten  Beziehung  der  Flache  F^  auf  die  o-Halbebene 
entspringen  jetzt  aus  diesen  nochmals  in  Erinnerung  gebrachten  Satzen 
des  vorletzten  Kapitels  ohne  weiteres  die  nachfolgenden  Resultate: 

1st  o0  ein  beliebiger  Punkt  im  Innern  der  positiven  Halbebene;  so 
besitze  0  dortselbst  den  ganz  bestimmten  Wert  #0.  Es  existiert  als- 
dann  fiir  die  Umgebung  von  CPO  eine  Darstellung 

(2)  0  —  00  =  a^a  —  oi0)  +  «2(o  —  o0)2  -|  ---- 

fiir  (^  —  #0)  nach  ansteigenden  Potenzen  von  (CD  —  CDO).  1st  <x>0  von 
einer  Ecke  der  Modulteilung  verscltieden,  und  tragt  das  niederste  in  (2) 
wirklich  eintretende  Glied  den  Exponenten  n,  so  sagen  wir  wieder,  es 
werde  $  an  jener  Stelle  n-fach  gleich  #Q,  und  zwar  gilt  dieser  Satz, 
mogen  wir  nun  das  Verhalten  von  ^  allgenaein  in  der  Halbebene  CD 
oder  auch  sogleich  innerhalb  des  Polygones  F^  abschatzen. 

Die  Betrachtung  ist  aber  auf  das  Polygon  JP^w)  einzuschranken, 
sobald  der  betrachtete  Punkt  <»0  eine  EcJce  der  Modulteilung  ist  5  denn 
diese  entsprechen  den  Verzweigungspunkten  der  F^. 

Sei  erstlich  co0  ein  mit  a>  =  i  aqiiwal&iter  Purikt,  so  haben  wir 
die  Fallunterscheidung  zu  machen,  ob  der  betreffende  Punkt  der  ge- 
schlossenen  Flache  FfL  von  vier  oder  zwei  Elementardreiecken  umlagert 
ist.  Iin  ersteren  Falle  bleibt  die  soeben  im  Anschluss  an  (2)  fur  ausser- 
halb  der  Ecken  gelegene  beliebige  Punkte  o>0  ausgesprochene  Regel 
bestehen;  im  letzteren  Falle  (wo  (J  —  «7*0)  in  erster  Linie  mit  (<x>  —  oi0)2 
proportional  ist)  haben  wir  jedoch  an  Stelle  von  (2)  die  Ejatwicklung 

(3)  e  —  0Q  =  a^n  —  a>0)2  +  aa(co  —  w0)4  H  ----  5 

und  hier  mUssen  wir  nun  offeiibar  sagen,  es  nehme  0  cm  der  fraglichen 
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SteUe  CDO  den  Wert  00  ^nnerJiaTb  des  Polygons"  n-fach  an,  wenn  der 
erste  in  (3)  wirklich  auftretende  Exponent  2n  ist.  Erne  vollig  analoge 
Bemerkung  gilt  ersiehtlich  fiir  die  mit  CD  =  Q  aquivalenten  Ecken  der 
Modulteilung;  wir  unterlassen,  dieselbe  noeh  besonders  auszusprechen. 
Eine  besondere  Betrachtung  erfordern  nun  nock  die  Spitzen,  mit 
denen  unser  Polygon  F%°}  die  reelle  Axe  erreicht.  Urn  in  einer  einzelnen 
unter  ihnen  den  Wert  von  #(a>)  festzustellen,  werden  wir  uns  derselben 
durchaus  innerhalb  des  Polygons  annahern.  Im  ubrigen  aber  brauchen 

wir  nur   daran  zu  erinnern,   dass  J  —  J0  an  fraglieher  Stelle  die  Be- 
i^ 

deutung  J  v  hat  (wenn  2v  die  Anzahl  der  die  betreffende  Stelle  der 
geschlossenen  Flache  F^  umgebenden  Dreiecke  ist)?  nnd  dass  J—1  dort- 
selbst  in  erster  Annaherung  mit 


proportional  ausfallt  (cf.  Forniel  (1)  p.  578),  unter  00  =  —  den  Wert 

von  o>  ftir  die  in  Rede   steliende   Spitze   verstanden.     In  dieser  Ent- 
wicklungsgrosse  r'  haben  wir  nun  sofort  fur  0  die  Darstellung: 


'~ 


(4)  «(«)  -  «0  -  «^'+  <%r'+  asr'+  -  -  - 

und  werden  jetzt  den  Satz  aufzustellen  haben:  ^(co)  tvird  innerhalb  des 

Polygons  F^  in  der  fragliclien  Spitee  ~bei  co0  =  —  den   Wert  #$  n-fach 

annehmen,  wenn  der  erste  in  (4)  wirklich  auftretende  Exponent  ~  ist. 
Setzen  wir   in  (4)   noch    ~-~qry    statt  cj   ein,    so    geht   r'  direct   in 

unsere  Entwicklungsgrosse  r   fiber  (cf.  (4)  p.  146).     Die    Darstellung 
(4)  ergiebt  dabei: 


und  wir  haben  nun  einfach.  bei  o>  =  ^oo  zu  untersuchen,  um  das  Ver- 


halten  von  0  i—\  in  Erfahrung  zu  bringen.    Bei  spateren  Anwendungen 

wird  die  so  ermoglichte  Einschrankung  der  'Untersuchung  auf  die 
Spitze  o  =  iao  gelegentlich  eine  Erleichterung  der  Reclinung  herbei- 
ftihren. 

Jetzt  lieisst  unsere  am  Eingang  des  Paragraphen  formulierte  Be- 
hauptung,  ^(o>)  habe  ,,innerhalb  des  Polygons"  keinen  singularen  Punkt, 
offenbar  nichts  anderes,  dls  dass  #(eo)  allenthalben  Entwicklungen  vom 
(2),  I>e0.  (3)  und  (4)  #ulas$Ci  Im  iibrigen  aber  fagsen  wir  die 
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Haupteigenschaften  von  #(o>)  noch  einmal  in  folgender  Weise  zusammen: 
#(co)  ist  eine  nur  in  der  positiven  Halbebene  existierende  eindeutige 
analytische  Function  von  o>,  die  unverandert  Ueibt,  wenn  man  das  Argu- 
ment co  durch  irgend  eine  mr  f^  gehorende  Substitution  v^  transformiert, 
die  also  in  relativ  aguivalenten  Stellen  der  verschiedenen  Potygone  F^ 
stets  denselben  Wert  hat;  die  Function-  & (co)  nimmt  uberdies  einen  "beliebigen 
Einzelwert,  $.  JB.  den  Wert  oo;  in  deni  soefien  erlauterten  Sinne  innerhalb 
eines  ein#elnen  Polygons  der  f^  insgesamt  je^oeils  m  Male  an,  ivobei  m  eine 
mnachst  nicht  naher  "bestimmte  gan#e  Zahl  ist.  Setzen  wir  vor  allem 
hinzu,  doss  die  Function  #(co)  durch  ihre  somit  aufge&alilten  Eigenschaften 
als  definiert  angusehen  ist,  was  ohne  weiteres  aus  den  beziiglichen 
Satzen  tiber  die  algebraischen  Functionen  der  F^  entspringt. 

Man  wird  lange  erkannt  haben;  dass  wir  in  den  0(0)  gerade  der- 
artige  Functionen  gewonnen  haben,  wie  sie  uns  unser  functionen- 
theoretisches  Grundprobleni  (cf.  p,  141  u.  f.)  fur  die  f^  zu  finden  aufgab. 
Wollen  wir  in  der  That  neben  den  damals  postulierten  Eigenschaften 
der  elliptischen  Modulfunctionen  jetzt  noch  die  Forderung  hinzusetzen, 
dass  sie  in  Bezug  auf  Bntwickelbarkeit  in  Potenzreihen  (2),  (3),  (4)  den 
Charakter  unserer  #(o>)  teilen  sollen;  so  entspringt  nun  ohne  weiteres 
der  Fundamentalsat0:  Fur  jede  TJntergruppe  f^  von  endlichem  Index 
existieren  gugehorige  elliptische  Modulfunctionen,  namlich  die 
von  uns  gewonnenen  #(&);  andere  als  diese  aber  giebt  es  nicht. 
Indem  wir  sonach  in  allgemeinem  Ansatze  das  functionentheoretische 
Grundprobleni  vermoge  der  Kiemann'schen  Theorie  haben  15sen  konnen, 
werden  wir  nun  sogleich  weiter  zu  betrachten  haben;  wie  sich  die  ge- 
wonnene  Losung  ins  einzelne  ausgestaltet.  Vorab  gedenken  wir  aber 
erst  noch  der  Function  en.  j(&)9  da  wir  auch  diese  spaterhin  mannig- 
faltig  zu  gebrauchen  haben. 

Indem  wir  auch  J(G))  als  eine  zur  1"^  gehQrende  elliptische  Modul- 
fuuction  bezeichnen,  bleiben  wir  freilich  nicht  direct  im  ursprdnglichen 
Rahmen  unseres  function entheoretischen  Grundproblems,  und  es  er- 
scheint  demnach  zweckmassig,  in  Anlehnung  an  die  Vcrh&ltnisse  auf 
der  Flache  F^  j(&*)  a]s  eine  »tran$cendente"  Modulfunction  der  f^  zu 
bezeichnen?  wahrend  wir  demgegenfiber  4f(a})  eine  »algebrai$che"  Modul- 
function der  f^  nennen  werden.  Die  fiir  die  Beurteilung  von  #((»)  im 
einzelnen  Punkte  des  Polygons  gegebenen  Eegoln  finden  ohne  weiteres 
auch  auf  j(&)  ihre  Anwendung,  wo  wir  dann  bemerken  werden,  dass  J(c») 
innerhalb  des  Polygons  allenthalben  endlich  und  stetig  ist.  M5gen 
etwa  ^(o),  ^(w);  •  •  •;  jp(&)  eineni  System  linear-unabhangiger  Integrale 
erster  Gattung  der  F^  entsprechen,  so  merken  wir  uns  fflr  sp'atere 
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Anwendung  vor  allem  noch  den  sofort  ersiehtlichen  Satz*):  1st  j(to) 
eine  eindeutige  Function  von  co,  welclie  gegenuber  der  einzelnen  Substitution 
der  r^j  aTlgemein  211  reden,  eine  additive  Constante  annimmt,  welche  uber- 
dies  im  Polygon  der  f^  Jceinen  wesentlich  singularen  Pwikt  tesiM  und 
dortselbst  uberall  endlieh  ist,  so  ist  j(a))  in  der  Form  darstellbar: 
(6)  j(co)  =  C0 


§  5.     Die  vollen  Modulsysteme   der  Untergruppen  f^    iiiid  die   211- 
gehorigen  algebraisclien  Hesolventen  der  Modulgleiclmng. 

Fur  eine  beliebig  Torgelegte  TJntergruppe  f^  von  endlicheni  Index 
haben  wir  soeben  die  Existenz  und  Eigenart  zugehoriger  (algebraischer) 
Modulfunctionen  erkannt  und  werden  nun  welter  zn  uberlegen  haben; 
wie  sich  yermoge  derselben  die  Auflosung  des  funetionentheoretischen 
Grundproblems  in  seinem  Gesamtumfange  (cf.,p.  142)  gestaltet. 

Zu  einer  erschopfenden  Beliandlung  der  zur  vorgegebenen  f^  ge- 
horigen  Functionen  #(co)  wird  yornelimlich  auch  gehoren,  dass  wir 
analytische  Darstellungen  derselben  explicite  kennen  lernen.  Hierzu 
sind  in  den  Formeln  (2)  bis  (5)  des  yorigen  Paragraphen  die  erforder- 
lichen  Ansatze  enthalten.  Die  weitere  Durchbildung  derselben  mussen 
wir  aber  selbstverstandlich.  bis  an  eine  Stelle  verschieben,  wo  wir 
specielle  Einzelbeispiele  von  Modulfunctionen  wirklich  besitzen.  Wir 
kommen  demgeniass  erst  in  einem  spateren  Abschnitte  auf  die  hiermit 
beregte  Frage  wieder  zuruck,  wo  wir  dann  insbesondere  die  in  (5) 
p.  587  angesetzte  Entwicklung  fur  unsere  bis  dahin  gewonnenen  Modul- 
functionen zu  realisieren  haben  werden. 

Hier  wenden  wir  uns  vielmehr  sogleich  der  anderen  Seite  unseres 
Problems  zu,  dass  wir  namlicli  den  algebraisehen  Zusainmenhang  der  zur 
f^  geborenden  Modulfunctionen  teils  unter  sich,  vor  allem  aber  mit  J(&) 
erforschen  sollen:  Gerade  auf  diesem  Wege  werden  wir  ja  zu  unserem 
Ziele,  Eesolventen  der  Modulgleichung  aufzustellen,  vordringen.  Be- 
merke  man  nun  vor  alien  Dingen  den  aus  den  voraufgehenden  Ent- 
wicklungen  ohne  weiteres  entspringenden  Hauptsatz:  Zwischm  den  mr 
rft  gehorenden  (algebraisehen)  Modulfunctionen  lestehen  diejenigen  alge- 
braischen  Relationen,  welche  zwischen  den  Tzeguglichen  algebraischm  Fwic- 
tionen  der  wgehorigm  F^  in  Geltimg  sind.  Wir  haben  also  mit  Buck- 
sicht  auf  die  hier  zur  Verwendung  kommenden  Satze  des  vorigen 
Kapitels  den  nachfolgenden  auf  alle  Pntergruppen  f^  yon  endlichem 

*)  Den  Beweis  desselben  fohrt  man  wieder  ohne  weiteres  dnrch  Ruekgang 
auf  die  Biemann'sche  Flftohe 
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Index  passenden  Ansatz:  Unter  den  #ur  f^  gehorenden  Modulfunctionen 
lasst  sick  eine  etwa  m-wertige  2(03)  derart  auswahlen,  dass  ein  einzelnes 
System  zusammengehoriger  Werte  z(p\  J"(o),  allgemein*#u  reden,  immer 
nur  in  einem  Purikte  des  Polygons  F^  der  l~/t  eintritt.  Diese  Function 
#(«)  ist  alsdann  mit  J  durch  eine  irreducibele  algebraische  Relation 

(1)  f(*>  J)  =  0 

verbmden,  in  welcher  0  auf  den  ftten,  J  dber  auf  den  wten  Gh'ad  an- 
steigt.  Jeder  #ur  f^  gehorende  Modul*)  ^'(co)  ist  alsdann  rational  in  0 
und  J  darstettbar: 

(2)  ^  0'-  22  («,«/), 

und  wir  "benennen  in  diesem  Sinne  #  und  J  als  ein  voiles  Modulsystem 
der  r^.  JERerbei  hdben  wir  nun  in  (1)  direct  die  $ur  f^  gehorende  algebraische 
Besolvente  der  Modulgleichung  vor  mis. 

AnscHiessend  hieran  werden  wir  jetzt  umgekehrt  auf  Grund  des 
Verzweigungssatzes  (cf.  p.  577)  die  Gesaratmannigfaltigbeit  der  algebrai- 
schen  Resolyenten  der  Modulgleichung  ohne  weiteres  charakterisieren 
konnen.  Moge  namlich  in  f(#,  J)  =  0  irgend  eine  algebraische  Kelatiou 
zwischen  den  Variabelen  »  und  J  vorliegen,  die  von  sich  aus  zu  einer 
j&-blattrigen  Riemann'schen  Flache  F^  tiber  der  eT-Ebene  hinleite? 
welche  den  Anforderungen  des  Verzweigungssatzes  gentige:  Alsdann 
Jcann  man  0  auf  p  verschiedene  Arten  als  Function  von  co  deuten,  je 
nach  dem  Slatte  der  p-Uattrigen  Flache,  welches  man  gerade  dem  Aus- 
gangsdreieck  der  Modulteilung  guweist;  alle  diese  ^  Functionen  sind 
eindeutig  von  co  aWiangig  und  gehoren  als  algebraische  Modulfunctionen 
&u  den  durch  jene  FlacJie  F^  defmierten  gleichberechtigten  Untergruppen  f^. 
Auf  Grund  friiherer  Satze  folgt  noch  leicht:  Ist  0(&)  eine  unserer  in 
Bede  stehenden  Functionen,  und  gehort  die  "besondere  Untergrujppe  FM  #u 
derselben,  so  sind  die  msammengehorigen  p  Functionen  durch 

(3)  <f(iD), 


dargestellt,  unter  1,  F1;  F2;  -  -  -,   T^—  i  ein  Reprasentantensyslem  der  f^ 
verstanden  (vergl.  auch  unten  §  8,  p.  599  u.  £.). 

Die  nun  gegebenen  Entwicklungen  gelten  ohne  Ausnahme  ftlr 
jede  Untergruppe  von  endlichem  Index.  Inzwischen  besitzen  wir  vom 
vorigen  Kapitel  her  alle  Mittel;  den  besonderen  Artunterschieden  der 
Untergruppen  f^  noch  in  ausgedehnterer  Weise  gerecht  zu  werden. 

*)  Wir  gebrauohen  diesen  kilrzereia  Ausdruck  ,,Modul"  hinfort  hftufig  fdr 
Modn  If  unction;  auch  schon  p.  26  kam  derselbe  zur  Verwendung. 
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Moge  namlich  erstlich  eine  f^  des  Geschlechtes  p  =  0  vorliegen, 
so  warden  wir  insbesondere  die  Hauptfunctionen  der  F^  heranziehen. 
Einer  particular  gewahlten  entspreche  die  Modulfunction  T(O),  die  wir 
nun  fortan  als  einen  $ur  P^  gehorenden  Hauptmockil  bezeichnen  wollen. 
Mit  r  sind  dann  aucli  samtliehe  Grossen 

(4)  r'_2I±*      ad-bc>0 

^  J  CT  +  d7  < 

Hauptmoduln  der  f^,  und  wir  gewinnen  solcnergestalt  deren  Gesamtheit; 
einen  beliebigen  unter  ihnen  werden  wir  dadurch  fixieren,  dass  wir  fur 
denselben  in  drei  getrennten  Punkten  des  Polygons  F^  drei  ver- 
schiedene  Werte  nach  Willktir  vorschreiben  (vergl.  hier  uberall  p.  535). 
In  r(o)  besitzen  wir  nun  direct  eine  Modulfunction,  die  das  Polygon 
F^°}  der  f^  conform  auf  die  einfach  tedeckte  v-Fbene  alfoildet**)]  und 
wir  sprechen  hier  noch  besonders  den  Satz  aus:  Zwd  Punkte  der  Salb- 
ebene  eo?  die  den  ndmlichen  Wert  unseres  Hauptmoduls  tr(jK>)  tragen,  sind 
beziiglich  der  f^  dquivalent. 

Moge  ferner  f^  dem  elliptischen  oder  hyperelliptischen  Falle  an- 
gelioren,  so  werden  wir  zweckmassig  eine  zweiwertige  Function  0l  (co) 
mit  einer  dreiwertigen  ^2(«o)?  bez.  eine  zweiwertige  ^(co)  mit  einer 
(2p  +  2)-wertigen  Function  #2(o)  zusammenstellen,  indem  wir  uns 
dabei  direct  an  die  friiheren  Entwicklungen  fiber  diese  Falle  anlehnen. 
Solche  zwei  Moduln  sind  dann  stets  zur  rationalen  Darstellung  der 
iibrigen  zur  f^  gehorenden  ausreichend:  sie  bilden  em  voiles  Modulsystem. 

Im  allgemeinen  Falle  des  Geschlechtes  p  werden  wir  dagegen  etwa 
p  linear- nnabhangige  Grossen 

(5)  9^(0) --|^»     ftO")-!^     ••"'     ^^^"jT 

zu  einem  yollen  Modulsystem  zusammenstellen,  die  j  dabei  im  Sinne  des 
vorigen  Paragraphen  gebraucht.  Um  hier  unseren  Ansatz  noch  ein 
wenig  weiter  auszuspinnen,  legen  wir  fur  eine  f^  mit  p  >  0  ganz  all- 
gemein  die  v  zugehorigen  Moduln 

(6)  #000;     ^(o>),     •••,     ^-1(01) 

als  voiles  Modulsystem  zu  Grunde.  Diese  Moduln  setzen  wir  dann 
in  bekannter  Weise  als  Ooordinaten  eines  Baumes  Ev  an  imd  findrn 
solchergestcdt  das  Polygon  der  f^  vermoge  (6)  wechselweise  emdeuUg  auf  eine 
diesem  Bourne  cwgeMrende  algebraische  Curve  Cm  begogen.  Diese  letztere  Cm 
konnten  wir  dann  algebraisch  -darstellen  durch  die  zwischen  den 


*)  Beispiele  hierzu  folgen  weiter  unten  in  grosser  Zahl. 
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Moduln  (6)  bestehenden  algebraisehen  Relationen,  wie  denn  uberhaupt 
alle  beziiglichen  Satze  aus  der  letzten  Halfte  des  vorigen  Kapitels 
ohne  weiteres  Anwendung  gestatten. 

Den  hierrn.it  dargelegten  besonderen  Moduln  entsprechen  auf  der 
anderen  Seite  wieder  besondere  Gestalten  fur  die  algebraischen  Resol- 
venten  der  Modulgleichung,  die  wir  nunniehr  noch  allgemein  in  die 
Discussion  ziehen  wollen. 

Sei  zuerst  die  gegebene  Untergruppe  f^  vom  Geschlechte  $  =  0  und 
T(CD)  ein  zugehoriger  Hauptmodul;  alsdann  ist  J  als  eine  zur  f^  gehorende 
ji-wertige  Modulfunction  selbst  eine  rationale  Function  /itten  Grades 

von  r:  J  =  -YT-Y?  wobei  also  <J>  und  X  ganze  Functionen  ftten  Grades 
A(T; 

von  tf  sein  sollen.  Weiter  bezeiehnen  wir  noch.  (4>  —  X)  kurz  durch  V 
und  haben  dann  als  typische  Form  fur  die  gesuchte  Resolvente: 

(7)  .      J-:/-l:l  =  ct)(r):V(T):X(r); 

an  welcher  Gestalt  wir  weiterMn  immer  festhalten  wollen*). 

Entsprechend  konnen  wir  auch  bei  einer  f^  mit  p  >  0  verfahren. 
Hier  werden  wir  uns  zuvorderst  die  Darstellung  von  J  in  der  Gestalt 

(8)  J:  J  -  1  :  1  =  <DG»0,  %,  •  •)  :  V(«0>  *it  •  •)  :  X(«0,  *„  •  •) 

verschaffen,  miissen  dann  aber;  um  den  Gesamtausdruck  der  bezuglicben 
Resolvente  fiten  Grades  zu  gewinnen,  zu  dieser  Gleiehung  (8)  noch  die 
zwischen  den  Moduln  ^f  bestehenden  algebraischen  Relationen  liinzu- 
setzen.  Hier  besteht  dann  gegentiber  den  Resolventen  (1)  und  (7) 
nur  insofern  ein  durchaus  unwesentlicher  Unterschied;  dass  als  Wurzel 
der  Resolvente  nicht  eine  einzelne  Grosse  (wie  8  in  (2)  und  t  in  (7)) 
auftritt,  sondern  vielmehr  das  einzelne  System  zusammengehoriger 
Werte  der  v  Grossen  #Q,  0l7  -  •  -;  8^ — i. 

Ehe  wir  iibrigens  daran  gehen,  alle  diese  allgemeinen  Erorterungen 
durch  besondere  Beispiele  zu  illustrieren,  mtissen  wir  noch  den  hier  in 
Betracht  kommenden  Gesichtspunkten  der  Galois'schen  Gleichungs- 
theorie  ausgedehnter  gerecht  werden.  Es  soil  sich  hierbei  in  erster 
Linie  darum  handeln;  die  uns  von  gruppentheoretischer  Seito  her  wohl- 
bekannteu  Falle  symmetrischer,  gleichberechtigter  und  ausgezeichneter 
Untergruppen  f/t  in  ihrer  functionentheoretischen  Eigenart  noch  weiter 
zu  verfolgen. 

*)  Die  fragliche  Gestalt  der  Eeeolventen  kam  schon  in  Abschnitt  I  ausgiobig 
zur  Yerwendung;  man  vergl.  2.  B,  p.  104  u.  f. 
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§  6.    Allgemeine  Brortemng  fiber  die   symmetrisolien  TTntergruppen. 

Die  soeben  in  Aussicht  genommene  besondere  Discussion  eroShen 
wir  mit  der  Betrachtung  desjenigen  Falles,  dass  eine  gerade  vorliegende 
UntergruppeJ"^  mit  einer  In  der  erweiterten  Modulgruppe  F  enthaltenen 
Spiegelung  V  vertausehbar  ist.  Wie  wir  fruher  sahen  (cf.  p.  336  u.  £.), 
gestattet  alsdann  die  geschlossene  Riemann'sche  Flache  F^  eine  der 
Spiegelung  V  entsprechende  symmetrische  TJmformung  in  sieh,  bei 
welcher  eine  oder  mehrere  auf  der  FlacLe  verlaufende  Symmetrie- 
linien  Punkt  fiir  Punkt  sich  selbst  zugeordnet  waren.  In  Anlehnung 
an  eine  auch  sonst  ubliche  Bezeiclinungsweise  (vergl.  das  Citat  p.  337) 
benannten  wir  in  diesem  Falle  die  gesehlossene  Flache  F^  als  eine 
symmetrische.  Sehen  wir  zu;  welclie  besonderen  Folgeru:agen  wir  fur 
die  Moduln  unserer  f^  unter  diesen  Umst'anden  zu  ziehen  vermogen. 
Dabei  wollen  wir  den  einzelnen  Punkt  der  Flache  F^  kurz  durch  den 
Wert  03  cnarakterisieren,  der  im  bezuglichen  Punkte  des  •arsprimg- 
licben  Polygons  F£*  stattfindet.  Es  hat  dies  den  Vorteil,  dass  wir 
dann  je  zwei  bei  der  symnietrisehen  Umformung  der  F^  in  einander 
tibergehende  Punkte  kurz  durch  co  und  F(co)  bezeichnen  konnen. 

Jetzt  besitzen  wir  in  eT(o>)  eine  zur  Riemann'schen  Flache  F^  ge- 
horende  ft-wertige  algebraische  Function,  welche  auf  jeder  zu  V  ge- 
horenden  Symmetrielinie  uberall  reelle  Werte  aufweist;  denn  in  der 
That  entspringt  jede  solche  Symmetrielinie  von  F^  aus  Kreisen  der 
Modulteilung,  auf  welchen  letzteren  J"(G))  durchgehends  reelle  Werte 
hat.  Hier  ist  nun  ein  erster  wichtiger  Satz,  dass  wir  uberhaupt  von 
jeder  algebraischen  Function  #  der  F^  aus  ohne  Muhe  eine  gleichfalls  zur 
Fp  gehorende  algebraische  Function  &'  Widen  Jconnen,  die  ihrerseits  wie  J 
in  jedem  PunMe  der  in  Mede  stehenden  Symmetrielinien  einen  reellen  Wert 
be$it#t.  Die  vorgelegte  Function  babe  namlich  in  irgend  zwei  einander 
symmetrischen  Punkten  der  F^  die  Werte^  ^(ca)  und  »(V(d))^  Denken 
wir  uns  alsdann  den  Functionswert  #(F(o))  Yom  Punkte  F(o),  wo 
er  stattfindet,  nach  o  selbst  hinubergetragen,  d.  h.  fassen  wir  0(F(<o)) 
als  von  o  abhangig  auf,  so  werden  diese  Werte  #(F(co))  (zufolge  der 
Differentialrelationen  (1)  p.  505)  freilich  nicht  direct  eine 'zur  Fp  ge- 
horende  algebraische  Function  constituieren.  Aber  wir  brauchen  er- 
sichtlich  nur  an  Stelle  von  ^(F(o>))  seinen  conjugiert  complexen  Wert 
Hi (V (off)  2u  setzsen,  um  in  den  nun  in  den  Punkten  a  der  Flache  auf- 
gepflanzten  Werten  J»(F"(co))  wieder  den  Wertcomplex  einer  zur  Flache 
gehorenden  algebraischen  Function  zu  besitzen.  Bilde  man  nunmehr 
dtarch  Addition 

Klein-Piicko,  Modulfonotioaen.  38 
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(1)  *X*)  —  *(") 

so  genxigt  die  hiermit  gewonnene  algebraische  Function  $'  der  F^  der 
Gleichung  _ 

(2)  *'(7fa))—  ?(«). 

Die  Function  &  nimmt  sonach  in  je  #wei  symmetrisclien  Punkten  der 
Flache  F^  conjugiert  complete  Werte  an  und  ist  demgemass  in  jedem  auf 
einer  Symmetrielinie  selbst  gelegenen  PunJcte  reell. 

Unsere  gerade  durehgefuhrte  Betrachtung  kann  dadurch  illusorisch 
werden,  dass  $'  nieht  eigentlich  eine  Function  der  F^  ist,  sondern 
vielmehr  niit  einer  Oonstanten  identisch  wird.  Sollte  dies  eintreten, 
so  wird  jedenfalls  der  Wert  dieser  Constanten,  die  wir  2c  nennen 
wollen,  ein  reeller  sein,  da  Formal  (2)  sowie  der  daran  gekniipfte 
Satz  in  Gultigkeit  bleibt.  In  diesem  Falle  wird  sich  Grleichung  (1) 
in  die  nachfolgende  unisetzen  lassen: 

i#(cci)  —  ic  =  —  fc'#(F(co))  +  *'<*• 
Es  entspringt  also  jetzt  in 

^'(co)  ==  i#(ci)  —  ic 

eine  sicher  nicht  mit  einer  Constanten  identiscte  algebraische  Func- 
tion der  Fp,  die  (2)  befriedigt  und  auf  den  Synxmetrielinien  von  V 
durchweg  reelle  Zahlwerte  annimmt.  Hierniit  ist  die  Herstellung  einer 
gewtinschten  algebraischen  Function  von  $  aus  in  alien  Fallen  geleistet. 
Mit  Unterdruckung  des  oberen  Index  sei  jetzt  0  irgend  eine  alge- 
braische Function  der  F^  von  der  Art,  dass  sie  in  ^en  symmetrischen 
Punkten  conjugiert  complexe  Werte  annimmt  und  deshalb  auf  den  Sym- 
metrielinien  durchweg  reell  ist.  Die  Unstetigkeitspunkte  von  &  werden 
offenbar  auf  der  Flache  JFJ,  in  syinrnetrischer  Weise  gelagert  sein?  sie 
geniigen  aber  tiberdies  in  Ansehung  ihrer  Anzahl  und  Lage  nur  noclx 
den  tiberhaupt  durch  die  Eigenart  der  Eiemann'schen  Flache  F^  fur 
sie  vorgeschriebenen  Bedingungen.  Da  folgert  man  denn  ohne  Mtihe, 
dass  sieh  die  gedachte  Function  0  stets  noch  so  auswahlen  lasst?  dass 
dieselbe  im  Verein  mit  J  zur  rationalen  Darstellung  aller  iibrigcn 
algebraischen  Functionen  der  F^  ausreicht,  dass  also  die  entsprcchenden 
Moduln  ^(o),  J(&)  ^  voiles  Modulsystem  der  P^  abgeben,  Hier 
wird  nun  ojQfenbar  die  zwischen  &  und  J  bestehende  irreducibele  Relation 

(3)  f(»,  J)  -  0 

den  unendlich  vielen  Punkten  der  oft  genannten  Symmetrielinien  ent- 
sprechend  durch  unendlich  viele  Systeme  reeller  Werte  »9  J"  befriedigt 
werden.  Es  entspringt  daraus  als  zweites  Kesultat:  Die  sswischen  »  und 
J  lestehcnde  algebraisclie  Gleichungt  (3)  wird  im  gegenwii/rtigen  Falle  IctMter 
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reelle  Coefficienten  ftesifeen;   gugleicli   werden  sick  alle  ubrigen 

der  f^  y  die  der  Sedingung  (2)  genugen,  in  &  und  J  rational  mil  durcJi- 

gehends  re  ell  en  Coefficienten  darstellen  lassen. 

Die  liiermit  durchgefuhrte  Massnanme  "beanspruclit  ubrigens  eine 
ganz  allgeinein  gultige  Bedeutung  fur  die  symmetriscben  Riemann'scben 
Flaclien  uberhaupt,  wie  wir  nebenner  noch  anfuhren  wollen*).  Wir 
konnten  uns  soeben  im  Hinbliek  auf  die  kunffcige  Verwendung  mit 
der  ausfiihrlicben  Betrachtung  derjenigen  synnnetrisehen  Umformungen 
von  Fp  begntigen,  welche  den  in  der  erweiterten  Modulgruppe  f  ent- 
haltenen  Spiegelungen  parallel  gehen.  Liege  aber  irgend  eine  ganz  be- 
liebige  sjmnietrisclie  Umformung  der  F^  in  sicli  vor**)?  so  lasst  sich.  aucL. 
unter  ihrer  Zugrundelegung  jeglicbe  algebraiscbe  Function  yermoge  der 
oben  durchgefuhrten  Uberlegung  in  eiue  solcne  Function  umwandeln,  die 
bei  Austibung  der  fraglicnen  Umformung  in  ibren  conjugiert  complexen 
Wert  tibergebt.  Demgemass  wird  man  denn  aucb  ganz  allgemein 
fur  jede  symmetriscne  Flacbe  zugehorige  reelle  Gleicbungen  erzielen 
konnen. 

§  7.    HanptmodTiln  und  ModTdsysteme  symmetrisoher  Untergruppen. 

Wir  verfolgen  unsere  gerade  begonnene  Betrachtung  tiber  die 
Symmetrie  fur  diejenigen  besonderen  Moduln;  die  wir  in  der  zweiten  Halfte 
des  §  5  (p.  591)  kennen  lernten.  Sei  also  erstlicb.  die  Untergruppe  f^ 
des  Geschlechtes  p  =  0  mit  der  Spiegelung  V  vertauschbar.  Zur  Aus- 
•wahl  eines  zugeborigen  Hauptmodnls  t(co)  ziehe  man  auf  der  beztig- 
licnen  gescHossenen  Flache  F^  eine  der  zu  V  geborenden  Symmetrie- 
linien  heran,  fixiere  auf  derselben  irgend  drei  getrennt  liegende  Punkte 
und  setze  fest;  dass  in  letzteren  tf(<»)  bez.  die  Werte  0,  1,  oo  an- 
nehmen  soil;  bierdurch  ist,  wie  wir  wissen,  der  Hauptmodul  r  gerade 
eindeutig  bestimmt.  Nunmebr  bilde  man  aknlicn  wie  im  vorigen 
Paragrapben  von  r(co)  aus  die  Function 
(1)  r>)=7(F(o>)). 

Ohne    weiteres    erkennt   man  in    derselben  wieder  einen  Hauptmodul 
der  f^.     Aber  selbiger  nimmt   in  jenen  drei   auf  der  Symmetrielinie 


*)  Vergl.  die  bezugliohen  p.  387  gegebenen  Citate. 

**)  Hierbei  ist  es  ganz  gleichgtiltig,  wie  gross  die  Anzahl  der  zugehorigen 
"Dbergangscurven  ist.  Diese  Anzahl  kann  ubrigens,  wie  wir  Her  gleicbfalls  neben- 
ber  bemerken,  bei  einer  Flache  des  Geschlechtes  p  niemals  grosser  als  (p  +  1) 
eeiu,  wahrend  sie  auf  der  anderen  Seite  sehr  wohl  auf  Null  herabsinken  kann. 
Eine  solche  symmetrische  Umformung  ohne  Ubergangacurven  trat  z.  B.  fur  die 
zu  den  Hauptcongruenzgruppen  der  Primzahlstufen  g  ••  4^  +  1  geh$renden  ge- 
schlossenen  Flachen  ein  (cf.  p.  447). 

38* 
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gewahlten  Punkten  offenbar  gleichfalls  die  Werte  0,  1;  oo  an  und  ist 
sonach  direct  mit  tr(o)  identisch.  Wir  finden  also  das  Resultat:  Der 
(lurch  obige  Vorschrift  fixierte  Hauptmodul  V(G>)  genugt  der  Gleichung 

(2)  T(7(a))  — T(O>) 

und  ist  sonaeh  aufden  &u  V gehorenden  SymmetrieUnien  dwrchgehends  reell. 

Nun  aber  erinnere  man  sich,  dass  sich  gegenw'artigen  Falles  als 
geschlossene  Flache  F^  direct  die  complexe  Ebene  t  verwenden  lasst. 
Da  ist  denn  auf  Grund  yon  (2)  ersichtlich,  dass  die  der  Spiegelung  V 
entsprechende  syinmetrische  Umformung  von  F^  in  sich  einfach  durch 
eine  Umklappung  der  T- Ebene  urn  ihre  reelle  Axe  bewerkstelligt 
werden  kann?  womit  zugleich  evident  geworden  ist?  dass  fieim  Geschlechte 
p  OB  0  der  einselnen  Spiegelung  V  entsjprecJiend  immer  nur  eine  einzige 
Symmetrielinie  auftritt.  Folgern  wir  daraus  allgemein  unter  Benutzung 
wohlbekannter  Satze  "aber  -die  Kreisverwandtschaffc:  Sei^beliebiger  A^l$- 
waM  des  Hmjptmoduls  x  erscheint  die  der  Spiegelung  V  entsprecliende 
Symmetrielinie  in  der  r-Elene  als  Kreis,  und  es  stellt  sich  ddbei  V  direct 
als  Spiegelung  der  r-Ebene  an  diesem  Kreise  dar*). 

Giebt  es  mehrere  bezuglich.  der  f^  nicht  aquivalente  Spiegelungen, 
welclie  mit  der  f^  vertauschbar  sind,  so  werden  in  der  Abbildung  des 
Fundamentalpolygons  der  f^  durch  einen  zugehorigen  Hauptmodul  tr(o) 
ebensoviele  Symmetriekreise  auftreten.  Wir  verweisen  hier  namentlich 
auf  die  im  folgenden  Kapitel  ausfiihrlich  zu  betrachtenden  Hauptmoduln 
der  ausgesseichneten  Untergruppen  mit  p  =  0.  Diese  Gruppen  sincl  niit 
alien  Spiegelungen  V  vertauschbar:  Es  werden  demnacli  die  DreiecJcs- 
teilungen  der  begtiglichen  v-fibenen  ausscliliesslich  durcli  Krcise  betocrJc- 
stelligt,  was  ja  in  der  That  auf  wohlbekannte  Satze  zuriickftihrt. 

Sei  uns  ferner  eine  symmetrische  Untergruppe  f/t  des  Geschlechtes 
p  =  1  vorgelegt,  so  wollten  wir  doch  allgemein  fiir  eine  Untergruppe 
dieses  Geschlechtes  eine  zweiwertige  Function  mit  einer  dreiwertigen 
zusammenstellen.  Urn  hier  direct  an  den  beziiglichen  Grossen  p,  #/ 
festzuhalten,  so  werden  die  beiden  Unstetigkeitspunkte  unserer  eincn 
Function  samt  den  drei  Unstetigkeitspuiikten  der  anderen  auf  der 
Flache  F^  in  einen  Punkt  coincidieren  (cf.  p.  147  u.  f.).  Aber  dieser 
Punkt  ist  auf  F^  von  vornherein  willktirlich  wahlbar,  und  wir  legon 


*)  Dass  es  bei  p  «•  0  auch  symmetrische  Umformungen  ohne  tJbergangs- 
curven  giebt,  ist  uns  bereits  von  p.  198  her  bekannt;  -wir  benannten  dieselbon 
dort  (unter  Zugrundelegung  der  T- Ebene)  als  Spiegelungen  mifc  imaginHrera 
Symmotriekreis.  Eine  dcrartige  Umformung  fand  sich  als  ausgezeichnete  Fa  in 
der  erweiterten  Ikosaedergruppe  (cf.  p.  447);  im  Cibrigen  kommon  diese  Um- 
formungen im  Texte  welter  nioht  in  Betracht. 
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ihn  deshalb  auf  eine  zur  liier  In  Betracht  kommenden  Spiegelung  V 
gehorende  Symmetrielinle.  Wenn  wir  nunmehr  von  unseren  beiden 
Functionen  p,  pf  aus  nach  der  Vorschrift  des  vorigen  Paragraphen  neue 
Functionen  #?  $  bilden,  die  auf  den  Symmetrielinien  von  V  reell  sind; 
so  1st  es  leicht  ersichtlich  der  Erfolg  unserer  gerade  getroffenen  Mass- 
nahme,  dass  die  solchergestalt  entspringenden  Functionen  gleichfalls 
wieder  zwei-  bez.  dreiwertig  sind.  Im  gegemvartigen  Falle  Idsst  sick 
sonacJi  #um  vollen  Modulsystem  stets  eine  zweiw&rtige  Function  #(co)  mil 
einer  dreiwertigen  #'(co)  ^^sammenstellenf  die  in  symmetrisclien  Punkten 
conjugiert  imaginar  imd  also  auf  den  Symmetrielinien  von  V  reell  aits- 
fallen.  Dfe  zwischen  #,  $'  ~bestehende  Relation  wird  dieserfialb  durch- 
weg  reelle  Coefficienten  Mben. 

Gehen  wir  weiter  zur  Besprecnung  des  Falles;  dass  die  mit  V 
vertauscnbare  f^  zum  nyperelliptiscnen  Falle  fiinre.  Da  sei  #(o>)  ein 
zugehoriger  Modul;  der  aus  einer  zweiwertigen  Function  der  beztig- 
lichen  F^  entspringe.  Es  wird  alsdann  aacli  ^(F"(co))  eine  zweiwertige 
Function  der  F^  sein,  und  dieselbe  ist  als  solche  nach  p.  571  linear 
in  #(o>)  darstellbar.  Wir  folgern  somit  okae  weiteres  die  Eichtigkeit 
der  Gleichung: 


und  entnehmen  daraus,  dass  der  Operation  V  notwendig  eine  Spiegelung 
der  Ebene  von  ^  an  einem  reellen  Symmetriekreise  entspricht.  Denken 
wir  uns  jetzt  0  geradezu  so  gewahlt,  dass  dieser  letztere  Kreis  die 
reelle  #-Axe  wird,  und  ordnen  F^  als  zweiblattrige  Flache  fiber  der  so 
fixierten  &-  Ebene  an.  Da  diese  letztere  Flache  bei  der  fraglichen 
Spiegelung  in  sich  iibergeht,  so  werden  ihre  (2p  +  2)  Verzweigungs- 
punkte  durchgehends  zur  reellen  Axe  symmetrisch  liegen.  Es  muss 
demnach  bei  der  zu  0  noch  hinzuzusetzenden  Function  ]//*(^)  unter  dem 
Wurzelzeichen  eine  ganze  Function  von  0  mit  durchgehends  reellen 
Coefficienten  stehen.  Somit  wird  aucti  hier  ewischen  den  leiden  aus- 
guwahlenden  Moduln  eine  O-kichung  mit  dwrchwm  reellen  Coefficienten 


Beim  allgemeinen  Falle  des  Geschlechtes  p  berticksichtigen  wir 
endlich  die  den  Functionen  <p  entsprechenden  Moduln  (5)  p.  591.  ID  dem 
wir  ein  voiles  Modulsystem.  #;  J  der  T^  nach  der  am  Schlusse  des 
vorigen,  Paragraphen  skizzierten  Weise  auswahlen,  konnen  wir  unsere 
jp  Moduln  €p  in  der  Form: 
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darstellen.  Hier  zerlegen  wir  nun  die  p  Functionen  JBA  unter  Trennung 
der  reellen  und  imaginaren  Bestandteile  der  constanten  Coefficienten  in 

!?*(*,  J)  —  JSi(*,  J)  +  iBi'fc  JO, 

wobei  die  2#  rationalen  Functionen  .R',  JR"  durchgangig  reelle  Coeffi- 
cienten haben  und  also  mit  0  und  J"  auf  den  zu  F  gehorenden  Sym- 
metrielinien  selbst  reell  ausfallen.  Mit 


RZ(*,  <T)dJ 
stellen  jetzt  offenbar  auch  einzeln 


zur  Fp  gehorende  Integrals  erster  Gattung  dar,  d.  h.  es  sind  alle 
2jp  Grossen  Ei,  E'%  Functionen^^  der  Flache,  welche  nun  ersichtlicli 
ausnahmslos  der  Gleichung  g?(F(o)))=  9(0))  genilgen.  Auf  der  anderen 
Seite  aber  lasst  sich7  wie  man  sieht,  jede  Function  <p  der  F^  aus  den 
in  Rede  stehenden  2#  Functionen  linear  homogen  aufbauen,  und  eben 
deshalb  konnen  wir  unter  jenen  2$>  Functionen  cp  ein  System  von 
p  linear  unabhangigen  auswahlen.  Wir  fassen  also  zusaminen:  Fur 
die  vorgelegte,  mit  der  Spiegeluwg  V  vertauschbare  Untergruppe  f^  'konnen 
wir  stets  ein  System  wn  p  Unear-unaWiangigm  Modidn  97^(0)  der  art 
auswahlen,  dass  den  jp  Bedingungen 


Genuge  geschieM;  die  einzelne  dieser  p  Functionen  wird  also  in  symmetrischen 
Purikten  conjugiert  complete  Werte  annehmen  imd  auf  den  besiiglichen 
Sywmetrielinien  durcJigehends  reell  seinf  wahrend  selbstverstandlich  die 
zwisclien  den  so  gewahlten  <pk  lestehenden  algebraischen  Edationen  reelle 
Coefficienten  halen. 

Setzen  wir  diese  <pk  zu  homogenen  Ooordinaten  eines  Raumes  Itp~.i, 
so  wird  dem  einzelnen  Punkte  einer  der  in  Rede  stehenden  Symmetric- 
linien  jederzeit  ein  reeller  Punkt  in  diesem  Raume  llp^  i  zugeordnet 
sein.  Einer  ganzen  Symmetrielinie  entspricht  dabei  ein  reeller  Zug 
der  Normalcurve  Ctf  —  2  der  %  und  wir  gewinnen  das  Resultat:  Unter 
Zucjnmdekgung  des  gerade  charakterisierten  /Systems  gewinnt  die  'besstig- 
licJie  Normalcurve  C%P~.$  gerade  somele  reelle  Ziige,  als  die  Spiegelung  F 
Symmetrielinien  auf  der  Flache  Fft  Icsittrt. 

Dass  hier  iibrigens  allenthalbendieResolventenderModulgleichung; 
.welche  nach  §  5  den  nun  gewoxmenen,  "besonderon  Modulsystemen  an- 
gehoren^  durchaus  reelle  Coefficienten  besitzen,  brauchen  wir  kaum  erst 
noch  ausdrticklich  zu  betoneto. 
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§  8.    Allgemeines  fiber  die  Moduln  gleiclxbereclitigter  und 
ausgezelclmeter  TJntergruppen. 

Verfolgen  wir  jetzt  weiter,  welche  charakteristischen  Unterschiede 
fur  die  Moduln  einer  Untergruppe  sick  vorfinden,  je  naehdem  diese 
Untergruppe  in  der  Gesamtgruppe  f  mit  anderen  gleichberechtigt  oder 
ausgezeichnet  1st.  Sei  uns  also  irgend  eine  algebraische  Modulfunetion 
#(«)  vorgelegt,  so  mogen  die  gesamten  Substitutionen,  bei  denen  #(eo) 
unverandert  bleibt,  die  Uniergruppe  f^  des  endlichen  Index  fc  bilden. 
Es  ist  alsdann  0  mit  J  durch  eine  irreducibele  Relation  /(#,  J)  =  0 
verbunden,  und  wir  haben  offenbar  in  #(o?),  J"(ca)  ein  voiles  Modul- 
systeni  der  f^.  Seien  ubrigens  die  Operationen  dieser  f^  durch 
1;  ^i?  V2?  ' '  *?  e*n  Repras&ntantensystem  fur  f^  aber  durch  1,  F1?  V%, 
•  •  -,  F^_i  bezeichnet. 

Jetzt  bemerke  maa?  dass  die  Gleichung 

(1)  f {«(«),   J(«,)}=0 

fur  jeden  Punkt  &  der  positiven  Halbebene  erftillt  ist  und  eben  des- 
halb  in  Gultigkeit  bleibt,  wenn  man  c?  durch  F(co)  ersetzt,  unter  F 
eine  beliebige  Modulsubstitution  erster  Art  verstanden.  Da  aber  J 
bei  dieser  Transformation  von  co  seinen  Wert  behalt,  so  erblickt  man, 
dass  mit  £(o>)  auch  jede  Grosse  #(F(co))  der  Gleiehung  (1)  gentigt. 
Unter  der  Gesamtheit  dieser  Grossen  #(F(o))  finden  sich  aber  offenbar 
nur  die  ^  verschiedenen : 

(2)  *(«),    ^(FjCco)),    ^(F2(o3)),    ...,    ^(F^-idD)), 

die  Substitutionen  F^  in  der  gerade  erlauterten  Bedeutung  gebraucht. 
Indem  wir  diese  Grossen  als  Functionen  von  co  durch 

(3)  *(o>),     %(o),     ^2(«>);     •--,     ^-1(0) 
bezeichnen;  entspringt  ersichtlich  der  Satz:  Die  p  Grossen  (3)  sind  die 
Wurzeln  der  irredutibelen  Grleichung  (1). 

Um  die  Untergruppen  kennen  zu  lernen,  welche  zu  den  Modul- 
functionen  (3)  gehoren,  folgere  man  aus  der  jedenfalls  giiltigen  Gleichung 
#(^t-F;fe(a>))  ==  ^(FA(O)))  die  nachfolgende: 

(4)  £*(F;TV-FA(<D))  —  0jfc(«D). 

Wir  entnehmen  daraus  ohne  weiteres  das  Eesultat:  0&(o)  ist  eine'  alge- 
"braische  Modulfitnction,  welche  bei  den  Operationen  der  mit  f^  gleich- 
berechUfften  Untergruppe  r^}«  Fi^r^F*  und  nur  bei  diesen  unverandert 
Ueibt.  In  diesem  Sinne  wollen  wir  die  ft  Grossen  (3)  als  die  mit  #(co) 
gleichlerechtigten  MocMfunctionen  bezeichnen.  (Man  vergl.  ubrigeus 
die  oben  p»  590  liber  den  Verzweigungssatz  gemachte  Bemerkung,) 
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Das  gegenseitige  Verhaltnis  zwischen  den  p  gleichberechtigten 
Moduln  (3)  gestaltet  sich  nun  ganz  verschieden  je  nach  der  Stellung 
der  Untergruppe  f^  innerhalb  der  Gesamtgruppe  f.  Indem  wir  alle 
Modulsubstitutionen  erster  Art  sammeln,  die  rait  f^  vertauschbar 
sind,  gewinnen  wir  bekanntlich  eine  Untergruppe  r^:v  von  f;  wo  v 
ein  Teller  von  ^  ist,  und  Her  hatten  wir  seiner  Zeit  die  drei  Falle  zu 
unter  scheiden,  ob  v  =  1  oder  1  <  v  <  p  oder  endlich  v  —  p  war*). 
Im  ersten  Falle  war  f^  nur  rnit  ihren  eigenen  Substitutionen  ver- 
tauschbar, und  wir  nannten  dann  die  zugehorige  Flache  Fp,  bez.  ihre 
Einteilung  in  ^  Doppeldreiecke  irregular.  Im  zweiten  Falle  trat  an 
Stelle  dessen  die  teilweise  Regularitat,  im  letzten,  wo  f^  in  der  Ge- 
samtgruppe f  ausgezeichnet  war,  die  Eegularitat  schlechtweg.  Wollen 
wir  uns  vor  alien  Dingen  eutschliessen,  diese  Benennungen  aucli  auf 
die  bezuglichen  ^-blattrigen  Rieniann;sclien  Flachen  fiber  der  J-Ebene 
F^  zu  iibertragen.  Eine  regulare  Flache  itfp  wird  sich  also  z.  B.  da- 
durcli  cliarakterisieren;  dass  sie  ^  Transforrnationen  in  sich  zulasst; 
bei  deren  einzelner  die  ^t  Blatter  der  Flache  eine  gewisse  Permutation 
erfahren.  Uberhaupt  wird  man  die  Eigenart  der  regularen  und 
teilweise  regularen  Riemann'schen  Flachen  F^  durch  tJbertragung 
der  beziiglichen  Satze  von  p.  334  u.  £  leicht  erkennen. 

Nun  zu  den  functionentheoretischen  Folgerungen  dieser  Satze! 
Hierbei  giebt  uns  der  Fall  ganzlicher  Irregularitat  direct  keine  be- 
sonderen  Resultatej  unter  den  beiden  anderen  Fallen  aber  nehinen  wir 
deujenigen  der  Regularitat,  als  den  weitaus  wichtigsten,  vorweg.  Jetzt 
namlich  ist  f^  in  der  Gesauitheit  ausgezeichnet,  es  gehoren  also  alle 
p  Grossen  (3)  als  Moduln  zu  der  nainlichen.  Untergruppe  1"^,  und 
folgeweise  sind  sie  alle  iin  vollen  Modulsystera  &9  J  dieser  Untergruppe 
rational  darstellbar.  Wir  sprechen  also  das  wichtige  Resultat  aus: 
Bei  einer  ausge#eichneten  Untergruppe  f^  sind  die  m  gleichberechtigten 
Modttln  (3)  durch  einen  beliebigen  unter  ihnen,  etwa  0,  und  J  rational 
darstellbar: 
(5)  *k*°*ll*(*,JT). 

Sollen  wir  fiir  den  Augenblick  nochmals  0  als  eine  zur  F^  ge- 
horende  algebraische  Function  von  J  auffasscn,  so  werdeix  jer,  JBPI;  #2,  ... 
die  ft  Zweige  derselben  sein.  Wir  konnen  dann  durch  em  einzelnes 
Wertsystem  ^;  J  den  einzelnen  Punkt  der  fraglichen  Riemann'schen 
Flache  charakterisieren,  Indem  wir  aber  nach  Massgabe  VOIL  (5) 
den  Punkt  #>  J"  der  Flache  in  den  ihm  eiudeutig  xugewiesenen  Punkt 

*)  Man  vergl.  die  hier  in  Betracht  kommenden  atisf-fihrliohon  gruppon- 
theoretisohon  Er^rterungen  p.  315  u.  £  bea.  p.  388  u,  f. 
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£fc,  J  transformieren,  wird  die  ganze  Flaehe  dabei  in  sich  selbst  tiber- 
gehen.  Merken  wir  uns  also:  Die  p  Transformaiionen  unserer  p- 
Uattrigen  reguldren  Flache  in  sich  finden  ihren  analytisclien  Ausdruck  in 
den  y>  Formeln  (5).  __ 

1st  1"^  sogar  innerhalb  f  ausgezeichnet,  so  werden  wir  entspreehend 
die  Fp  regular-  symmetrisch  nennen.  Es  kommen  dann  zu  den  ^ 
rationalen  Transformationen  (5)  noch  weitere  ^  hinzu,  welche  durch 
Combination  derselben  mit  der  einzelnen  Transformation: 

«'  =  ?,     J'  =  J 

entspringen.  Dabei  ist  das  Modulsystem  0,  J  der  f^  im  Sinne  des 
Schlusssatzes  von  §  6  gewahlt  gedacht. 

Wir  konnen  ubrigens  die  gewonnenen  Resultate  auch  noch  dalxin 
interpretieren;  dass  wir  im  Palle  einer  ausgezeichneten  f^  in  f  (JET,  J)  =  0 
eine  Gleichung  besitzen,  -deren  samtliche  Wurzeln  ^  sicn  nach  (5)  in 
einer  unter  ihnen  und  J  rational  darstellen.  Einer  ausgezeichneten  Unter- 
gruppe  f^  entspricht  also  eine  Resolvente  ftten  Grades  der  Modulgleichung, 
die  ihre  eigene  Galois'sche  Besolvente  ist  (cf.  p.  138  u.  fv  sowie  ,;Ikos/f  p.  92). 
Ist  umgekehrt  die  Gleichung  (1)  ihre  eigene  Galois'sehe  Resolrente, 
so  haben  wir  auch  stets  in  der  zugehorigen  F^  eine  regulare  Kie- 
naann'sche  Flache,  sowie  in  der  zugehorigen  f^  eine  ausgezeichnete 
Untergruppe  von  f*). 

Auf  den  zweiten  Fall  1  <  v  <  p,  welchen  wir  friiher  kurz  als  den 
einer  relativ  ausgezeichneten  f^  bezeichneten,  gehen  wir  nur  mit  wenigen 
Worten  ein.  Da  werden  v  unter  den  Reprasentanten  1,  V19  .  .  .,  Vp—  i 
der  f^  in  der  Untergruppe  f^jy  enthalten  sein;  seien  dies  etwa  die 
v  besonderen  1,  Y  ,  Y^9  ..\,  ^,3^1  wahrend  wir  1,  F±,  F2,  ...,  V^ 

**  X 


als  Reprasentantensystem  fttr  die  r^sy  denken.     Nun  werden  offenbar 
die   ^  Gruppen  fjf  ^  «=»  V^T^Vk  immer  zu  je  v  identisch,   und    ins- 


besondere  coincidieren  mit  f^  alle  v  Dntergruppen  f^,  f 

*)  Ganz  allgemein  k5nnen  wir  eine  w-blattrige  Riemann'sclie  Flache  regular 
nennen,  wenn  sie  n  Transformationen  in  sich  zulasst,  bei  der  sich  die  n  Blatter 
als  ganze  permutieren.  Ihr  wird  dann  immer  eine  Gleichung  nten  Grades  ent- 
sprechen,  die  ihre  eigene  Galois'sche  Resolvente  ist;  man  vergl.  daruber  die 
p.  335  genannten  Arbeiten  von  Dyck.  Uberhaupt  beriihren  wir  hier  die  wichtige 
Theorie  der  algebraischen  Gebilde  mit  eindeutigen  Transformationen  in  sich,  welche 
die  Theorie  der  eben  gemeinten  regularen  Flachen  einschliesst,  und  far  welche 
uns  unsere  spateren  Entwicklungen  ausserst  interessante  Einzelbeispiele  ergeben. 
Ftir  die  allgemeine  Theorie  dieser  Gebilde  vergl.  man  die  grundlegende  Arbeit 
von  Hurwitz:  fiber  diejemgen  algebrodsch&n  Q-ebilde,  welche  eindeutige  Trans- 
formations in  sich  zulassen,  G5ttinger  JTachrichten  1887  (Math.  Ann.  Bd.  32). 
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Unter  diesen  Umstanden  gehb'ren  die  mit  #(co)  gleiehberechtigten 
Modulfunctionen  zu  je  v  der  namlichen  Untergruppe  an,  und  speciell 
haben  wir  als  zur  f^  gehorig  #,  0^,  #2/4?  •  -  *,  ^(v_1)w-  Diese  v  G-rossen 

V  V  V 

iverden  also  ausnalimslos  in  der  ersten  unter  ihnen  0  mit  Sulfe  von  J 
rational  darstelTbar  sein,  und  wir  mogen  in  diesem  Sinne  etwa 
(6)  ^=  E^O,  J),     I  =  0,  1,  2,  .  .  .,  (v  -  1) 

V  V 

erhalten,  wobei  die  erste  Gleichung  #0  =  &  nur  der  Vollstandigkeit 
halber  niit  genannt  ist.  Die  Gleichungen  (6)  werden  uns  dann  die 
analytiscae  Darstellung  fiir  die  v  Transformationen  der  Flache  F^  in 
sich  liefern,  welche  dieselbe  jetzt  noch  zulasst. 

Fiir  den  Pall  einer  irregularen  Flache  miissen  wir  uns  endlich  mit 
der  negativen  Angabe  begntigen;  dass  da  keine  einzige  der  gleich- 
bereclitigten  Modulfunctionen  (3)  in  #  und  J  rational  darstellbar  ist. 

§  9.     Besondere  Ausfdnrungen   fiir    die  Hauptmodnln  und  Modul- 
systeme  der  aiasgezeichneten  Untergruppen. 

Gerade  wie  vorher  bei  der  Besprechung  der  Symmetrie  speciali- 
sieren  wir  nnnmehr  auch  diejenige  der  Regularitat  ffir  die  besonderen 
in  §  5  p.  591  aufgestellten  Moduln. 

Um  also  mit  einer  ausgezeichneten  f"^  des  G-esMechtes  p  •»•  0  zu 
beginnen,  so  sei  r(&)  ein  Hauptmodul  derselben.  Die  p  mit  v  gleich- 
berechtigten  Moduln  v,  r1?  tr2,  ...7  t^^i  gehoren  dann  offenbar  gleich- 
falls  als  Haaptmoduln  zur  f^,  und  daraus  folgt;  dass  sie  durchweg 
linecvre  Functioned  von  t  sind: 


woinit   wir   die   specielle   Form    der    allgemeinen   Gleichung   (5)    des 
vorigen  Paragraphen  fur  gegenwartigen  Fall  erhalten  haben*). 

Die  Gleichung  (1)  konnen  wir  auch  dahin  interpretieren,  dass  r(co) 
bei  Transformation  seines  Arguinentes  durch  cine  beliebigo  Modul- 
substitution  erster  Art  F«=^Fxr  eine  bestimmte  lineare  Substitution 


erfahrt.    Aber  der  Gesamtheit  der  Modulsubstitutionen  erster  Art  etit- 
sprechen  dabei  im  ganzen  nur  jt  yerschiedene  Substitutionen;  die,  wie 

*)  Liegt  sogar  oine  in  der  erweiterten  Modulgruppe  P  ausgozsoichxiete  Untor- 
gruppo  T^  vor,   so  wird  man  die  0berleguwg   dos  Textea   leioht  noch  in 
sprech&cider  Weiae  ergilnzen. 
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man  sofort  sieht,  eine  Gruppe  G>  der  Ordnung  ^  bilden  werden.  Diese 
Gruppe  G-p  ist  durch  ihre  Her  gegebene  Einfuhrung  auf  die  Modul- 
gruppe  f  direct  ineroedriscli  isomorph  bezogen;  dabei  sind  ihre  Sub- 
stitutionen  den  Operationen  des  zur  TA  gehorenden  Eeprasentanten- 
systems  eindeutig  zugewiesen,  und  man  erblickt  demnacli  sofort:  Die 
Jiier  gewonnene  endliclie  Gruppe  G^  der  Siibstitutionen  (1)  ist  TioIoedriscJi 
isomorph  und  also,  abstract  genommen,  identisch  mil  der  endlichen  G^,  welcfie 
wir  nach  p.  320  u.  /!  der  ausgezeictmeten  f^  zumiordnen  haben*).  Der  Haupt- 
modul  r  der  f^  versieht  uns  in  dieser  Weise  mit  einer  zweckmassigen 
aualytischen  Darstellung  unserer  von  fruher  her  bekannten  67,. 

Auf  der  anderen  Seite  sind  wir  hier  durchaus  in  Ubereinstimmung 
mit  den  Entwicklungen  p.  333  tu  f.  Dort  deuteten  wir  G-^  geometrisch 
als  Gruppe  der  Transformationen  der  Flache  Fu  in  sich,  bei  denen 
die  Einteilung  der  Fp  in  p  Doppeldreiecke  gleichfalls  in  sich  tiber- 
ging.  Aber  hier  konnen  wir  als  Flache  F^  direct  die  Ebene  oder 
Kugel  wahlen,  die  wir  als  Tragerin  der  complexen  Werte  t  denken. 
Diese  wird  dann  samt  ihrer  Einteilung  in  p  Doppeldreiecke  durch  die 
^  Substifatlionen  (1)  in  sich  ubergefiihrt.  Hier  ist  nun  auch  der  Ort, 
urn  eine  Erganzung  zu  p.  353  hinzuzufugenr  Eine  Gruppe  linearer 
Substitutionen  einer  einzigen  Variabelen  %  (und  die  Gr^  der  Substitu- 
tionen  (1)  ist  eine  solche)  hat  notwendig  den  Typus  einer  in  der 
Theorie  der  regularen  Korper  auftretenden  Gruppe  (nach  ;,Ikos." 
p.  117  u.  f.),  und  dementsprechend  ist  die  Einteilung  der  r-Kugel  in 
ihre  ft  Doppeldreiecke  notwendig  identisch  mit  einer  der  wohlbekannten 
regularen  Kugelteilungen**).  Diese  aber  haben  wir;  soweit  sie  dem 
Verzweigungssatze  geniigen,  bereits  samtlich  zur  Definition  von  Unter- 
gruppen  der  Modulgruppe  verwandt  (cf.  p.  353  u.  £).  Hiernach  "hdbm 
wir  damals  (wie  wir  dort  auch  schon  anfuhrten)  die  gesamten  aw- 
ge#eie~hneten  Untergruppen  f^  des  G-eschlecktes  p  =  0  Tcennm  gelernt. 

Haben  wir  jetzt  eine  relatw  ausgezeichnete  f^  des  Geschlechtes 
p  =  0,  so  werden  sich  die^beztiglichen  v  Transformationen  (6)  §  8 
nunmehr  ftir  einen  auszuwahlenden  Hauptmodul  als  lineare  Substitu- 
tionen desselben  darstellen.  Die  damit  entspringende  Gruppe  Gv  muss 
wiederum  eine  in  der  Theorie  der  regularen  Korper  auftretende  sein, 
und  dementsprechend  gewinnen  wir  fur  die  bezugliche  Einteilung  der 
t-  Kugel  das  Eesultat:  Unter  geeigneter  Auswahl  von  r  wird  die  frag- 
liche  Einteilung  eine  solche  sein,  die  durch  v  Drehungen  der  t- Kugel 
um  ihren  Mittelpunkt  in  sich  ubergefiihrt  wird.  Es  mtissen  sich  dabei 

*)  Eine  entsprecliende  Entwicklung  batten  wir  ttbrigens  schon  an  Forme!  (5) 
des  vorigen  Paragraphen  knupfen  k5nnen. 

**)  Unter  geeigneter  Auswahl  des  Hauptmoduls  ?. 
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imnier  —  Doppeldreiecke  der  Teilung  zu  einem  grosseren  Dreieck  zu- 

sammenlegen,  und  solcher  grosseren  Dreiecke  uberdecken  ini  ganzen  v 
die  r-Kugel  luckenlos  und  einfach  (vergl.  unten  Pig.  101,  102). 

Indem  wir  weiter  nur  noch  die  in  der  Gesamtheit  f  ausgezeich- 
neten  f^   berticksichtigen,   nehmen  wir   sogleich   den   allgemeinen  Pall 

des  Geschleektes  p  >  2  vorweg,  um  bei  ihm  insbesondere  ein  linear- 

dj. 
unabhangiges  System  der  <pt  ==  -TJ-  zu  Grunde  zu  legen.   Der  mit  <pt(co) 

gleichberechtigte  Modul  g?J(F*(tt))  ist  nun  gleichfalls  ein  Modul  93 
unserer  ausgezeichneten  f^;  was  man  etwa  durch  Riickgang  auf  die 
Bestandteile  djt,  dJ  von  <p»  ernarten  wolle.  Der  fragliche  Modul 


muss  sich  demgemass  nach  bekannten  Satzen  im  Modulsystem  der 
^(o),  ^aC^)?  •  •  •;  ^C03)  linear  und  honiogen  darstellen  lassen.  Piir 
das  gesamte  Modulsystem  erhalten  wir  sonach  der  Operation  Vic  ent- 
sprechend  eine  lineare  homogene  Substitution  der  Gestalt: 


(2) 


So  entspricht  nun  jeder  einzelnen  der  ^  Operationen  Fi  eine  wohl- 
bestimmte  Substitution  (2)  der  Moduln  9?,  und  es  werden  die  so  ent- 
springenden  p  Sulstitutionen  in  ihrer  G-esamfheit  wieder  eine  Gruppe  G-^ 
der  endKchen  Ordnung  y,  "bilden.  Hier  haben  wir  denn  im  gegen- 
wartigen  Palle  eine  elegante  analytiscne  Darstellung  fiir  die  zur  aus- 
gezeiclineten  f^  gehorende  endliche  Gruppe  G-p  vor  uns. 

Gedenken  wir  hier  wieder  der  Interpretation  der  jp  Moduln  <p  als 
homogener  Ooordinaten  eines  Eaumes  JRp  —  i.  Was  alsdann  die  Glei- 
chungen  (2)  darstellen?  ist  eine  Collineation  dieses  Kaumes.  Haben 
wir  ubrigens  einmal  ein  Wertsystem  ftir  die  ursprtinglichen  Coordi- 
naten  g?1?  <p2;  . .  .,  y<p,  das  thatsachlich  in  einem  Punkte  der  Riemann- 
schen  Flache  F^  stattfindet,  so  wird  offenbar  das  transformierte  Wert- 
system der  <pf*  gleichfalls  in  einem  bestimmten  anderen  Punkte  der  F^ 
eintreten.  Wir  werden  dies  geometrisch  dahin  ausspreohen ,  dass  bei 
der  einzelnen  Collineation  (2)  ein  Punkt  der  Curve  Oa^— 2  &®*  9  jeder- 
zeit  wieder  in  einen  auf  dieser  C*p— 2  gelegenen  Punkt  tlbergeht. 
Insgesamt  folgt:  Dm  (i  Transformationcn  der  $w  (msge^mhneten  f^  ge- 
horenden  Flache  F^  entsprech&nd  erfahrt  die  Normaleurve  0*$-.*  der 
Moduln  <p  im  ganeen  p  ColUneattonen  in  sich.  Diese  Collineatioaen 
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der  Czp—2  in  sicli  werden  naturlieh.  in  ihrer  Gesamtheit  wieder  eine 
Gruppe  bilden  und  geben  uns  erneut  eine  eigenartige  Interpretation 
unserer  wiederliolt  genannten  G-^. 

Der  Umstand,  dass  unsere  jetzt  besprochenen  Modulsysteme  bez. 
Hauptmoduln  sich  gegenuber  den  Operationen  F&  des  zur  ausge- 
zeichneten  f^  genorigen  Keprasentantensy  stems  durchgangig  linear 
reprodueieren,  ist  ffir  alle  expliciten  Rechnungen  von  besonderem 
Yorteil,  was  man  spater  wiederholt  bemerken  wird.  Sehen  wir  also 
zu,  wie  sich  in  diesem  Betracnt  die  in  §  5  fiir  den  elliptiscben  und 
hyperelliptiscnen  Fall  allgemein  zu  Grunde  gelegten  Moduln  verhalten. 

Fur  eine  ausgezeichnete  f^  des  G-eschlechtes  p  =  1  sollte  eine 
zweiwertige  und  eine  dreiwertige  Function  zum  vollen  Modulsystem 
zusammengestellt  werden ;  und  wir  konnten  zu  dem  Ende  geradezu 
diejenigen  Functionen  wablen;  die  den  doppeltperiodiscnen  Functionen 
&>(u),  $>'(u)  des  bezugliehen  elliptisciien  Gebildes  entsprecnen.  Im 
Sinne  von  p.  559  u.  f.  komint  dies  darauf  hinaus?  dass  wir  das 
Fundamentalpolygon  der  f^  auf  eine  ebene  Curve  dritter  Ordnung  C3 
abbilden.  Seien  etwa  ^(co),  ^2(o)  unsere  beiden  Moduln,  so  moge 
man  jetzt  auf  o  eine  der  fi  Substitutionen  Y*  ausuben.  Die  gleich.- 

bereclitigten  Moduln  ^f}(co)  =  ^(T^Cco)),  41)(<»)  =  ^2(l7i({0))  werden  im 
vollen  Modulsystem  &if  $%  der  f^  rational  darstellbar  sein: 

(3)  $  =  B*^  0J,    $  =  Bifa,  *J, 

und  gerade  wie  vorhin  bei  der  Czg—z  der  9  wird  nunmehr  unsere 
Curve  dritter  Ordnung  CB  durch  die  p  rationalen  Transformations  (3) 
eind&utig  in  sick  ubergefuhrt.  Hier  mtissen  wir  nun  einen  spater  noch 
ausfubrlicb  zu  begriindenden  Satz  vorweg  nehmen,  dass  namlicn  die 
elliptische  Normalcurve  wter  Ordnung  insgesamt  2n*  Collineationen  in 
sich  zulasst;  was  denn  in  unserem  Falle  der  C3  im  ganzen  18  Oolli- 
neationen  ergeben  wiirde.  Sonacli  Jconnen  sick  unter  den  Transforma- 
tions (3)  vielleicht  18  lineare  finden,  sicker  aber  ist  der  gan0e  Best  von 
einem  Grrade  >  2*).  Will  man  also  auch  bier  ausschliesslich  mit 
linearen  Transformationen  zu  thun  haben;  so  wird  man  bei  ^  >  18 
an  Stelle  der  <78  eine  elliptiscbe  Normalcurve  hoherer  Ordnung  zu 
Grande  legen  mussen,  was  wir  Her  nicbt  weiter  verfolgen.  wollen. 

Gebore  endlich.  die  in  der  Gesamtgnyppe  ausge^eietmete  f^  mm 
T^perell^Uschen  Falle,  so  legen  wir  nach.  p.  591  die  zweiwertige 
Function.  $  samt  der  zugehorigen  Yf(#)  zu  Grunde,  die  wir  als  Moduln 


*)  Hat  das  elliptisclie  Q-ebilde  verschwiudende  Invariante  g^  oder  gs ,  so  tritt 
eine  leicht  erkennbare  Modification  dieses  Satzes  ein. 
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der  T^  durch  *(o>)  und  ^  (a?)  =  |/700  bezeichnen  wollen.  Betrachten 
wir  da  zuvorderst  *(<D)  fur  sich,  so  wird  jeder  init  *(o>)  gleich- 
berechtigte  Modul  #*(»)  wieder  eine  zweiwertige  Function  der  F^ 
liefern,  welch'  letztere  bekanntermassen  von  a  linear  abhangig  ist.  Den 
p  Operationen  Vk  entsprechen  so  p  lineare  Substitution  en  von  £: 

PL*  +  ^ 

(4)  A-  V  +  V 

welche  insgesamt  eine  Gruppe  bilden.  Was  die  Ordnung  dieser  letzteren 
Gruppe  angeht,  so  kann  dieselbe  nur  p  oder  -|-  sein.  Unsere  hyper- 

elliptische  Flache   gestattet  namlich  auf  alle  Falle  die  durch  #'  —  0, 

^  -a ^    dargestellte    Transformation   in    sich.      Findet    sich    diese 

unter  den  ft  Transforniationen  der  F^  in  sich7  welche  der  zur  f^  zu- 
gehorigen  Gr^  entsprechen  7  so  werden  ersichtlich  je  zwei  unter  den 
p  Transformationen  (4)  identisch  ausfallen;  so  dass  diese  Substitutionen 
insgesamt  eine  Gr^  bilden.  Es  ist  nun  leicht  zu  sehen,  dass  der 

T 

hiermit  skizzierte  Fall  der  allein  inogliche  ist.  Man  erinnere  sich 
namlich,  dass  nach  p.  342  die  Classe  unserer  ausgezeichneten  f^  des 
Geschlechtes  p  >  1  notwendig  >  6  ist,  und  dass  diesem  Umstande  zu- 
folge  in  der  zur  T^  gehorenden  G-p  die  parabolischen  Modulsubstitu- 
tionen  (z.  B.  /S)  cyclische  Untergruppen  einer  Ordnung  >  6  liefern. 
Auf  der  anderen  Seite  muss  die  Gruppe  der  Substitutionen  (4)  eine 
solche  sein,  wie  sie  in  der  Theorie  der  regularen  Korper  auftritt,  und 
von  diesen  hat  keine  hier  in  Betracht  kommende  eine  cyclische  Unter- 
gruppe  einer  Ordnung  >  6*).  Wir  haben  sonach  das  Kesultat:  Die 
sweiw&rtige  Function  ^(co)  erftihrt  gegenuber  den  p  Substitutionen  des 
Reprasenianbensystems  y  lineare  Sttbstitutionen  (4),  die  eine  Q^  lilden; 

OMS  ihr  entspringt  die  G^  der  ausgemchneten  F"^  Anarch  Combination  der 
t*  Siibslitutionen  (4)  mit  der  einstelnen: 

(5)  */-.  — ^ 

Diese  tJberlegung  ergiebt  uns  sogleich  ein  endgilltiges  Resultat 
aber  das  Auftreten  von  ausgezeichneten  Untergruppen  f^,  die  zum 

*)  Man  kOnnte  vielleicht  glaiiben,  dass  die  Gruppe  der  Substitution  on  (4) 
eine  Diedorgruppe  sei  mit  n  •»  (i  t  2 ,  oder  gar  eino  cyclische  mit  n  —  /tt.  In 
boidon  Fallen  mtlssten  ersichtlich  alle  elliptischen  Modulsubstitutionen  der 
Pcriode  3  in  der  T^  onthaltan  sein,  was  nach  p.  341  ausncr  von  der  Gtesamt- 
gruppe  T  nur  nocb.  yon  der  damals  genannten  T9  der  Stufe  zwei  gilt.  Die  hier- 
mit bessoichnete  Mttglichkeit  bleibt  also  ita  Texte  ausgeaohlossen* 


Ill,  3.     Allgemeine  Auflosung  des  funetionentlieoretlsclieii  GrundproTalems.    607 

hyperelliptischen  Falle  gehoren.  Die  Gesarntheit  der  Substitutionen, 
welch  e  die  zweiwertige  Function  g(p)  in  sick  iiberfubren,  bilden 

namlich,  wie  wir  gerade  sahen,   erne  r^,,   und  zu  dieser  gehort  #(a>) 

IF 

als  einwertige  Function,  d.  h.  als  Hauptmodul.  Eben  der  dureh- 
gangigen  linearen  Reproduction  des  #(»)  wegen  ist  aber  diese  f^  erne 

¥ 

ausge&eichnete  Untergruppe  des  Gesehlechtes  p  =  0.  Da  uberdies  die 
Classe  der  so  gewonnenen  ausgezeichneten  F^  notwendig  >3  ist,  so 

T 

haben  wir  fur  dieselbe  ersichtlicli  nur  die  beiden  Moglichkeiten  der  Haupt- 
congruenzgruppe  4ter  Stufe  T24  bez.  derjenigen  der  5ten  Stufe  f60.  Dem- 
entsprechend  giebt  es'hochstens  &wei  #um  hyperelliptischen  Falle  fuhrende 
ausgegeiclmete  Untergrugpen ,  namlich  eine  r48  der  Classe  8  und  eine  I~120 
der  Classe  10  5  thatsachlich  werden  wir  solche  swei  Untergrugpen  spater 
wirMich  Jcennen  lernen*). 

§  10.     Die  Gralois'schen  Pro"bleme  Tind  ilire  Besolventen.     Plan  der 
ferneren  Entwicklungen. 

Una  eine  geordnete  Auffassung  der  gesamten  letztvoraufgehenden 
Entwicklungen  zu  gewinnen,  mtissen  wir  noch  etwas  ausgiebiger  die 
Gesicntspunkte  der  Galois'scben  Gleichungstheorie  heranziehen.  Wir 
knupfen  an  die  zu  einer  ausgezeichneten  Untergruppe  Vp  gehorende 
Resolvente 

(i)  f&J^o 

der  Modulgleiclmng.     In    ihr   haben   wir  eine  irreducibele   Gleichung 
1*?®°-  Grades   fur  &  vor  uns,   deren  sanatliche  Wurzeln  #k,   wie   wir  in 
§  8  sahen,  rational  in  einer  unter  ihnen  0  und  J  darstellbar  sind: 
(2)  ^  =  JS*(*,  J). 

Wir  nannten  in  diesem  Sinne  schon  vorhin  die  Gleichung  (1)  ihre 
eigene  Galois'sche  Resolvente;  daneben  fassen  wir  jetzt  die  ^  Trans- 
formationen  (2)  in  ihrer  Eigenschaft  als  eine  Gruppe  Gr^  bildend  auf, 
welches  unsere  wohlbekannte  zur  FM  gehorende  (?M  ist,  und  haben  nun 
in  dieser  G-p  laut  ,,Ikos."  p.  90  u,  f.,  abstract  genomnien,  die  Galois'sche**) 
Gruppe  der  Gleichung  (1)  yor  uns. 

Nur  die  Einkleidung,  nicht  aber  das  Wesen  dieser  Verhaltnisse 
wird  ein  anderes,  wenn  wir  an  Stelle  von  0,  J  eine  grosser e  Keihe 


*)  Die  hier  aber  die  hyperelliptisclien  Falle  mitgeteilten  Satze  warden  zuerst 
vom  Herausgeber  entwickelt. 

**)  Hiermit  ist  stets  die  Monodromiegruppe  gemeint. 
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von  Moduln,  etwa  die  <p,  zum  vollen  Modulsystem  unserer  ausgezeich- 
neten f^  im  allgemeinen  Falle  eines  grosseren  p  zu  Grunde  legen.  Da 
tritt  an  Stelle  der  Gleichung  (1)  nach  (8)  p.  592  die  nachfolgende: 


(3)     J:  J-  1  :  1 

zu  welcher  dann  nocli  die  zwischen  den  <p  bestehenden  algebraischen 
Relationen  hinzukommen.  An  Stelle  der  einzelnen  Wurzel  09  welch  e 
Gleichung  (1)  bei  gegebeneni  J  besitzt,  tritt  nun  das  einzelne  System 
zusammengelioriger  Werte  y>,  welche  den  letztgenannten  Gleichungen 
bei  gegebeneni  J  genftgen.  Da  aber  J  auf  der  zur  f^  geliorenden  F^ 
eine  ^--wertige  Function  ist;  so  lassen  sich  die  in  Rede  stehenden 
Gleichungen  ina  ganzen  durch  ft  Wertsysteme  der  <p  auflosen.  Hierbei 
tritt  der  Galois'sche  Charakter  dieses  Problems  unmittelbar  dadurch  in 
Evidenz,  dass  mit  einem  einzelnen  dieser  Wertsysteme  alle  (^  —  1) 
iibrigen  rational  bekannt  sind?  indem  sie  sich  ja  speciell  fur  das  System 
der  cp  sogar  linear  in  jenem  Wertsysteme  darstellen.  Wollen  wir 
dies  also  dahin  zusammenfassen,  dass  im  Sinne  unserer  Fundamental- 
auf  gate  (p.  139)  den  ausgezeichneten  Untergruppen  f^  solche  Hesolvenlen 
der  Modulgleichung  entsprechen,  die  wir  der  Mer  gewahlten  Einldeidung 
gemass  al$  Galois'sche  Probleme  ftten  Grades  lemchnen.  In  Anlehnung 
an  den  hiermit  ^iargelegten  Charakter  der  ausgezeichneten  Unter- 
gruppen wollen  wir  den  in  (1)  zu  Grunde  gelegten  Modul  #  der  aus- 
gezeichneten r^  einen  Galois'schen  Modul  nennen  und  bezeichnen 
entsprechend  den  Hauptrnodul  bez.  das  voile  Modulsystem  einer  aus- 
gezeichneten f^  als  Galois'schen  Hauptmodul  und  Galois*  scJies  System. 
Sollen  wir  jetzt  das  einzelne  unserer  Galois'schen  Probleme 
^ten  (jrades  einer  erschopfenden  Behandlung  unterziehen,  so  werden 
wir  diese  dadurch  einleiten  miissen,  dass  wir  die  beztigliche  Galois'sche 
Gruppe  Gp  in  ihre  gesamten  Untergruppen  zerlegen;  denn  damit  ge- 
wiunen  wir  die  Mittel,  die  niederen  Resolventen  unseros  Problems  zu 
tiberblicken.  In  ihnen  haben  wir  dann  solche  Jtesolventen  endlichen  Grades 
der  Modulgleichung  vor  uns,  wie  sie  nicM-ausgezeichneten  Untergruppen  f^ 
entsprechen.  Indem  sich  aber  auf  diese  Weise  die  nicht-  ausgezeichneten 
Untergruppen  in  unsere  jetzt  vertretene  Auffassung  einordnen,  bleiben 
wir  damit  gerade  in  tlbereinstimmung  mit  der  planmassigexi  Er- 
ledigung  des  gruppentheoretischen  Problems,  die  wir  p.  327  befdr- 
wortet  haben;  danach  sollte  es  sich  ja  in  erster  Linie  urn  die  Auf- 
findung  der  ausgezeichneten  Untergruppen  f^  handeln;  wahrend  wir  die 
tibrigen  erst  von  ihnen  aus,  n'amlich  durch  Zerlegung  der  zugehbrigen 
G-^J  gewinnen  wollten.  Es  schliesst  das  ja  gar  nicht  aus;  dass  wir  bei 
unseren  welter  folgenden  Einzeluntersuchungeii  gelegentlich  den  But- 
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wicklungsgang  auch  einmal  gerade  entgegengesetzt  wahlen,  indem  wir 
namlich  mit  den  niederen  Resolventen  beginnen,  urn  vou  ihnen  aus 
erst  zum  Galois'sehen  Problem  aufzusteigen. 

So  haben  wir  nun  den  unendlich  vielen  ausgezeichneten  Onter- 
gruppen  der  Modulgruppe  eine  unbegrenzte  Menge  individueller  Galois- 
sclier  Probleme  zugewiesen,  die  auf  der  einen  Seite  samt  und  senders 
yon  der  Modulgleichung  beherrscht  werden,  insofern  namlich  die 
Losungen  dieser  Probleme  eindeutige  Functionen  von  o  sind,  die  aber 
urngekehrt  ihrerseits  im  Auflostmgsproeess  der  Modulgleichung  jedes 
eine  besondere  Phase  zu  charakterisieren  Termag.  Als  erste  Glieder 
in  der  Kette  dieser  Probleme,  die  Falle  l>  =  0  erschopfend,  ordnen  sich 
den  Hauptcongruenzgruppen  der  niedersten  Stafen  entsprechend  die 
Probleme  der  regularen  Korper  ein.  Aber  wir  finden  als  naiurgemasse 
Fortsetzung  derselben  (um  hier  fur  den  Augenblick  an  den  Haupt- 
congruenzgruppen festzuhalten)  eine  ganze  unendliche  Kette  nicht  minder 
interessanter,  wenngleich  mehr  und  mehr  complicierter  Probleme  analogen 
Charakters,  die  den  steigenden  Werten  der  Stufenzahl  n  entsprechen. 

Wenn  es  sich  nun  in  der  Folge  darum  handeln  soil,  alle  diese 
allgemeinen  Erorterungen  durch  zweckmassige  Einzelbeispiele  zu  er- 
lautern,  so  bietet  sich  da  in  der  That  ein  uberreicher  Stoff  der  Unter- 
suchung  dar,  an  dem  wir  uns  mit  den  hier  vorbereiteten  Mitteln  der 
Riemann'schen  Theorie  versuchen  konnten.  Indessen  muss  es  genugen, 
dass  wir  die  vier  immer  wiederkehrenden  Falle:  p  ==  0?  p  =  1,  hyper- 
elliptisch;  allgemein,,  jeweils  durch  ein  oder  ein  paar  explicit  durch- 
zufuhrende  Beispiele  illustrieren.  Dabei  aber  wahlen  wir  uns  solche 
ausgezeichnete  Untergruppen,  die  wir  von  fruher  her  vollig  beherrschen. 
Nehmen  wir  also  ftir  p  =*  0  die  Hauptcongruenzgruppen  der  Stufen 
n  =  2;  3,  4;  5,  womit  wir  dann  schon  die  Gesamtheit  der  hier  in  Be- 
tracht  kommenden  Gruppen  erledigt  haben.  Daran  schliessen  wir  so- 
gleich  die  Besprechung  der  beiden  hyperelliptischen  Falle,  bei  denen 
ja;  wie  wir  schon  sahen,  die  zweiwertigen  Functionen  direct  mit  den 
Galois'schen  Hauptmoduln  fur  n  =  4  bez.  n  =  5  identisch  sind.  Zu- 
gleich  erledigen  wir  im  engen  Anschluss  an  die  Galois'schen  Haupt- 
moduln eine  Reihe  weiterer  aus  ihnen  entspringender  Moduln,  die  in 
der  geschichtlichen  Entwicklung  der  Theorie  der  elliptisehen  Functionen 
eine  wichtige  Bolle  gespielt  haben  und  schon  deshalb  nicht  iiber- 
gangen  werden  durfen.  Es  ertibrigt  endlich,  auch  noch  fur  p  =  1 
und  fur  den  allgemeinen  Fall  p  >  2  je  ein  Beispiel  beizubringen,  und 
wir  wahlen  zu  dem  Ende  neben  der  F72  der  sechsten  Stufe  die  T168  der 
siebenten  Stufe,  welchen  Gruppen  wir  schon  oben  (p.  364  u.  f.)  eine 
ausfiihrliche  Untersuchung  widmeten. 

Kleln.-I'rioko,  Modulfunctionon.  39 
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Das  somit  bezeichnete  Untersuchungsgebiet  zu  durchlaufen,  ist  die 
Aufgabe,  die  wir  uns  fur  den  Rest  des  gegenwartigen  Abschnitts  vor- 
setzen.  Wir  werden  dabei  im  Einzelfalle  die  Moduln  endgiiltig  fixieren, 
die  Substitutionssysteme  der  Moduln,  die  Resolventen  selbst  explicite 
ausrechnen  etc.  Zugleich  sollen  die  den  homogenen  Modulsubstitutionen 
entspreclienden  Modulformen  (cf.  p.  143),  deren  wir  bislang  nicht  be- 
sonders  gedaehten,  in  ausgiebigster  Weise  zur  Verwendung  kommen, 
da  sie  in  der  That  in  nianeheni  Betracht  wesentliche  Vereinfaclmngen 
des  Verfahrens  bedingen.  Alle  weiter  sich  hier  anscliliessende  Probleuie 
und  Gesichtspunkte  zu  verfolgen,  bleibt  indes  den  ktinftigen  Ab- 
schnitten  vorbehalten. 


tlbrigens  dtirfen  wir  nicht  unerwahnt  lassen,  dass  unser  nun  vollig 
vorbereiteter  directer  Riemann'sclier  Ansatz  ohne  weiteres  doch  nur 
eine  beschraukte  Zahl  von  Anwendungen  gestattet;  in  der  That  er- 
weist  er  sich  iiber  die  in  den  nachsten  Kapiteln  zu  gebenden  Bnt- 
wicklungen  hinaus  nur  noeh  fiir  ganz  wenige  Uzitergruppen  f^  zug- 
kraftig  zur  Entwicklung  von  Einzelresultaten.  Inimer  wird  es  '  tins 
gelingen,  durch  die  in  Rede  stehende  Methode  unter  einer  grossen 
Zahl  weiterer  Modulfunctionen  namentlich  auch  alle  diejenigen  kennen 
zu  lernen  (in  Kap.  Ill,  5);  welche  in  der  iiberlieferten  Theorio  eine 
Rolle  spielen.  Wir  werden  dabei  sehen,  wie  in  der  Theorie  dieser 
Grossen  nianche  Gesichtspunkte,  die  allein  durch  die  Mittel  der  Theorie 
der  doppeltperiodischen  Functionen  nur  in  unvollkommener  Weise  or- 
luutert  werden  konnten,  vermoge  der  uns  zur  Verfugutig  stehenden 
Anschauungsweisen  in  ein  neues  Licht  geriickt  werden  und  damit 
ihre  sacligemasse  Erklarutig  linden. 


Viertes  Kapitel. 

Die   zu  den   ausgezeiclmeteii  Untergruppen   des  Geselilechtes  p  =  0 
gehorenden  Modulftmetioiieii. 

Unserem  soeben  aufgestellten  Plane  gemass  widmen  wir  dieses 
vierte  Kapitel  der  ausfiihrliehen  Besprechung  der  ausgezeiehneten  Unter- 
gruppen des  G-eschlechtes  p  =  0;  bei  denen  wir  die  vorhin  allgeinein  er- 
orterten  Gesichtspunkte  muhelos  explicit  durehfuhren.  Diese  Unter- 
gruppen sind  die  Hauptcongruenzgruppen  f6?  I~12,  T24  und  rco  der  Stnfen 
2;  3,  4  und  5  und  es  sind?  wie  wir  scn.on  wiederholt  benierkten,  die 
bezuglichen  Galois^sclien  Problerne  6ten,  12*",  24ten  und  60ten  Grades 
keine  anderen  als  die  uns  seit  lange  gelaufigen  Probleme  des  Dieders 
n  =  37  des  Tetraeders,  des  Oktaeders  und  des  Ikosaeders.  Ftir  xmsere 
in  JK,ede  stehenden  Untergruppen  brauchen  wir  demnacb  die  eigent- 
lichen  Riemann'scben  Scbliisse  nocb  gar  nicbt  direct  in  Anwendung 
zu  bringen;  unsere  Entwicklung  werden  wir  vielmebr  unmittelbar  an 
die  Theorie  der  regularen  Korper  anscliliessen,  welche  in  den  Vor- 
lesungen  iiber  das  Ikosaeder  zur  Darstellung  gekommen  ist.,  wie  wir 
denn  bereits  in  den  Gleichungen  der  regularen  Korper  (cf.  Porniel  (5) 
p.  15,  (J)  p.  104  u.  s.  w.)  die  unseren  Untergruppen  F6?  f"12?  •  •  zu- 
geliorigen  Resolventen  in  fertiger  Form  besitzen.  Um  so  niehr  werden 
wir  uns  daher  einer  Seite  unserer  Fragestellung  zuwenden  konnen, 
fiir  welche  wir  im  vorigen  Kapitel  eine  allgerneine  Formulierung 
nicht  gegeben  haben,  namlich  der  fornaentbeoretisclien*).  Solch.es  soil 
in  der  That  in  der  ersten  Halfte  des  Kapitel  s  gescbehen;  die  eigent- 
liche  Riemann'sche  Denkweise  setzt  dann  erst  wieder  bei  Beginn  der 
zweiten  Halfte  des  Kapitels  (§  7)  ein. 


*)  An  sich  sind  die  formentheoretisclien  Formulierungen  ebensowohl  auf 
allgemeine  Principien  zu  beziehen,  wie  die  functionentheoretischen;  vergleiche  die 
Bemerkungen,  -welche  Hr.  Klein  hieruber  neuerdings  in  Bd.  36  der  Math.  Ann. 
macht  (Zur  Theorie  der  Abel'schen  Fimctioneri).  Indessen  sind  die  betreffenden 
"Dberlegungen  noch  zu  neu  und  bislang  211  wenig  entwickelt,  als  dass  wir  auf 
dieselben  bei  der  Darstellung  des  Textes  batten  eiugehen  kSnnen. 

39* 
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In  zweierlei  Hinsicht  konnen  wir  in  der  Reihe  der  fraglichen 
Galois'schen  Hauptmoduln  eine  Erweiterung  eintreten  lassen.  Erstlich 
konnen  wir  n'ainlich  die  Gesamtgruppe  f  als  Congruenzgruppe  erster  Stufe 
und  damit  als  erstes  Glied  in  der  Kette  auffassen,  wobei  wir  als  zugehorigen 
Galois'schen  Hauptmodul  </(<»)  selbst  haben.  In  der  That  werden  wir 
in  der  Folge  mehrfach  Gelegenheit  haben,  auch  die  ,,erste  Stufe"  gleich- 
massig  mit  den  iibrigen  in  Betracht  zu  ziehen.  Der  anderen  Er- 
weiterung der  Reihe  der  Galois'schen  Hauptmoduln  konnen  wir  nur 
im  Vorbeigehen  gedenken.  Bereits  wiederholt  bemerkten  wir,  dass 
die  naturgemasse  Fortsetzung  unserer  Untergruppen  re,  P12,  •  •  -  aus 
den  Gruppen  r{6},  ^"{7},  •••  besteht,  die  wir  p.  356  u.  f.  einfiihrten. 
Aber  zur  f{n}  gehort,  wie  wir  sagen  werden,  als  ;;Hauptmodul"  die 

Function  s(-^}  —,  —5  e7"(ro)K   deren   eindeutige   Abhangigkeit    von  co 

wir  p.  584  erkannten.  Es  halt  denn  auch  nicht  schwer,  fur  diese  bei 
w>5  eintretenden  transcendenten  Moduln  ganz  allgemein  eine  grossere 
Reihe  derjenigen  Entwicklungen  zu  wiederholen,  die  wir  fur  die 
Galois'schen  Hauptmoduln  durchfiihren  wollen.  Es  liegt  aber  ein 
naheres  Eingehen  hierauf  ausserhalb  unseres  Planes. 

§  1.     Fixiemng  der  Galois'scben  Hauptmodtiln  und  Zusammen- 
stellting  beziiglicher  Formeln. 

Schon  p.  143  brachten  wir  als  Bezeichnungsweise  fiir  die  Galois'schen 
Hauptmoduln  der  T6  etc.  die  nachfolgende  in  Vorschlag: 

(1)  A(o),     !(«),     KO>),    S(»), 

an  der  wir  auch  weiterhin  festhalten.  Die  Einteilungen  der  bozilg- 
lichen  Ebenen;  wie  sie  die  Figuren  12  p.  70,  28  p.  104,  14  p.  75  und  30 
p.  105  geben?  gelten  uns  jetzt  nach  p.  354  u.  f.  als  die  zu  den  Fluchen 
F$,  FM,  F^  und  JF60  zusammengelegten  Polygone  der  T6  etc.,  und 
man  wolle  bemerken,  dass  die  Moduln  (1)  sich  dadurch  eindoutig 
fixieren  lassen,  dass  man  ein  einzelnes,  beliebig  gewahltes  schraffiertes 
Dreieck  der  in  Rede  stehenden  Einteilungen  dem  Ausgangsdreieck  der 
Modulteilung  zuweist.  Dadurch  werden  namlich  in  den  Ecken  dieses 
letzteren  Dreiecks  fiir  den  betreffenden  Hauptmodul  drei  wohlbestimmte 
Werte  vorgeschrieben,  und  durch  Angabe  solcher  Worto  in  drei 
Punkten  des  Polygons  ist  nach  p.  591  ganz  allgemein  der  Hauptmodul 
einer  Untergruppe  jp  =  0  zu  fixieren.  In  diesem  Sinne  hat  es  sich 
als  zweckmassig  erwiesen,  von  Fig,  12  das  links  union  befindlicho 
Dreieck  dem  Ausgangsdreieck  der  Modulteilung  zuzuweisen,  von  Fig.  28 
desgleichen  das  rochts  oborhalb  befindliche,  von  Fig,  14  wiederum  das 
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am  weitesten  rechts  oberhalb  der  reellen  Axe  liegende  Dreieck  und 
endlicli  von  Fig.  30  dasjenige  Dreieck;  welches  sich  zunachst  am 
Punkte  g=0  unterhalb  an  die  reelle  g-Axe  anhangt.  Es  ist  nicht 
schwer  zu  sehen*),  dass  wir  die  Moduln  (1)  gleichfalls  gerade  in  dieser 
Weise  fmeren,  wenn  wir  an  Stelle  der  eben  gegebenen  geometrischen 
Bestimmungen  die  abstraeten  Forderungen  setzen,  wie  sie  das  nach- 
folgende  Formelsystem  ausdruckt: 

" 


|(zoo)  =  oo,       |(0)  —  1,  |(1)  =       p2, 

Kioo)  =  op,       f*(0)  =  1 ,  f»(2) 1 , 

g(»oo)-0,          «(>)-«  + *,     g(|)=       oo, 

£  dabei  als  complexe  ftinfte  Einheitswurzel  e  5    gedacht. 

Die  so  fixierten  Galois'schen  Hauptmoduln  sind  niit  J  durch 
Gleichungen  verbunden,  welche  man  unter  (5)  p.  15,  (1)  p.  104,  (4)  p.  20, 
sowie  endlich  p.  105  unten  naehsehen  wolle.  Es  sind  dies  einfach 
die  Gleichungen  der  regularen  Korper,  die,  wie  schon  gesagt,  gegen- 
wartig  unsere  Galois'schen  Problem  e  ftten  Grades  zum  Ausdruck  bringen. 

Wir  verwenden  diese  Gleichungen  zur  Ableitung  einiger  Naherungs- 
formeln,  die  wir  bei  spateren  Rechnungen  oft  brauchen  werden.  Nach 
p.  587  lasst  sich  eine  zur  ntQn  Classe  gehorende  Modulfunction  fur  die 
Umgebung  von  05  =  zoo  in  eine  Reihe  nach  ansteigenden  ganzen 

Potenzen  von  r  n  entwickeln.  Wir  wollen  f iir  unsere  Hauptmoduln  (1) 
jeweils  die  ersten  Glieder  dieser  Reihenentwicklungen  kennen  lernen. 
Wie  wir  hierbei  verfahren,  erlautern  wir  fur  A(Q)  ausfuhrlich.  Bei 
CD  =  too  wird  A  zufolge  (2)  unendlich,  und  also  giebt  (5)  p.  15 

naherungsweise  J"=  —  ^2.     Nun  erinnere  man  sich  auf  der  anderen 

Seite  an  die  Formeln  (2)  p.  127  etc.,  die  fQr  den  gedachten  Punkt  GJ 
als  Naherungswerte  von  g^  g^  A  die  folgenden  gaben: 


und  entwickle  aus  ihnen  die  auch  schon  wiederholt  angegebene  Naherung: 

(4)  '-£-iPr- 

Es  folgt  daraus  fur  A2  ohne  weiteres  A2  =*  ^~  ,  woraus  wir  nun  noch  A 


*)  Man  ziehe  nStigenfalls  auch  noch  die  Figuren  80  u.  f.,  p.  354,  zum  Ore- 
branch  heran. 
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zu  bereclmeu  haben.  Aber  auf  der  imaginareii  co-Axe  wircl  unserer 
Festsetzung  zufolge  A  reell  und  negativ,  wahrend  dortselbst  r  =  c**lta 
reell  und  positiv  ausfallt.  Wir  linden  sonach*): 

(5)  *--n'~*- 

In  vollig  entsprechender  Weise  gewinnea  wir: 


Allgemein  benennen  wir  fortan  eine  zur  Hauptcongruenzgruppe 
nter  Strife  gehorende  (algebraische)  Modulfunction  als  Congruenzmodul 
wter  Stnfc.  Wir  haben  dann  vor  alien  Dingen  den  Satz  auszusprecheu: 
Die  Congmcnzmoduln  2tor,  3ter,  4ter  und  5ter  Stufe  sind  rationale  Func- 
tioned, beg.  von  /L,  |,  p  und  g,  und  entsprechend  sind  die  Conyruenz- 
modiiln  erster  Stufe  rationale  Funclionen  von  J.  Im  speciellen  werden 
die  mit  dem  einzelnen  unserer  Hauptnioduln  gleicliberechtigten  Moduli! 
linear  in  jenen  clarstellbar  sein;  und  es  entspringt  Mcrbei  nach  p.  603 
die  Aufgabe?  die  encllielien  Gruppen  Cr6,  6fia;  (?2d  und  6f60  durcli  linearo 
Substitutionen  unserer  Galois'schen  Hauptmoduln  analytisch.  zum  Aus- 
druck  zu  bringen.  Wie  wir  diese  (ubrigens  von  ;,Ikos."  her  selir  be- 
kannten)  Substitutionen  mit  unseren  hier  zur  Verfugung  stehenclen 
Mitteln  in  Erfahrung  zu  bringen  haben,  zeigen  wir  wieder  am  Bei- 
spiele  A(eo).  Urn  zuvorderst  die  der  Modulsubstitution  S  entspreehemle 
Substitution  von  A  zu  berechnen,  setzen  wir  an: 


Diese  (Sloichung  besteht  unabliJingig  von  co}  und  man  seize  derugemass 
zuvordorwt  &  =  ioo,  wo  wir  nach  (2)  A(co  +  1)  =  A(o>)  =  oo  als  zu- 
gehorige  Werto  haben.  Damit  diese  zugleicJi  unserem  ebeu  geschriobonen 
Ansatze  geniigen,  muss  im  letzteren  c  =  0  sem,  so  dass  wir  einfaohor 


habeu  werden,  Hier  setze  man  nun  welter  o>=*=0  und  Undct  unter 
Riicksicht  auf  (a)  sofort  &»=  I,  wahreud  oncllich  der  Special  wort  <&*=*  I 
unter  Beruckaichtigung  von  A(^)  «»  A(0)  «=  0  fur  a  den  Wort  —  1 
giebt,  Tn  ganz  Hhnlichor  Weise  berechnot  man  der  Substitution  >T 


*)  Uator  rn   hi  in  der  Folge  stots  die  oindoutig  be&timmtc  Gr^swo 
vorBtandon, 
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entsprechend  ^(~~    als  lineare  Function  von  A(o)  und  findet  so  ins- 

gesamt*) 

(7)  A( 


Diese  beiden  Substitutionen,  als  8  und  T  entspreehend,  sind  nun  be- 
kanntlicli  Erzeugende  der  6?6,  deren  vollstandige  Aufstellung  hiernach 
ohne  Miihe  geleistet  werden  konnte.  Durch  vollig  analoge  tlber- 
legungen  erhalt  man  fur  die  ubrigen  Galois'sehen  Hauptnaoduln  die 
nachfolgenden  erzeugenden  Substitutionen  : 


Die  sechs  aus  (7)  entspringenden,  die  6r6  bildenden  A -Substitu- 
tionen sind  ?;Ikos."  p.  44  genannt,  sowie  von  uns  oben  p.  15  repro- 
duciert.  Die  fertig  ausgerechneten  zwolf  Substitutionen  des  g  sind 

r-f<s,  t'-9i-*-^£,  ft/c=o?i,2). 


Wir  haben  dieselben  hier  angeben  niussen,  da  sie  erst  durch  die  unter  (2) 
p.  104  gegebene  Transformation  in  die  ,,Ikos.u  p.  43  Pormel  (30  b) 
mitgeteilte  Gestalt  der  Tetraedersubstitutionen  tibergehen.  Die  C?2d 
und  G-QQJ  welche  fur  p  und  g  aus  den  unter  (8)  gegebenen  Brzeugenden 
hervorgeheiij  haben  endlich  direct  diejenige  Gestalt,  welche  fiir  die 
Oktaeder-  und  Ikosaedergruppe  in  den  Forrneln  (3 la)  und  (32)  p.  43 
von  ;;Ikos."  mitgeteilt  ist. 

§  2.     Binfiihrting  der  zu  den  G-alois'schen  Hauptmoduln  gehorenden 

Modulformen. 

Wir  deuteten  schon  am  Anfang  des  gegenwartigen  Kapitels  an,  dass 
es  hier  ganz  wesentlich  unsere  Aufgabe  sein  soil,  auch  die  Modul- 
formen mit  in  Betracht  zu  ziehen.  Wie  wir  die  zu  den  Galois'schen 
Hauptmoduln  gehorenden  Modulformen  einzuftihren  haben,  ist  nach 
Analogic  von  p.  117  u.  f.  sofort  evident:  wir  werden  namlieh  den  Diffe- 
rentiationsprocess,  wie  er  dort  auf  J(&)  angewandt  wurde,  auf  A(co)  etc. 


*)  SelbstverstSudlich  hatten  wir  diese  Substitutionen  auch.  aus  der  Dreiecks- 
teilung  der  >L-Bbene  auf  Grand  unserer  Bestimmungen  iiber  die  Zuordnung  der- 
selben  zur  co-Halbebene  able  en  konneiD. 
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zur  Ausiibiuig  bringen*).  Sei  r(co)  irgend  einer  unserer  vier  Haupt- 
moduln,  so  gilt  bei  Anwendung  irgend  einer  Modulsubstitution  erster 
Art,  wie  wir  wissen: 


Vyo  +  d/  ~    c*(a)  +  d  ' 

Indein  wir  unter  -F'  die  Ableitung  von  ir  nacb  dem  jeweils  beigesetzten 
Argumente  versteben,  folgt  aus  (1)  durch  Differentiation  nacli  co: 

1  ad  —  l>c          ' 


(y£0  +  <y)3  ~  (cr(«)  +  c?)2  "  ' 

Hier  nennien  wir  links  und  rechts  die  reciproken  Werte,  spalten  zu- 
gleich  co  in  c^  und  o2  und  ziehen  endlich  b  eiders  eits  die  Quadrat- 
wurzel;  es  folgt  auf  dem  Wege: 


-  Ic  - 


Um  die  Bedeutung  der  bier  ausgefiihrten  Wurzelziehung  zu  er- 
lautern,  gaheii  wir  auf  die  Darstellung  von  J  als  rationale  Function  des 
Hauptmoduls  T  zuruck:  J=>r(ii).  Durch  Differentiation  nacb  o>  folgt 

dJ  _^   dr      dt 

dm  dr       do*  ' 

woraus  wir  unter  Benutzung  von  (3)  p.  118  berecbnen: 


Hier  stcht  recliter  Hand  cine  algcbraisclie  Function  der  bciden  Variabelcn 
<72  und  (j%,  wie  man  aus  den  cinsfiolneu  Bcstaiidteilon  unserer  l^onuol 
scliliessen  wollc:  Es  ist  also  witch  die  tinJce  Scite  von  (8)  cine  algcbraisclie 

Function  von  g%  *wd  ff$.    tJbrigens  ist  der  Radicand    ,T-  eiuc  oindoutige 

Function  von  to,  die  jedenfalls  nur  in  solchon  Punkten  co  verscliwindea 
oder  uuendlich  werden  kann,  in  welchen  die  Abbildung  der  tr-Bbene 
auf  die  co-Halbebene  aufhort  conform  zu  soin.  Aber  wir  wissen,  days 
dies  nur  in  den  Spitzen  gescliieht,  mit  denon  das  zu  tr(co)  geliorendo 
Fundamentalpolygon  an  die  reelle  co-Axe  lieranreicht,  und  also  bositzt 
die  Quadratwurzel  l/r'(co)  nur  an  gewissen  Stellen  der  reellon  co-Axe 
Verzweigungspunkte.  Indem  aber  unsere  Variabelen  COA,  cojj  stets  nur 
solche  Veranderungen  erleiden  diirfen;  bei  denen  co  in  dio  negative  Halb- 
ebene  jedenfalls  niemals  hineingelangt?  ist  das  TImkreisen  eines  der 

*)  Die  Durchfxthrung  der  hior  und  in  den  naohsten  l^ragraphen  gogebenon 
ormeniheoretischen  Kntwicklungon  rQhrt  vom  Herausgeber  her. 
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Verzweigungspunkte  von  ]/r'(co)  von  vornherein  ausgesehlossen.  Wir 
finden  damit:  Die  auf  der  linlten  Seite  von  (3)  steliende  alyeftraiscJie 
Function  von  g%  imd  g3  ist  innerlialb  der  gamen  positiven  ca-Halbebene 
eine  eindeutige  Function  der  beiden  Variabelen  co1;  c?2.  Diese  ein- 
deutige Function  */*  ist  in  den  ct^,  co2  homogen  von  erster  Di- 
Y  z  (co) 

mension  und  bleibt,  wie  wir  sogleieh  noeh  sehen  werden,  unverandert 
bei  den  homogenen  Substitutionen  einer  gewissen  Untergruppe.  Sie 
hat  also  alle  Eigensehaften,  die  nach  p.  144  eine  elliptiscJie  Modulform 
besitzen  soil,  eine  Bezeichnung,  welche  wir  demnach  hinfort  wieder 
aufnehnien  werden. 

Jetzt  schreiben  wir  unter  Anlehnung  an  Gleichung  (2): 

( 4^)  r  ( co     co  }  =  ^^a^^)        -  f  N  *  <D° 


W 
V 


doo  dot 

wobei    wir    unter  K  eine    im   Einzelfall   zweckmassig  zu  bestimmende 

numeriscbe    Constante    verstelien.      Wir  haben  dadurch  t  =  —   in  den 

** 
Quotienfen  gweier  Modulformen  erster  Dimension  tlf  t%  zerlegt.    Aus  den 

Formeln  (2)  und  (1)  aber  entnebmen  wir  nun  sofort: 


f  Ausubung  homogener  Modulsiibstitutionen  erfdhren  sonach  die  Formen 
TI;  r2  "homogene  "binare  Substitutionen  der  Determinant  1,  welche  von 
sick  aus  direct  0u  den  nicht-homogenen  Substitutionen  (1)  0iiruckfithren. 
Infolge  des  doppelten  Vorzeichens  auf  der  linken  Seite  von  (5)  ent- 
spricbt  dabei  jeder  Substitution  (1)  ein  Paar  nur  durcb  das  Vorzeicnen 
der  Coefficienten  verscbiedener  Substitutionen  (5).  Dies  entspricht  aber 

genau  dern  Umstande,    dass  die   nicht-honiogene  Substitution  (    '  ^J 

imnier  auf  zwei  homogene  fuhrt  (cf.  p.  143);  der  einen  geliort  das  olere, 
der  anderen  das  untere  Zeichen  in  (5)  an,  denn  in  der  That  bedingt  ja  ein 
Zeichenwechsel  von  a,  /5,  <y,  d  fur  unsere  Modulformen  erster  Dimension 
selbst  einen  Wechsel  des  Vorzeichens.  Ingesamt  entspringt  sonach  neben 
der  G-p  der  Substitutions  (1)  eine  homogene  Gr^^  von  Substitutionen  (5), 
und  es  geJioren  also  die  Modulformen  TI?  ir2  «ru  einer  homogenen  Unter- 
gruppe  f2/t  des  Index  2 p.  Ob  die  so  zu  gewinnenden  homogenen  f^ 
die  p.  394  definierten  homogenen  Hauptcongruenzgruppen  der  vor- 
liegenden  Stufen  sind,  oder  wie  sie  sich  sonst  arithnietisch  gestalten 
rnogen,  werden  wir  weiter  unten  zu  untersuchen  haben. 
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§  3.     Endgiiltige  Fixierung  der  Modulformen  /!1?  L2  u.  s.  w. 

Indem  wir  jetzt  die  allgemeinen  Entwicklungen  des  vorigen  Para- 
graphen  im  speciellen  durchfuhren  wollen,  liandelt  es  sicli  zuvorderst 
darum,  die  bei  der  Definition  der  Modulformen  in  (4)  §  2  herein- 
genommene  nmnerische  Constante  K  in  zweckrnassiger  Weise  zu  fixieren. 
Im  Hinblick  auf  sogleich  durchzufiihrende  Rechmmgen  schreiben  wir 
in  diesem  Sinne: 

1/2  n      i/dl  "  ]/%TC       ~\/dk 

day  r    dot 


dca  V  dm 


\    -    i  03«  U, 

it      rrrr  -  •       -    -  I/, 

f  J  ? 


M  \ 


£    =  L+  *  .     ,w»  £  £    =  1  +  *  .        Wa 

1  J/20^t     ~\/ d£  '        2  (/20w     't/dk  ' 

V  dco  V  do) 

wobei  die  in  die  numerischen  Bestandteile  eingehoadcui  Quadrat- 
wurzeln  stets  positiv  genonanen  sein  sollcn.  Aber  axicli  so  bringon 

die  Wurzeln  y  j~  ?    y  "i    >  ""*  jeweils    noch  cine  Xweidouiigkeit  jait 

sich,  uber  welehe  wir  in  iibliclicr  Weise  dadurcli  zu  ontBcheidoji  haben, 
dass  wir  fiir  einen  beliebigen  in  der  positiveu  llalbebono  zu  wahloii" 

den  Punkt  co  die  betreffenden  Werte  I/-,— ,  •  •  •  aucli  tlem  Voraeichon 

V  d&' 

nach  endgtiltig  fixieren;  nur  erst  clann  haben  wir  in  (1)  init  eindoutig 
bestimmten  Modulformen  zu  tliun,  Wir  verfahren  zu  diosom  Endo  HO, 
dass  wir  aus  (5)  und  (6)  p.  614  die  Naherungswertc  dor  Modulu  (1) 
bei  Annaherung  an  den  Punkt  co  «=ioo  des  AusgangBclreiccks  berocliiion, 
wobei  dann  im  einzelncn  dor  vier  Fallo  clus  fraglicho  Vorzoiclion  in 
der  cirien  oder  anderon  Wei«e  nach  Willktir  zu  wahlon  iwt,  Mogon 
wir  in  diesem  Sinne  die  folgeudou  Naherungsforniohi  liabeti: 

_  i  i 

•j     ft>a  4  «  ^^    4  ft)a         4 

1-4.  '        --         %-     » 

1  1 

£      ..      (**    v,""  (^  ^     or-  'iWa          ° 


des  Geschleohtes  p  ~  0  gehorenden  Modulfunctionen.  619 

_jL  JL 

C0*>  S  <&«  S 

ft--,-:-    .  *--*-  ' 


Hiermit  sind  unscrc  Modulformen  A1;  /12,  •  •  •  eindcutiy  'bestimmt, 

Die  binaren  Substitutioneii  unserer  Moduln  sind  iin  vorigeu  Para- 
graplien  nur  erst  insoweit  bestinimt,  dass  nocli  ein  Vorzeichen  in  den 
betreffeudeu  Formeln  fraglicli  blieb.  Es  ist  liier  dor  Ort7  in  cliesem 
Betracht  zu  entsclieiden;  und  wir  wollen  zu  deni  Ende  ftir  uusere  vier 
Mo  dul  system  e  die  den  homogenen  Substitutionen  S  und  T: 
/gx  S:  otf  =  c?!  +  o?a?  cj/  =  o)2, 

T:  CD/  =  —  Oij  ,  ex/  ==  eox 

eulyjjrechouden  biuarcii  Substitutionen  endgiiltig  bostiiumeii,  aus  doueii 
siclx  dann  die  ubrigen  in  bekaimter  Wei^e  erzcugen  lawwen.  L^iir  die 
Substitution  S  folgt  bei  A1?  Aa  aufolge  dor  Formeln  (7)  p,  ($15  und  (5) 
]>.  617  jedenfalls  der  Ansatz: 


A  her  aus  (a)  Iblgt  far  Aa    bei   Q  =  ioo   dor  Wert   ^  «.-         Ja  *  o  a    • 

Wewlol  jiian  liierauf  die  lioniogene  Substitution  S  an,  d.  k  lawst  nuiu 
Ixu  uiivorriudertoni  <^  don  I$otrag  von  co  uui  I  waohson,  HO  jihniui 
jeixer  Nalioriuignwort  orsichtiich  den  Factor  i  an:  Aa'  -  —  ih»*  Es  gelten 
uluo  in  dein  goHcliricbonon  Ansate  die  unteron  Zeiclien;  so  dass  der 
Substitution  8  die  nachfolgende  Substitution  der  A0  A$  zugehort: 

—  i&i    «=»  ™  AJL  -f-  Aa  ,      —  i&$   «=  Ay. 

JNaeli  den  wiederholt  genannten  Formeln  haben  wir  weiter  Tllr  T; 

.  |«  'U/  —  Aa  ,     :[-a  »A/  «•  Ax  7 

und  um  hier  (Ibor  das  Vor%oicheu  sau  entHcheidon,  vorfahron  wir  iblgwulor- 
maHHOJi.  Wir  boroclauui  (lurch  Combination  der  leteten  Fennel  niit 
der  bereitH  i'Clr  ti  gefundenen: 


woboi  die  oberon  iieichen  den  oboron  im  Annate  fUr  T9  die  uuloren 
abor  den  unteren  entspreeheiu  Jetet  aber  hat  dio  Modulnubstitution 
oj/  **  <0j  —  coa;  c»/  «w  Oj  die  Periodo  wechs;  dannolbo  muss  von  der  xu- 
geh(5rigen  A.  -Substitution  gelton,  da  dio  Au  A,*j  von  erster  Dimension  Hind, 
und  aim  boreclmot  man  leicht;  dann  dio.8  nur  ftir  dio  oboron  Keichen  dor 
lot'/ton  J^ormcl  eintritt  Oettuu  dio  juiiiuliehon  Oberlogungott  ftthrau 
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iii  den  drei  librigen  Fallen  fast  ebenso  sclinell  zum  Zielo,  und  wir  cr- 
Jialten  solcliergcstalt  insgesamt  als  Ersseugende  S,  T  unserer  hier  in  Ecde 
stehenden  Jiomogenen  Grujppen  6r12,  (r24?  6r4s,  GMQ' 


iA/     =  Ag  7  iAg'     =     Aj   ? 

fc    /  fc  £    /     _2fc 

$t   =  —  ^  bi  ?  Sa   —        V  »2  j 

T:  "~ 


(6) 


f5: 
T: 


(7)     fc. 


§  4.     Kelationen  zwiscben  den  Modnlformen  /11?  A2  etc,  und  #,,  //3, 

Die  Formenprobleme. 

Bevor  wir  die  zu  den  Modulforinen  Ai?  AM  etc.  gehorenden  liomo- 
genen  TIntergruppen  bestimmen,  erledigen  wir  einige  weitere  sich  hior 
anschliessende  TJntersuchungen.  Vor  allein  soil  es  sicb.  um  explicitc 
Aufstellung  derjenigen  Belationen  handeln,  durch.  welche  die  Modul- 
formen  erster  Stufe  g^  g$  mit  unseren  Aa,  Aa  etc.  verkntipft  siiul; 
durcb.  diese  Relationen  konnen  wir  dann  geradexu  A1;  /La  etc,  aln 
algebraische  Functionen  von  <72?  g$  definiert  anselioxi.  Die  Itocluumgori, 
welche  wir  ssu  solchem  Ende  anssustelleu  baben,  sind  wicderum  iti 
alien  vier  Fiillen  im  Wesen  iibercinstnnmend  9  so  class  os  genOgou 
wird,  wenn  wir  sie  im  ersten  Falle  der  A1;  A2  auafllhrlicb  tuitteilen. 
Indem  wir  die  Gleichung  sswisclien  A  und  J  unter  clurchgiingigein 
Gebraucli  dor  Modulformon  schreiben,  lautet  sio; 
ff^  ;  27  ff,*  :  A  —  4(V  —  ^L.  +  ^  :  (21*  -  8^%  —  8  ^  V  +  2 


Unter  Binfubrung  eines  von  cox,  0?^  abhiingig  ssu  clonkonckn  I'ro- 
portionalitatHlactorH  0  spalteu  wir  tliese  forllaufonde  Proportion  in  die 
drei  Gloicliiaigen: 

4(V  -  ^  +  V)8 
(1)         (8A4»  -  8VA,  -  8^  V  +  2V)8 

—  A 
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Bei  den  Dirnensionen  der  Modulforrnen  g^  ff8,  A  in  &„  o2  erkennt 
man  anf  Grand  Ton  (1)  in  6  eine  Modulform  18***  Dimension,  und 
also  wird  A3<?2  von  der  nullten  Dimension,  d.'i.  eine  Modulfunction 
sein.  Wir  gewinnen  auf  Grand  der  letzten  Gleichung  (1)  fur  dieselbe 
sofort  die  Darstellung: 


Hier  ist  A  jedenfalls  Modulforrn  erster  Stufe  (of.  (6)  p.  118),  und  man 
berechnet  auf  Grund  yon  (4)  p.  620  ohne  weiteres,  dass  auch  der  andere 
Bestandteil  auf  der  reckten  Seite  der  letzten  Gleicliung  boi  den  Ope- 
rationen  8  und  T  unverandert  bleibt.  Dieserhalb  ist  A3  tf2  .  Modul- 
function erster  Stufe  und  als  solche  rational  in  J": 

Ay<y2  =  3G  •  A  •  (A^C^  —  A2))4  —  R(J). 

Man  wolle  nun  tiberlegen,  an  welclien  Stellen  diese  Modul- 
function erster  Stufe  im  Ausgangsdreieck  unondlich  au  wercleu  vermag. 
Es  ist  solclies  liochstens  bei  &  ««  ^'oo  moglich;  denn  in  alien  iibrigcn 
Punlcten  des  Ausgangsclreiecks  aind  (cf.  p.  128,  617)  A,  A1?  ^  einzehi 
ondlich*).  Aber  bei  a^ioo  findet  sich  aus  (3)  p.  CIS  und  (2)  p.  CIS 
als  Wert  unserer  Modulfunction  einfach  2d  -  3*?.  Dieselbe  wircl  hier- 
nacli  im  ganssen  Ausgangsdreieek  nicht  unendlich  nncl  iat  also  nach 
wolilbekannton  Siifeen  mit  cinor  Oonstanton  idontiseli.  Don  Wort 
dioHor  Oonstanton  abor  liaben  wir  gerado  ssu  2'1  •  8"  bestiiumt.  Man 
bercclmet  so  okno  w  oiler  OH 

108 

*  ~   (I/A)" 

und  orhait  aus  (1)  die  endgUltigeii  Formolii: 


(a) 


Hiorbei  habon  wir  nocli  aswoi  Heuiorkangon  ssu  umohen:  Man 
orstlich,  dass  wir  au»  dou  (Hoioliuugou  (1)  boini  Fortgang  ssu  (2) 
jowoils  beiderseits  clio  dritto  box.  sewoito  Wur/,el  go/,ogen  habea  I)a- 
init  otitspringt  die  morkwtlrdigo  ThatBaoho,  clio  wir  wogloicli  noch  nuhor 
asii  verfolgen  haben  werclen,  <ia^  fA  eine  oindeut-ige  Modulfonn  tit. 


*)  Wir   gohcm  hiorbei   von   dor  Vora«RH«t5stmff   am,   <la«H  die 
Varlaboitm  «0  w^  auf  durcltanu  ondlktho  Worto  olngonchvankt  wtv<U»«  aotUm, 
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Jedenfalls  aber  ist  )/A  erst  dann  eine  lestimmte  Modulform,  wenn 
wir  iliren  Wert  etwa  fur  03  «*  ioo  unter  den  offen  stehenden  vier 
Moglicbkeiten  in  elner  Weise  w'ahlen.  Wir  schreiben  in  dieseni  Sinne 


als  Naherungswert  bei  co  =  ioo  :    i/A  =  (^   r  *  und  benutzen  fur  die 
sogleich  zu  betrachteiide  dritte  Wurzel  f^A,   Yon    der   ubrigens    ganz 


ilhnliche  Bemerkungen  gelten,  f/A  =  (™f       3  •    Nur  unter  dieser  Vor- 

aussetzuBg  sind  die  Forraeln  (2)7  sowie  die  sogleich  unter  (3)  und  (4) 
mitzuteilenden  Relationen  correct.  —  Eine  zweite  Bemerlvimg  betrifft 
die  auf  deu  rechten  Seiteii  von  (2)  auftretenden  numcrisclien  i^actorcn. 
Der  Zahlwert  derselben  ist  offenbar  durch,  die  Auswahl  der  nnmo- 
rischen  Factoren  x  (Formel  (4)?  p.  617)  bediugt,  welche  wir  in  die 
.Definition  unserer  Modulformen  ^1?  L2  niit  hineiDnahmen.  Tn  der  That 
liaben  wir  x  oben  so  bestimmt,  class  die  drei  Coef4ficiouten  anf  d<ui 
rechten  Seiten  vou  (2)  moglichst  Heine,  aber  dureligelieiids  ganz- 
zahlige  Werte  bekoinmen;  uncl  es  wurden  aucli  bei  clou  ubrigon 
Modulformen  |I7  |2  u.  s.  W.  die  beztigliclien  numerischon  Kacioron  iiu 
Hinbliok  auf  die  unten  stehenden  Kelationen  (8)  etc.  nawu.  dein 
Gesichtspunkte  gewahlt. 

Nach  dieser  ausfiilirlichen  Besprechnng  des  ersten  Kalles 
es,  bei  den  drei  fibrigen  nur  noch  kurss  die  den  Gleicliungon  (2)  ont- 
spreclienden  Kelationen  KiisainmenxuBtellcn.     Wir  limleu: 


s"  A     ' 

&  "   I/A  ' 


(4)  ft:- 


A /A' 


4- 


"     A"    ' 
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Wenn  wir  durcli  die  Relationen  zwischen  J  und  A  u.  s.  w.  die 
den  vier  in  Eede  stehenden  Hauptcongruenzgruppen  entsprechenden 
Gralois'schen  Probleme  der  Grade  6,  12,  24  und  60  definieren  konnten, 
so  konnen  wir  jetzt  die  yier  ihnen  entsprechenden  Formenprobleme**) 
durch  die  vier  Gleiehungssysteme  (2)  bis  (5)  formuliert  denken.  Dabei 
sind  g2,  gs  ihrem  Zahlwerte  nach  beliebig  gegeben,  wahrend  )/A  und 
]/A  unter  Beobachtnng  der  Relation  A—  #23  —  27#32  gewahlt  werden 
miissen;  gesucht  sind  die  zugehorigen  Wertsysteme  Aly  A2  bez.  §1?  ia  etc. 
Wir  werden  in  soforfc  verstandlicher  Weise  sagen,  dass  wir  Mer 
Galois'sclie  Formenprobleme  der  Grade  12,  24,  48  und  120  vor  uns 
halen,  deren  "beziigliehe  Gruppen  durch  die  homogenen  GV2)  Cr24,  Gr4S 
und  G-12Q  gegeben  sind. 

"Cfber  alle  weiteren  Entwicklungen  betreffs  dieser  Probleme,  sowio 
betreffs  der  Gestalt  der  Relationen  (2)  etc.  verweisen  wir  auf  <lio  be- 
xugliclien  Mittcilungen  in  den  Vorlesungen  fiber  das  Jkosaeder. 


§  5.     Die  eindeutigen  Modulformen  *]/&,    j/A  und 

esondcirs  wichtige  Folgortmgen  knupfon  si(sh,  wio  wir  boreits  ai)- 
i),   an  dio  boidoii  dritien   unter   (2)   imd  (3j  clos  vorigen   Para- 
gogobenen  .Relationon.     Wir  ontii<4luii«n  an«  ( 

/  4    \  P  /  A  &  1   /  A  ^ 

(1)  '(/A  =  £  ,  ,     (/A  =•  — 

&t   Sa   •"•  5«  AiAav,Ai 

and  darriL  dorcn  Division: 


HO  class  sich  dor  tuorkwilrdigo  Sate  orgiebl:  Did  &wolfte  Wur&d  ans 
der  IKswiminante  A;  wdlcho  ttMyms  Mor  dadurch  endyullig  dflfinwrt  w«?, 
bd  CD  s«»  ioo  nftliwuMf/sweise 

i 
\rl* 


't)  wk  cine  cindeuligc  dlipUschc  Modul/brm;  tin  (ibrichcs  yili  dann 
of  me  writer  as  auch  von  Y&  und  *)/A. 

Dio  Hermit  gowomienen  Modulformon  k<huion  sich  gegondber 
liomogetion  Modulsubstitutionen  li(>clis'tens  noch  xim  multiplicative 
bcs5.  JJ10  und  4io  Kinhoitswurzeln  anclon),  imd  wir  wollon  in 
Dotracht  vorerst  ihr  Verhalteii  bci  AuBtlbung  der  homogeuen  Opo- 
nitionon  $  und  I  in  Erfahrung  bringeu.  Die  Dar«tellungou  (1)  u«d  (2) 

i>.  OS  u.  f. 
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geben   uns    hier    auf   Grund    der   Formeln  (4)   und  (5)   p.  620    dureh 
muhelose  Reclaming  die  naehfolgenden  Resultate: 

(3)  V&(*i+Ui,^  —  Q-V£(*l9<o3 

(4)  I/A  (o^-f-  o>2  ,  e»a)  =  i  •  I/A  ((Di  ,  CO  J  , 

aus  deren  Division  wir  dann  weiter  folgern: 


>8, 
Durch  Wiederholung  der  Operation  T  folgern  wir  im  speciellen 


Es  stimmt  dies  Resultat  mit  dem  Uxustande  liberein,  dass  ^v^r  in 
j/A  wn^  'f/A  Modulformen  der  Dimension  (  —  4)  &e#.  (  —  3)  und  (  —  1) 
lesiteen,  was  ja  aus  der  Dimension  (  —  12)  von  A  selbst  von  vora- 
lierein  bekannt  ist. 

Bevor  wir  vom  allgemeinen  Ausdruck  fur  die  Einlieitswurzol 
handeln,  um  welche  sicli  die  einzelne  unsercr  drei  Modulformen  bei 
einer  beliebigen  Modulsubstitution  andert?  mogen  wir  die  homogeneii 
Untergruppen  aufstellen,  welche  zu  >/A  und  |/A  gehoren?  womit  daun 
zugleich  die  zu  J|/A  gehorende  homogene  Gruppe  gewonnen  sein  wird. 
Zu  I/A  wird  ersichtlicli  eine  F3  vom  Index  drei,  zu  |/A  eine  homogene 
F4  gehoren.  Jetzt  bemerke  man,  dass  zur  einzelnen  dieser  boiden  Untor- 
gruppen  init  der  Substitution  v  auch  jede  Substitution  V~~lvV  gekort, 
unter  V  eine  ganz  beliebige  Modulsubstitution  verstandcn;  man  folgort 
dies  ohne  Muhe  aus  dom  Umstande;  dass  unsere  Moduln  bci  Ausflbung 
von  V  nur  einen  von  o>  unabhangigen  Factor  aunolimen*  Oomta- 
tieren  wir  also:  Die  Leiden  m  "j^A  und  'j/A  fjehorendcn  hovwgcnm 
Gruppen  T3  und  f^  sind  ausgegtichnete  Untcryntppcn.  Nacti  don  beidcn 
ersten  Gleichungen  (3)  und  (4)  ist  in  fa  die  Operation  $3,  ixi  F4,  abor 
/S4  enthalten,  und  es  finden  sich  demnach  auch  allo  mit  Hn  gloich- 
berechtigten  Operationen  in  T3>  wie  alle  mit  S4-  gloichbereclitigton  in  T4. 
Sofort  entspringt  daraus  auf  Grund  frUhcrer  Satxe:  In  ra  int  die 
homogene  Hauptcongruenagruppe  dritter,  in  f^  obondiose  Grupp©  viorter 
Stufe  enthalten.  Wir  k5nnen  das  auch  dahin  aussprechon:  Die  tformcn 
j/A  und  ^A  sind  Conffruenzmoduln  dritter  T)e#.  vierter  fttufa,  und  dtwn 
deshalb  ist  ^A  cin  Congruengmodul  der  $  wolf  ten  Hhtfe* 

55ur  ondgOltigen  Bostimmting  der  P8  tmcl  r4  bomnrko  man, 
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die  homogene  Operation  jT2  wohl  in  F3,  aber  nieht  in  T4  enthalten 
ist.  Es  folgt  in  bekannter  Weise3  dass  der  T3  eine  nicht- homogene 
ausgezeichnete  f3?  der  T4  aber  eine  nicht-homogene  ausgezeiehnete  T2 
zugeordnet  ist.  Da  muss  nun  diese  nicnt-nomogene  fs  der  dritten 
Stufe,  modulo  3  reduciert,  innerhalb  der  Her  in  Betracht  kommenden 
6r12  vom  Tetraedertypus  eine  ausgezeiehnete  6r4  ergeben,  wahrend  ent- 
spreeliend  die  nieht -homogene  T2  in  der  zur  vierten  Stufe  gehoren- 
den  nieht-homogenen  G-^  vom  Oktaedertypus  eine  ausgezeichnete  6r12 
ergeben  wird.  Aber  in  jener  6r12  giebt  es  nur  eine  ausgezeichnete  Gr^ 
namlich  die  in  ihr  enthaltene  Vierergruppe,  welche  sich.  neb  en  der 
Identitiit  aus  den  Operationen  der  Periode  zwei  der  6r12  zusarnmensetzt, 
uud  innerhalb  der  6r24  giebt  es  nur  eine  ausgezeichnete  (?12?  namlich 
die  in  ihr  enthaltene  Tetraedergruppe.  Indem  wir  also  daran  erinnorn, 
class  in  der  6r12  der  modulo  3  incongruenteu  Substitutionen  die  Ope- 
rationen der  Periode  zwei  durcli  cc  ~j~  S  ==  0,  (mod.  3)  charakterisiert 
sind,  folgt  erstlieh:  Die  Modal  form  |/A  Ueibt  bci  alien  modulo  3  mU 
e'mem  der  folyenden  acht  Typem 

/+!,        0\      /      0,  -1\      /+!,  +\\ 

(c)      f-ii     o\    /    o', +i\    f-i,-i\ 

\     0,  —  l/'     \—l9        ()/?     \—i9—2J>     \_i;—  i, 

vonyrucnten  homogcnoi  Mod'MlM&stiUMoncn  und  nur  1>cl  dicscn  wwcr- 
anderl  (was  man  tibrigens  aucli  leieht  (lurch  directe  Verwcnduug  dor 
tfornielu  (B)  ableiten  kann).  Ftir  "j/A  churakteriaierou  wir  ziuiucliKt 
die  vorlun  genannte  ausgezoichncte  V^  die  *UbrigenB;  wio  inau  nofori 
uborblickcn  wird,  zur  emdeutigen.  Modulform  ]/A  gehort*).  Die  in 
Kedo  stcheude  mcht-homogeue  f^  roduciort  sich  modulo  4  auf  die 
zwolf  Typeu: 

/+1,       ON      /-I,  +3\      /-I,       0\      /+!, 

\    o, +i/'   \    o,  —i/'   \+3,  -i/'   V+a, 

A    1,  —  1\      /+!,  +»\      /+JJ,  +  1\      /— «, 
(7)       \+ L,       O/'    V—  I,  —  2/'    \-  L,       ()/'     \+l, 

/     (),  +IN      /     (),-l\      /-*,  -1\      /+»,  +5\ 

V—i, —i^   v+i, +;j/'   \+a,  +i/'   V— s,  —  ?/' 

In  dor  That  bilden  diose  zwolf  Substitutioncn,  nicht-homogon  auf- 
gel'aHHt,  mod.  4  cine  Untergruppe  ^ia  iaiiorhalb  der  ^7^,  mid  man 

*)  Mit  <l(>ren  llillfo  wioli  die  Motlulfunctiati    ' "    zusaininoiniittKt. 

I/A 

K  U'lu-  Frioko,  MiKluirunetlonou,  40 
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erkennt   an    dieser  6r12   auch   leicht    den    Tetraedertypus,   indem    sich 
diese  Gruppe  namlich  aus  ihren  heiden  Substitutionen 


erzeugen  lasst,  welehe  letztere  den  Bedingungen 

(8)  Fs"  =  l,     F.'EEl,     (FS72)3  =  1 

gentigen..  Aber  nun  bemerke  man,  class  F3  und  F2,  unter  den  liier 
gewahlten  Yorzeichen  ihrer  Coefficienten  als  homogene  Substitutionen 
gedeutet,  gerade  wieder  den  Bedingungen  (8)  genugen  nnd  sonach  eine 
homogene  Tetraedergruppe  <?12  erzeugen.  Diese  letztere  GL2  urnfasst 
dann  mod.  4  gerade  die  zwolf  Typen  (7),  wenn  wir  dieselben  unter 
den  gewahlten  Vorzeichen  der  Ooefficienten  als  homogene  Substitu- 
tionen  deuten?  wie  man  solches  sofort  durch  Rechnung  zeigt*). 
Die  so  gewonnene  homogene  <?18  fuhrt  nun  zur  Untergruppe  Td  von  "j/A, 
well  sich  namlich  |/A  bei  den  Her  mit  F3  und  F2  bezeiclmeten 
homogenen  Operationen  nicht  andert;  in  der  That  kann  sich  j/A  bei 
der  Operation  F3  der  Periode  drei  nicht  andern,  well  sie  allgemein  boi 
Austibung  einer  Modulsubstitutioxi  eine  multiplicative  vterte  Binlioits- 
wurzel  annimmt;  weiter  ist  aber  72=H^a572;  so  dass  sich  t/A  zu- 
folge  (4)  auch  bei  F2  nicht  andert.  Also  der  Satz:  Die  tw  I/  A  gchorcndc 
T4  ist  diejenige  ausgezeichnete  homogene  Congruenziyruppc  vierler  Stufe,  die 
sich  modulo  4  auf  die  molf  Operationen  (7)  reduciert**'). 

Urn  jetzt  allgemein  die  Einheitswurzeln  zu  bestxrauien,  welchc  yA 
und  j/A  bei  beliebigen  Modulsubstitutionen  annehmen,  aetzen  wir  an: 

(9)  f/AOcDi  +  P&*9  V<*>i  +  *o^)  —  QA  •  V5(*i,  on) 

und  bestimmen  die  clurch  A  bezeichnote,  von  a,  0,  y,  ti  oiudeutig  al>- 
hlingige  ganze  Zahi  in  folgender  Weiso.  Sei  crstlich  a  -^  1  (mod.  ft), 
so  xibcn  wir  in  (9)  auf  rot  und  c?2  die  Operation  ti*-"?  auw  und 
reducieren  in  dem  auf  Grund  von  (3)  entspringendon  Itosultato  linkor 
Hand  die  Ooefficienten  gelegentlich  modulo  8,  wa^  boim  Oongruonsfi- 
modul  dritter  Stufe  |/A  ohne  wei  tores  statthaft  ist.  Es  iblgt: 

*)  Der  innerhalb  der  <y>4l  entlxaltenon  nioht-homogenoa  (t^  vom  Totraodor- 
typua  ist  hiornaoh  ixinerhalb  dor  homogonen  O^  oino  0^  2;agoortlnt*t,  in  wolohor 
letztoren  siob.  abor  wiederum  eine  hoinogene  C^1S  aueaondorn  Bast;  letfltoro  C/^, 
steht  zur  ursprflnglichon  nicht  -homogenen  Qn  im  Vorhaitnis  dee  holoodriachen 
Isomorphlsmus.  Itiorvon  war  bereits  unter  dem  Texte  d«r  Seite  393  di«  Rode. 

**)  Die  Bfesfcimmung  der  Gruppon  T0t  P4  ist  ssuerat  duvoh  Hrn.  Huryritss 
in  dor  baroita  p.  118  gonanutcn  Arboifc  im  18*°n  Bando  dot  Math.  Ann*  p*  603  «.  f, 
goscbolaou, 
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Dureh  Austibung  yon  T  folgt  welter: 

T/A(—  «<B2?  aox  —  yo>2)  =  ^"~a' 
und  wenn  wir  jetzt  S"?  und  dann  erneut  T  anwenden,  kommt: 


Wir  schliessen  daraus,  dass  fiir  a  =  +  1,  (mod.  3)  die  Zalil  A  durcli 
(10)  A  =  a/3  —  ay,  (mod.  3) 

gegeben  ist.     Fur  a  =  0,  (mod.  3)  setzen  wir  wieder: 


hior  folgt  durcli  Ausiibung  von  $~  ^J  und  T  tLlmlich  wic  soeben: 

(11)  A  ^  yd,  (mod.  3). 

Die   Congruenzen.  (10)   und  (11)    lassen   sich  jetzt    in    den    allgemoin 
giiltigen.  Ausdruck  von  A  ssusammenzielien: 

(12)  A  =~=  a?(cc^<—  ccy)  +  (1  —  az)yS,  (mod.  3), 
deni  wir  tibrigens  noch  leicbt  dio  Gestalt  verleihen: 

(13)  A  ~  aft  —  ay  +  yd  —  cc*yd  =  3  (a2  +  /)  (a/5  +  yd). 

J>/0  i&o//  Transformation  von  *j/A  auftretmdc  drittc  XSinhcttswnr&cl  i&t  so- 
nach  dllgemcin  gcgoben  durch: 

(14)   f/A(«rojl  +  to,  m  +  «J%)  -  ^+«^+'*>.VA(«I>  «»). 

Boim  Modal  vierter  Stufe  j/A   sclilagon  wir  ein  vollig  analoges 
Verfaliren  cin,  indeui  wir 


ansotxion  und  wieder  in  zwockinassiger  Folgo  Hubntitutioiaen  $  und  7r 
austlbon.  Ohne  noch  einmal  die  Keclmung  oxplicito  durcliy.uftthren, 
goben  wir  Idor  HOgleiclx  cleren  Ecsultat  an.  Ks  findct  sicli: 

(1,5)  2i  :-•  ,:  y(l  —  «»)  («  +  S  +  1)  +  a*(l  —  ««  +  a(i  —  «y),  (mod  4). 

Das  Vwhatten  der  vi&rten  Wuriael  j/A  aus  dcr  Discrimwante  geffcntifoer 
don  Moduk^stit^Konm  ist  hiernach  gegeben  durch: 

(16)  j/A(««>x+/K,  m+*««)-*y(^^"H^^ 
Ijeicht  folgert  man  daraus  noch  weiter: 
.(17) 


40* 
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und  gewinnt  dureh  zweckmassige  Combination  von  (14)  und  (16)  das 
entsprechende  Verhalten  der  eindeutigen  Modulforni  4f/A.*) 

§  6.     Bestimmtmg  der  zu  den  Modulformen  Alf  /12,  etc.  gekorenden 
komogenen  Untergruppen**). 

Vermoge  der  inzwischen  fiber  die  Wurzeln  aus  der  Discriminante 
gewoniienen  Resultate  ist  es  jetzt  leicht,  fur  die  in  §  3,  p.  G18  ein- 
geftthrten  Modulformen  die  zugehorigen  homogenen  Untergruppen  zn 
bestiinmeu.  Beginneu  wir  die  TJntersucliung  sogleich  rait  A1;  Aa  und 
verknupfen  diese  Moduln  mit  j/A  zu  den  beiden  neuen  Modubi: 
s-t\  1 

(i)  ^ 


welche  auf  Grnnd  von  (4)  p.  620  und  (4)  p.  624  gegenUbor  8  und  T 
das  Verhalten 

8:  h$  =  —  &j  +  A4?     A4  =        A4? 

C^J  m      *   r  i  -1   '  _    _    3 

a  :  >t3   =  —  A4  ,  AI  —        A3 

zeigen.  Nun  wolle  man  aus  dom  Umstandc,  dass  sich  jedes  unserer 
Modulsysteme  gegenUber  den  Modulsubstitutionen  stets  linear  ropro- 
duciert,  vorab  den  allgememen  Satz  folgern:  Die  yesamtwi  horuot/enen 

*)  Die  Bestimmung  der  bei  |/A  und  j/A  auftretenden  BinheitHwmrzolu  atif 
dcm  hier  verfolgteu  Wego  ist  zuerst  durcli  Era.  Htirwitz  1.  c.  p.  564  u.  f.  go- 
schehen.  In  der  Theorie  der  linearen  Transformation  cler  #-Vunctionon  Hpielt 
auch  T/A  und  damit  ai/A  eiue  wichtigo  Kolle.  Genaue  Untorsucbangon  flbor  dm 
Verhalten  der  letasteren  sind  schon  fruher  von  Hrri.  Dodo  kind  angostollt  worclon, 
doasen  function  <r\  nichts  anderos  ala  y  **-  2]/^  ist,  Man  vorgloioho  au««or  dor 
schon  p.  14S  genannten  Arbeit  die  ^JMimt&nmgcn  su  den  Micmam'Mfwn  J'Vrt//- 
menfm  w2>er  dJ0  Grenssftille  der  elliptiM/wn  Modul/umtione^  in  Uiomanxx's  W«rk<m 
(Leipzig  1870)  p.  438.  Nouoro  UntorsuchiiMfifon  uber  2|/A  Hind  durohgofnhrt  von 
Urn.  Tk  Molien  (vorgL  dossen  Note:  fiber  gewiwe  in  der  Wiwrw  d&r  ollt^l^ahcn 
yuvwlionen  auftretende  Mnlieitewursdn,  Berichto  doa  Kgl.  Stab*.  UoBOllHch.  d;  W- 
xn  Loipsig,  1886),  desgl.  ron  Urn.  Kioport  (ini  Vorlauf  dor  Abhandlung;  ftlw 
Teilwng  und  Transformation  der  elUptfechen  Wwietionen,  Math.  Ann.  lid.  550(1885), 
Howie  endlich  im  Anschlu«»  an  Dodeidnd  von  Jfrn.  JL  Wobor  in  doHBon  Arboii, 
%w  Theorie  der  elttytisehen  Wuwtionm,  Acta  Mathoinatioa  Bd.  6  p.  UiJO  u.  f.  (1885), 
fm  Texto  muss  2  j/S  ausser  liotvaoht  bloibon;  dcnn  sio  iat  in  don  wt  ,  «x  von  dor 

Dimeneioji  (—  •  1  )  untl  also  nicht  mehr  cine  oindoutigo  Modulform  in  dew  von 
uns  fcstgosetssloii  Sixino. 

**)  Die  in  dieaeni  Paragraphon  gogobonon  Knlwiolclimgon  wurdeu  oral  nouur- 
vom  Herausgobor  durohgefOhrt. 
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Modulsubstitutionen,  welelie  das  einzelne  unserer  Modulsysteme  unverandert 
lassen,  Hlden  eine  aiisgegeiclmete  Untergmppe  der  homogenen  Modulgruype. 
Aber  man  sieht  sofort,  class  >13,  A4  bei  $2  und  also  aucli  bei  alien  mit 
$2  gleichbereehtigten  Substitutionen  unverandert  bleiben.  Diese  Ope- 
rationen  erzeugen  nun  die  homogene  Hauptcongruenzgruppe  zweiter 
Stufe,  imd  demnach  sind  yl3  und  /14  Modulformen  zweiter  Stufe.  Da  wir 
hingegen  in  ^A  bereits  einen  Congruenzmodul  vierter  Stufe  erkannten, 
so  sind  mit  Him  aucli  ^  und  A2  l^Iodidformen  vierter  Stufe  und  werden 
ztifolge  (1)  bei  einer  mit  der  Identitat  modulo  2  congruenten  Sub- 
stitution das  Verhalten  von  ]/A  zeigen;  wir  haben  also  nacli  (16)  p.  627 
fur  eine  Substitution  dieser  Art: 


+  tfcj,)  =  (-    1)  2  '^(^1,    ^ 

und  entsprechend  fiir  A2.  Im  Hinblick  auf  die  unter  (7)  p.  625  charak- 
terisierte  Untergruppe  vori  I/A  folgt  jetzt  olane  weitcres:  Die  $u  den 
Modulformcn  vierter  Stttfe  A1?  A2  yeMrende  ausgetseiehnete  homoyene  Con- 
umfassi  alle  mod.  4  mit  den  vier  Typcn: 


Vo;  l>   \      0,  —  I/'   V      2,  -  I/'  \2,  5 
congruenten  Uomogenen  Substttutionen. 

Wahrend  tibrigens  die  aus  Aa?  AA  entspringendo  6r<;  direct  die 
Structiir  der  nicht-honiogenen  Diedergruppe  (n  =»  3)  besitzt,  werden  wir 
die  auy  (4)  p.  020  entspringende  homogeno  6ria  der  Formou  At;  Aa? 
da  sic  auf  die  C?0  liemiedrisch  isomorph  bezogen  ist;  als  eine  homogone 
Diedergruppe  (n  «=  ;J)  bezeichnen*).  Diese  hotaogene  6I^18  enthalt, 
wic  man  loiclit  naehweist;  eine  cyclisclio  C#c  und  drei  cyclische  0-^  als 
Untcrgrui>pen.  Dor  Vollstandigkoit  halber  rechiion  wir  ims  auch  noch 
die  zwischon  A8  und  A4  oniernoits  und  g^  g§  andrerseits  bostelienden 
itelatiomen  aus,  Man  findet  auo  (2)  p*  621  fQr  AJJ;  A4  sofort; 


(4) 


2V  -  » Vi-i  ~  8A»  V  + 


*)  Wir  mtissen  hict  von  voruhoroin  mit  dor  HOgliohkoit  reohnoa,  daae  «ich 
einu  nichi-liomogono  (/n  dca  oimloutig  bcatimmtcn  Uiodortypus  mOglichorwcitiO 
noch  in  iuelii'crcn  wOHuuitlich  vorHchiedonoti  Arlon  ?$u  homogoncn  6'u  orwoitorn 
d.  h.  dtiBH  filr  oluo  homogono  Diodergrupi>o  ^t  noch  mohruro  uatov- 
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In  ganz  analoger  Weise  definieren  wir  jetzt  nebcn  dein  System 
|1?  %z  die  beiden  weiteren  Modulformen  (—  l)tor  Dimension: 

(5)  li-feVS,     64-6,^*. 

Diese  Formen   erfahren   gegcniiber   den   bomogeneu  Substitulicmen  8 

und  T  die  Anderungen: 

Si  '  =  - 

(  }          T: 

so  dass  §3,  |4  gegenfiber  Ss  invariant  sind  und  sicli  deuizuiblge  als 
Moduln  dritter  Stufe  erweisen.  Da  |3,  |;Jt  aber  von  ungerader  Dimension 
in  den  coi9  o2  sind,  so  werden  sie  bei  T2  das  Zeichen  wechseln,  und 
es  cntspringt  aus  (6)  cine  liomogcne  Tetraedergmppe  6r24,  welche  uns  offen- 
lar  direct  die  $ur  liomogenen  Havptcongruenggmppe  dritter  Stufe  gehorencle 
endlicfte  (?2d  darstellL  Merken  wir  uns  fiir  |3;  |^  sogleich  aucli  die  den 
Relationen  (4)  entsprechenden  Gleichungen: 

(7) 


Jetzt  ist  besonders  interessant,  dass  auch  aus  den  Operationen  (5) 
1>.  620  eiue  liomogene  Gruppe  von  24  Operationen  dor  £x?  |a  eutspringt, 
die  -mit  den  eben  betrachteten  Substitution  en  der  |8,  |d;  im  ganxcn 
betrachtet,  iibereinstinimt.  Die  Cru  der  |l;  |2  ^ew/^  «teo  <fo»*  cben  sckon 
gewonnenen  Jiomogenen  Tebraederty$us.  Inzivischcn  sind  die  Wonncn  St;  ga 
c&^5<9  we  "f/A  Cowgruenwnodirtn  der  scehsfai,  Stufc;  wie  gelioron  alno  zu 
einer  ausgezeichneten  liomogenen  fa/1  der  Stufe  seehs;  dcrcn  bey;tiglicho 
cudlicjie  (?ai  dioselbe  Structur  besitet,  wie  die  zur  llauptcongrucnxi- 
gruppe  vierter  Stufo  P2d  gehorige  liomogene  (^.  Um  jeno  f^  der 
Ct0tt  Stufe  zu  bestimmen,  schreiben  wir  uns  zunuohst  die  mod.  0  ver- 
scliiedetien;  mod.  3  mit  1  congrueuton  laicht-homogonon  Subnlifcu- 
tionen  auf: 

/I,  8\     /I,  0\     /I,  0\     /I,  8\     /~»,       8\     /—»,  »\' 
\0,  l/;  \3;  l/;  \0,  I/'  V8,  4/;  \     »,  .-G/'   W»,  4/ 

Die  ontsprechendon  sswolf  homogoncn  Hxibstitutionen  wcrclou  mr  Hiilfie 
|x,  ^  im  VorHciclien,  tindern,  «ur  Halfte  utiverandert  laanen;  dio  lolztoron, 
sechs  werden  unsere  fragliche  raA  mod.  6  cliaraktorinieron.  Nun  lassen 
die,  sechs  eben  geschriebewen  Substitutionen^  -uutcr  Fosthaltuug  der 

adiledone  Struoturcn  m^glich  aind.  Die  gloiche  Bemorkuiig  gilt  auch  ftir  dio 
xibrigen  Gruppon  der  regulilren 
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fiir  ihre  Coefficienten  gew'aJblten  Vorzeichen,  |3,  g^,  >/A  einzeln  unver- 
andert,  wahrend  ]/A  nach  (17)  p.  627  bei  der  ersten,  zweiten  und 
letzten  Substitution  das  Zeicken  wechselt,  bei  den  drei  ubrigen  aber 
unveriindert  bleibt.  Mit  Ettcksicht  auf  die  ungerade  Dimension  der 
|8,  m  folgert  man  hieraus  muhelos:  Die  m  g1;  %*  geliorende  liomogene 
P24  seclister  Stufe  umfasst  alle  modulo  6  mit: 


8,  -  1      \0,  1      V3,  4/'  \      8,  - 

congruenten  homogenen  Modulsiibstttutionen.  Dass  diese  seehs  Typen 
modulo  6  tliatsaehlich  eine  ausgezeichnete  G6  in  der  homogeuen  (?144 
bilden,  kann  man  natiirlicli  aucb.  direct  beweisen.  — 

Unter  Zuruekschiebung  von  pu  ^  neliraen  wir  jetzt  erst  |1;  ^ 
vorweg;  weil  ntimlich  liier  Scbritt  fiir  Schritt  die  uiimlicho  IJber- 
legung  Anwendung  findet,  wie  soeben  bei  |0  &2.  Wir  selirciben: 


welche    Modulformen    nach  (7)  p.  620  ttnd  (17)  p.  621  bei  S  mid 
die  Anderuugen  erleiden: 

fif:  '-^fe,  Si'-S'ti, 

C     } 


Operation  S!>  lasst  gs,  g4  uwocrandert,  so  doss  wir  in  ihn&i 
formen  fiinfter  Stufo  und  ubriyens  (—  G)tar  Dmmsion  'besiltsm.  I)  Jo 
aus  (10)  ontspringendo  homogene  Ikosaodorgruppo  stellt  xms  also  die 
ssur  Hauptcongruenzgruppo  fflnfter  Stufe  gehSrende  hoxuogone  6fiao  dar. 
Mit  i/z,  ff9  sind  tj;  St  verbuuden.  durch: 

(11) 

woboi  //,  j?r,  f  die  wohlbekanntcn  Ikosacdcrformen  Bind. 

Androrsoits  oittBprmgt  aus  (7)  p.  620  eine  $iao,  dereu  Hubstilu- 
tionon,  irn  ganzon  botraclitot,  wiedor  mit  denen  von  f8?  g^  vollig  Qbcrain- 
Hlimmon.  AUr  &u  £,  «w«dl  Jfod^Z/brwen  ^bnfor  &YAi/i  *mc£  geftSren  als 
soUHto  w  eincr  ausycmchnetan  "homogmm  rm  dicser  Stuffy  &*&*  m^ 
sprecJ^mde  (?130,  wic  wir  sctm,)  dieselbe  Btwctw  Iwittt,  wie  die  mr 
homoffenen  Ifcmpicongrucn0ffncppe  fUnfter  Stufc  gdioronde  Gm*  X>w  frag- 
lichc  rm  der  $$mim  Btofo  reduciert  sich  mod.  10  gmomwen  auf  die 
socks  SubstiMionen: 


s,  -i   v   s,  -Q'  \5,  e   VB,  i/'  v), 
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Eine  besoudere  Stellung  nimmt  das  nun  nodi  iibrig  bleiben.de 
Modulsystena  pl9  p2  ein.  Hier  konnen  wir  zuvorderst  das  Eintreffen 
derjenigen  Moglicikeiten  beobachten,  die  wir  bei  der  homogeuen  Dieder- 
gruppe  untei  dem  Texte  p.  629  in  Aussicbt  stellten.  Aus  den  Forraeln  (6) 
p.  620  entsjpringt,  wie  wir  sogleich  nocli  naher  selien  werden,  eine 
homogene  6r48,  die  als  eine  homogene  Oktaedergruppe  zu  bezeichncn 
sein  wird.  Wir  betonen  dabei  besonders,  dass  den  cyclischeu  G^  der 
nicbi-homogenen  Oktaedergruppe  in  dieser  liomogonen  Gr^  oyclisdie  Gs 
entsprecben,  wie  man  ans  der  ersteu  der  eben  citierten  Formeln  olino 
weiteres  abliest.  Auf  der  anderen  Seite  entspricht  aber  der  liomogcneu 
Hauptcongruenzgruppe  yierter  Stufe  eine  (?48?  die  wir  mit  demselben 
Rechte  als  homogene  Oktaedergruppe  bezeiclinen.  In  dieser  6r48  ist 
aber  der  aus  8  entspringenden  nicht-homogenen  Q-±  die  Iiomogeno  (?8 
der  Operationen: 


0 


/1,1\      Af2\  /I,  B\      /1,0\ 

\0,  l/?    \0,  I/7  VO,  l/?    V0?  l/? 

/-1,-1\      /-l;-2\  f-1,  -8\      / 

V      0}-l)>    \      0,  —  I/3  V      0,  -1/J    \ 


zugoordnet  ,  und  diese  ist,  wie  man  sofort  bemerkt,  keinohiwegs 
cyclisct.  "Wir  haben  also  da  zwei  von  einaador  verscliiedene  houiogono 
Oktaedergrnppen. 

Belm  System  der  f*1;  ^a  verfiigeu  wir  nun  Hber  keiuou  Zuwate- 
factor,  der  diese  Moduln  etwa  analog  wie  die  voraufgehonden  in  soJclic 
to3i  der  vierten  Stufe  zu  verwandeln  fiiliig  ware^  und  man  lint  iu  der 
That  bislang  kein  Modulsysteni  gefuiwlen,  das  wich  mifc  dor  IioiuogoucuL 
Oktaedcrgruppo  G^  voin  letzteren  Typus  lioloodrisch  isoiuorpli  HU!>- 
atituierte.  Bei  dieser  Sachlagc  ist  der  Beweis,  dasa  die  ^17  fa  dor 
actten  Stufe  augehoren,  efcwas  umstandlicher.  Wir  vorfahreu  nainlich 
in  diesena  Betraclit,  wie  folgt: 

Durck  Combination  unserer  Moduln  ftl7  ^  init  dor  viortcn  Wuracd 
aus  der  Discrimmanto  definiorcn  wir  die  beidou  Modulformon  (•-  £})Utf 
Dimension: 

(18)  ft—  JVJ/A,    ^  —  fti^A, 

welclto  gegenflbor  8  und  T  das  Verhaltou  sseigeu: 

*  '--•  '-"' 


TI  ~  ia  ft,'  —  ^  +  f*4  , 

dieworhalb  tlbrigons  wiodorum  s&u  oitior  wcBOutlieh  nottw 
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Oktaedergruppe  Anlass  geben).     Mit  g,^  g$  erweisen   sich  diese  neuen 
Modulu  verbunden  durcli  die  Relationen: 


(15)  «  _  33^Vi4  -  33ft>4«  +  n™  —  216^  A}/  A, 

I  ft>ft(f%4  —  ft,1)  —  2  A. 

Von  den  jetzt  definierten  Moduln  ft3,  ^4  konnen  wir  nun  zcigen, 
dass  sie  der  achten  Stufe  angehoren,  wofern  wir  hier  eine  spiiter  noch 
ausfuhrlich  zu  betrachtende  nieht-honiogene  ausgezeichnete  Congruenz- 
gruppe  fds  der  achten  Stufe  zuni  Gebrauch  heranziehen.  Dieselbe 
lasst  sicli;  wie  wir  hier  vorgreifend  bemerken;  aus  S8,  deii  beiden 

Substitution  en  (    /  -i)  ?   (         /LI)*    so  wie    aus    denjenigen    feruercn 

\   4?     ±.J        \  —     tfc^    JL/ 

Substitutionen  erzeugen,  wclche  aus  den  beiden  soeben  angefulirteii 
durcli  wiederholte  Transformation  vernioge  8  entspringen.  Man  be- 
weist  nun  in  der  That  olme  Miihe  auf  Grund  von  (14),  dass  fur 
Jc  —  3;  4  die  Gleichungen: 


erf  Dili  siud,  und  man  schlics«t  in  bekannter  Weiwe  darans  solbrt;  dass 
auch  ulle  mit  den  soeben  ausgetibten  gleichboreclitigten  Substitutionen 
/tt;J  und  /Ltd  tinvoriindert  lassen.  Da  5%,  plL  aber  auch  bei  $8  in  sich  uber- 
gehen;  so  golioron  aie  in,  der  That  zur  fraglichen  r4H;  die  sich  ubrigens, 
wie  man  leicht  berechnet,  mod.  8  auf  die  vicr  nicht-homogenen  Typeji 

/I.  0\     /5,  4\     /5,  0\     /I,  4\       ,.,,..,  .  ,        , 

Vo    iJ?   vo    **)9   \4.    ^/'   \4.    1/  re(*uc*er*-    Merken  wir  im«  also  uls 

Die  leidcn  Ifywnmi  ^  und  ^  sind  Conffru&wmodiiln  aehter  Btufe 
or  J)imcn$ion  und  (/choren  $u  eincr  aiisgcwichnetcn  Iwmogmcn  T48, 
allv  modulo  8  mtt: 

/I,  0\      /6,  4\      /5,  0\      /I,-l\ 

\o;  u>  \o,  r>/'  \4;  r>/'  u,  i/' 

(   °  /7,  0\      /8,  4\      /8,  0\      /7,  4\ 

\0,  7/?    \0,  8/;    V4,  3/;    V4,  7/ 

conyruentcn  homoyenen  JModulsulstitutioncn  umfasst. 

Da  wich  nun  j/A  beroits  obon  als  ein  CoDgruemmodul  dor  vierten 
Stufc  erwios,  so  orkonnon  wir  jetet  in  f&1;  ^7  die  dodi  clor  vierten 
Stufo  uiclit  angchoren  konneu,  gleiclifalls  Moduln  der  achtcn  Stufe. 
Dabci  gehoron  sie  zn  einor  ausgesjoichneton  liomogonen  TAB  diosor 
Stufo,  die  man  unter  lillcksichtnaliiix^  auf  da$  Vorhalton  von  ')/A 
durcli  gam  analogo  Obcrlogungon  in  Erfahrung  bringt;  wio  vorhin  die 
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Gruppen  von  |1;  |;3  uud  £1;  £2.    Es  findet  sicb,   dass  die  fi'ayliche  azis- 
gcgeiclmete  Tds  sick  mod.  8  auf  die  adit  liomogenen  Operaiioneni 


(17) 


/1,0\  /5,  0\  /5,  4\  /I,  4\ 

\0,  1^  \4,  5/;  \0,  5/'  \4;  I/' 

/3,  0\  /7,  4\  /7,  Ox  /8,  4\ 

\0,  3/;  VO,  7/;  \4,  7/?  \43  3/ 


rcduciert.  Dass  die  dnrch  (16)  uncl  (17)  charakterisierten  Untergruppen 
Crs  der  zur  acliten  Siufe  gehoreuden  lioniogenen  (?384  ausgexeichnete  sind; 
beweist  man  in  der  That  aucb  leicht  direct. 

Hiermit  kommen  unscre  an  die  Galois'schen  Hauptmoduln  sich 
anknlipfeuden  formentheoretiscben  Betrachtuugen  znm  Abscbluss. 

§  7.     Die    sechs    gleichberechtigten  F6  der   fiinften    Stufe   und   dio 

zugehorige  FG. 

In  dem  mm  beginnendeu  zweiten  Teile  des  gegenwartigou  Kapitcls 
sclireiten  wir  zu  Untersuchungen  wesentlicb  auderen  Oharaklors  vor? 
indem  wir  nlimlich  nuninehr  aucb  die  nicbt  ausgezeichnelen  Congruonz- 
gruppeu  der  bislang  behandelten  Stufon  untersuchen  wollen,  Nach 
unseren  hier  in  Betracht  korauienden  allgemeinen  Brorterungeu  (§  10 
des  vorigen  Kapitels)  entspricht  dem  einzelrien  System  gleiclxberccbtigtor 
Untergruppen  f^  dieser  Art  eine  Eesolvente  ftion  Grades  des  be&silg- 
lichen  Galois'schen  Problems.  Wir  werden  also  in  erster  Linio  dio 
Aufstellung  solcher  Resolventen  als  imsere  Aufgabe  ansehen.  Kino 
erschopfende  Durchfiihrung  dieaor  Aufgabo  blcibt  liier  iudcssori  giinzlich 
ausgescblossen;  vielmchr  wenden  wir  nns  sogleich  ztir  fdnfton  Httii'e, 
da  sicb  in  der  That  die  analogen  Eutwicklungen  filr  dio  voraufgehcu- 
den  Stufe  a  in  allercinfachster  Weise  dtircliffihron  lasson*).  Auch  boi 
der  ftlnften  Stufe  beabsichtigcn  wir  kcinoswegs,  dio  (josamtheit  der 
llesolventon  des  Problems  soclizigsten  QradoH  anzugel>on;  violmolir 
wollen  wir  nur  diejenigon  boidon  Sywtemo  von  Untergruppen  dor 
ftinftcn  Stufe  horanssiohoii,  welcho  don  kloitisten  Index  uufweitfon.  DUH 
«ind  nach  p.  489  einorsoits  $ecJi$  f/kichlercchtif/te  rc,  die  den  lialbinota- 
cyclischen  Untergruppen  der  C?flo  ontsprochon,  fiodann  abor  zuiblgo  clow 
Galois'schon  Satzos  funf  gleiclibcrcchKgte  fr),  Wir  gewinnon  von  ihnon 
aus  eino  Ilosolvonte  sechsten  und  cine  fQnfton  (Jradon  dor  Ikoguoclor- 
gleichung,  Uesolvonteu,  die  ja  froilich  sclion  in  dor  Ikonaedortboorio 
die  funduxnoiitalste  Eolle  spiolten.  Wir  iXLttauon  bier  abor  um  HO  mohr 

*)  Wir  verwoiseu  in  dioBOm  Betraoht  sohou  hior  auf  dan  m  lioglnn  dot* 
folgotidon  Faragraphon  m  gobeudo  Citat. 
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auf  diese  Gleichuugen  eingelieu,  als  gerade  die  Art,  wie  wir  sie  ab- 
leiten  wollen,  allgemeiu  fur  die  Tlieorie  der  Modulfunetionen  charak- 
teristiscn  ist  und  weiterliin  in  einer 
ganzen.  Reihe  von  Fallen  zur  Ver- 
wendung  gelangi 

Eine  einzelne  unter  den  sechs 
gleicliberechtigteu  F6  (um  niit  diesen 
zu  beginnen)  ist  nach  (1)  p.  458 
z.  B.  diejenige  Untergruppe,  welclie 
alle  Substitutionen  der  Gestalt: 


/-i\       /  \        ^ 

(1)      f7(w)=Z- 


(mod.  5) 


eiithiilt.  Diese  T^  enthalt  die  Sub- 
stitution S ;  ei  n  P  undam  entalp  olygon 
I'TC  der  P6  muss  sicn  also  ganz  inner- 

lialb  der  beiden  durclt   o  =  +  — 

— —    j2 

ssiehenden  Geraden  der  Modulteilung 
anordnen  lassen  und  stellt  tibrigens 
cinen  zohnten  Toil  des  in  Fig,  83 
p.  855  angcdoutoton  Polygons  der 
r<50  dar.  Bs  ist  niclit  besonclerw 
schwer  zu  sohou;  dass  das  Polygon 
clor  fraglichexi  f({  die  hior  in  Pig.  9(> 
angcgcbono  Goatalt  bositzt.  In- 
zwischen  wolleu  wir  zum  Itaweigo 
dor  Kichtigkoit  der  Fig,  90  uuigo- 
kehrt  von  ihr  aus  auf  Grand  des  Ver- 
zweigungHHatsfiOB  ciuo  Uutorgruppo 
clefinieren  und  zeigon,  dasn  dieselbe 
un«oro  durch  (1)  gegebone  rQ  isi 
Die  Substitutionen  vi9  ^  t;3;  t?4, 
vormogo  deron  dio  oinaudor  zugo- 
ordnotoix  Jiandcurvcn  der  Fig.  90 
mit  oinander  corro&jpondioroa,  bo- 
reclmen  sich  aufs  leichteste  zu: 


in  der   That  alto  die  Worm  (1).    TTm   aber  zu  sseigcn, 
dass    das    in  Fig.  96    gozoiclmeto    Polygon    dem    Vorzwoigungssatee 
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geniigt,  miissen  wir  dasselbe  durch  Zusanimenbiegung  auf  einandcr 
bezogener  Randcurven  zur  geschlossenen  Flache  FB  zusammenlegeu. 
Diese  Flache  lasst  sich  in  einfachster  Weise  zu  einer  Ebene  gestalten, 
da  es  sich  namlich  in  Fig.  96  um  ein  Polygon  des  Gesehlechtes  p  =  0 
handelt.  Die  zwolf  Elementardreiecke  der  Fig.  96  geben  solcherweise 
zu  der  in  Fig.  97  angedeuteten  Einteilung  der  Ebene  Anlass.  Um  die 
Entstehuug  dieser  letzteren  Figur  aus  der  ersteren  noch  leicliter  zu  iiber- 
blieken,  haben  wir  beiderseits  die  Doppeldreiecke,  wie  sie  einander 
entspreehen,  niit  den  Nummern  1  bis  6  versehen;  zugleich  sind  in  der 
letzteren  Figur  die  durch  Zusanimenheftung  auf  einander  bezogener 
Uandcurven  entstehenden  Linien  des  besseren  tJberblicks  halber  starker 
markiert.  —  Die  Ebenenteilung  der  Fig.  97  entspricht  nun,  wie  man 
sich  iiberzeugen  wolle,  gerade  vollstandig  den  Anfordertmgen  des 
Verzweigungssatzes  (cf,  p.  345),  und  also  werden  wir  in  den  ge$ciclmeten 
Figuren  thatsaMich  Polygon  und  Flache  FG  der  vorgelegten  fG  lesiteen. 
Die  zur  F6  gehorende  sechsblattrige  Riemann'sche  Fllicho  .2^.  liber 
der  dT-Ebene  werden  wir  sogleich  zu  verwenden  haben;  stcllcu  wir 
also  schon  hier  ihre  Verzweigung  fest.  Dieselbe  liegt  in  dor  Ebencn- 
tcilimg  der  Fig.  97  offen  am  Tage;  in  der  That  ist  ja  dieso  Figur 
im  Sinne  von  p,  65  u.  f.  ein  zweckmassiger  Ersatz  dor  in  Rode  stelicn- 
den  Riemann'schen  Flache  JPG.  Wir  lesen  demnach  unxnittolbar  axis 
Fig.  97  ab:  Die  Flache  FG  isb  ausscHlicsslicfi  lei  J—  0,  1,  oo  wrsmigt; 
^md  Moar  ordnen  sick  fiei  J  =  0  die  seeks  Blatter  m  je  drei  in  swui 
Vcr#weigungspunJcte  0u$ammcn,  lei  J=  1  verlaitfen  ®wei  IJlaUer  isolieri, 
die  vier  anderen  Jiangen  011  Paaren  in  #wei  Vw8wtigun(js$unklc,n  su- 
sammcn,  endlick  lei  J  =  oc  verlaiift  ein  J3latt  isolicrt,  wahrcnd  die 
iilrigcn  funf  eyelisck  mU  einander  ver&weigt  sind.  lliorvon  haben  wir 
nun  sogleich  eine  intcressante  Anwendimg  asu  inachon. 

§  8.     Aufstellung  dor  Hesolvente  soohsten  Grades  *). 

Die  Uutergruppo  f0  des  vorigcn  Paragraphen  gohr>rt  zuui  (Je- 
schlechte  p  «=«  0  uaid  besitzt  somit  eineu  JIauptuiodul  r(co).  Dio  com- 
plexe  Ebene  von  v  koimon  wir  dami  bokatintlich  gcrade/4i  aln  clio  <l«r 
Fig.  97  zu  Grande  liegende  Ebono  betrachten  uud  wordon 


*)  Dio  hier  aur  Aufstolluug  d<n«  Uosolvouto  in  Anwonduug-  gobrachtio  Mothodo 
ist  ssuerst  von  Klein  in  dcm  Aufcatss:  Obcr  liware  l>ilfcrmtial(JLcicU^nifGn^  Math. 
Ann.  Bd.  12  (1877)  entwickelt  und  dann  in  don  p.  HB  utinfClhrlich  gonanntou 
Arboitou  auBgiebig  bonutzt  wordon.  Xu  don  dorifidbnt  boroolinotcn  (Jlltjitiliuugcn 
goliOron  nobou  dor  lto«olvontu  doe  Toxtoa  aucli  di<^  ontBprocluwdon  auf  dio  Btufon 
29  8,  4»  bcaiiglichon  Konolvonton,  woitor  BOlcho  dor  Btufon  &,  7,  UJ,  vou  donou 
im  Toxto  orat  woitor  union  gohandolt  wircl. 
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den  Hauptmodul  so  fixieren  wollen,  dass  die  in  Fig.  97  auftretende 
Gerade  die  reelle  T-Axe  werde;  es  hat  das  nach  den  bezuglichen  Ent- 
wicklungen  in  §  7  des  vorigen  Kapitels  keine  Schwierigkeit.  In  der 
That  bleiben  wir  niit  dieser  Absicht  in  tlbereinstimniung,  wenn  wir 
zuvorderst 

(1)  *(ioo)  =  0,     r(0)  =  oo 

setzen.  Hiermit  ist  freilich  t  erst  bis  auf  einen  constanten  Factor 
definiert;  inzwischen  werden  wir  den  letzteren  baldigst  in  zweck- 
ruassiger  Weise  festlegen.  Verfolgen  wir  vorerst  die  Beziehung  von  t 
zu  J7  welche  uns  (zufolge  §  5  des  vorigen  Kapitels)  den  Ausdruck 
der  gewfinschten  Resolvente  sechsten  Grades  liefert. 

Zwischen  t  nnd  J  bestelit  eine  algebraische  Relation,  deren  all- 
genieine  Form  in  (7)  p.  592  angegeben  ist.  Dabei  bedeuten  fur  gegen- 
wartigen  Fall  0?  V,  X  ganze  Functionen  sechsten  Grades  von  V, 
die  gleich  Null  gesetzt  diejenigen  Werte  von  r  liefern,  welche  bez. 
den  Werten  «/  =  0;  1,  oo  entsprechen.  Aber  nun  sehe  man  in  Fig.  97 
nach;  dass  die  seclis  Punkte  t  mit  J  *=  0  an  zwei  getrennten  Stellen 
KU  je  drei  coincidieren;  was  wir  schon  in  etwas  anderer  Form  am 
Hchlusse  des  vorigen  Paragraphen  ausspraclien.  Es  muss  demnaeh 
0(t)  «=  0  zwei  dreifache  Wurzeln  haben;  so  dass  wir  setzen  werden: 

«(*)  — C^  +  aT  +  i)8. 

Tn   vollig   ontsprecliend(a*   Weiso    liest  man    fur  V  uud  X   aus  Fig.  07 
oder  dciu  Schlusssatzo  des  vorigen  Paragraphen  die  Ansiitze  ab: 
Y(r)  _  (f  +  c<v  +  d)  (^  +  cv  +  /•)«,     X(r)  =  r/ir. 

Deim  Ausdruck  ftir  X  liaben  wir  zugleich  beriick«ichtigt;  dass  zufolge 
unsorer  Answahl  dos  Hauptmoduls  tr  dio  fiinffache  Wurzcl  von  X  •»*•  0 
bei  TT  ««=  oo;  dio  cinfaclie  bci  tr  «•  0  gelcgeu  ist;  dio  a,  I,  c,  •  •  •  mid 
Iriorboi  nocli  nicht  ntiher  bokannto  numerincho  (jlroKSson.  Morkon  wir 
UUH  also,  tias$  wir  auf  Orund  der  im  voritjm  Parctyraphm  gc/kwutMwn 
Vcrsswdgimy  von  t  ilber  J  als  (icstalt  der  in  llvcle  Micwden  dictation 
die  folgendo  ansefaen  WMMSMII 

(2)  J:J—  I  :l«(^  +  a7T  +  &)!t:(^  +  ^  +  rf)(^+6i?  + 

Wenn  wir  Jtior  ubrigens  den  Ooefficionten  vou  t?cl  in  <l>  direct  gleich  1 
jumahmen,  HQ  war  dies  deyhulb  statthaft?  well  t  *«»  oo  nicht  ssu  dou 
Wurzeln  vou  <t  ««0  gehork.  DasB  aber  dunu  auch  iu  ¥«««()  der  hftchnte 
Ooofficiont  gleich  t  zu  nohmen  ist7  folgt  deshalb;  weil  die  Gfleiclmiig 
<l>  —  x  *-  Y  orsichtlich  identisch  bostehen  nauss. 

Nun  ubor  ist  besoitdors  IntcrcsHant,  <las«  wir  vermogc  dor  vorg<v- 
tragcncii  Oborlngungen  die  in  AusBicht  g^uommeno  UoHolvmito  vom 
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seehsten  Grade  niclit  nur  in  der  durch  (2)  gegebenen  zum  Teil  nocli 
unbestimmten  Gestalt  haben  ansetzen  konnen,  dass  wir  vielmehr  von  Mer 
atis  mit  Htilfe  einiger  ^ven^ger  Rechnungen  die  fertige  Form  unserer  Hesolvmte 
gewinnen  fconnen,  ohne  dass  wir  etwa  noch  wesentlicli  neue  Hiilfsinittd 
Jieranziehen  milssten^).  Bevor  wir  diese  Redmungen  durcMiihren,  mussen 
wir  r  endgultig  fixieren,  und  wir  wollen  das  dadurch  tliuu,  dass  wir 
die  in  (2)  enthaltene  Constante  g  rait  —  1728  ideiitiscli  setzen.  Da- 
mit  gewinnt  V,  wie  man  leicht  aus  (2)  bereclinet,  bei  co  =  0  den 
Naberungswert: 

' 


ist  also  endgiiltig  bestiinmt  -and  zwar  (in  tJbereinstiramtmg  rait  unserer 
obigen  Festsetzung)  anf  der  imaginaren  CD  -Axe  als  rcellc  GrSsse. 

Zur  Bestimmung  der  noch  unbekannten  Coefficienten  a,  &,  c}  -  •  * 
benutzen  wir  nun  die  identische  Gleichung  <t>  —  X  <=*=  V.  Man  bc- 
weise  namlich  durch  elementare  Betraclitung,  dass  die  Functional- 
determinante  von  O  und  X: 

.  dX        *,  d<b 

*  17  ~  X  57  -- 

den  In  <t>  —  X  =  V  quadratisch  entlialtenen  Factor  (r2  -J-  ex  •+•  /') 
noc]j  in  erster  Potenz  besitzen  wird.  Da  aber  V  mit  4>  sicher  keiiion 
linearen  Factor  gemeinsam  hat?  so  koinmt  als  notwendige  Folgerxmg 
die  Identitat: 

^Jret  +  f^T?+  ^  v  —  j~, 

welche  uns  e  «==  -^  •  ,  f  ==  —  -fi    lief  erfc. 

Mit  Hiilfe  cler  so  boreclinoton  Werte  e,  f  Hclireibo  man  jetet  dio 
Identitiit  *  —  X  ==  Y  ausftihriich;  sie  lautet: 

^ 


In  ihr  miissen  nun  gleich  liohe  Poteusceu  rochta  und  liulcn  tlio  nUrn- 
lichen  Ooefficienten  aufweison,  Vorgloichcti  wir  abor  xun&cltHt  die 
51011  Potenssen  und  die  Abaolutgliodor,  «o  komint: 

c—  -^,     d****W>l. 
Die  vierlen  Potetizen  liefern 


*)  Ks  Ho#t  dioa  offbttbar  daran,  daaB  itnsoro  J^*rt  durch  Angabc  iliror  bw 
*/  *—  0,  1,  oo  g<ilegonon  YerKweigungsjwnkte  beroitn  voUatHmlig  bHHtivnmt  Int,  waw 
man  auch  geometriach  loicht  bowtiltigen  kntui. 
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und  endlich  die  zweiten  unter  Verwertung  der  schon  gefundenen  Be- 
ziehungen: 

a5  =  —  105. 

Da  aber  unsere  Gleichung  infolge  der  symmetrisclien  Auswahl  von  T 
durchweg  reelle  Coefficienten  besitzt,  so  ist  notwendig  a  =  —  10,  mid 
darnit  finden  sich  ingesamt  fvir  die  unbekannteu  Constanten  in  (2)  die 
durchgangig  rationalen  Zahlwerte: 

a  =  —  10,    6  —  5,    c  =  —  22,    £  _  125,  e  —  —  4,    jf—  —  1. 
Unsere  gesuchte  Eesolvente  sechsten  Grades  hat  demnach  die  fertige  Form*"): 
(3)     J:  J—  1  :  1  =  02—  10ir+  5)3  :  (r2  —  22r  +  125)  (r9  —  4r  —  I)8 

:  —  1728*. 

Wir  bezeidmen  Gleichung  (3)  fortan  als  die  ftwcticmenffieorel'iselic 
Gestalt  unserer  Resolvente  sechsten  Grades  und  setzeii  ihr  eiue  ssweiio 
formentheoretiscJic  Gestalt  gegeutlber.  In  der  ersteron  Gestalt  ist  nlku- 
Hch  die  Unbekanute  v  eiue  Moduliunotion,  in  der  leteteren  wird  ejit- 
spreclxend  dio  Unbekannte  eine  Modulforin  sein.  Wir  gelangeii  »u  ihr, 
indem  wir  vorab  die  Aufgabo  losen?  den  Hauptmodul  t  als  rationale 
Function  von  £  darzustellen.  Statt  abor  hier  in  die  Binzelheiten  der 
Abloitung  dieacr  Darstollung  t  =  Ii(g)  einxuluhren,  gebcii  wir  so- 

gleicli  als  fertigos  Itesultat 
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an  und  wollen  nun  umgokohrt  an  der  rool&ten  ^eitc  von  (4)  alle 
wosentliclien  Eigonschaften  von  v  nackwoison.  Dio  rochto  Beite  voxi  (4) 
blcibt  in  dor  That  bci  don  zohn  f-Substitutionon 


,     (v-O,  1,2,8,4) 

unvcran(lort;  weloho  auiblge  loicliter  Hochnung  die  uaserer  ro  ssu- 
goordncte  Untorgruppo  6/10  der  O^  bilden**)*  Da  wir  Obcrdiea  5u  (4) 
eino  rationale  Function  zohnteu  Grades  vou  f  haben?  so  wird  die«olbo 
auf  deia  rolygou  der  rr>  einwertig  sein  und  also  einen  Hauptmodul 
der  P0  abgeben.  Derselbcs  wird,  wie  man  aus  (2)  p*  613  berochnet, 
bei  coww^oo  KU  Null^  bci  co  —  0  abor  oo,  stiinmt  also  mit  tr  jedenfalls 
bin  auf  einen  numerisbken  Factor.  Dass  abor  letateror  mit  1  identisch 


*)  Of,  JkotL"  p.  111  B'ormol  (4.9), 

**)  'JMaa  vorgl.  dio    auefithrlicho  Angabo    dor   00  tkoaaedcrBubHtituiiondn  in 
MTkoB,"  p,  43  Voruiol 
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ist,  ergiebt  sich,  well  die  rechte  und  linke  Seite  von  (4)  bei  &  =  i 
ubereinstimrnend  die  Annaherung  —  125 r  besitzt,  was  man  auf  Grund 
von  (3)  p.  639  bez.  (6)  p.  614  leicht  zeigt.  Gleichung  (4)  giebt  so- 
nach  in  der  That  die  richtige  Darstellung  von  r  als  Function  von  £„ 
Jetzt  schreiben  wir  unter  Heranziehung  der  Form  en  £1;  £»  die 
Gleichung  (4)  in  der  homogenen  Gestalt: 


Aber  was  hier  im  Nenner  steht,  ist  nach  (5)  p.  C22  nichts  aiideres, 
als  — A"-1,  so  dass  wir  fur  t  die  naerkwiirdige  Darstellung: 

o  / 

gewinneo.    Wir  sehen:  Auch  nodi  I/ 177:  ^  ^ne  eindeutige  Modulform 

funfter  Stufe;  denn  sie  ist  unter  gweckmassiger  Fixierung  der  seclislen 
Einheitswurssd  mit  ^^Vo  idenkisch.  Freilich  gchort  ^1/5  niclit 
direct  7,ur  fG,  indem  rdiese  Grosse  ntimlich  bei  der  Substitution  £/  —  —  ^a, 
%£  =  gjL  noch  einen  Zeichenweehsel  erleidet.  Jedenfallu  abor  gohort 
dieser  Gruppe  wieder  die  Modulform: 

(C) 

an;  und  dieses  0  wollen  wir  jetzt  an  Stelle  von  t  in  (3)  substitnieron. 
Vorerst  setzen  wir  die  Proportion  (3)  iu  die  Gleichung  um: 
r  =  /V— lOr  +  5\» 

A         \          32//a         /  > 

um  aus  ihr  clurch  Auszieiien  der  drittcn  Wurzo] 

^ Ta—  I.OT:  +  5 

zu  gewianen.  Dass  Qbrigotis  bei  <lie«cr  lotzion  Oponition  iiiclifc  otwa 
eine  comj)lexo  dritte  EinhcitHWurzol  aln  Factor  der  linkcii  odor  roohltm 
Reitc  auftritt,  zcigt  man  unter  Uficksicht  auf  die  JDarHtcllung  ((>)  von  $ 
wicdcr  durch  Annaherung  au  &  *»»  ioo.  ludoju  wir  jetzt  in  dor  letztcifi 
Gleichung  vollends  TBSSS  —  ^A  substituieroji;  koiuiut  als  Gleichung  ffir  si 

/rt\  M(l      I        »''       •*  ^"^8     «,      I         "  /\ 

(   |  )  jg     -«4<—  *  —    $     — —  t       jjf  «4«*        w  r»  ".s  \  / 

womit  die  in  Aussicht  genonmcne  fowHcntfwoMtMM  Oestali 
solvcnte  ymvonnen 


*)  In  9,tkoB.u  p.  110-  112  ist  dio  Auordnnug  Dorado  umgpkoiui,  wi«  hl^r  int 
Toxte,   indena   auorst  die  formerxtheoreti^cho  Uoftolvonto  aufgoHtolIl  tiud  aiiH  ilir 
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Man  wolle  benierken,  dass  die  linke  Seite  der  Gleichung  (7)  in 
den  CE»I?  o?2  Homogeneitat  zeigt,  indein  nainlich  jedes  Glied  derselben 
in  c?1?  co2  von  der  Dimension  24  ist.  In  der  That  ist  ja  #  Modulforin 
vierter  Dimension.  Da  iibrigens  f/A  der  Dimension  (—  4)  angeliort? 
so  ist  x  =  —  #>/A  von  der  Dimension  Null  und  stellt  also  eine  Modul- 
function  dar.  Die  Substitution  voii  x  statt  #  in  die  letzte  Gleichung 
giebt  die  oft  benutzte  Gestalt  unserer  Resolvente: 

(8)  *• 

Inclessen  gehort  diese  Gleicliang  niclit  eigentlich  der  fiinften, 
sondern  der  fiinfzehnten  Stufe  an;  wirklicb  ist  ja  auch  o;==^|/A 
eine  Modulf  unction  der  funfzehnten  Stufe*). 

§  9.     Naheres  iiber  die  Resolvente  sechsten  Grades.     Die  Frage 

nacb.  ihrera  Affect. 

Die  Gleicbungen  sechsten  Grades  des  vorigen  Paragraphen  sincl 
Ilesolventen  der  Ikosaedergleichung  und  besitzen  aLs  solclie  eine 
Galois'sche  Qruppe**)  seclizigster  Ordnung.  Wir  woUon  diesen  Sat/, 
hier  iioclnnals  unter  Zugrundelegung  der  formentheoretisclicn  Rosolvciitci 

(i)  -•+¥-'-3Jf*  +  i-o 

ableiten  und  Modaim  eine  Koihe  weitercr  algobrai  scher  Cberlegimgon 
an  diese  bosondei's  intoroftwantc  Form  unserer  Iloaolvente  knilpfon. 

Wir  nexinou  dio  nechs  Wurzoln  von  (1)  im  AnnclilnHH  un  (sine 
schon  von  Galois  g(5brauctite  Beicciclimaigsweiso  0^9  ff{),  $t,  #$,  &}7  ^4>  und 
zwar  sci  fs^  der  im  vorigen  Paragraphen  schleclitlun  durch  0  bo- 
zoichnoto  Modul: 

(2)  ««-*(«i,  -O-fiSiV, 

wahrond  wir  alsdann  woiter  im  Anschluss  an  .Kg*  96,  p.  (535: 


Hchreibon,  LaflHou  wir  jetzt  J"  in  seiner  Bbeno  irg«ml  wolche  gc- 
HchloHNono  Wego  boschroiben,  so  Icommt  daa  darauf  liinaus,  dasB  wir 
auf  <o  irgcnd  wolcho  ModulHubstitxitiouon  ausfibon.  Dcnkon  wir  una  nun 
die  soclis  Wurzoln  von  (1)  in  dio  sooben  sclion  goscliricbeno  Anordtmng 
gobracht  und  flben  alsdann  dor  formenthooretisclion  Geatalt  von  (1)  ent- 

*)  Box  dot*  f'Unffcen  Stufo  war  do  man  (1  brig  ens  bleibon,  wonn  man  statt  z  dio 
Function  #  «»  -»  pM*  aubstituiorb.  KB  komiwt  dann  alw  Eesolvonte  (c£.  ^Tkois.4*  p.  It  t)  : 

®*  —  WJco*  +  l»jr»»  +  f)/8  «*  0. 
**)  Damit  inb  liior  immot*  dio  Monodiromiognippe  gomoint. 

K  I  o  i  u  •  !<'  r  I  e  k  <^,  M  mini  ftui  o  lio  umi,  4  1 
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sprechend  homogene  Modulsubstitutionen  aus,  so  1st  jecler  solchen 
eine  bestiminte  Permutation  der  g^  ,  *0,  £n  •  •  •  zugeordnet*).  Es  ent- 
sprechen  dabei  den  Substitutionen  8  und  'T  die  Permutation  en: 


wie  man  leicht  zum  Nachweis  bringt.  Da  aber  alle  sechs  0  Moduln 
funfter  Stufe  sind  tmd  iiberdies  in  den  o1?  o>2  gerade  Dimension  auf- 
weisen,  so  erhalten  wir  insgesamt  nur  seenzig  Permutationen;  die  eine 
aus  den  beiden  Permutationen  (4)  zu  erzeugende  #60  bilden.  DMSC 
#co  is*  offeribar  mit  der  Hwsaedergruype  lioloedriscli  isomorph  und  gielt 
uns  die  Galois'  sche  Gruppe  der  Gleichung  (1)  in  Hirer  elemcntaren  Form 
als  Permutationsgruppe,  und  #war  unter  Zugrundelegung  des  Ralionalitafa- 
lereiclis  der  Coefficienten  von  (1).  Wirklich  ist  jede  Function  dor  sechw 
Wurzeln,  die  ihren  Wert  bei  den  sechzig  Permutationen  der  GGO  uiohi 
andert,  eine  Modulform  erster  Stufe;  als  solche  ist  sie  mit  Bfioksicht 
auf  die  Dimension  der  0  in  ^  und  J,  und  also  auch  in  den  Ooefficionien 
von  (1)  rational  darstellbar,  d.  h.  sie  ist  fur  tins  rational  bekaimi 

Wir  konnen  hier  die  Frage  aufwerfen,  wie  man  bei  dicsor  Sachlag<^ 
die  Eigenart  der  besoncleren  Grleicliung  (1)  gegeniiber  der  allgomoinon 
Gleicliuug  sechsten  Grades  in  zweckmassigster  Weis?e  charakterkieroji 
kann,  oder  (uni  es  mit  dem  Kronecker'schen  Ausdruck  zu  bo- 
zeicbnen)  wie  man  den  Affect  der  Gleichuwg  (1)  am  oinfachston  aiiK(%b«ji 
kann,  Wir  werden  hier  dem  allgemeinen  Brauche  cladurch  folguii, 
dass  wir  uus  mit  irgend  einer  rationale!!  Function  /'  der  weclin  Wur/oln 
verselien,  die  so  gebildet  ist;  dass  sie  bei  den  ncchzig  rormutatioiion 
der  CrGO  numerisch  unvenindort  bleibt,  bei  alien  ilbrigen  Perjuulationen 
der  seclis  Grrossen  ^c»  ;  ^0,  •  ••  indessou  ihren  Wort  aridert.  Kino  dorartigo 
Function  f  nennen  wir  eine  Affectfunction  von  (1)  und  saehon  aun 
Fundamentalsatze  der  Galois'schen  Thoorio  gaiiss  allgomain  das 
dass  irgead  eino  Affe  ctfuwctiou  von  (1)  in  oiner  particular  jjowBhlton 
nnd  iibrigens  den  symmetrischen  Funotiouon  der  seclis  Wuraoln  rational 
iat.  GegenK^ig  ware  alsdann  oin  solchepi  f  gegontlbor  der  (foflamt- 
gruppe  alier  6!  T^rmutationon  der  ^  noch  cino  ^  *•"•  12-wortigo  Func- 

tion und  wftrde  als  solche  einor  Oleichung  xwolften  (Jraclo«  goiiUg<w; 
doren  Coefilciouton  sich  aus  den  symmotrischou  Funotionon  dor  & 

*)  "Will  man  ubrigons  liober  bei  den  nioht-homogenon  Hab0tiimt3onftji 
so  kann  man  anch  an  Rtolle  von  (1)  dio  auf  der  vorig«n  Soito  wntar  <lom 
niitgotoilto  Form  dnr  Itrwolvonto  »u  Grando 
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rational  aufbaueru  tJbrigens  kann  es  vielleicht  zweckni'assig  sein,  statt 
einer  einzelnen  solclien  Affectfunction  mehrere  rationale  Functionen  f, 
f,  -  •  -,  der  seclis  Wurzeln  zu  setzen,  die  insgesaint  gerade  wieder  bei 
jenen  60  Peramtationen  und  nur  bei  diesen  numerisch  unverandert 
bleiben,  wahrend  die  einzelne  Function  vielleicht  auch  nock  daruber 
hinaus  bei  anderen  Permutationen  der  0  ihren  Wert  nicht  andert;  man 
bemerkt  leicht,  dass  em  solclies  System  /",  f  ,  •  •  •,  die  einzelne  Affect- 
function  zu  ersetzen  verinag.  Den  Affect  von  (1)  werden  wir  also  da- 
durcli  in  hurgester  Weise  fixieren  Jconnen,  dass  wir  irgend  eine  ein#elne 
Affectfnnction  f  oder  ein  solches  Affectfimctions-System  wirMicli  angeben. 
Es  ware  nun  nicht  scliwer,  fiir  die  Gleichung  (1)  eine  einzelne 
Affectfiinction  auf  directem  Wege  aufzubauen;  das  betreffende  Ver- 
fahren  wurde  aber  fiir  almlich  gebaute  liohere  Gleichungen^  mit  denen 
wir  spater  zu  thun  haben,  nicht  mehr  anwendbar  sein.  Wir  wollen 
demnach  zur  Erledigung  unserer  Frage  noch  andere  Mittel  heran- 
ziehen  und  erinnern  uns  zu  dieseni  Ende  niit  Vorteil  dcs  Umstandes, 
dass  unsere  Resolvente  (1)  eine  besondere  Ausdrucksforni  fur  em 
terniires  Formenprobleno  ,  niinilich  das  ?;Problem  der  A"  ist,  welches 
letztore  in  ,;lkos."  II  Kap.  4  in  ansgiebiger  Weise  betrachtet  worden 
ist.  Bcsagte  Forinen  A  miissen  wir  demnaeh  vorab  in  Erinnerung 
"bringen.  Dieser  Schritt  bringt  OR  denn  freilicli  mit  sich7  dass  wir 
an  Stelle  der  Gleichung  sechstcu  Grades  ftir  &  viclmehr  die  Gleichung 
zwolften  Grades  der  Betrachtung  an  Grundo  logon  werden  ?  der  ]/^ 
gontigt.  Wir  werden  sogleich  bemorken,  class  auch  diese  eine  Resol- 
vente der  Tkosaodorgleichung  ist. 

§  10.    Das  J^odulsystem  der  A.  Affect  der  Kesolvente  zwolften  Graded. 

Nach  MasHgabe  von  ?,lkos."  II,  4  (p.  211  u.  f.)  bezcichnen  wir  die 
drci  yuadratischen  Yorbiudungeu,  der  Formcn  gl7  ga  in  der  folgenden  Art: 

(1)  AO--CI&,     Ai  —  J/,     A,--^. 

In  dicson  A0,  A1?  Aa  haben  wir  drei  Modulformen  fUnfter  Stufe  ssweiter 
Dimension  gowounou,  die  ihrerseits  den  Hauptmodul  §  in  der  Gestalt: 


clarstellen.    Zwischen  den  A  besteht  offeaibar  die  Eolation 
(8)  V  +  A1A--0, 

welcho  man,  wenn  man  will,  als  honaogon  geschriebeiae  Gleichung 
eines  Kcgelnchnitts  auffasson  kann;  dicker  letxtoro  iwt  alsdann  im  Shine 
uiiflerer  allgeuaein6ti  Entwickluwgen  p.  591  wechselweiHe  eiudeuiig  auf 
das  Polygon  dor  Hauptcongrutiinssgruppe  ftlnfter  Sfcufe  bessogon. 

41* 
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Das  Verlialten  der  A  bei  Ausiibung  hoinogener  Modulsubstitutionen 
bereclinen  wir  oline  weiteres  aus  dem  entspreehenden  Verhalten  der 
So  £3-  ^*r  fiftden,  dass  sich  die  A  ternar  homogen  substituieren,  und 
erlialten  insbesondere  fur  die  Operationen  8  und  T  aus  (7)  p.  620  die 
uaclifolgeuclen  Substitutionen  (cf.  ?7Ikos."  p.  213,  Formel  (4)): 
S:  A0'  =»  A0?  Ax  «  s  A!  ?  A2  = 

A0+  AX  +  A2; 
-  2A0  +  (a2  +  a*)  A,  +  («  + 
/5A8'  =  2A0  +  («  +  a*)  A!  +  (a«  + 

Durch  Wiederholung  und  Combination  dieser  Substitutionen  erlialteii 
wir  eine  mit  der  Ikosaedergruppe  lioloedrisch  isoraorplie  GGO  tornaror 
A-Substitutionen,  deren  vollstandige  Aufstelluiig  keine  Schwierigbeiten 
haben  wiirde.  Als  besonders  bemerkenswerten  Umstand  nenuen  wir 
noch.,  dass  die  A  infolge  ihrer  geraden  Dimension  insgonamt  nur 
60  Substitutionen  bilden,  ini  Gegensatze  zu  den  Formen  g1?  £2?  wolcho 
als  solche  der  ersten  Dimension  eino  liomogene  Jkosaedorgruppo  <7ia() 
herstellen. 

Indeni  wir  die  drei  Ikosaederformeu  J5T,  1\  f  dorart  schroibon, 
dass  sie  sieh  ganz  und  rational  aus  den  quadratisclien  Vorbindungon 
der  J1?  g2  aufbauen,  konnen  wir  sie  ohue  weiteres  als  gan/<o  hoiuogono 
Functionen  der  Grade  10  besc.  15  und  6  in  den  A  darstoUon  nn<l 
gewinnen  dann  an  Stello  der  Formeln  (5)  p.  622  das  By  stem  dor  <lr«i 
Gleichungen: 

A,)  -  -  ^  , 


wo  linker  Hand  die  drei  in  llede  stohonden  Fonucui  gomoint 
Dieselben  verhaltou  sicL  gegenDber  den  Operational  (4), 
unter  Benutzung  der  Identitiit  (;$);  invariant  und  lassan  sich  elxsu  in- 
folgo  dieser  Identitat  in  eine  grosso  Eoiho  verschiodoiior  (loHtalton 
umsetzen*).  Man  clenko  sich  jetat  clio  droi  Formon  <t>,  V,  X  mil 
Rdcksicht  aaf  die  zwiHohon  ihnen  bestohonde  Kelation: 


*)  Man  tioho  «.  B.  die  in  ,,Ikos.u  p.  SJ15  mitgtsioilton  Formon  Q'9  I),  Bf, 
wolcbo  bis  auf  tiumoriBcbe-Pactoron  (uutor  Obaoht  anf  (#))  init  don  Formfin  «l>,  V,  X 
idoctisch  sind.  Die  Forxnon  C'^  J),  ft'  haben  indcn  noch  eino  w«ut«r^«hond« 
Bedoutung:  nio  vorhaltcn  sich  gegonfibor  dtm  Sub»titutionon  (4)  invariant,  and) 
ohno  dass  man  das  Beatohcm  dor  Idontitlit  (B)  TomuRftntsst*  Auf  dio  in 
TJmHtando  liogondo  Vorallpromoinorutig  kOrmon  wir  an  dioear  Miolio  wiekt 
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beliebig  gewahlt  und  verlange  dann  die  zugehorigen,  Gleicliung  (3) 
befriedigenden  Wertsysteme  A0,  A1;  A2  zu  berechnen.  Das  so  gestellte 
Problem  seehzigsten  Grades  werdeu  wir  als  das  Formenproblem  der  A 
bezeichnen  und  erkenneu  dessen  Gralois'schen  Charakter  ausserlich 
daran,  dass  sicli  alle  sechzig  Losimgssysteme  A07  Ax,  A2  in  einein 
unter  ihnen  vermoge  der  aus  (4)  entspringenden  Substitutioneu  linear 
darstellen. 

Nun  1st  die  Sachlage  die,  dass  unser  soeben  formuliertes  Pro- 
blem der  A  die  Gleichung  sechston  Grades  (1)  p.  641  ocler,  was  ein- 
facher  ist,  die  Gleicliung  zwolften  Grades: 


welcher  ~\/#  geniigt*),  zur  Resolvente  hat.  In  der  Thai  yes  fallen  die 
Quadral'Wiwgeln  aus  den  &  in  den  A0,  A1;  Aa  eine  seJw  eleyante  Du/r- 
stellung,  die  aus  den  Formeln  (6)  p,  640  und  (3)  p.  641  niit  Kiicksiclit 
auf  das  Verhalten  der  A  bei  8  und  T  entspringt: 


V*   -        A0  +  ^  +  ^-A,**), 

und  andrerscits  orweisen  sich  aucli  die  Ooefficienlen  von  ((>)  als  ratio- 
nale Functiotieu  dor  beim  Probleme  dev  A  bokannten  Groason  c|>;  X. 
IJeiliiulig  bomerken  wir,  dass  clas  in  (7)  auftretonde  Schema  von 
Jacobi  allgiJiuein  fur  (w+1)  Grosson  fovnuilierfc  wurclo  (unter  n  eijtie 
uugorado  Priiuzahl  vorstanden),  und  clas«  man  daher  nach  dem  Vor- 
Hchlage  Brioschi^s,  Gleicliungen  der  hier  aiiftrctondcu  Art  Jacobi  ;aclie 
Gleichungon  nonnt***). 

Urn  jotzt  den  Affect  der  Gleichiuag  (($)  Tiusserlicli  erkeimbar  fo«l- 
ssulegGU,  haben  wir  oinfach  auf  da«  Problem  der  A  Bessug  zu 
Aus  den  Relationon  (7)  borechnen  wir  UIIH 

5A0  -  -  |/5  ViJco  ', 
(8) 


willirexid  amlrerBoits  aua  deu  namliclien  Itolationeu  auch    iioch  Jtblgt: 

*)  Dionelbo  gohOrt,  wio  man  nioh  dttroh  (fl)  p*  040  loicht  (ibov^cugon  katm, 
Kit  donjonigon  flochu  ft>,  dio  d«n  HOchB  cycHsobon  <7f)  innorhalb  dor  <?00  ont- 
Hproohen. 

**)  Der  Fortgang  vow  «  asu  "J/^  orfordert  dio  Auawahl  do»  ssunaohwt  ftagUolicm 
VorssoiohonH.    Wio  dassolbo  fttr  die  in  don  Formeln  (7)  aufgonommonon  Modul- 
form«n  y"$  flxioirt  i«t,  goht  aa«  den  rccliten  Soiten  diosor  Fonnoln  horror. 
***)  Man  vorgl  abrigom  ,,tko»*a  p.  147f  160, 


646  III,  4,    Die  Bti  clcQ  ausgezeicbneten  Untergruppen 


Hier  scliliessen  wir  aus  (8),  class  nicht  nur  0  und  X,  souderu  aucli  Y 
rational  in  den  ~]/#  ist;  und  wir  denken  uns  neben  den  Ooefficienten  von  (6) 
aucli  den  Wert  von  V,  der  aus  diesen  Coefficienten  nur  erst  durcli 
eine  Quadratwurzel  zu  berechnen  ist,  ausdriicklich  gegeben.  In  (1cm 
so  fixierten  Hationalitdtsbereich  werden  alsdann  die  linJcen  Seiten  von  (9) 
fur  unsere  Gleieliung  zivolften  Grades  ein  A  fleet  functions-  System  lildcn. 
In  der  That  sind  die  linken  Seiten  von  (9),  ohne  in  den  Wurzeln  von  (6) 
symmetrisch.  zu  sein,  rational  bekannt,  indem  sie  in  einfachstcr  Weise 
den  Wert  Null  liaben.  Sie  geniigen  aber  auch;  urn  den  Affect  festzu- 
legen*  Denn  nehmen  wir  die  Gleichungen  (9)  als  bestehend  an,  so 
definieren  die  Formeln  (8)  drei;  die  Identitat  (3)  p.  643  erfiillcndo 
Grossen  Ao;  A1;  A2?  fiir  welche  wir  dann  uuigebehrt  aus  uuuerer  Gltu- 
chung  (6)  und  clem  adjungierten  Werte  XK  das  ;7Problem  der  A"  Ibrmu- 
Heren  kbimen.  Aber  dieses  Problem  liat  nur  60  Losungou,  untl  deui 
geht  es;  wie  wir  hier  nicht  nocli  ins  einzelne  darlcgen  wollen,  parallel, 
dass  die  liakcn  Seiten  von  (!))  insgesauat  nur  bei  gewisson  GO  Pcnuu- 
tationen  der  ]/#  ihren  Wert  nicht  iindern,  eben  denjenigen,  welcho 
die  Galois'sclie  Gruppe  von  (6)  ubgeben. 

§  11.     Die  fiinf  gleicliTberechtigteii  F5  der  fiinften  Stuf©  und  die  ssu~ 

gehorige  Kaohe  /<,*). 

Nticli  dem  p.  489  ibrmulierten  Galois;HcliCii  Satsse  giobt  (us  bed 
2==s5  als  Cougrucuzgruppeu.  von  niederstem  Index  1'iuif  gloiclibcrochtigto 
F57  wolclie  den  fiinf  gleichberoehtigton  Totraodergruppon  (J^  iuuorhulb 
der  Jkosaedergruppo  GG(}  zugeordtiet  sind*  Wir  wollon  dioHO  (jruppon 
jetzt  des  nalieren  untersuclien,  inn  dio  ihnou  ontsprechoudo  Kouolvontu 
fiinften  Grades  der  Ikosaedergleichmi^  wiccleruni  auf  fuuotionon- 
tlieoretisch-geometrischeiu  Wego  aufzustellen,, 

Soi  ffi  eine  oinzehio  unter  don  fragliclie,a  Gruppon,  (}^  abor  <lio 
ihr  entsprecliendo  Untergruppo  dor  Cfm.  In  cliowor  (f^  i«tj 
siclier  dio  #5  der  ftiiaf  Substitationen  1,  #,  S*,  W,  ti*  uichl; 
und  wir  cntuehmen  daraus  ohno  woiteros,  class  nntor  dcu  fduf  Doppd- 
dreieckcn  17  5,  S*,  8*,  S*  koiae  2wei  boasQglich  dor  T5  ikiuivalont  mnd, 

*)  Diesow  und  dem  folgondon  Pavagraphoit  Hogt  die  Arboit  vou  Kloiu,  ffber 
die  X3rniw(,rigung  der  Modular&kichungw;  Maih.  Arm.  Bd.  H  (1878)  m  Qnmdc». 
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Da  aber  fur  die  T5  insgesamt  nur  funf  inaquivalente  Doppehfoeiecke 

existieren,  so  folgt,  dass  wir  ein  Fundanientalpolygon  fur  die  F5  aus 

diesen  funf  Doppeldreiecken  aufbauen  konnen.    Statt  ihrer  konnen  wir 

aber    auch    die    Doppeldreiecke 

S-*,  S-i,  1,  S,  S2  wahlen,  wie 

solches    in     Fig.    98     geschehen 

ist,  wo  diese  Dreiecke  dann  mit 

den  Numraern  1  bis  5   versehen 

sind. 

Hier  werden  nun  jedenfalls 
die  beiden  geraden  Eandcurven, 
welche  Fig.  98  nach  rechts  und 
links  hin  abschliessen ,  einander 
zuzuordnen  sein;  denn  sie  correspondieren  durch  die  Substitution  S'\ 
Es  fragt  sich  nun  weiter,  wie  die  zelin  uutoren  freien  Elementar- 
dreiecksseiten  der  Fig.  98  einander  zuzuordnen  sind.  Olme  laer  in 
die  Einzelheiten  der  Untersuchung  einzuftilireu,  constatieren  wir  so- 
gleich,  clasa  die  in  Fig.  98  angedeutete  Zuordnung  jedenfalls  :au  eiuer 
uiiBorcr  T5  fulirt.  Erstlich  n&mlich  lasst 
sich  das  Polygon  Fig.  98  durclx  Zusammen- 
biegon  auf  einander  bozogener  Itandcurven 
in  eiue  einfachbedeckteEbene  verwandeln, 
deron  in  Fig.  99  gegebene  Einteilung, 
wie  man  sich  (Ibcrzeugexi  wolle?  den  13e- 
dingungon  clew  VerxweigungssatKes  voll- 
Hiilndig  gentigl.  Es  definiert  also  das 
Polygon  Fig.  98  cine  r5  und  sswar  oine 
solclio  cler  i'Unften  Olasse;  wie  man  an 
dor  Zahl  der  bei  CD  «*  ioo  zusammen- 
liiingondon  Dreiecke  sielit,  Aber  oine 
Untorgruppo  filntter  Olasse  ist  nach  be- 
kannten  HBteon  des  vorigen  Abschmtt«  uotwciulig  eino  Congruonas- 
gruppc  ftlnftor  Stufe,  und  cla  giebt  es  als  asum  Index  5  gohorig  nur 
die  oine  Art  unseror  ftlnf  gleichberechtigten  ffr  J'Vf/.  .W  steltt  tins 
also  wirMioh  das  'JPolygon,  J%.  00  die  geschlosscnc  Wliidw  Fr>  cincr  umcrw 
r$  dar*  Die  Polygons  der  tlbrigen  vi<^r  fr>  gewinnon  wir  einfuoli 
dadurch,  dass  wir  in  Fig.  98  nicht  das  Droieck  ;j;  sondern  der  Ueihe 
nach  die  Droiecko  1,  2,  4,  5  als  Ausgangsdroieck  dor  Modulteilung 
ansehen*). 

*)  Ke    entwpringt   augleich   aue    der  tfbcrlcgung  <loa  Tex  tea,   daaa    Htch  die 
Raudcurvon   dor  Fig,  08   in  andcren  als   don  hiormit  2ur  Geltung  gckommencn 


Mg,  00. 
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Dieses  Resultat  kann  raan  i5brigeus  rein  rechnerisch.  in  folgencler 
Weise  bestiitigen.    Die  Erzeugenden  cler  zunaclist  betrachteten  fG  sincl 
neben  S5  die   drei  in  Fig.  98    durcli  v19  v%,  v$   bezeichneteii   Substitu- 
tionen.     Wir  berechnen  fur  dereu  Gcstalt  sehr  leicht: 
,,  „  .   N  CD  +  3  /   N        —l          /   %        2co  —  3 

(1)  ^(0))  =   -^^  2  ,       tfc(cD)  —  —  ;       ^(<D)  —   ~  _-f  • 

Hier  befriedigen  wx,  ^2  die  Congruenzen: 

VjL8  =  1,     v22  =  1,     (v^2)3  =  1,  (mod.  5), 

erzeugen  also,  modulo  5  betrachtet,  eine  Tetraedergruppe  (?12.  Dieser 
6r12  geliort  dann  aber  auch  die  Operation  v$  an?  denn  wir  berechnen 
sofort,  dass  modulo  5  die  Congruenz  vs  ^  ^2  v$  besteht. 

Die  Verzweigung  der  unseren  r5  zugeliorigen  fiinfbliittrigen  Placlio 
F&  iiber  der  «7-Ebene  liegt  in  Fig.  99  offen  vor  Augen.  Wir  stellen 
die  Lage  und  Art  der  Verzweigungspunkte  hier  zum  Sclilusse  aus- 
fubrlicb  zusammen:  Sei  J=  1  verlauft  ein  Blatt  der  F&  isoliert,  die 
vler  anderen  Bind  #u  Paaren  in  mei  Vergweigiinysp-imJctcn  mit  einander 
vcrbundm;  l>ci  J  =  0  verlaufon  &wd  Blatter  isolicrt,  walireud  die  iibrigen 
drei  in  cinem  Verzweigungspunkte  cyclisch  0usa,'ttmwnhanyen;  lei  J  «==  oo 
hangen  alle  funf  Blatter  in  cinem  Vergweiyungspimlde  eyclisek  puuammcn. 
Uiese  Siitze  werden  wir  aogleicli  zur  Verwendung  zu  bringon  haben. 

§  12.     Aufstellttng  der  Besolvente  fiinfton,  Grades. 

Die  Gewinnung  der  Resolvente  fiinften  Grades  get-icliielit  jctzt  in 
ganz  ahnliclier  Weise,  wie  diejonigo  der  Rosolvonto  «oclusteu  (iradoH 
in  §8.  Die  durcli  Fig.  98  deiiniorto  Tfi  ist  vom  G(»schlochto  )>  *•-*  (); 
besitzt  also  eiuen  Hauptmodul,  den  wir  t  nennen  wolleju.  Wir  werclon 
denselbeu  jodenlalls  so  Kxicron,  class  die  vorticalo  tSyminclirioliuio  clor 
Fig.  99  die  rcello  tr-Axo  wird.  Holchoa  trifft  HU;  wonn  wir  ui  don 
drei  PuiiHcn  CD  «=  i,  QJ  ioo  fflr  tr(a>)  dio  Werte: 

(1)  T(<)  —  0,     T(<>)  =  3,    -r(ioo)  —  oo 

festsctzen. 

Iiideni  dann  wioder  t  xait  «/  durcli  eino  KolaUon  dor  l^orin  (7) 
}>.  592  vcrbmulcn  ist;  wpociiicierea  wir  auf  <Jrund  dor  An^aben  am 
Schlusse  dea  vorigen  Paragraplion  dicso  Relation  zu  cltuu 


Artou  uicht  zuoi'dncu  lasson,  wofcm  wir  mit  doiu  Vor«w«igungHHat&i  in  tlboroiu- 
stiwmuug  bloibon  wollen.  Damit  bogHiiidofc  nich  dann  wio<ltir  <lio  ThaiMiircho,  duni* 
dio  sogleicU  /,u  buroohuondo  lionolvonto  ffluilon  Grades  uach  AiiHwahl  d«K  llanpt- 

uioduls  durolx  dio  bloaao  Angabo  dw  Ver»-woigung»puiaktc  dor  Jf1^  IboroHw  em» 
deutig  be  slim  mt  let. 
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(2)  j:j—  1  :  1  =  (r2  +  at  +  &)  (*  —  3)3  :  r(ra  +  cr  +  d*)2  :  e, 

wobei  a,  Z>;  c,  d}  e  nocli  zu  bestimmende  numerische  Coefficienten  sind. 
Zur  Auswertung  derselben  berechnen  wir  uns  die  Functionaldetermi- 
naiite  von  X  mid  Y;  welche  hier  in  einfachster  Weise: 

(3)  e  *£.  „  5  e  (?  +  cr  +  rf) 

wird.  Auf  Grand  d-er  Identitat  O  =  V  +  X  finden  wir  durch  ele- 
nientare  "Oberlegung,  dass  (3)  den  cubischen  Factor  von  cl>  noch  qua- 
dratisch  onthalten  wird.  Ua  aber  <t>  und  V  jedenfalls  keiue  Linear- 
factoren  gemeinsam  habeii  konnen,  so  eiitspringt  aus  der  gerade 
gegebcnen  IJberlegung  die  Identitat: 


so  dass  wir  c  =  —  10;  (?  =  45  finclen.     Des   weiteren  wird  die  Func- 
tion al  deter  minante 

.    4^-—  c      ,    3&  — 


den   qtiaclratiscLen  Factor  (ra  —   10  1  +  45)   von  V  nocli  linear  ent- 
halten,  woraus  man  so  fort  die  Identitat 

01     4<;*  —   G        ,     3Z>  •  —  3  CO  o          i  /i       i      IK 

*H  -----  5    "^H  --  g.—  —  T-  —  10*  +  46 

ziohl.      Der    Vorgloich    dor    Uoeflicienteu    giebt   rt  ==  —  1J1?   I  =  64, 
walirejud  wir  endlich  fur  c  (leu   Wert 

6=cD(0)  —  Y(0)—  —  1728 

iiuden.    Die  ciwfhchsle  fttnctionentheoreti&chc  Uestali  der  Jiesolvente  funften 
Grades  isL  detnnach  in  fertiy  ausgcrcchnelcr  Worm*): 
(4)    </;,/—  J  -  .1  ***(v*  _  i  1  T  +  64)  (*—  8)n:*(*M—  10^+45)^:  —  1728. 

Um  eine  fornientheoretische  GoHtalt  ftir  die  Resolvente  fUnfteu 
Gratlen  »u  gewimien,  ssiehen  wir  zuvordorst  a*as  der  Proportion  (4)  die 
(Hoichung: 

JWIJ'A!  -,(,._  10*  +  4f>)« 

"  ^  * 

IUK!  fUhren  Bodann  (lie  Modulform  TUnfter  Stufe  scchster 


= 

—  A         A(T»  —  lOr  4-  45) 

ehi,  woboi  dan  ssitnilcliat  fragliche  Vonseiehen  von  ^  durch  den  rechtor 

*)  Of.  ,,Ikos*a  p.  10Q  Povmol  (SI),  wo  die  hior  mit  t  bessoiohnoto  Gr5»so  r  go* 
uanxii  iai.  trbor  die  Danjtollimg  doreolbon  in  f  sohe  man  ,,lko«.u  p.  10B  u.  £„ 
KbcndasulbHi  sind  noch  zahlroicho  andero  Formon  dor  Hesolvonte  ftlnftcn  GradoB 
borechnet. 
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Hand  stehenden  Ausdruek  dieses  Moduls  eindeutig  bestininit  ist.  In- 
dem  man  durcligekends  t  durck  #  ersetzt,  Icommt  als  formcntheoretisclie 
GestaU  dcr  Besolvente*): 

>•   '  '      A  Aa   ^  A3 

Noch   andere  einfaelie   Gestalten   fur  die  in  Kede  steheude  Kesolvente 

erhalten  wir  durcli  die  Substitution  x  =====  $  ]/ — A;  wobei 

=  0 


'—  A 

entspringt  (die  eigentlich  der  zelmten  Stufe  angehorl),  oder  aueli  durch 
die  Substitution  y  =  3#3#,  wodurch  wir  erhalten: 

(8)         3«/5  +  W(J—  l)y3  +  15(J"—  I)2  y  —  SOT—  I)3  —  0. 

Wir  habeii  hier  in  einer  lleihe  verschiedener  Form  en  cine  Glei- 
chung  fiinften  Grades  niit  einer  Monodromiegruppe  sechzigster  Ordnung 
kennen  gelernt.  Diese  Gruppe  wird  sicli  als  Permutationsgruppe  der 
fiinf  Wurzeln  aus  den  sechxig  geraden  Vertauwcluuigen  derselben  asu- 
sammensetzen.  Als  Affectfuuction  konnten  wir  claher  gogenwartig  in 
einfachster  Weise  das  Differenxeiiproduct  der  Wursfiolu  vorlegen,  und 
thatsiichlicli  ist  dasselbe  rational  bekannt,  nanilich  rational  in  </a  und  </.$ 
darutellbar.  Man  vergleicho  dariiber  die  Entwicklungen  in  ?;lkos." 
p.  108  und  109;  wo  sich  fiir  drei  vorBchiodeuo  Gcwtalten  dcr  liosolvento 
das  fragliche  Differenzenproduct  rational  in  den  bekannten  GroHsen 
berechnet  findet. 

llierinit  sind  die  beiden  intcrossanteaten  JloHolventen  lur  daw  ssur 
fiiufion  Stufe  geliorcnde  Problem  Hech/JgsLen  Gradew  y.ur  JJOHprochuug 
gelangt.  Die  so  gegebenen  JBntvvickliuigon  iniiBsen  uiui  iiberhaupt  xur 
Oharakterisierung  der  ausgezeichueten  Untcrgmppon  dos 
p  (==  0  hinrcichend  sein. 

*)  Yorgl.  ,,Ikos,"  p.  105  Jformol  0J7), 


Fttnftes  Kapitel. 

tlber  Modulfuuctioneii,  die  sicli  aus  den  (ialois'schcii  Hauptmoduln 
herstelleii  lassen.*) 

Im  Anschluss  an  die  voraufgehencl  entworfeue  Theorie  der  Galois- 
schen  Hauptmoduln  lasst  sich  jetzt  eine  gauze  Reihe  weiterer  TJnter- 
gruppen  functionentheoretiscli  behandeln,  indcin  sich  mimlicli  clcren 
Mocluln  teils  durcli  einfache  Operationen  axis  den  Galois'schen  Haupt- 
modulu herstellen,  teils  aber  mit  Hiilfe  der  bei  den  Galois'schon  Haupt- 
inoduln  zu  Tage  getretenen  Gosetze  explicite  Icicht  gowinneu  las«en. 
Hierftir  worden  wir  im  Latifo  des  gegenwiirtigcn  Kapitels  eine  Amahl 
von  Beispielon  kennen  lernen.  13ci  der  Auswahl  derselben  ist  erstlich 
die  Absicht  massgoblich  ,  fur  den  liyperelliptischen,  aowie  olliptischon 
Fall  auafuhrlicho  Untersuchungen  beiKubringon,  mid  wir  erledigeii  in 
diesem  Winno  am  Aufang  des  Kapitels  die  beidcn  ausgezciclmeten 
Uniorgruppeii  rd8  uiul  riao,  welche  nacli  |).  G07  zu  liyperelliptischen 
Machou  fiihrou,  walirend  der  Abschluss  des  Kapitels  einer  znsammen- 
htingenden  Untersuchung  der  KU  p  =»  1  gehorenden  auygezeiclnxeten  r7J{ 
gewidmet  ist.  Auf  der  anderen  Seito  inilssen  wir  liior  auf  diejciugon 
Moduliunctionen  zu  sprechen  konimen;  welche  seit  langer  52oit  in  der 
Theorie  der  elliptischeu  Functioneu  betrachiet  worden  siud.  Dieselbcn 
gehoren  im  Smne  uiisorer  Ausdrucksweise  KU  den  Stufoxi  4;  8,  16; 
iuzwiticuon  i«t  os  UUH  Gribidcn  der  Darstellung  zweckmassig,  die  Be- 
hujtidltuig  dieser  Modulu  vor  dor  Untersuchung  der  jaur  Hlufe  (>  ge- 
horouden  P7a  vorwog  sfiu  nohxuon.  Wir  kommon  auf  die  la  Itede 
stehoiadon  UroHBon  deimiaeh  nogleich  uach  Erledigung  der  liyporellip- 
Fiille  zu  yprechen. 


§   1.     Dio  zu  hyperelliptischen  Gebilden  filhrondoa  ausgosseichneten 

f^g  tuad  r^. 

Im  vorletzton  Kapitol  (p.  607)  haben  wir  genehen,  das«  es  untor 
alien  auwgcjaeichneten  Untergruppon  f^  dor  Modulgruppo  h&chsteiiH  «wei 

*)  Dio  Kntwicklungen  clo«  gegetiwiirtigon  Kapitels  $I&d,  eoweit  niobtn  atulcros 
aogegebon  iat,  aua  aitoven  Uiitoreuchuogen  doe  HerausgoTuore  hervorgogaugon, 
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gebeu  kann,  deren  zugehorige  Modulfunctiouen  ein  hyperelliptisches 
Gebilde  abgeben.  Die  erste  unter  iliueu  war  eine  zur  acliten  Classe 
gchorencle  rj8;  und  wir  wollen  jetzt  untersuclien,  ob  clenn  einc  solche 
Gruppe  wlrklich  existiert. 

Als  die  zu  den  Moclulformen  (  —  2)tor  Dimension  ft3,  (i±  gehorende 
Gruppe  lernten  wir  diejenige  homogene  ausgezeiehnete  Congrueiizgruppe 
aehter  Stufe  kennen,  welche  sicli  modulo  8  genorumen  auf  die  unter 
(16)  p.  633  gegebenen  Substitutionen  reducierte.  Wie  man  siclit,  ent- 
halt  diese  liomogene  r48  die  Operation  T2,  so  dass  ihr  in  der  nicht- 
homogenen  Modulgruppe  f  eine  Untergruppe  F48  achter  Stufe  von 
dem  namlichen  Index  48  zugeordnet  ist.  Die  so  gewonnene  ausge- 
zeichnete  nicht-homogene  Oongruenzgruppe  acliter  Stufe  l)esteht  aus 
alien  modulo  8  init: 


/1,0\      /1,4\      /5;4\      /5;O 
\0,  I/7    \4,  l/?    VO,  5/;    \4,  5 


congruenten  Substitutionen  und  gehort;  wie  man  sofort  beroclineii;  zunt 
GescHechte  jp  =  2;  so  dass  fur  sie  der  hyperelliptisclie  Fall  tliatwtlcli- 
lieh.  vorliegt. 

Die  in  Rede  stehende  T48  ist  in  der  llauptcongruouzgruppo  viertc-r 
Stufe  als  Untergruppe  vom  Index  zwei  enihalteu,  und  es  wircl  nicli 
demgemass  umgekehrt  das  Polygon  Iy748  der  TdH  aus  zwoi  Polygonojii  dor 
eben  gemeinten  T24  aufbauen  lasnen.  Thatsaclilicli  erlmlten  wir  ciu  J^T48; 
indem  wir  an  dem  in  Pig.  82  (p.  355)  angcgebenen  Droiocksoomplex 
einen  vollig  gleichen  nacli  reclxts  bin  anlagern  und  dewsen  untore  Hand- 
curveu  nacli  dem  Gesetze*): 


V«=:0;     1,    2,     8 

zusammenordnen.  Man  reclmet  numlich  Icicht  aun,  dann  tlio  dicnor 
Zuordnung  ontsprcchonden  ersseugendcti  SubBtitutionen  modulo  8  allo 
zu  den  Typen  (1)  gehoreiu  Dem  Aufbau  den  .Polygons  J/r48  aun  zw(»i 
Polygoncn  ly7^  vierter  Stufo  entspricht  nun  woiter  d(jr  UitiHtund,  (la«H 
wir  die  gcsclilosseno  Flaclie  7^K  in  oiufacliMtcr  Woiso  dutch  doppolio 
Oberdeckung  dor  oktaodrincli  getoiltcu  Kugel  orKiolou  l<r>juien. 
Blatter  werden  dabei,  damitj)»»2  wird,  in  geeliH 
zusauimcnhrmgon;  und  man  bomerkt  Bofort,  dasn  diono  mrgeudwo 
anders  als  in  don  sechs  Eckeu  des  Oktaodors  gclegen  soiu  konnen. 

*)  Wir  "bonntzon  hior  wiodor  die  uohon  p,  368  u.  f,  ssur  G«ltung  gokommono 
Schreibweise. 
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Die  functionentlieoretische  Behandlung  der  r48  erledigt  sich  hier- 
nach  fast  von  selbst.  A  Is  zweiwertige  Function  der  F^  werden  wir 
etwa  den  Hauptmodul  $i  des  vorigen  Kapitels  heranzienen,  der  dann 
in  den  sechs  eben  genannten  Verzweigungspunkten  die  Werte  0,  oo, 
+  I,  +i  besitzt.  Wir  schliessen  nacli  p.  571  ohne  weiteres:  Die 
beiden  Grrossen  : 
(2)  ^,  V>  Qf  -  1) 

bilclvn  ein  voiles  Modnlsystem  der  f48:i!).  Gegexuiber  den  Substitutionen 
der  znr  T48  gehorenden  endlicbeu  6r48  erfahrt  ^  nur  24  lineare  Sub- 
stitutionen (in  Ubereinstinirnmig  mit  dem  hierauf  beziiglichen  Satze 
p.  GOG).  Es  verdient  demgegeniiber  bemerkt  zu  werden,  dass  wir  in 

(3)  ^3  =  ^  y  A  ,  ^  —  fa  y  A 

zwei  zur  F48  gehorcnde  Modulformeii  besitzen,  welehe  eine  mit  der  nicli>t- 
liomoyenen  G-ffi  holoedrisch  isomorpjie  Gruppe  von  48  linaron  8^it)$titu- 
tloncn  erleiden.  Denselben  cinfachen  Cliaraktor  hat  clemgemilss  ancli 
das  Hystein  der  boiclen  Moduli  unction  en  der  F48: 


in  ilinen  liaben  wir  claun  wioder  ein  voiles  Modulaystom  der  r4rt?  in- 
dcni  Ricli  in  dor  That  (lie  beiden  (rrosson  (2)  ohno  Mtihe  in  dev  nacli- 
folgondon  (iestalt  rational  durcli  ftf>  und  ^,.  ausdrtlclcen  lassen: 


Dio  F4H  ist  dio  orsto  vow  ims  ausftthrlich  betrachtete  Gruppo  eines 
Oo8clLlocb.tos  p  >  0;  wir  orgroifon  dio  Gologenheit,  die  beiden  ihr  au- 
gohorig(«i  Tnic^grale  ornier  GaUiuig  gloiclifalls  explicite  in  dio  Unter- 
sucluaig  eiiiKnfdliireii.  Unttir  Aufnalinie  oinea  geeignetcn  Zahlenfactors 
Hcliroihou  wir  diewelbeii  nach  p.  571  in  dor  Gewtalt: 


, 

dio  wir  jokt  nodi  in  oino  sohr  viol  elogaiitnro  Form  iiuiKotssoiL  werdon. 
Kuvftrdorni  borochnon  wir  jiumliclt  aun  (I),  p.  (118  uui.or  (jobrauoh 
voti  (8)  £ttr  das  Differoutial  tip  dio 

y  <&t  *  d  u)        —  I/A 

. 


*)  Jflin  mohr  ^ymmotrifich  gobautos  voUoa  Byotoiu  dov  r^  liafc  man,  wio  wit 
i  hemorkon,  iwn  den  btudon  (Jfr/Jseen  ^ia/*s  •  )/A 
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Dabei  ist  das  Differential  co^dca  rechter  Hand  durch  —  (co^co^  —  co^dco^ 
ersetzt,  eine  Schreibweise  von  co^dco,  bei  der  die  Invarianz  dieses 
Ausdrucks  gegeniiber  der  Anwendung  von  liomogenen  Modulsubstitu- 
tionen  unmittelbar  evident  ist.  Andrerseits  zieht  man  aus  (15)  p.  633 
ohne  weiteres: 


_  J* 


Vf*O4-l)         1/2  A  > 
so  dass  die  beiden  Integrale  der  f4s  die  Gestalt  annehmen: 


Die  in   die  Integrale  aufgenoinmenen  Zahleufactoren   sincl   so  ab- 
geglichen,    dass    die  Coefficienten   der  ersten   Qlieder  in  den  Reilien- 

i 
entwicklungen  von  jl9  j$  nacli  r8  niogliclist  einfach  werden.     In    der 

That  finden  wir  durch  Verwenclung  von  (G)  p.  614  als  bei  o}« 
giiltig: 


Mit  Hiilfe  dieser  Forineln  konnen  wir  ubrigenn  auch  direct  den  JJo- 
weis  fiihren,  class  die  boidcn  miter  (4)  gegebonen  Integrate  jt  uud  j$ 
iin  Polygon  dor  F48  allouthalben  endlich  sind,  mid  wir  gohcn  auf  dou 
dabei  durchxuffihrenden  Gedaukcngang  nin  HO  liebor  ein,  aLs  wir  d«u- 
selben  spaterhin  bei  ahulichen  Gelegenhoiton  noch  wiodorholt  xu  vor- 
wendcn  haben.  Man  bemerko  znnachst,  (lass  dio  auf  den  rocihton 
Seiten  von  (4)  stehenden  Modulfunctionon  zufolgo  ihror  Bauart  Hichor 
nicht  im  Tnneru  dos  Polygons,  uondoru  hochsfcciiH  noch  in  downen 
Spitzen  unstetig  werden  konnen.  In  der  bei  co  =  ioo  gelogotion 
bleibon  sie  abor  siufolgo  (»r>)  olfonbar  ondlich.  Wollon  wir  dann 

^in  o  «a  -    unlersuolien,   so   ))eniorken   wir,   dang  xuiblge  der   linoarcn 

Ueproduciion  dor  ^9  ^  gogotinbor  don  ModuisubHtitutioucu  j{  {"*  J   U 
oine  linoarc  gan/*o  Function: 


dor  beidon  Grosson  (4)  mit  von  a>  uuabhfiiigigeii  ondlicbou 
cienten  A,  Ji9  (1  iat.  Dor  Wert  von  jt  (aj  i«t  wonach  (1  il  i.  cwdlioh, 
und  wir  linden  oin  analoges  KoHnltat  fiofort  auoh  fllr  jfa  ("''')•  "^"° 
Kunctionen  (4)  orwcinen  Rich  dmtiuach  thatniichlich  itu  gan^n  Polygon, 


als  ondlich* 
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Sehr  viel  kiirzer  werden  wir  jetzt  den  zweiten  tinier  den  ausge- 
zeichneten  Untergruppen  I",,  vorkommenden  hyperelliptischen  Pall  er~ 
ledigen  konnen.  Diesein  Palle  sollte  eine  rigo  zu  Grunde  liegen,  die 
zur  Classe  10  gehort  und  deshalb  ein  Gesclileclit  p  =  5  besitzen 
wiirde.  Es  giebt  nun  in  der  That  eine  ausgezeichnete  Congruenzgruppe 
zehnter  Stufe  rm?  welche  alle  modulo  10  niit 


,  I/7   \5, 

congruenten  Substitutionen  umfasst  und  sonach  in  der  Hauptcongruenz- 
gruppe  fiinfter  Stufe  als  Untergruppe  voni  Index  zwei  enthalten  ist. 
Letzterem  Umstande  zufolge  lasst  sich  das  Polygon  JF120  der  T120  aus 
dom  in  Pig.  83  (p.  355)  gegebenen  Dreieckscomplex  wieder  durch  Ver- 
doppelung  desselben  imter  gecigneter  Anderung  des  Kantenzusanimen- 
hanges  herstellen,  wahrend  sicb  die  beziigliche  geschlosseno  Fluclic 
als  doppelt  tlberdeckte  ikosaedriscli  geteilte  Kugel  anordnen  lasst;  wo~ 
bei  die  zwolf  Verzweigungspuiikte  offenbar  die  zwolf  Ecken  clos  Iko- 
saeders  sind. 

Dass  wir  hier  eine  hyperolliptische  Pliiche  baben,  ist  sofort  evi- 
clmit.  BrflichtHch  ist  ja  auf  derwolben  g  eine  zwoiwertig^  Function,  und 
wir  gewinmm  obno  woitorcs  den  Hatz:  Die  belden  (frossmi: 

(7)  g,  ncsio"+  tie5-!) 

W,<1cn  CM  voiles  Moehilw/stcm  der  au$f/e#cicJMcf>cn  rtao.  Mag  es  geniigen, 
wonn  wir  im  An^clilusH  hierau  nur  nocli  die  zugoh<>rigou  ftinf  Integralc 
erster  Gattung  atifstellcn,  Wir  schreiben  dieselb<ui: 

^^  ,    «  —  0,1,2,  8,  4 

(6lo+   lUfl—   I)'  9999 

und  wollon  diosnlbon  einor  !lbnlichon  Transformation  unterzielicn,  wie 
vorhin  die  Indegralo  dor  T4B.  Wir  ilndon  auw  den  bezilgliclien  Foriuoln 
den  vorigou 


nnd  alsf>  kommt  ftJr  <lio  Integrulo  <lio  noao  Gestalt: 


Die  numerischon  Factoron  mntl  hiftr  wiodw  BO  gowahlt,  dass  die  orsteu 
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JL 

Coefficienten  der  Reihenentwicklungen  nach  rl°  inoglichst  einfach.  aus- 
fallen;  wir  haben  namlich  als  bei  co  =  ioo  giiltig: 


Dass  wir  hieran  wieder  einen  directen  Beweis  fur  die  durchgangige 
Endlichkeit  unserer  Grossen  iin  Polygon  Fm  knlipfen  konnteu,  brauchen 
wir  kauni  noch  hinzuzusetzen  *). 

§  2.    Die  eindeutigen  Modulfunctionen  ")/A;  1/1  —  A  u.  s.  w. 

Eine  wesentlicli  anders  geartete  Kette  von  Untersuchungen,  die 
sich  durch  die  nachstfolgenden  Paragraplien  liindurcliziehen  wird7  macht 
uns  u.  a.  nait  mehreren  aus  den  Galois'schen  Hauptinoduln  entspringen- 
den  Grossen  bekannt,  die  in  der  Theorie  der  olliptischon  Vunctionen 
seit  langer  Zeit  eine  wiclitige  Rolle  splelen.  Wir  kn  tip  feu  dabei  an 
die  schon  unter  (6)  p.  21  aufgestellte  Relation: 

(1)  i:  A  -  1  :  1  -  (>»  -  I)2  :  (ft  +  1)"  :  -  V 

und  wollen  uns  vorab  iiberzeugen;  class  dioselbo  auch  noch  in  it  der 
im  vorigen  Kapitcl  getroffonen  Fixierung  der  Moduln  A  und  ^  in 
Obereinstirnmung  ist.  Man  verfolge  zu  dem  Ende  die  Wortvertoilung 
der  auf  dein  Polygon  der  Hauptcongruenzgruppe  vierter  Stufe  (Kig.  82, 
p.  355)  vierwertigen  Function  A.  Wie  man  leicht  bemerkt,  lio^on  die 
vier  Nullpunkte  von  A  thatsilchlicli  zu  Paarcn  bei  f6«=»  +  1  und  p  --•-"-  •••  1 
vereint,  die  Unstetigkeitspunkte  abor  zu  Paareu  bei  p^O  und  /t-A---ou, 
und  man  fiilirt  auf  diosem  Wegc  nn'tlioloH  die  HoHiiUigtui^  von  (1) 
7Ai  Ende. 

Jctsct  ziehon  wir  atts  (1)  die  boideu  Fonneln: 


und  crkennon  vormogo  dorselben  in  y*A  uiul  *|/1  —  -^  cindtnttif/v 
fuwcMomn  und  &war  solclw  der  mertMi,  Hfatfo,  woboi  chinn  <li<> 
der  Quadratwurzeln  /amUohst  fraglioheu  Vor/^eicJiou  von  ]/^  tuul  ]/l  A 
dutch  die  auf  den  rochton  Helton  von  (2)  Htoluuulou  Aui^drUoko  ohi« 
deutig  fixiort  sind.  Umgekohrt  ergiebt  Hioli  UUH  den  Kormolu  (2)  die 
folgotide  Darstolluug  von  p: 

(3)  ^  ---  t-yi  +  T/i  —  A. 

*)  Comoro  KntwicklunKcn  Ubor  din  ssohnto  Hfcitfo  (hicl«t  uian  in  <lor  Inaugural- 
dinsortatlon  do«  HnrauHgoborH  (Lmpmg,  t8H5), 
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Es  konnen  demgernass  die  beiden  Grossen  "J/A,  ]/!•  —  A;  neben  ein- 
ander  gestellt,  geradezu  als  ein  voiles  Modulsystew,  fur  die  Hauptcon- 
gnienggrtvppe  vierter  Stufe  an  Stelle  von  ft  treteu.  Verbunden  sind  sie 
alsdann  durch  die  selbstverstandliche  Relation: 


die  wir  im  Sinne  unserer  allgemeinen  Entwicklungen  p.  591  n.  f.  als 
einen  auf  das  Polygon  der  T24  eindeutig  bezogeneii  Kreis  (Oder  fvegel- 
schnitt)  zu  deuten  haben. 

Nun  ist  es  sehr  interessant,  dass  nicht  nur  ]/I  und  ]/l  —  h  ,  son- 
darn  gang  allgemein  ]/A  ,  "j/1  —  A  fur  jeglicJie  gan#e  ZaJil  n  eindeutige 
Modulfunctioncn  darstdlen,  ein  Resultat,  das  wir  oline  Muhe  aus  dem 
Ver/weigungssatze  gewinnen  werden.  Man  ziehe  nanilich  die  Fig.  13, 
p.  72,  heran,  welche  xins  die  Z-Kugel  versinnlicht?  und  denke  die- 
selbe  derart  n-facli  iiberdeckt?  wie  es  etwa  vorerst  y~h  verlangt.  Da 
worclcn  also  die  n  Blotter  im  ganzen  in  zwei;  bei  A  =  0  und  A  «=»  oo 
gelegoncn  Verzweignngspunkten  mit  einander  zusanimenhangen,  wo 
dann  beideinai  alle  n  Blatter  cyclisch  in  einander  libergehen*  Indem 
wir  fur  die  Eckpunkte  der  Dreiecke,  in  denen  «/=!,  0;  oo  wird, 
wieder  die  ulte  Benennung  der  Punkte  a  bez.  &  und  c  heranzielieu, 
tlberblickt  man  liierbei  selir  leicht:  Auf  unserer  n-bltittrigen  Flaolio 
liegen  ira  ganzen  3n  Punkte  a,  jeder  umgeben  von  vier  Elementar- 
dreiecken,  cleB  iornercn  liogen  atif  dnrselbcn  2n  Punkte  Z>?  jeder  um- 
geben  von  je  sechs  Droiecken,  walirend  sich  die  Punkto  c  in  zwei 
Kategorien  zerlegen.  Da  habon  wir  erstlich  zwei  Punkte  <??  namlicli 
die  beiden  Vorzwoiguugspunkte,  deren  jeder  von  4n  Elomentardreiecken 
umgeben  ist,  mid  es  bleiben  sodaun  noch  n  fernere  Punkte  (in  deneu 
^  =  l  wird),  deron  einxelner  von  vior  Dreiecken  umlagcrfe  ist  Nacli 
dcm  Vcr0wcigungssat#e  (p.  845)  dcflnicrt  diese  Flac/ie  oine  in  dor  Modulr 
yruppe  cntJbattenc  (fntergruppe  rttn  don  Index  Qn  und  der  0  lasso  %n;  dia- 
udbc  erweist  sich  sofort  als  vom  Gesclilcchte  p  »«  0  und  "besii&t  als  &n- 
gchorigen  .TTauptmodul  y^A  (<»)*). 

Uni  ein  Fundamontalpolygon  dioser  r«w  zu  erhalteu,  mtlssen  wir 
die  beschriebene  n-blattrigo  FKicho  in  der  c?-Halbobono  ausbroiteii. 
Gebrauchon  wir  hier  als  ^-Ebcne  die  in  Fig.  12  (p.  70)  gegebene  Zeioli- 
mmg  und  donken  In  derKsolbcn  dio  nogative  reello  Axe  als  Verzwei- 
t;  tlber  welchen  liintlber  wir  von  jedem  emzolnen  Blatte  in 


*)  Ifltttsprochondo  Uberlognngon  fflhvt  man  sofort  auob,  Mr  y\  —  \  cbirch;  die 
tt  dieses  Hauptmodub  ist  oiufaoli  f^  «»  8"*1  r«w$' 

rioko,  Moduirunctlonen.  42 
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das  nachstfolgende  gefuhrt  werden!  Ftihren  wir  jetzt  langs  dieses 
Verzweigungsschnittes  einen  durch  •  alle  Blatter  hindurchgehenden 
Schnitt,  urn  die  solchergestalt  isolierten  n  Blatter  jedes  fiir  sicli  in  je 
ein  Polygon  FQ  der  Hauptcongruenzgruppe  zweiter  Stufe  zuriickzu- 
biegen,  so  werden  diese  Polygone  FG  (urn  das  Polygon  F6n  zu  erhalten) 
jeweils  langs  derjenigen  Randcurven  neben  einander  zu  lagern  sein, 
die  dem  oberen  und  unteren  Ufer  der  negativen  A -Axe  ini  einzelnen 
Blatte  entsprechen.,  Aber  wir  miissen,  um  die  Blatter  in  die  beziig- 
liclien  Polygone  FG  zuriickzuverwandeln,  nun  auch  noch  jedes  einzelne 
Blatt  fur  sich  langs  der  positiven  A-Axe  zwischen  0  und  1  durch- 
schneiden;  hieraus  entspringen  fur  jedes  FB  zwei  halbkreisformige 
Randcurven,  die  also  als  zusammengehSrig  anzusehen  sind*).  So 
lagern  sich  nun  die  n  Polygone  direct  in  der  Art  neben  eiaander,  wie 


Fig.  100. 

durch  Fig.  100  im  speciellen  Falle  n  =  3  versinnlicht  ist;  und  wir 
haben  ausser  der  schon  in  der  Figur  angedeuteten  55uordnung  der 
unteren  Randcurven  nun  auch  noch  die  beiden  uach  rechta  mid  links 
das  Gesamtpolygon  abschliessenden  G  eraden  auf  eiuaudor  zu  bezicJion 
Aus  Figur  100  berechnen  wir  jetzt  sofbrt  ein  System  von  Er- 
zeugenden  der  Untergruppe  fc/t  5  es  zeigt  sich,  dass  die  r$n  aus  der 
Substitution  $2rt  im  Vertin  mit  den  n  weiteren  Substitutionem 


"hergcstelU  werden  "kann.  Die  Erzeugenden  der  zu  |^1  —  A  gehorondon 
rjjw  entspringen  (zufolge  der  Note  auf  der  vorigen  Seite)  aun  don 
hiermit  gcgebenen  Substitutionen  oinfach  durch  IVanslbrmation  vor- 
moge  der  Operation  S, 

Uiiser  Verfahren,  durch  Wurzelssiehungen  au^  K  hohoro  Tfaupt- 
moduln  hersrAistellen;  hat  tlbrigetis  eine  ganss  allgotiieiue  Bedoutung. 
Moge  irgend  eine  Untergruppo  f^  dos  Goschlochtos  &  «•  0  vorliogen, 


*)  Vergl.  den  p.  294  iu  £,  "boaohriobenon  ontgegengesetsstou 
prooeafl  einea  Polygonw  I<T0  in  die  ^- 
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so  wahle  man  auf  der  geschlossenen  Flaclie  F^  zwei  Punkte  c  der 
auf  derselben  gelegenen  Dreiecksteilung  naeh  Willkur  aus  und  fixiere 
den  zugehorigen  Hauptinodul  t  derart,  dass  im  einen  dieser  beiden 
Punkte  t  =  0;  iin  andereii  t  =  oo  zntrifft.  Da  bemerkt  man  nun, 
genan  wie  vorhin  bei  ^A  ,  dass  die  zu  T/T  gehorige  w-blattrige  Flaclie 
fiber  der  r-Ebene  eine  Teilung  in  2np  Elementardreiecke  tragt;  welche 
durchgangig  deni  Verzweigungssatze  genxigt.  Daher  der  Satz:  Mit  t 
ist  aucli  ^t  fur  jede  positive  ZcM  n  eine  evndewtige  Modulfunction,  und 
0war  gelibrt  dieselbe  als  Hawptmodul  $u  einer  Untergmpye  TntU  des  Index 
rip  und  des  G-eschlecktes  p  —  0.*) 

lui  speciellen  wollen  wir  uns  noch  anmerken:  |/§  —  1  ist  Haupt- 
niodul einer  r36  des  Geschlechtes  Null,  die  neben  /S9  noch  folgende 
Substitutionen.  zu  Erzeugenden  hat: 

f         (3r  +  l)co  —  3v2  i      o     A      r     n     & 

»   -    »«11(>y-iT>    ^-1,  2,4,5,  7,  8; 


Mit  |/i  —  1  sind  gleichberechtigt  die  beiden  Hauptmoduln  j/§  —  ^> 
und  f/|  —  9a;  die  zu  deu  beztiglichen  Untergruppen  gelxorenden  Er- 
zeugenden eixtspringen  aus  (5)  durch  Transformation  vcrmoge  S*  bez.  /SY. 

§  3.    Aufzahlung  aller  unter   den,  G-rossen  ]/A  u.  s.  w.   enthaltenen 

Congruenzmoduln. 

Wlilirend  wir  im  Laufe  unserer  gegenwartigen  Untersuclxungen 
fiir  gowohnlicli  von  etwa  vorliegenden  Untergruppen  fu  der  Modul- 
gruppe  auf  die  Existenz  zugeh"6riger  Modulfunctionen  sckliessen,  war 
die  Entwicklung  des  Torigen  Paragraplien  gerade  die  umgekehrto. 
Dort  gewannen  wir  as.  B.  die  eindeutigen  Modulfunctionen  Y&  direct 
durch  Wurzelzielwng  aus  dem  Galois^schen  Hauptinodul  zweiter  Stufe 
und  haben  dann  erst  hernach  ftlr  die  zugehorige  V$n  wenigstews  inso- 
fern  eizxe  vollstiindige  Definition  gewonnen;  als  wir  dereii  Erzeugende 
angaben.  Aber  man  weisa,  dass  hiermit  ein  vollstandiger  Einblick  in 
deu  arithmetischon  Charakter  dieser  Untergruppon  fa«  noch  koHios- 
wegs  erlangt  ist,  Um  so  mehr  drangt  sick  jetzt  die  Frage  auf,  wie 
wir  die  gesamten  SubBtitutionon  der  etnzelnezi  F«n  durch  ihre  zalileu- 
tlieoretischon  Kennxeichen  direct  erschopfend  zu  definieren  veraiogen. 

*)  Did  Verallgemeinerang  auf  #  >  0  Usaew  wir  bier  det  Ktlrzo  halber  ausser 
Betracht. 
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Man  wird  nach  unseren  beztiglicheu  Bemerkungen  auf  Seite  418  voraus- 
selien,  dass  wir  eine  voile  Auflosung  dieses  Problems  zur  Zeit  niclit 
zu  geben  veraogen,  und  in  der  That  mussen  wir  fur  die  wirklich 
durchzufiihrenden  Entwicblungen  eine  schr  viel  engere  Grenze  ziehen: 
Es  soil  sich  namlich  nur  um  die  Entscheidung  der  Frage  handeln, 
welche  von  den  im  vorigen  Paragraplien  gewonnenen  Untergruppcn 
Congruenzgruppen  sind.  Wir  konnen  das  aucb.  danin  ausdrucken,  dass 
wir  die  durch  Wurzdziehmg  aus  den  Galois'schen  Hauptmoduln  m  gc- 
winnenden  Congruensmoduln  namJiaft  macfien  wollen. 

Um  die  Losung  zu  vereinfachen,  fuhren  wir  vorab  die  folgonde 
EntwicHung  durck  Seien  %  und  u,  irgend  zwei  relative  I^rimzahlon, 
so  kann  man  stets  zwei  der  Gleichung  a%  +  ln,2  —  1  geniigende 
ganze  Zalilen  a,  &  finden  und  hat  fiir  dieselben: 


Man  ersieht  aus  dieser  Gleichung,  dass  jede  zugleicli  in  den  bciden 
za  VA  und  ^  gehorenden  Untergruppen  rcwi  und  r«%  enthalt(ine 
Substitution  auch  "*  Y*>  in  sich  transformiert,  d.  h.  dor  bozugliclien 
TC%^  togehori.  Umgekehrt  wird  aber  jede  Operation  der  Tcnl%  selbst- 
yerstandlich  sowohl  der  rfiWl  wie  der  fe%  angehoren,  und  wir  konnon 
demnach.  r6«lWa  geradezu  als  gemeinsame  Untergruppe  von  r^n,  und 
r6%  defiuieren.  Den  arithmetischeu  Charaktcr  der  f(jWl%  werden  wir 
also  vollstandig  aufgewiesen  liaben,  wenn  wir  solches  fttr  die  Unter- 
gruppen  TcWl  und  rCWa  einzeln  abgeleistet  haben,  und  wir  brauchon 
dieserhalb  der  directen  Untersuchung  nur  diejomgon  Untergruppon  T«w 
«u  unterwerfen,  bei  clenen  n  eine  PrimaahlpotonK  q«  iat.  Bei  <lie^em 
Unternehmen  werden  wir  librigcns  die  allgomeinen  Entwioklangon 
p.  416  ia.  f.  heranzuziehen  haben. 

Fur  die  Reclaming  empfiehlt  es  sich,  an  Stello  der  dureh  die 
Operationen  (4)  p.  658  zu  arsseugenden  r0w  die  mit  ihr  gleichberoch- 
tigto  Untergruppe  r«»  —  TS^r^ST  m  sot^eti,  wolcho  (lurch  Com- 
bination und  Wiederholung  der  Operationen  (T8**X)  und 


entspringt.  Jn  Ansehung  dcs  allgemoinon  Oongruen^cliaraktcrH  gilt 
Ton  'r«M  genau  dasselbe  wi©  von  riw,  let  aber  H!«  (iborhaupt  oiiio 
Oongrucnzgnqipo,  so  ist  doren  Stufe  2n  oder  ein  Teller  von  2n,  wio 
p.  417  gozoigt  int.  Sei  nun  n  «  if  imd  q  ^unachst  oine  bcjliebigo 
ungerade  Prinoi7<ahl;  so  worden  wir  die  Operations  (2)  modulo  %(£*  m 
raducioren  haben;  uni  rm  sehen,  waH  Itlr  oiuft  Untergruppe)  <l 
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lichen  G^^)  durch  dieselben  erzeugt  wird.  Da  ist  es  nun  ein  erstes 
wichtiges  Resultat,  dass  die  Substitutionen  (2)  modulo  2  genommen  alle 
mit  der  Identitat  congruent  sind,  wahrend  sie  modulo  qa  sdmtliche  ii(q*) 
verschiedenen  Typen  ertseugen.  Jene  Behauptung  ist  selbstverstandlich 
rich  tig  ;  diese  beweisen  wir  dadurch,  dass  wir  zwei  rait  S  und  T  mo- 
dulo ga  congruente  Substitutionen  aus  (2)  herstellen  (cf.  p.  417,  unten). 
Thatsachlich  ist,  wie  man  leicht  berechnet: 

_-  L  JL          —A 

v0    *=S,     V  V±*VQ    2  =  r,  (mod.  <f  )  *)• 

4. 

Ein  Blick  auf  die  p.  402  u.  £  gegebenen  Entwicklungen  (iberzeugt  uns 
bei  dieser  Sachlage,  dass  die  aus  (2)  entspringende  Untergruppe  der 
G^(2(2«)  diejenige  G^^)  ist;  welche  alle  mod.  2  mit  cler  Identitat  con- 
gruenten  Operationen  der  6f>(aQ<*)  umfasst.  Die  rCg«  erleidet  somit  mo- 
dulo 2qa  keine  andere  Einscliranlamg  ,  als  dass  ihre  Substitutionen  nur 
modulo  2  mit  1  congruent  sind.  Die  fc^  ist  also  gewiss  keine  Con- 
gruenzgruppe. 

Es  bleibt  ttbrig,  dass  wir  noch  den  Fall  n  «»  2a  untersuchen, 
wobei  wir  also  die  Operationen  (2)  modulo  2a+a  xu  reducieren 
haben  werdon.  Sei  hier  ssuvorderst  a>3  vorausgesctzt,  so  erinnern 
wir  daran,  dass  innorhalb  der  zur  Stufe  2a"^1  geliorenden  ^(a^+i)  im 
ganzen  aclit  modulo  2a  mit  der  Identitat  congruente  Substitutiouou 
onthalten  smd;  lulmlich  die  folgeudon: 


die  alsdann  innerhalb  der  6r//(2«-fi)  eine  Untorgruppo  tf8  bildeu 
(cL  p.  412).  Jode  Congruenzgruppe  der  Stufo  2"+%  welche  die  6?-B 
dor  Substitutionen  (3)  enthalt,  lilsst  sich  ulsdanii  boreits  durch  Con- 
gruenssen  modulo  2^  vollstandig  charakterisieren.  Thatsachlich  aber 
kbuiieu  wir  aus  don  Operatiouen  (2)  leicht  die  acht  Typen  (8)  mo- 
dulo 2*+1  herstellen,  Wir  berechnen  uns 


und  bowtthrheiteu  dann  voruaoge  dieser  Formel  nach  ktirzestcr  Ilech- 
nung  die  Congrucnzen  modulo  2""^1 

I,  2^\  -       /I  +  2%       0 

**-*vls-«(    o,     i  + 


•'    /If  ()\  * 

•  (*,  l) ' 


*)  Ifiorboi  bedoutet  wiodor  «»  dicjenige  ganze  Zahl  ,  wolclio  mit  &  multipli- 
oiort  modulo  g?  cinon  mit  a  congruent  en  Uost  giebt. 

**)  Auf  der  roehtea  Seite  der  leMon  Congrucm  tritt  jedoob,  far  a  «•  4  dot 
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aus  denen  nun  in  der  That  durch  Combination  die  ganze  6r8  der 
Operationen  (3)  entspringt.  Die  VQ.%a  unterliegt  demgeruass,  modulo 
2a-H  reduciert,  hochstens  derartigen  Einschrankungen,  die  auch  bereits 
modulo  2*  vollstandig  angegeben  werden  konnen.  Reducieren  wir  aber 
die  Erzeugenden  der  rQ.%a  modulo  2a,  so  konnen  wir,  sofern  auch 
noch  a  —  1  >  3  ist,  genau  die  namliche  Schlussweise  wie  soeben 
durchfiihren  und  finden,  dass  sich  die  etwa  modulo  2a  bestehenden  Ein- 
schrankungen  auch  selion  modulo  2a~~l  erschopfend  ausdrucken  lassen. 
So  weiter  schliessend  setzen  wir  die  Betrachtung  fort;  bis  wir  endlich 
den  Zahlmodul,  2s"*"1  =  16  erreicht  haben.  Hier  miissen  wir  dann 
wieder  directe  Betraehtungen  anstellen  und  merken  uns  vorab  den 
Satz:  1st  die  VQ.J*  ftir  «>3  uberhaupt  dnrch  Congruensen  unsercr  Art 
eingesdwankty  so  ist  der  zugehorige  ZMmodul  16. 

So  haben  wir  jetzt  die  Operationen  (3)  modulo  16  zu  reducioren, 
uad  hier  erzeugen  sie  die  32  Typen  mit  willkiirlich  bleibendem  x: 


/I,  2,\     /6,  2*\     /9,  2r\     /IS, 
\0,  1  J*  \B,  18/?  VO,  9  /'   \  8, 


8,  5 

welche  innerhalb  der  boziiglichen  6?153tf  eine  6r33  festlegon*)  uud  dem- 
gemass  eine  Congrwentigruppe  sechzehnter  Stufe  T48  dcfinicren*  Dieso  aber 
ist,  wie  man  sieht,  nicht  bereits  modulo  8  vollstiiiidig  darstollbar, 
sondern  vielmehr  eine  eigentliche  Gruppe  des  Stufe  16,  Da  nun  die 
r$n  fiir  n  =  8  gerade  eine  Untergruppe  des  Index  48  ist,  so  coincidicrt 
die  re.8  direct  mit  der  durch  (5)  deftnierten  Congrmntsyruppe  scchecfmlcr 
Stufe  (vergl.  den  Hauptsatz  p.  417),  Nun  findet  sich  sofort  wcitor: 
Die  rc,4  ist  eine  Congruentignippc  achter  Slufe,  welchc  alto  modulo  8  mil 

,  /1,3*V    /5f  2r\ 

(0)  VO,  1  )>  VO,  5  / 

congntenten  Sulstitutioncn  umfasst  Uud  weiter:  Die  rc.a  ist  vine  Cm* 
gruenvgruppe  vicrter  tikufe,  wetchc  Me  modulo  4  mit 


(J;  D 


congrucnlen  SulsiiMioncn  umfasst. 

Indem  wir  aber  die  (Jesamtontwicklungen  cliowen  I'uratfraphcm  au» 
sammonnohmon,  folgt  dor  llauptsatss:  Unter  alien  im  vorlycn  Parayrwphen 
definiwten  (Jwjqpen  r0,»  sind  nur  die  vier  f  ur  n  —  1,  SJ,  4,  H 


Typus  \£v    i)  oinj  diosor  Umstand  "boemtrllchtigt;  dk  weitcrliin  im   Toxto  ge- 


nicht. 
*)  Man  vergL  die  Tabollo  p. 
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gruppen;  alle  ubrigen  sind  nur  insofern  durcli  Gongruenssen 
fester  Moduln  eingeschrankt,  als  die  einselne  unter  ihnen  in  einer  'be- 
stimmten  der  soeben  namhaft  gemaclvten  Congruenggrugpen  fe,  fia?  F24,  r4b 
enthdlten  ist.  Anders  ausgedrtickt  laeisst  dies:  Unter  den  unendlicli  vielen 
Moditlfunctionen  ]/!  sind  ausser  K  selbst  nur  die  drei:  ~\/I,  Y&,  f/Z  Con- 
gruenzmoduln;  alle  ubrigen  werden  wir  dagegen  als  Nichtcongruengmodtdn 
"beseichnen  mussen*^).  Die  gleichen  Satee  gelten  fur  f/1  —  A. 

Fur  die  ubrigen  aus  den  Galois'schen  Hauptmoduln  durch  Wurzel- 
ziehungen  entspringenden  Mod  ulf  unction  en  lassen  sicli  sofort  die  ent- 
sprechenden  Pragen  aufwerfen  und  mit  den  namlichen  Htilfsmitteln 
beantworten.  Wir  stellen  hier  sogleich.  die  Resultate  der  beziigliclieu 
Untersuchungen  zusanimen:  Unter  den  aits  dem  Haitptmodul  dritter  Stufe 

cntspringenden  Modulfunctionen  *\/%  —  1  ?  V%  —  &  ,  V%>  —  Q*  $ind  e'm&iy 
diejenigen  fur  n  =  3  Congruenamoduln,  und  #war  seiche  von  der  neunten 
Stufe;  die  $u  j/§  —  1  gehorende  f36  "bestelit  aus  alien  modulo  9  mit 

4,-8*\ 


congruenlen  Substitutionen.     Unter   alien   Wurzeln  aus  ft  sind  nur  die 

drei  gleichbereclikigten  Yfi9  v^~^'{>  V^Il  '  Gonyruen$moduln,  und  $war 

*    jtt  —  —  j.      f  ^      i 

solche  der  aclUen  Stufe^  die  $u  ]/p  gehdrenda  f48  ist  defmiert  durch: 

w      G;?).  (!;  J).  («;»•  (»  ;")-(-"•  8> 

Stimtliche  auf  Grund  der  p.  659  entwicl^eltcn  liegel  aus   g  'herstcllbarcn 
Modulfunctionen  aler  sind  Nichtcongruenmioduln. 

§  4.   Besondere  "CTntersuohung  der  Oongruenzmodxiln  |/^  ?  f/l  —  A  . 

Die  im  vorigeu  Faragraplien  gewonnonen  Moduln  |/A;  |/I  &ind 
diojonigen,  welclio  in  der  ttberlieferten  Theorie  der  olliptischen  Func- 
tionen  seit  lange  fast  ausschliesslich  betrachtel  worden  sind.  Es  kann 
clabei  als  auffallend  bemorkt  worden,  dass  man  in  der  Entwicklung 

*)  Die  erste  Mittoilung  dieses  Reeultatos  tindet  oich  (ohne  Bewois)  in  (lor 
wiodorliolt  genannton  Note  von  Klein:  Zur  Theorie  der  dliptiscfwn  Modulfunc- 
tionen,  Math,  Ann,  Bd.  17  (1879).  Beweiae  des  fragliohon  Satsse«  wurdon  spaterhin 
von  Hrn,  Pick  (vorgl,  desscn  filr  dio  Darstollung  doe  Textes  vcrwerteto  Abkand* 
lung:  ffber  gwotew  gmwaUUgG  Uneare  Bubstitutionen,  welche  $ich  niM  durch  alg®- 
Iraische  Congruenxen  erJcl&ren  lassen,  Math,  Ann.  Bd.  28,  1886),  aowio  auch  vonx 
Horauegeber  in  dor  p.  418  gen.  Arbeit  nachgetrageru 
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der  gedachten  Theorie  Anlass  fand,  gerade  bei  der  ucliteu  Wurzel 
aus  /L  stehen  zu  bleiben,  und  nicht  auch.  noch  die  sechzelmte  oder 
irgend  eine  andere  in  Betracht  zog,  zumal  sie  doch  alle  eindeutige 
Functionen  des  Periodenyerlialtnisses  ra  sind.  Die  Erklanmg  dieses 
Umstandes  finden  wir  in  den  Satzen  des  vorigen  ParagrapUcu:  Unter 
alien  Wuvgeln  mis  &  sind  mir  "J/A,  ffi,  j/A  Congmengmoduln;  und  in 
der  That  darf  man  den  Satz  aufstellen,  dass  alle  diejenigen  eindcutigen 
Functionen  des  P&riodenverhaltnisses  o?  welche  sich  in  der  iilerlieferfen 
Theorie  als  notwendige  G-lieder  der  Entwicltlungen  vorfiwden,  Congruenz- 
moduln  sind  tmd  sein  mussen. 

Eine  besonders  eingehende  Untersuchung  liaben  die  in  Rede  stehen- 
den  Moduln  als  eindeutige  Functionen  von  co  zuerst  durcli  Hrn.  Her- 
inite  erfahren*).  In  der  Absicht,  auf  die  luermit  gemeinten  Eutwick- 
lungen  vom  Standpunkte  unserer  Theorie  ein  wenig  niiher  oinzugelien, 
wollen  wir  vorab  die  Herinite'sche,  sowie  die  auch  sonsl  gebrauchliclic 
Bezeichnungsweise  mit  der  unsrigen  in  Beziehting  setzcn.  Es  i«t 
tibrigens  f^r  die  Reclmung  eine  Erleichtevung,  wcnn  wir  an  Stello  vou 
}/X  lieber  ]/  —  /I  setzeu,  welclicn  Modul  wir  dadurcli  cudgiiltig  fixioren, 
dass  wir  auf  der  imaginaren  co-Axe  fiir  denselben  reelle  positive  Worto 
vorsehrei'ben.  Mit  A  gleiehberechtigt  sind  z.  B.  auch  1  —  A  ?  Howie 

und  wir  intissen,  'was  wir  noch  bald  einselien  werden,  nebon 


-  -  -  , 

L  •""  "  r* 

"}/A  auch   nocli  |/1  —  A  und  l/jj—  TT  I3e*zon>  ^^  unserer   Botrachtun^ 

die  richtige  Symmetrie  zu    geben.      Audi   die    beiden 


*)  In  dor  Abhandlmig:  tiwr  In  wteoluUon  <te  V&jwition  du  tinqutimc,  deyrti, 
Comptes  rendua,  Bd,  40,  p.  608—516  (18&8),  Untor  dou  haupfjHiloliIiohHiou  nn  <liu 
.H<krmito'schen  Uosultato  ankntipfondcm  Arbeitou  stelit  d<'i»H(ilbou  der  Xoit  nacli  um 
ntlclistcn  die  Abbandlung  von  Stop  lion  Smith,  Kqport  on  the  theory  of  nuwlwrs, 
l^irt.  VI,  Hoportn  of  the  Bvitisli  AsHOciation  for  tiio  advanccmumt  of  »cionc(,(H 
In  dorselbon  wurdon,  die  SubHtituticmon ,  wolclio  "|/^»  ^"i*  u*  H*  "w.  iu  Hich 
fdUren,  modulo  1G,  8  it.  s.  w.  oharalc  torisiort,  tind  fc3t.  Smith  erkatiuto,  WUH  ftir  un« 
intcrcBsaiit  1st,  anch  boreity  umgokelirt,  clann  ^woi  Zuhlwtitto  co  nut  pOHit.ivtun 
imaginilron  Bentandtoil,  die  gloiche  |/I,  *|/i  u.  M.  w.  boHitsson,  wotwondig  durch 
ciuo  dor  modulo  1C  boss.  8,  u.  s.  w.  churaktei'iHiorlon  fcJtibHtil,utionen  vorknCtpfi  nind. 
Wie  man  sieht,  1st  damit  oin  chautktonHiiiHol»*H  Morkmal  dor  (h'tfrincn  |/A,  u.  H,  w. 
in  ihvor  KigtmBchaft  als  //4«j;^moduln  Hirer  Untorgrtippo  auHgt^«|nrooh(*n,  Da«H 
tlbrigexiH  dioaor  Bat»  fflr  dio  VorfettelluugBweison  der  ^borliufurton  rrh<?ori(»  dor 
olliptittuhon  Fimci-ionou  nicht  hinrdoliend  vormittolt  imd  domnach  fibcrtaMcltotuI 
anftrifct,  diu'f  niau  aua  gologontliohoa  AtiHHenm^oji  H(»rmitefH  HdtiiioHium  [vcrgl, 
<10HSon  Anmcrkung  «u  oitmr  Abhtuidhmg  vou  BTuoh«  in  Ur^ll<^»  Journal  Bd.  ^»'iT 
p.  220  (1877),  aowio  dio  buis.  Wrlilutaruwgon  vou  Dodokbd  cbojada|, 
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Moduln  wollen  wir  durch  die  Besfciinniung  fixieren,  dass  sie  auf  der 
imaginaren  co-Axe  reell  und  positiv  sein  sollen.  Insbesondere  haben 
wir  also  als  Grenze  bei  o  =  ioo  (cf.  5  p.  614): 

__^          __  i 

(1)          ]/— A  =  4^    16?     1/1  — A  =  4=r    ib7; 
Y  1/2  '  1/2  ? 

Jetzt  schreiben  wir: 


und  haben  dann  in  <p  und  ^  direct  die  Bezeichnung  Hermite's  wieder- 
gegebe-n*),  wiihrend  wir;  wie  schon  gesagt,  %(&)  der  Symmetric  halber 
hinzuzusetzen  haben.  Die  Gross  en  9?  und  ^  sind  aber  keine  anderen 
als  die  sonst  clurch  j/A  und  Yk'  bezeichneten  Moduln,  unter  7c2  den 
sogenannten  Legendre;achen  Integralmodiil  ,  unter  7c'2  aber  den  coin- 
plementaren  Modul  7c'a  =  1  —  7c2  verstanden*'*).  Merken  wir  uns  also 
fur  gelegeutliche  Verwendung  die  Foriuolu: 


Eine  eingohewde  Untersuchung  der  Modnlu  <p,  ty,  %  werden  wir 
jeden  falls  damit  beginncn  nulssen,  dass  wir  auf  die  zu  ihnen  ge- 
horouden  Oongruenzgruppen  sechssehnter  Stufe  vom  Imlex  48  zuriick- 
gehen;  inogon  wir  diese  (iruppon  bez.  r^9  r^t  f^i  beneimeu.  Da 

erinnere  man  sich  nun,  dass  /I  durch.  die  Operafcioii  T  in  j-  9  durch  S 
abor   in   (1  —  A)    transformiert    wird.     Bis    auf    eine   Einhcitswurzel 


**)  VorgL  aucli  Kdnigsborgor,  Vorlesungen  &bcr  die  Thewie  der  elttptischen 
(Loipssig,  1874)  Bd.  II  Vorl.  5J7,  sowio  oino  bm'iglicho  frdhero  Abhand- 
lung  in  Bawd  8  dor  Matliom.  Antialon  (1871).  Ks  muss  hicrlboi  awatlrtlcklicli  bo- 
nierkt  worden,  daaw  die  Bezeichnmig  ^,  die  aicb  im  Toxto  wio  von  eelbst  aufdrangt, 
in  den  woebon  namhaft  gomaohton  Arbcitcn  in  mehrfach  wcohselndcr  liudoutuug 
gobraucht  wird.  Uormito  vocsteht  tmtor  %  die  dritto  Wuraol  >|//9^',  emo  Grdsse, 
auf  die  wir  bald  autiftthrlich  zunickkommen;  KOnigsborgor  nonnt  das  Product  <p^> 
direct  ^,  Will  man.  abor  in  9?,  i/>,  ^  drci  in  unaercm  Sinno  gloichboroohtigte  Mo- 
duln haben,  so  muss  man  uutor  ^  wic  im  Toxto  don  Quotienten  —  vorstehen*  *— 

Man  vorgl.  ftbrigenB  auch  die  im  folgondon  Paragraphen  noon  auBfiihrlicb.  scu 
nennendo  Arboit  Ton  Schlilfli  in  Bd.  7%  von  Crello'a  Jo  urn,,  \vo  dio  Bozeiohnung 
wiedor  die  Hormite'fiche  iat. 

**)  Han  vergl,  die  beztlglichon  Bemorkungou  p.  26. 


'  ggg  III,  5.    Uber  Modulfunctionen,  die  sicli  aus  den 

geht  also  q>  durch  T  in  ^;  durch  S  aber  in  —  iiber,  woraus  wir  denn 
schliessen,  dass  zwischen  unseren  drei  Gruppen  die  Beziehungen  be- 
stehen: 

(A\  r**  sna  T~~I r^o T*   r/ii  =  s^3- rA*$ . 

W  *  48  ^  •  48  •*•>'«  48 

f^  ist  direct  die  Untergruppe  von  j/A,  an  deren  Stelle  wir  doch  im 
vorigen  Paragraphen  die  Untergruppe  T8-lr^ST  setzten.  Was  wir 
also  unter  (5)  p.  662  kennen  lernten,  ist  unsere  jetxige  r/8;  die  anderen 
beiden  Gruppen  stellen  wir  daraus  vermoge  der  jetzigen  Gleichimg  (4) 
her.  Es  ist  tibrigens  besonders  folgenreich,  dass  wir  die  Substitutionen 
unserer  Untergruppen  unter  Gebrauch  des  Legendre'schen  Zeichcn  (-J 
in  einer  einfachen  Form  zusammeiifassen  konnen.  Wir  haben  namlich: 


I  48  - 


(mod.  16), 


wobei  von  den  beiden  Zahlen  a,  I  die  orate  ungerade  seiri  noil,  wtih- 
rend  die  andere  beliebig  ist.  In  der  That  wolle  man  sicli  ttbor/ougou, 
dasy  die  32  modulo  16  untcrscliiedenen  Substitutionen  v^  gerado  dio 
unter  (5)  p.  662  gegebouen  siml;  die  Opcratioaen  v«^>  uud  vd\fy  crib- 
springen  dann  durch  Transformation  vermogo  T  uncl  $, 

Jetzt  bestiitige  man  durch  directo  Jteclmnng  dou  Satss:  Dio  droi 
Gruppen  (5)  werden  sowoM  durcli  8  ala  durch  T  in  einandor  tran»- 
formiert  und  bildon  dioserhalb  eiji  System  von  droi  (und  wicht  xuolir) 
mit  einander  gleichborechtigten  Untergruppen*  llierin  hat  man  den 
Grund  zu  sohen,  warum  wir  uebon  die  Ilauptmoduln  <p  uncl  $  al« 
dritten  nodi  %  setzen  musstax,  Jode  untteror  Gruppon  (4)  IUUSH  hiar- 
naeh  rolativ  ausgezeichnot  in  oiner  Untergruppe  don  Index  droi  e»l* 
halten  sein,  und  man  erkcnnt  in  den  solchergc»talt  entHpringondon 
r3,  Pi,  T£  unschwor  diejenigen  droi  gleichboroclitigtom  Untorgruppon 
z-weiter  Stafe,  welolxe  den  droi  oyclisohen  C/8  innerhalb  der  JDieder* 
gruppe  ^c  ent«prechon.  Die  drei  fragliohen  Gruppen  flndet  man  deii* 
niert  durch; 


i,  i/ '    vo,  i: 

•  f1'  *}     f1'  °1 

•  Vo,  i/ '    \o,  i/ ' 


o 
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*         \1,   I/  '        \U,   I/  ' 

x-i        •<  \  /^        r\\ 

(mod.  2). 


Man  bestatigt  in  der  That  auch  durch  directe  Rechnung  leicht,  dass 
T48  mit  den  Operationen  von  P3  vertauschbar  ist  u.  3.  w. 

Zufolge  unserer  allgeineinen  Erorterungen  p.  603  (unten)  wird  sich 
die  fs,  beziiglich  der  f48  reduciert,  auf  eine  endliche  (?16  zusammenziehen, 
und  wir  erhalteu  so  insgesamt  von  den  Gruppen  (5)  aus  clrei  Gruppen 
<?ic?  ^16;  ^i«  von  gl^ichem  Typus.  Da  es  sich  hier  tibrigens  urn  f"48 
des  Geschlechtes  p  =  0  haudelt,  so  inuss  dieser  Typus  zu  denjenigen 
gehoren;  welche  in  der  Theorie  der  regularen  Korper  auftreten.  Wir 
haben  es  dieserhalb  entweder  mit  cyclischen  oder  diedrischen  (r16  zu 
thun.  Man  wird  sofort  sehen,  dass  die  letztere  Alternative  zutrifft, 
uncl  dass  sich  z,  B.  ftir  9  die  in  Rede  stehende  6r16  durch  die  Sub- 
stitutiouen: 

r-y  ^ 

(7)  y'-zety,     <p'  ~*  ~ 

darstellt.  Zu  diesem  Ende  rnQsseii  wir  indessen  eingehender  auf  das 
Verhalton  unserer  Moduln  gegeniiber  beliebigen  Modulsubstitutionen 
Bczug  tiohmen,  was  mi  folgondon  I^ragraphen  geschchon  soil. 

§  5.  Verhalten  von  g>,  ty,  %  gegeniiber  belietoigen  Modulsubstitutionen. 

Es  ist  zuniichst  ganx;  leicht,  das  Verhalten  unserer  oft  geiiannten 
drei  Moduln  bci  Austlbung  der  erzeugendeji  Substitutionen  8  und  T 
in  Erf  ah  rung  ssu  brhigeii,  wir  brauchen  zu  dem  Ende  Bur  unter  Be- 
imtzung  der  Angabeu  des  vorigen  Paragraphen  auf  das  Verhalten  von  K 
selbst  ssuriickzugchen.  Tim  hior  cm  einzelnes  Beispiel  wirklich  durch  - 
S5urechncu;  HO  habcn  wir  nach  (7)  p.  615  die  Formal  —  A(CD  +  !) 
•M,  —  (t  —  A  (ID))  und  also  durch  Auussieheu  der  achten  Wurael  unter 
Bonuteung  voit  (iJ)  p.  065  : 


Tim  hier  deri  noch  unbekamiten  Wert  der  16toa  Einheitswurzel  —  1 
sau  bestimmen;  berechnen  wir  auf  Grund  von  (1)  p.  666  ftir  die  linke 
rochto  Seite  der  letssteja  Gleiehung  don  N&herungswert  bei  0* 


Ill,  5.   Cfber  Modulfuncticmen,  die  sich  aus  den 

Ttl 

uncl  finden  dann  durch  Vergleich  f/ —  1  =  e     8  .      Insgesatnt    folgen 
durch  derartige  Uberlegungen  die  sechs  Forineln: 

Tti  Tti 


sowie  dann  weiter  durch  Wiederholung  von  S: 

brti 


Hiermit  ergiebt  sicli  bereits  die  Richtigkeit  der  Angaben  am  Schluase 

des  vorigen  Paragraphen,  sowie  insbesondere  der  Formeln  (7)  dortnolbst. 

Um  unsere  Entwicklung  jetsst  nocn  allgemeiner  zu  gestaltcn,  ver- 

stehen  wir  unter  F=  ('  £)   eine   niit   der  Identitiit   modulo  2  con- 
\y,  SJ 

gruente  Substitution  und  haben  dann  (um  nut  9  zu  boginnen): 


Hierbei  bedeutet  v  eine  von  den  Substitutionscoefficienten,  a,  ft,  yy  & 
eindeutig  abliangige  ganzo  Zalil.  Wir  werfen  die  Fnige  aui^  wio  sich 
diese  Abhiingigkeit  des  v  darstellen  lasst,  und  ob  violloicht  insbcsoudoro 
ahnlich  wie  bei  |^A  uncl  '|/A  die  Zalil  v  ab  eine  gan/,e  rationale  Func- 
tion der  a,  ft,  y,  S  gesclirioben  werdon  kami.  Jlierxu  boinorken  wir 
vorab:  Ware  <p  NichtcongrMGntfinodnl,  so  ware  diese  einfachste  AbkwMjiy* 
Jceit  des  v  von  cc,  ft,  <y,  S  jaden  falls  ausffcseltiossen;  dicsclbe  crschcint  also 
als  tin  cliaralderistisehes  Merhnal  fur  eincn  (JongmcngmoduL  1st  ifaiu 
lich  v  ganze  rationale  Function  der  Ooefficienton>  so  werdou  tuodulo  1(5 

Vrti 

congruente  Substitutionen  oftenbar  dasselbe  c*    lieforn,    womit  dctui 
unsere  Behauptung  bestatigt  isi 

Nun  ist  es  aber  sehr  leicht,  eine  gewlinschto  J)ar«tellung  t'Clr  v 
thatsaclilich  zu  liefern.  Kclireiben  wir  Formol  (8)  otwa  uoch  ktirxer 
<p(F(o>))  =«  3cg?(ai)  und  tlben  hier  auf  CD  diejouigc  benondero  Operation 
dor  r4H  uu«;  die  wir  im  Anschluss  an  (5)  p*  006  durch  ^rfw4  bo- 

zoiclmeu.    Itechter  Hand  wird  dabei  9?(co)  direct  in  dch  tranBtbrmiort, 
wahrend  wir  die   links   eutspringeudc  Substitution  Vv$  __  t      sogloich 

modulo  13  reducieron.    Es  folgt  solchergestalt: 
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<p  (a,  +  (id  +  4  [l  -  (§)]) 


Aber  der  Werfc  der  linken   Seite   entspringt  direct   aus   (2);  und  wir 
erhalten  so  durcli  Vergleich  ohne  weiteres  die  Bedeutung  von  x: 


Uin  directen  Anschluss  an  die  Hermite'sche  Formel  zu  erhalten,  iiben 
wir  Her  nock  auf  co  die  zu  V  inverse  Operation  F"1  aus  und  schreiben 
alsdann  statt  —  ft  und  —  a  wieder  a  und  8.  So  kommt 


-    e 
a/ 


wonait  die  gewiinsclite  Formel  gegeben  ist. 

Wir  wiederliolen,  dass  die  Richtigkeit  der  Formel  (4)  die  Be- 
dingungen  cc~$=l,  /3^Ey=EO?  (mod.  2)  voraussetzt;  aber  es  ist 
sehr  leicht;  auch  fiir  die  iibrigen  ftinf  Typen  modulo  2  incongruenter 
Substitutionen  durcli  zvveckmassige  Combination  von  (1)  und  (4)  ent- 
8prechen.de  Formeln  zu  entwickeln.  Man  iibe  z.  B.  in  (4)  auf  o  die 
Operation  T  aus  und  findet  uuter  Beimtzung  von  (1) 


woraua  unter  Wcchsel   der  Bezciclmung  der  Substitutionscoefficienten 
Hofort 


entspringt.  Diese  Formel  gilt  dann  ersiclitlich  unter  der  Bedingung 
a  8  '  :  0?  ft  y  :  1  ,  (mod.  2).  Oder,  um  cm  andereB  Beispiel  bei- 
Kubrmgen,  man  tlbc  anf  (4)  die  Substitution  S  aus.  Dieselbe  giobt 


/a\ 

V  ~+~#/  "  \  «  /  ^  «  (35  ' 

woraus  winder  untor  WocliH«l  der  Bezeichmiugsweise  und  Bcnutzung  von 


dio  Formal  ontspringt: 


dieselbe  gilt  nun  offeubar  fttr  a  &•  ft  :.:*:,":  1,  yjiSO,  (mod*  2). 
Bbenso  mUheloe  orgobon  i^ich  die  drei  nocli  rilckstaudigen  Typen,  und 
wir  stellon  die  EoBultato  bier  insgesamt  gleich  tabellariscli  zuaammeii  : 


670 


Ill,  5.    Uber  Modulftmctionen,  die  sich  aus  den 


(5) 


vti 

-)e*°(  <p, 


<f 


wobei  sich  die  Congruenzen  saintlicK  auf  den  Zalilraodul  2  beziehon. 
Durcli  Benutzung  von  9  (~£  i  $)  ss=s  ty  (ir^jT— :"«)  entnehmen  wir  aus 
(5)  sofort  entsprechende  Pormeln  f ilr  ty ;  es  sind  dies  unter  Festhaltuug 
der  soeben  eingehaltenen  Reihenfolge  filr  die  Typeu  modulo  2  incon* 
gruenter  Substitntionen  dio  sechs  Formoln: 


(6) 


*'-(» 


s=*e* 


Wir  unterlassen,  aucli  nocJa  eine  entsprechonde  Tabelle  ftfr  %  KM  ent- 
werfen,  die  man  sich  ja  auf  Grund  von  %  <==  ^  aus  (5)  nnd  ((>)  noibrt 
herstellt*). 

§.  0.    Zusammenstellung  weiterer  Congruoiizinodxilii. 

Entwicklungen,  wie  wir  sie  bier  iui  AnHchluMH  an  d<m  Ifaupt;- 
modul  A  durchgeftthrt  haben,  la«son  sicli  iii  gan»  analoger  Woinii  auch 
an  die  llaupttnoduln  g  mid  ^  kntlpfcn;  dcnn  aucli  boi  don  lekioren 
waren  einige  unter  don  bez;flglichen  Wurssoln  OoxigruouKtuodubu  So 
erkannten  wir,  \\i\\  dies  liier  nocli  tin  weuig  uahor  y*u  Hki^/Jorcn,  in 


*)  I^io  untor  (6)  nnd  (C>)  auFgoatollion  Poruu'lHyHtmm)  «ind  «u«rHt  von  Her- 
raitc  in  dor  p.  C(>4  gen,  Abhaudlimg  mitgctoilt  wordcjn;  eine  m^onartige  Ablottung 
deraolbun  int  a^iUevhin  dutch  8chlilfli  g«got)(iii  in  dor  Abh,;  newHx  d&r  llGnbit?* 
schen  Verwandlungstafetn  filr  die  d/lpt,l#c,hm  Modular functionm,  Crollo1**  Journ. 
Bd.  72  (1870);  man  vergl.  auch  die  p.  005  cit.  Abhandhmgcm 
Cber  die  Mdgliohkoit,  die  Fonueln  de»  Toxteu  aim  clem  Vurhidtuu  von  ^ 
von  log  A  abzuloiten,  aelus  man  DotUkind  in  ,Htomann*ft  Work«n  p. 
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"J/I  —  1  einen  zur  neunten  Stufe  gehorenden  Modul,  und  die  Erzeugen- 
den  der  zugehorigen  rs6  waren  die  unter  (8)  p.  663  gegebenen  Opera- 
tionen.  Durch  Combination  derselben  finden  wir,  dass  r36  modulo  9 
reduciert  die  neun  Typen: 


liefert.  Diese  Gruppe  ist  nun  eine  unter  sechs  gleiehberechtigten,  und 
als  zugehorige  Hauptmoduln  konnen  wir  }/g  —  T  ,  }/|  —  Q  ,  f/g  —  @2  , 
sowie  die  Quotienten  der  ersten  und  zweiten,  ersten  und  dritten, 
sowie  zweiten  und  dritten  dieser  drei  Wurzeln  braucben.  Bei  dieser 
Sachlage  ist  r86  relativ  ausgezeichnet  in  einer  fn  ;  aber  liier  fiuden  wir 
nicht  sechs  solche  ro,  sondern  nur  drei;  die  der  dritten  Stufe  angehoren 
und  den  drei  cyclischen  (ra  der  Tetraedergruppe  entsprechen.  Es  wird 
sonach  die  einzelne  T6  immer  zwei  von  unseren  sechs  gleichberech- 
tigten  rso  ausgezeichnet  enthalten.  rc  giebt  tibrigens,  bezxiglich  einer 
zugehorigen  f30  reduciert,  eine  endliche  G-Ct,  an  der  man  sofort  den 
Dieclertypus  erkennt. 

Da  k5nnen  wir  denn  auch  sofort  weiter  die  dritte  Einheitswurzel 
angebon,  welche  z.  B.  |/|  —  1  bei  Ausubung  einer  Operation  der  zu- 
gehorigen f(l  als  Factor  annimmt.  Wir  werden  z.  B.  fur  eine  der 
Ideutitat  modulo  3  cowgruente  Substitution  ansetzen  kouxieu: 


wo  K  (lie  zu  bostiiauaende  dritto  Einheitswurzel  ist.     Hier  iibe  man 
auf  co  die  unter  (1)  gegebene  Substitution  t?j*     aus  und  findet: 


Tndom   man  daim  noch   direct  das  Verhalten  tuiseres  Moduls  bei  An- 
wnncluiJig  von  Sz  festetollt,  fcommt  sofort: 


(;;  +  ;) 


eine   Formel,   die   sich    dor   Gleictmng   (4)   des   vorigon   Paragraphen 
direct  au  dio  Soito  stellt. 

Oana  cmtspreoliondo  'Oborlogtuigen  gelton  fiir  f*.  Da  liaben  wir, 
um  auch  das  noch  kurz  zusamuien/AifasHon^  in  l/p  einen  Congrueuz- 
modul  achtor  Stufe,  (lessen  F4H  sich  zufolgo  (9)  p.  068  ana  alien  uiit 

/  ^  \ 

(3)  *.,•(•)  ^"" 
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congruenten  Operationen  zusammensetzt.  In  gewoLnter  Weise  schliessen 
wir  daraus  weiter,  class  ]/^  bei  einer  beliebigen  Substitution  niit  y=~0 
(mod.  4)  die  Anderung  erleidet: 


Besonders  interessant  aber  diirfte  sein,  dass  wir  in  f/1  —  $  einen 
Gongruenzmodul  der  32Btcm  Stufe  haben.  Dies  warden  wir  ganss  wohl 
in  unserer  bisher  tLblichen  Art  beweisen  konnen;  inzwischeii  gewinnen 
wir  hier  durclx  Gebrauch  der  sogenannten  Transformation  zweiten 
Grades  eine  derartige  Erleichterung  des  Verfahrens,  dass  wir  nicht 
umbin  konnen,  dieselbe  heranzuziehen,  wenn  auch  ilire  ausfiihrliche 
Besprechung  an  eine  andere  Stelle  unseres  Werkes  geliort.  Man  bilde 

aich,   indem  man  —•  an  Stelle  von  co  setzst,    die  eindentige   Function 

^4  vT1)  von  ^  U]Q^  ^e  au^  diesel^e  Gift0   beliebigo  nn't  der  Ideniitilt 
modulo  2  congruente  Substitution  aus.     Es  kommt: 


, 

»y 
denn  es  ist  offenbar 

(mod.  4). 


Wir  schlieasen  olme  weitercs  auf  die  Existen/,  eiiKir  ("ileicluuig 

==7?(/l(o))  nud  nierken  uns  »so^leicl);  da«H  die  Hnko  Koito  dionor  (Jloi- 
cliung  in  i  oo  ;  0,  I  dea  Polygons  ssweitor  Stufe  (l^ig.  (58;  p.  279)  gloicli 
oo  bez,  1;  0  wird,  wJihreixd  im  Jnuom  des  Polygoiin  jodonlallH  Null- 
oder  Unstetigkeitsstollen  uiclut  mohr  atiftreton.  Bei  derWortovortoihniff 

des  A  folgt  sogleicli,  dass  I  —  /tt4  (^  j  init  eiuer  gari/^u  ponitivoii  Po- 
tenz  von  Jl  proportional  ist: 


wo  wir  nun  aur  Auswertung  von  a  und  ^J  die  Anntilicrinig  bei  c»  «  i  oo 
fflr  die  rechto  und  linfco  Soite  dieser  Wlmehung  nuoh  (fi)  und  ((J) 
p.  614  borechntm.  Durch  Vergleich  flnclct  Bich  auf«  loichtomte: 

(5)  .l-...f 
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Cben  wir  gleich  noch  auf  CD  die  Operation  (         '     )  aus,    so    kommt 

\ —  1 ,  JL/ 

bei  der  bekannten  Wirkung  derselben  auf  ft  und  A  die  Gleichung: 

t  1  A-.-N 

(6)  1-- 


Nunmehr  zielie   man   aus  (5)   rechter  und   linker  Hand  die  achte 
Wurzel  und  schreibe  2co  fiir  co: 


Wird  auf  »  eine  nait.l  mod.  32  congruente  Substitution  ausgeiibt,  so 
erftilirt  dabei,  wie  man  leicht  berechnet,  2co  eine  mod.  10  mit  1  con- 
gruente Substitution.  Die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  bleibt 
bei  dieser  Substitution  unverandert  und  also  auch  die  linke,  welche  dem- 
gemdss  einen  Congruengmodul  32Btor  Stufe  darstellt. 

Zur  genaueren  Betrachtung  ist  es  zweckmlissiger,  aus  (6)  die  achte 
Wurzel  zu  zielxen,  wobei  wir  r  edits  direct  die  Function  ^(o>)  erhalten 
(cf.  (2)  p.  G65).  Dieselbe  bleibt  bis  auf  eine  vortretende  Einheitswurzel 
bei  jeder  mod.  2  mit  1  congruenten  Substitution  unverandert.  Wir 
salien  aber  schon,  dass  die  Ausfiilirung  einer  derartigen  Operation 

fur  -v-  eiue  solclie  Modulsubstitution  nach  sich  zielit,  die  einen  durch  4 
teilbaren  dritten  Ooefficienten  hat.  Dos  naheren  ist  jene  Einheitswurzcl 

9ti  . 

)  c  ,   wiihrend   die   letztgemeinte  Substitution  I   a  >  V  )    wird. 

\2y,  $J 

Indem  wir  hier  sogleich  statt  CD,  ft}  y  bez.  2o>;  2j3;  -J-y  schreiben, 
folgt  aus,  allcdem  oifenbar  der  Satz:  JJbt  man  aufo  cine  teKeMge 

Substitution  mit  y  -.  "•  0;  (mod.  4)  aus,  so  erfatwt  LOL  71-  dw  Andemng: 


y?   J       «'  y?    ' 

woraus  denn  noch  durch  Multiplication  mit  (4)  eatspringt: 


Als  unmittelbare  Folgerungen  asiehen  wir  noch:  Die  Hedingung 
4ft  -f:  ^  ^  ";  0?  (mod.  82)  definiert  eine  (h>u$pe  F48  dfer  /?fe/fe  32  vom 
(JcscMechte  j>«B=?0;  dio  tlbrigcns?  wie  wir  nebenbei  bemerhen,  eine  von 

gleicixborechtigten  Untergruppeii  F4S  ist 
Binon  wichtigen  Qebrauch  machou  wir  noch  von  den  Formeln 

JCioiu-S'jfiQleo,  Modulfttnotiouoiu  43 


Ill,  5.    Dber  Modxilfunctionen,  die  sich  aus  den 
\  ^        fc  3fc          t  &        Q  V~A 

die  im  vorigen  Kapitel  (p.  629  u.  £)  abgeleitet  wurden.  Wir  ent- 
nehmen.  aus  ihnen  ohne  weiteres: 

(9)  f//l(;i  —  1)  =  —      ,2       ,     y|3  _  a  .^    ^^A_  ; 

und  also  folgt  aus  den  beziigliehen  Angaben  des  vorigen  Kapitels; 
dass  \/h(k  —  1)  und,  ]/§3  —  1  Congruen&moduln  der  seclisten  Stufe  sind. 
Ihr  Verhalten  gegenuber  der  Ausubung  von  Modulsubstitutionen  ent- 
springt  olme  weiteres  aus  den  Forineln  (14)  und  (17)  p.  627: 

yr^-0,  (mod.  2); 


(10) 

"  £2  0,  (mod.  3), 

wobei  diese  Formeln  indessen  nur  ffir  die  rechts  angolningten  Oon- 
gruenzbedingungen  gelten.  Ziehen  wir  noch  aus  den  Tabelleu  p.  (570 
die  unter  der  Bedingung  y  =  0,  (mod.  2)  giiltige  Foruiel  lieran: 


(1)  <r       y).  m-  o, 


so    entspringt   damit   scugleich    durch  zweckmassigo  Combination  von 
(10)  und  (11)  das  Verhalten  des  Congrucwsmodnls  acMundmcrgiystcr 


—  1),  der  nattirlich  wieder  Hauptmodul  ist*).  Hat  man  tlbrigons 
eiuinal  den  Congruenzcttarakter  der  Wurzeln  axis  A  erkannt,  HO  int  M 
nun  eiu  Leichtes  nachtraglich  zu  5?eigeii7  doss  unfair  alien  "\Yursdn 
,  —  -  1)  nur  2j/^(A  —  1)  und  die  MIS  ihr  durch  Ktfwbcn  M  yan&cn 
entsprinycnden  Wursdn  Gonyruensmoduln  slnd  (vor^l.  Math, 
Ann.  Bd.  28,  p.  12»  odor  p.  117)**).  Aus  (fl)  sioht  man 


*)  Die  ModuU'unction  2/j/Z(i  —  1)  int  flbrigoiiH  mit  dorjoiiigon 
boroohtigt,  welcho  Hcrmite  dtiroh  ^  bossaiohnct;  vorgl(n'<sho  d^HHon  Abluuullung:  HUT  la 
resolution  de  Vfyuution  du  (juatrihne  <legr6,  ComptOH  Uondua  Bd,  4(>  (IBM),  w  OHO!  but 
auch  eiue  Tabollo  fiir  das  Vorhaltou  von  %  gogonfibor  Hnoaron  BubHiiittiiotion 
dea  oo  "borochuct  wird. 

**)  Biosea  Kesultat  let  urn  so  wichtigor,  aia  dadui'oli  diu  ftQhoro,  durch  Hurirnto 
vorirotcno  Auffassuwg  dew  Woaona  der  Wuraolu  |/X(Z  —  1)  oino  grundMiitsBlicho 
Modification  orfilhrt.  Hormito  betont  nilmlioU  (iti  d(ir  obon  gonanwton  Abhand- 
lang),  dans  man  aus  dom  1'rodnoto  dor  beidcn  Funotionon  9  (to)  uwd  -</>(w)  axiolt 
noch  durch  Auszichon  der  dribten  Wurxel  siu  einer  dndtiutiffftn  Function  von  to 
gelango*  Wio  im  Teste  cntwickolt,  i»t  itidoason  die  Ha\tpibedo\itimg  gorado  dor 

rZn^ew  Wui*2«l  )/«p^   nicht;  in   dcren  Kintloutigkoit  in  0  sm  »uchon  (d<mn 
kommt,  wio  wir  wiaser),  alien  Wurssoln  aus  yty  «u),  vialm(ihr  tsii  J/^J^  chm*h  il 
Kigonwchaft  ale  (JonyrucntmoM  vor  alien  ttbrigcm  OrOH«en  t/ 
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dass  auch  noeh  )/|3  —  1  Congruenzmodul  ist,  und  zwar  der  zwolften 
Stufe.  Holen  wir  dann  auch  noch  ]/£  —  1?  |/|  —  Q  etc.  heran,  so 
konnen  wir  als  zur  36sten  Stufe  gehorig  den  Hauptniodul  ^g8  —  1 
aufstellen.  —  Ahnliche  Entwicklungen  konnten  wir  auch  an  p  und  £ 
kntipfen. 

Es  wurde  schon  gelegentlich  betont,  dass  die  in  der  uberlieferten 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  vorkommenden  Moduln  durch- 
gehends  Congruenzmoduln  sind,  und  zwar  gehoren  dieselben  fast  aus- 
schliesslich  den  Stufen  2;  4,  8,  d.  i.  allgemein  2V  an,  wie  denu  irn 
Mittelpunkt  dieser  Entwicklungea  die  Moduln  sechzehnter  Stufe  ]/7c,  j/7/ 
stehen.  tlbrigens  1st  bei  der  nahen  Verwandtschaft  von  A  und  \L 
die  Kenntnis  der  aus  p  entspringenden  Congruenzmoduln  seit  lange 
vorhanden?  nur  class  dieselben  nicht  aus  dem  ft  als  solchem7  sondern 
vielmehr  auf  complicierterem  Wege  aus  7c7  7c'  hergestellt  werden.  Wir 
wollen  zur  nliheren  Erlauterung  dieser  Beziehung  hier  noch  einige  von 
den  aus  p  herzustellenden  Congruenzmoduln  in  7s;  7c'  umschreiben. 
Erstlich  entspringt  aus  (2)  p.  G56  im  Verein  mit  (3)  p.  665: 


durch  Addition  und  Wurzelziehung  folgt  also: 


yj.       > 

so  dass  wir  in  ]/l  -f-  7c'  cinen  Modul  aclitor  Stufe  crkenuon.     Weiter 
folgt  aus  dor  cr«ten  Formel  (12)  nacl)  leichtor  Zwischenrechnting: 


Durclx  Auszichon  dor  achten  Wurzel  ontspringt  reclits  ein  Congruenss- 
modul  ;J2Htor  Stufe;  also  geliort  auch 


als  Congracnzmodul  dor  Stufe  32  an.  Dass  tibrigens  1|/M'  Congruenz- 
48Btor  Stufe  ist;  wircl  man  aus  (9)  und  (II)  sofort  entnehmen*), 


*)  Jrrati03tialtta»ton  dor  Mor  besprochexion  Art  iindon  sich  ssahlreioh  in  der 
Abliandlung  von  Ifrn.  SchrOter:  l)e  acguationibus  modularibus,  Regiomonti,  1864; 
im  tibrigen  sohe  man  die  aachliohon  und  litterariachen  ZneamjncnBtellungon  in 
Knneper,  JMMptfaeFie  PwctictneH,,  Theorie  und  fhftchichte^  %**  Aufl. 
von  ITolix  Mailor  (Ilalie,  1890)  p.  471  ti.  f, 
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§  7.     Die   aus    den  betraclrteten  Mod-aln  zu  "bildenden  Galois'schen 

Systeme. 

In  unseren  voraufgenenden  Entwieklungen  sind  wir  Insofern  von 
unserem  allgemeinen  Programin  abgewichen,  als  wir  imnier  die  einzelnen 
Haxiptmoduln,  nicht  aber  die  Ton  ihnen  ans  zu  gewinnenden  ausge- 
zeiclmeten  Untergruppen  der  Betraclitung  nnterwarfen.  Es  wird  jetzt 
ein  Leichtes  sein,  dass  wir  die  so  gemeinten  ausgezeichneten  Unter- 
gruppen noch  nach.tr  a  glicli  namliaffc  machen.  Inzwisehen  lassen  wir 
ims  auf  eingehendere  Untersuchung  derselben  keineswegs  ein;  beziehen 
uns  yielmehr  in  dieser  Beziehung  auf  die  in  Betracht  kommendeu 
Originalarbeiten. 

Indem  wir  hier  die  Stufen  in  naturlieher  Folge  anreihen,  haben 
wir  erstlieh  Ton  ,den  beiden  Moduln  sechster  Stufe  f/£(/l  —  1)  uud 
"[/I3  —  1  zu  handeln.  Ftir  den  ersten  gehen  wir  auf  die  Darstellung 
(9)  p.  674  zurtick,  wo  man  direct  sieht*),  dass  er  einer  ist  unter  den 
drei  gleichberechtigten  Mocluln: 


Wir  schliessen  sofort:  Alle  Modulsubstitutionen,  welclie  die  drci 
Moduln  (1)  in  sieh  transformieren,  bilden  cine  ausgozoicliuelo  f^  d(*r 
Siufe  6  und  cben  deswegen  des  Geschlechtes  jp  =»  1.  An  Stello  von  (1) 
kQnnea  wir  tibrigens  die  beiden  Moduln 

(2)  A,     |/A(A-1) 

als  Galois'sches  System  dieser  f/(  brauclien,  die  daini  (lurch  die  Re- 
lation Tom  Geschlechte  1: 


vcrlcntipft  sind.  In  der  That  l&sst  sich  sofort  jotlcr  far  Moduhi  (1) 
rational  in  A;  ^/A(5L—  1)  dar»tollon;  wie  auch  uingclcolirt  A  rational  in 
den  Moduln  (1).  Zufblgo  (10)  p.  074  owtliiilt  tlbrigoiis  uusere  P^  ullc 
den  Bedingungeix 

/?  r  :  y  rs  0,  (mod.  2),    aft  +  yS  .     0,   (mod.  3) 

gentlgenden  Substitutionon.  Das  sind  mod,  (5  geiiommen  gerado  vior; 
wolche  in  dem  p*  408  gegebenen  Bclioma  in  der  orsteu  Vorticalrdho 
stehen.  Merken  wir  uns  also  den  Sate:  Das  Moduly/ston  &,  f/JtU  —  I) 
tine  ausgemdmete  Conynm0gru$$c  secfwter  fifaft  rlg,  die  alto  mit 

*)  VorgL  dan  Yerhaltca  von  I4i  wia  08  duroh  Formal  (3)  t>.  0»8  #og«l><m  i»t. 
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1'  2 


o, 

congmenten  Su'bstitutionen  ^lmfa$st. 

Bine  ganz  ahnlicbe  Entwicklung  kniipft  sich  an  ]/£3  —  1.     Wir 
liaben  da  zufolge  (9)  p.  674  und  (6)  p.  630  das  Galois'sche  System 


(6,  -^I 
aber  dasselbe  lasst  sich  durcli 

(5)  t,  yi'^^i 

ersetzen,  fttr  welclie  beiden  Moduln  alsdann  die  Relation 


bestehi  fn  der  That  sielit  man  zuvorderst  leicht,  dass  sieli  clio 
Moduln  (4)  mit  Hiilfe  voii  |  im  ersten  unter  ihnen,  d.  i.  in  l/|y  —  i? 
rational  darstelleu.  Umgebehrt  haben  wir  durcli  Quotientenbildung 
aus  (4)  sofort  die  drei  Moduln  (I  -  I)2,  (§  —  ^  (g—  92)a  und  dainit 


Zufolgo  (10)  p.  074  bleiben  die  Moduln  (5)  bei  alien  die  Oougruenzcn 
/5-«=yr=»0,    (mod,  3);     «:/3  +  /Jy  +  yd  ~  0    (mod.  a) 

befriedigonden  Substitutionen  ungeandert.  Es  sincl  dies,  mod.  6  go- 
notumen,  die  drei  als  Q$  zusammengefassten  Operatiouen  in  der  ersten 
HoraoBtalroihe  des  Schemas  p,  408.  Also  der  Satz:  Die  Icidcn  Gwssm  % 
und  y%*  —  1  definicren  tine  cwsgetieichnete  Congruen#grupp6  sechster  Shife 
ra,u  die  Me  mit 

//*\  A*  c^     A1^  %\     (%>  ®\     f      i  ^ 

(6)  (0;J,    (^  J,    ^J,   (mod  6) 

conyrmntcn  BubsKMionen  enthalt. 

Fundamentalpolygoue  J^8  und  1'^  fur  unsere  Untergruppeu  sondem 
wir  iunorkalb  der  Fig.  84  p.  365  aufs  leichteste  ab.  Dieselben  Labeji 
iu  oinfeclister  Weise  die  Gestalt  reguliirer  Seclisecke,  wo  wir  danii 
jedu$mal  jo  zswoi  gogentiberliegende  Seitea  einander  ssussuwoisen  baben*), 

Woiter   rerweilou    wir    amen  Augenblick    bei   den   drei    gleiclt- 

berechtigtett  Moduln  aehtor  Stufe  yi9  j/1  —  A,  |/^^Z"i*  ^a  ^er 
tlritte  rational  in  den  beidea  ersten  ist,  so  haben  wir  bereits  in 


*)  Man  vorgleioh©  die  Arboit  dos  Eerausgebera;  JO 
mfwten  Stufa  Math.  Ann,  B<l,  B8  (1886),  inabesonder©  p,  103  und  118, 
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c?)  yi,  yi=i 

ein  Galois'sches  System  ftir  eine  ausgezeichnete  f^  der  achten  Stufe. 
Die  zu  dem  einen  unserer  drei  Moduli!  gehorende  r24  ist  in  (6)  p.  662 
definiert.  Bilden  wir  dann  r2.i  =  TV^T  und  sammeln  die  gemein- 
samen  Substitutionen  von  r24  und  I"24,  so  erhalten  wir  fiir  die  ausgezeicH- 
nete  !",«,  insgesamt  die  beiden  Typen: 


G;  ?)•  C;  S).  <-* 


Da  aber  mod.  8  iia  ganzen  192  incongruente  Substitutionen  exiatiercn, 
so  haben  wir  den  Satz:  Zum  Modulsysten*  (7)  gehSrt  eine  ausgewichnete 
T96  der  Stufe  8,  die  durch  (8)  direct  definiert  ist  und  deren  Geschlecht 
sich  als  jp  «.  3  /jwefofc  Die  GrSssen  (7)  sind  an  einander  gelieftet  durch 
die  Relation: 


die  wir  im  Sinne  unserer  allgemeinen  Tlieorie  (p,  659  u.  f,)  ak  Oloi- 
chung  einer  ebenen  Curve  vierter  Ordnung  deuten  werdon.  Da  habou 
wir  also  direct  die  flir  unser  Gebilde  jp  ==»  3  oxistioronde  Normal- 
curve  der  9?*). 

Ganz  kurz  erwahncu  wir  noch,  class  die  drei  Modulu 


ein  Galois'sches  System  ftir  die  Hauptoongraenssgruppe  rm  aolitor  Kfcufe 
abgeben,  und  dass  das  System 


in  dcmselbeu  Sinno  zur  neunteu  Sfcufo  gehort.     EutUich  gobou 

(ii)  Vi,  Vi~'* 

ein  voiles  Modulsystem  ftir  eiue  ausgcxeiolinote  r^  dor  Blufc  1(5,  die 
durch  die  Cougruenzen 

*)  Man  vorgloiche  biorssu  stwoi  Arboiton  voa  JJru.  J>jck  im  17Uwt  Hando  doir 
Math.  Ann.  (1880),  In  der  erston  (Obcr  Au/M!mg  und  Unfatwlww  wn  Uruffiw 
und  IrralionalUat  r&juUrw  Iticmann*wk&r  Z'7#c/tef»,  1,  c.  p.  473)  \vir<l  da«  Polygon 
ruitgoteili  un<J  die  Zorlogung  doir  ^^  goloistct?  in  dor  awoitou  Arbeit  (Afrtf* 
regular  Q  ttiemantfsche  Fl&cfw  wm  Oewhlcchte  drvi  und  die  &uy$hifrige 
vierier  Ordnwng,  L  o.  p,  510)  untemicht  Itr,  Dyck  die  !m  Toxto 
gorado  erwilhuto  6^  und  »icht  iauboaonduro  oino  itoilio  mvariantonth(}0roti»ch<»r 
Foigorungen  aus  dcm  Uittstawdo,  daB«  dioso  </4  «xno  Utruppo  row  9 
iu  sich  zullLa0t. 
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;  S  •<-<•'«> 

definiert    1st.      Man    entnimmt    alle    diese    Angaben    oltne    besondere 
Muhe  aus  den  bezugliclien  Entwicklungen  des  §  3*). 


(J:  !).  G; 


SS).  O 


§  8.    Aufstelltmg  einiger  Congruenzgruppen  seclister  Strife**). 

Naendem  wir  bereits  im  Voraufgehenden  mehrfach  die  sechste 
Stufe  gestreift  haben,  schreiten  wir  jetzt  zu  einer  mehr  systematisclien 
Betrachtung  derselben  und  wollen  zu  dem  Ende  vorab  einige  wichtige 
Congruenzgruppen  sechster  Stufe  namhaft  rnachen.  Wir  gelien  zu- 
vorderst  auf  die  beidea  soeben  schon  betrachteten  F1S  und  f24  zuriick, 
die,  modulo  6  rcducicrt,  zwei  Gruppen  vierter  bez.  dritter  Ordnung 
liefern,  welcho  wir  kurz  g±  und  g%  nennen  wollen.  Dieselben  um- 
fassen  bez.  die  Substitutioncn: 


/1,  ON      /I,  2\      /1,4\      /B;2\ 
^'    \0,   L/;    \^?  5/'    \4,  5/'    \4,  8/ 

/1,8\ 
7    \8,  4/7 


,  (mod.  6). 


zichon  wir  dio  Substitution  /S  heran  und  legen  zur 
Untorsuchung  dorsolbon  da«  in  Fig.  H4,  p.  805  gegebene  Polygon  I<T7a 
<ler  T72  horan.  6y  beJoutet  cine  Drehung  von  F7^  um  den  Mittelpunkt 
des  SeoliaockH  durcli  don  Winkol  y.  Man  wollo  sich  da  erinnern;  wie 
sicli  die  auf  dem  Kando  des  Sechsecks  gelegcnen  Dreiecksecken  KU 
Punktcn  c  zuHamincnlegon  (p.  3G6)  uncl  wird  dann  leicht  bemerkon, 
dass  box  Austtbung  von  8  uutor  den  awolf  Punkten  c  der  geschlossenen 
I'fw  nur  dor  cine  der  Btolle  CD  -•  ioo  entsprectende  Punkt  c  fest  bleibt 
Da  ti  modulo  0  dio  Teriode  0  hat,  so  folgt  sofort:  Die  aus  8  *t*  cr- 
geuymJe  cydiscfa  6yc  fef  aAic  ««fcr  jswiY/1  gkieMcrcchtigt<M  Untergruppw 

der  Gn. 

In  dioHor  aua  5  entspringenden  Gruppo  <?«  bildcn  die  droi  Ope- 

*)  File  dio  iu  dioHcm  Paragraphon  ssur  BetracHtung  golcommewon  Stufon 
flmlot  man  oino  K«iho  von  IteBOlvonten  in  Hrn.  aieretor's1  Arbeit:  Notit  tibw 
JModutorffMdMHff**  M  &wammcn0eMteim  Trans formatiowgrad,  Matb.  Aunalon 
Ikl  14  (1878). 

*»)  Far  die  don  AbnohluA  deft  gogonwllrtigoa  Kapitols  bildonden  Pftragntphoa 
vorffloichft  man  dio  Arbeit  dem  H  or  a  us  gob  era:  Die  CongrMn»gmp$en  see/wtor 
Nfafa  Mftth,  Ann,  Bd.  20  (1880),  «owie  nauaentlich  dio  dort  boigogobonu  Ji'iguran- 
UfoU  Obrigonii  wiudo  die  liter  «ar  Dawtellung  kommondo  Bohaudlung  dor 
Stafo  owt  neuordingH  vom  Horauigobor  duroligefahri 
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rationen  1,  $2,  S*  eine  cyclische  6r3,  bei  cler  ausser  dem  Mittelpunkte 
der  Fig.  84  noch  die  beiden  weiteren  Punkte  c  in  sich  iibergehen,  die 
sieh  aus  den  sechs  Ecken  des  Sechsecks  zusammensetzen.  Tndem  also 
6?3;  wie  wir  kurz  sagen,  urn  drei  unter  den  zw'olf  Punkten  c  dreht, 
wird  #3  eine  unter  vier  gleiehberechtigten  Untergruppen  der  Cr72  sein. 
Ihnen  entspreclimd  liaben  wir  vier  gleictiberechtigte  Congruenggrugpen  P24, 
deren  einzelne  demgemdss  in  einer  fd  relativ  ausgemchnet  ist.  Die  einzelne 
dieser  F4  reduciert  sich  aber,  beziiglich  ihrer  f2<L  genonimen,  auf  eine 
endliche  GQ)  deren  Typus  wir  sogleich  feststellen  wollen. 

Zu  solchem  Ende  schneiden  wir  uns  aus  Fig.  84  ein  Polygon  F^ 
fur  unsere  r24  aus,  indem  wir  vom  Mittelpunkt  der  Figur  nach  den 
beiden  Ecken  CG  uiid  C7  zwei  geradlinig  verlaufende  Schnitte  fiihrcn. 
Der  damit  entspringende  rautenforaiige  Dreieckseomplex  ist  dann  da- 
diircla  2um  Polygon  JF21  auszugestalten,  dass  wir  einerseits  die  beiden 

eben  entspriugenclen  SclinittrtLu- 
der;  fiirs  zweite  abcr  die  beiden 
in  Fig.  84  durcli  1.  uiul  6  be- 
zeiclmeten  Sechseckseitcn  ein- 
ander  zuordnen.  Wir  selion  no- 
fort:  ra4i  fist  vom  Gcschlcektv  j>  ==  0 
und  also  6y(J  entwcdw  cydiseh  odcr 
diedrisch.  Indem  wir  abor  J'y,L 
auf  Grund  der  Kantenztiordnung 
zur  vollstandig  bedeckten  Ebenc 
ausoinandor  biegen  ; 


.  101. 


Fig.  101.  Da  liofort  die  in  Fig.  84 
miser  7^4  vom  Miitolpunkt  uach  cft 
clurchzioliende  By  nimctriolinio  dan 
mittlcrc  Stiick  der  Fig.  101  ver- 
tical teilcnden  Syirnuckriolinio, 
Die  Fortsetzungon  dor  l(3kteroji 
Linio  nach  oben  und  union  wor- 
tlen  aladann,  (lurch  diojouigou 
boiden  Paaro  von  Kandcurven  gebildet;  die  wir  im  Polygon  Fu  soebou 
ojnandor  xuordneteuu  Mit  diesen  Angabeu  wird  es  leichl;  golingon,  iu 
die  gegensoitigo  Boziohung  unscror  beidcu  Figuron  klarcm  Einbliok  ssu 
gewinnen.  Hior  sehen  wir  nun  in  Fig,  101  die  vior  Syiumctrickrolse 
cler  Diederteilung  (Fig.  12,  p.  70)  direct  vor  Augen:  Die  $ur  Tu  im 
obiyen  Binne  gehorcnde  (70  ist  also  eine  Diedergrujype,  ein  Umntand,  don 
wir  baldigsi  functionontheoretisch  zu  vorwerton  habon. 
Morken  wir  uns  sogleich  noch,  das#  wir  ala 
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der  zur  r24  gehorenden  F4  die  vier  unter  (1)  gegebenen  Operationen 
der  g^  ansehen  k'onnen*).  Wenn  wir  also  durch  fgd,  r2'±;  f24,  f^l 
unsere  vler  gleichberechtigten  Untergruppen  bezeichnen,  entspringen 
sie  alle  aits  der  ersten  unter  ilmen  durch  die  vier  Operationen  der  g±. 

Indent  wir  auf  die  anfanglich  aus  S  hergestellte  G6  zuriickgehen, 
verfolgen  wir  nun  in  ahnlicher  Weise  cleren  aus  1,  $3  bestehende 
Untergruppo  6r2.  Bei  Ausiibung  von  $3  bleiben  aber  ausser  dem 
Mittelpunkte  in  Fig.  84  noch  die  weiteren  drei  Punkte  c  an  Ort  und 
Stelle,  welche  aus  den  Mittelpunkten  der  Sechseckseiten  liervorgehen. 
ludem  wir  also  insgesamt  vier  Fixpunkle  haben,  entspringen  drei 
gleicliberechtigke  G-%  wnd  denmach  elensoviele  gleicliberechtigte  Gongruenis- 
gruppen  r36.  Die  einzelne  r3G  ist  bei  dieser  Sacblage  innerhalb  einer 
T3  ausgezeiclinet,  welch'  letztere  sich  beziiglich  der  r3(J  auf  eine  endliche 
Gyla  reduciert.  Es  Hegt  uns  wieder  die  Aufgabe  ob,  die  Structur  der- 
selben  in  Brfahrung  zu  bringen. 

Indem  wir  Fig.  84  langs  der  horizontal  clurch  ihre^  Mitte  ziehen- 
den  Syuimetrielinie  zerschneiden ;  konnen  wir  etwa  aus  der  tmtoren 
llflirtc  (lurch  geeignete  Zusammenordnung  der  Randlinien  ein  Polygon 
J&3B  fur  unsere  r3G  herstellen.  Wir  miissen  day  wie  naan  durch  leichte 
lictrachtuug  iindet,  die  rechto  Iliilfte  dcs  eben  gefUhrten  Sclmittes  der 
lijiken  zuordnen,  sodann  bei  don  Sechseckseiten  1  und  6  jeweils  gleich- 
falls  clio  oino  Halfto  der  einzelnen  Seite  der  ancleren;  endlich  aber 
bloibou  noclr  die  beideu  verticaleu  nach  rechts  und  links  unser  Polygon 
J'I,<{  begrenzenclen  Geraden  einander  zuzuordnen.  Wir  folgoni  vor  alien 
Dingon  wiedor:  Unscrc  rsc  geliort  #um  GescHecMa  p^O,  un&  also  ist 
Gy12  cine  m  der  Theoric  der  regularen  Iforper  auftretende  Gruppe. 

Die  Zusanimenlegung  des  Polygons  JF86  ssur  gesohlossenen  Flacho 
gestaltct  sicn  liier  in  besonders  fibersichtliclier  Weise,  Indem  wir  die- 
jenigon  Punkio  c  der  Fig.  84,  bei  denen  die  Nummern  1,  2?  5;  6 
genchriobon  sind^  kurss  als  Punkte  1,  2,  6,  C  benennen,  den  Mittel- 
punkt  dor  Fig.  84  aber  kurz  als  Punkt  0  bessciclmen,  fixiere  man  clio 
i'llnf  goraden  Vorbiudungslinion  der  folgenden,  jedosmal  in  eino  Klammer 
nebon  einander  gestollton  Punkte:  (0,  1);  (0,  (5),  (5,  0),  (0,  i);  (1,  2). 
LikigB  dieser  Linieu  denke  man  das  Polygon  I'T80  eingeknickt;  woboi 
os  mm  gelingt,  ohno  weitere  Formandoruugen  aus  FM  eiu  gewShn- 
llches  rcguliires  Tetraeclcr  herzustollen.  Indem  wir  dasyelbe  aus  seinem 
Mittolpunkt  auf  cine  concentrische  Kugeloberflache  projioieren,  diosa 
dann  aber  steroographisch  in  geeigneter  Weise  auf  eine  Ebene  bo- 

*)  Man  ssoigt  ntolioh  sofort,  daas  rH  atntor  don  OperatiotiOE  dor  #4  nur 
dutch  die  orsto  in  sick  truiasformiort  wird. 
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ziehen,  entspringfc  Pig.  102.  In  derselben  sehen  wir  sofort  die  Sym- 
metriekreise  der  Tetraederteilung  vor  Augen,  und  also  ist  unsere  6?12 
eine  Tetraedergr-uppe. 

Wir  haben  solchergestalt  zwei  interessante  Beispiele  fiir  unsere 
allgemeinen   Erorterungen    iiber   relativ    ausgezeichnete  Untergruppen 


m&.  102. 

vom  Geschleehte  $  =  0  erhalten,  die  wir  mm  aogloich  nodi  fiir  die 
functionontheoretisclie  Boliandluiig  der  Heclisten  Btufc  Hpociliciorou. 
Merken  wir  uns  vorab  nocli;  doss  die  mit  fa(,  </lciMcrcclUff/fon  Unlw- 
gru$pen  aus  ihr  chirch  Transformation  vernwye  der  tinier  (1)  gcgebeiwn 
Operationcn  der  au$ge#eichneten  g%  cnteyrmg&i, 

§  0.     Die  Congraenzmoduln  seohster  Stufo  ^(o))  und  x(to). 

Dio  Untergruppen  fM  des  vorigen  Paragraplujn  wareu  voia  (jo« 
Hchlochto  Null;  es  goh<)rt  also  ssu  dor  oinssolneu  untor  ihuon,  «-  ,B.  JKU 
der  soobon  besondcrs  betrachtctcn  ra4;  oin  Hauptmodul,  dou  wit 
wegen  seiner  durch  Fig.  101  begrttndeton  Vorwtindfcscluiffc  in  it  der 
Diederirrationalitat  A  durch  l(a>)  bezeichnen.  Ftlr  dio  Fixierung  von 
l((o)  halten  wir  tin  clou  Vorsclmften  der  Fig.  12,  p,  70  foat,  woboi  wir 
dann  noch  asu  bestimtnen  haben ;  dang  der  obore  Teil  dor  vorticalon 
Bymmetrielime  der  Fig,  101  dio  pOHitivo  reolle  J-A»e  sein  «oll  0«hou 
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wir  auf  dieser  Symmetrielinie  von  oben  nach  unten;  so  durchsclmeidet 
sie  die  ubrigen  Sjmmetriekreise  der  Fig.  101  der  Beihe  nach  in  den 

Punkten    Z  =====  oo?  2,  1,  -_-?  0;  —  1-     ladem   wir   diese  Punkte  ruck- 
warts  im  Polygon.  F^  verfolgen  und  von  da  ab  in  die  o-Halbebene 

o 

zuruckverlegen,  finden   sich  als   zugehorige  Werte  von  co  bez.   +  "3"  , 
±1,  »oo,  0,   +-i,  +i. 

Unter  den  24  mit  I  gleickbereclitigten  Moduln  sind  sechs  lineare 
Punctionen  von  19  deren  Gestalt  man  auf  p.  15  unten  angegeben  findet. 
Diese  sechs  Substitutaonen  des  I  bilden  eine  Diedergruppe  C?6;  und  es 
wird  insbesondere  den  drei  imter  (1)  p.  679  gegebenen  Operationen 
der  atisgezeichneten  g%  die  in  dieser  Diedergruppe  euthaltene  aus- 
gezeichnete  Cf3  entspreclien.  Thatsachlich  wird  ja?  wie  man  noch 
nachtraglieh  bestatigen  wolle,  unsere  r24)  darcli  die  Operationen  der 
#a  in  sich  transformiert,  tmd  wir  finden  leicht: 

+  3\          i 

+  5/  ~  1  —  Z(«)  " 


Andrerseits  liaben  wir  ftir  die  Operation  8: 

(2)  I(«  +  l)-/^- 

l^ilr  einige  nocli  durchzufiihrende  Reclinungen  setisen  wir  jetzt  an 
Stollo  VOB  I  (GO)  zwecferuussig 


aly  Uauptrnodul  dor  TM  an.    Aus  den  fdr  Z  gemachten  Angaben  findet 
sicli  daun  fQr  y(to)  ohne  weiteres  die  Werte  verteilung: 


8,   y±--  —  o, 

(4) 

8, 


Die  Boclis  linearen  Substitutionen  des  ^  abor  warden: 


insbuaondero  haben  wir  den  Formeln  (1)  tmd  (2)  entsprochend; 

«/  "-H  ^  —  .y(a)  -J,     ?,/2"  +  a\     _  */w  +  s 

(5)  *  \3  »"+"l6/        VW-P  *  '      ^  \3  co  +  6/  2^<i)  ^  1  ? 


Den  Uanptmodul  der  rorliin  besouders  betrachteten  r80  benenueja 
ir  -wegen  seiner  Verwandtecliaffc  zur  Tetraederirrationalitat  6  duroh 
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x(co)  und  halten  an  der  iiblichen  Werteverteilung  fest,  nacli  welcher 
die  vier  Tetraederecken  die  Werte  x  =====  oo;  1,  Q,  Q*  bekomnien.  In- 
dem  wir  wieder  die  Sclmittpunkte  der  Syinmetriekreise  von  Fig.  102 
rtickwarts  in  die  co-Halbebene  verlegen,  findet  sicli  als  Werteverteilung 
fiir  #(co)  die  folgende: 


Sf*\ 

-2,    »(-l).--2 


Die  zwSlf  Substitutionen  des  a;  sind  nacli  p.  G15  tlurcli: 


gegeben,  und  es  liefert  uns  insbesondere  dio  in  (1)  p.  679  gesohriobeno 
g±  die  ausgezeiehnete  Vierergrnppe  innerlialb  der  Tetraodergruppo: 


+  177 

_»(o))4 

'  +  •" 

wtihrend  wir  andererseits  fiir  8  leicht  bercchnen: 

Auf  der  gescHossenen  Flacho  jP78  1st  y  eino  dreiwertige,  a?  aber 
cine  zweiwertige  Function-,  beide  Functionon  ssusaimnengenommeu  wor- 
den  sonach  genttgen,  den  einzelnen  Punkt  der  Flaclie  zn  dellnieron: 
Die  beiden  JSfoduln  ^(o) ,  2/(<»)  bilden  ein  (raloidsclics  System  fiir  die 
Hauptcongruensgruppe  seek&ter  Stufe  T7ii.  Uin  die  zwisohen  iluieii  bo- 
stehende  Relation  in  Erfalirung  zu  bringon,  bemorko  man,  <las«  f 
und  x*  sswei  auf  dem  Gesamtpolygoii  I'7™  secliswertige  Functioxion  wind, 
die  zufolge  (5)  uncl  (8)  bei  Ausfibung  der  Substitxition  ti  unveriiudort 
bleiben.  Sie  sind  demnaclx  ^inwortige  Functioned  auf  dom  Polygon  fta 
der  aus  S  ontspringenden  G-(]  des  Gosclilechtoa  }>  «*  0,  und  alno  wird 
z.  B,  j/a  eine  lineare  Function  Yon  %*  sein*)*  8ct/,on  wir  Hogloioh 
hinsfiu,  dass  diese  lineare  Function  oine  ganzo  Function  i«t,  da  y*  und  aP 
boi  o  —  i  oo  zugleich  unendlicli  wordoii.  Man  schroibo  donmaclx  vor- 


^»  »»  «a^  +  b 
und  substituiere  ssur  Beatimmuug  von  a  und  &  fttr  <w  in  dioHo 

*)  Dio  Wur*ol  r  dor  vou  Hrn,  Oieritor   L  o.  (Muih.  Ann,  Hd.  14)  p.  Ml 
untor  No.  2  boroohuoten  tiosolvonto  awBlfton  OracUm  ist: 

«0  30 
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chung  nach  einander  die  beiden  Werte  0,  —.    Indeni  wir  fur  x  und  y 

die  beziiglichen  unter  (4)  und  (6)  gegebenen  Werte  eintragen,  komnaen 
zwei  lineare  Gleichungen  fur  a  uud  T),  aus  den  en  wir  a  =  —  &  =  —  1 
berechnen.     Die  gwischen  x  und  y  bestehende  Relation  ist  also: 
(9)  x*  +  f  =  1  . 

Als    mit  y  gleichberechtigte    Moduln   haben    wir   nach   den    Mit- 
teilungen  des  vorigen  Paragraphen  die-folgenden: 

>  +  4  \  r    x  /3  o>  +  2\ 


Dieselben  werden  im  Modulsystem  der  #,  «/  rationale  Punctionen  sein, 
und  wir  nehnien  uns  vor;  die  Gestalt  dieser  Functionen  yt  =  R;  (x,  ?/) 
in  Erfahrung  zu  bringen.  Da  unabhangig  von  CD  stets  y2  =  1  —  o?3 
ist,  so  folgt  aus  Formel  (7)  fur  y1  zunachst 


Hier  muss  es  nun  nioglicn  sein,  die  rechte  Seite  mit  Hiilfe  von  y 
dorart  umzugostalton,  dass  das  Quadrat  einer  rationalen  Function  von 
x  und  y  dasteht.  Thatsachlich  folgt  durcli  Erweiterung  mit  (x  —  Q) 
nach  elemcntarer  Zwisclienrechnung: 


Hoim  Aus/ielien  der  Quadratwurzel  setzen  wir  belmfs  Bestimmung  dos 
Vorzeiclions  etwa  den  Special  wert  o>  =  —  1  em  und  linden: 


Indem  wir  auch.  noch  die  beiden  andern  Formeln  (7)  verwerten,  findet 
sick  insgesamt  fiir  die  Moduln  y^  y^  j/3  die  Darstellwng: 

—  *  3  y 

• 


_  j     , 


J/8 


Wiedorum  in  v5llig  analoger  Weise  erledigt  sich  i».     Da  haben 
wir  fttr  die  drei  gleiohberochtigten  P8fl  als  Hauptnioduln  neben  x: 

/   0)  +  3  \  f    N         /2o>  +  S\ 

*i(»)  -  »  Wfio)  >    ^  (»)  -  (a.  qh)  » 

tlereni  AusdrQcke  in  tt^y  wir  von  den  Formeln  (5)  aus  leicht  berechnen, 
In  der  That  ist  z.  B, 


Hier  folgt  durcli  Erwexterung  wit  (y  +  1)  : 
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3  _ 

1    ~ 


wo  wir  nun  beiin  Ausziehen  der  dritten  Wurzel  die  vortretende  Ein- 
heitswurzel  durch.  den  Specialwert  c?  =  —  4  bestimraen.  Wir  finden 
auf  solche  Weise  fur  die  Moduln  x1?  #2  die  Darstellungen  in  x,y: 


Wir  werden  diese  Formeln  sogleich  zu  einer  weiteren  Anwendung 
benutzen. 

§  10.    Die  72  Transformationen  der  C3  in  sich.     Geometrische  Satze. 

Veriaoge  des  Modulsysterns  a?,  2/  taben  wir  im  vorigen  Paragraplicn 
das  Polygon  JP72  eindeutig  auf  die  durch 
(1)         '  2/2=  --  x*+l 

dargestellte  ebene  Curre  dritter  Ordnung  bezogen.  Jtidcm  wir  Glei- 
clmng  (1)  mit  der  allgemeinen  Gleiclaung  (1)  p.  5B9  vergleichen?  solion 
wir,  dass  fiir  unser  algebraisclies  Gebilde  des  Geschleclites  1  die 
rationale  Invariante  g$  verschwindet.  Wir  haben  es  also  hicr  mit  deiu 
tiqidanliarmonisclien  Falle  eines  elliptiselien  Gebildes  zu  tlmn  (cf,  p.  13 
oben).  Der  6f7ii  entsprechend  wird  un«ere  (7,j  cine  (iruppe  von  7&  cm- 
deutigen  Transformationen  in  sieh  zulassen,  als  cleren  Erzengojode  wir 


bereclinen*). 

Hior  tritt  nun  die  Frage  oin;  wie  viele  imtor  diostui  72  Traimfornia- 
tionen  iii  einfaclister  Weise  Oollincationcii  siiul,  uiul  wir  toilon  in 
diesein  Betraclit  vorcrst  den  Sate  mit;  dass  oino  olli]>tlscho  (\  im 
Jiquianharnionisclieti  Falle  inHgosamt  54  Oollincatioiion  in  sicli  go- 
stattet  Im  allgemeinen  Fallo  Ixaben  wir  cleren  froilich  nur  18;  liier 
aber  tritt  zu  der  sogomointon  (i^  als  neuo  Oollincation  nocli  dio 
Operation  xr  —  $%  der  Periode  drei,  woraus  dio  f/54  oiiteyringt 

Bilden  wir  uns  sogloich  ,  die  tranacendente  DarRtolIung  dieser 
Collineationflgruppen  yormoge  de»  ssu  tinserem  elliptinchon  (Icjbildo  go- 
Ixorenden  Integrals  erster  Gattwig  u.  Bohon  wiederltolt  bomerkton 
wir,  dass  dieses  Integral  nichts  andores  als  dio  ^-Function  i«t;  in 

*)  Dio  Imidcm  lotsstoron  Formoln  stollfc  man  nofort  cl»r<Jh  (Jombmatton  von 

eS\  /S2    8\ 

'  ft)  nnd  (    '  r)  untnr  nnclthorigor  Anweudung  von/Svn}^r;  dio  Wfrknng  latxfceror 
y    *?/  \J$  y     »>/ 

Subytitutionen  abor  auf  x  uncl  y  1st  im  vorigon  Paragraphem 
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deren  Ebene  Fig.  84,  p.  365  wir  unser  Polygon  F79  einlagerten.  Dieses 
Sechseck  mussen  wir  sonacli  durch  erlaubte  Abanderung  in  das  beziig- 
liche  Periodenparallelogramm  umwandeln  konnen,  was  man  in  der  That 
aufs  leichteste  ausfuhren  wird.  Insbesondere  kann  man  solches  in  der 
Weise  thun;  dass  den  Erzeugenden  S  und  T  die  Substitution  en: 

(3)  8:  u'  — p1*,      T:  «' u  +  ^^ 

von  u  entsprechen,  unter  coiy  o>2  die  Perioden  unseres  elliptischen  Ge- 
bildes  verstanden.  Unter  Gebrauch  der  damit  in  Vorbereitung  ge- 
braohten  Bezeichnungsweise  stellt  sich  die  im  allgemeinen  Palle  fur 
eine'ebene  elliptische  (73  existierende  Collineationsgruppe  transcendent 
in  der  Form: 

(4)  u>-±u  +  *°'  +  t"* 

dar,  womit  im  aquianharinonischen  Falle  noch  ur  =  QU  zu  cornbi- 
nieren  ist*). 

Jndem  wir  zu  unserer  speciellon  Oj  und  zu  ihrer  G12  zurlickkehren, 
wird  die  letztore  Gruppe  niit  der  jetzt  wiederholt  genannten  Collinea- 
tionsgruppe C?rjd  hochstens  eine  TJntergruppe  0-^  gemein  naben.  In 

(1    3  \ 
g  7 1QJ  der  Periode  drei  ent- 

sprechend: 

(5)  *':  y'l  1  • 2a? :  (y  ~  8)  :  (y  +  1), 

WOTOMS  dcnn  durch  Combination  mit  der  unt&r  (2)  ftir  8  angcgcb&ncn 
Collineation  wirUich  cine  in  der  Q-n  cnthallenc  G^  von  Gollincationen 
der  6yu  in  sich  cntsftrinyt.  Nebonher  fiihren  wir  nocli  an,  dass  diese 
6y1H  keinoswegs  dio  aiieh  im  allgomoinen  Falle  fiir  eine  C3  existierende 
Oollineation«gruppe  ist,  dass  unsere  6y18  vielmehr  mit  dieser  let?> 
gomcinten  (jiruppe  nur  cine  diodrische  6?n  gemeinsam  hat. 

Wir  bringon  hier  ondlich  noch  eiue  interessante  Anwendung  dor- 
jonigen  SRtsso,  wclcho  diq  Theorio  dor  elliptiachen  Functionen  ftir  die 
JJotrachtung  dor  ebonen  Ourvon  dritter  Ordnung  goliefert  hat;  es  han- 
dolt  sich  dabei  in  erator  Linie  um  Tangentenconstructionen  an  der 
f'«**)i  oline  dass  wir  indesseti  bci  der  elementaren  Ableitung  uiiserer 
mitautcilenden  Satzo  ausfdhrlich  verweilen.  Wir  wollen  die  Lagerungs- 

*)  Man  vergl  liior  ttberall  dio  Abhandlung  von  Klein,  ffber  die  elliptischen 
Normalcurvm  der  n^on  Ordnmg  u.  a,  w.,  Abh.  der  Math.-phys,  Olame  der  Kgl. 
Slloh^*  Oc^ellftCh.  dor  Wi«»onsohafte« ,  Bd,  1$,  insboflowdero  p.  867$  wir  koimnen 
auf  dioso  Thoorio  Bpfttor  noch  ssurflolf. 

**)  Vergl.  die  von  Lindemann  bearMteten  Vorlo»ungeMi  von  Olebsch  (Iber 
Geometric  (Leipalff,  1876)  p.  60S  u.  t 
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verhaltnisse  derjenigen  Punkte  unserer  CB  charakterisieren,  welcke  den 
Ecken  #,  b,  c  der  Dreieeke  des  Polygons  JF72  entsprechen  und  stellen 
in  diesem  Betracht  vorab  den  Satz  auf,  der  unmittelbar  ans  der  Ge- 
stalt  des  Polygons  folgt:  J,  als  rationale  Function  auf  der  (73  gedeutet, 
nimrnt  den  einzelnen  coniplexen  Wert  in  72,  iin  allgenaeinen  getrennt 
liegenden  Punkten  an;  nur  fur  J"  =  1  fallen  diese  Fwikte  0u  Paaren 
in  die  36  Punkte  a  #usammen,  fur  J  =  0  m  dreien  in  die  21  Punlde  b, 
fur  J=  oo  &u  je  seeks  in  die  #wolf  PunJcte  c.  Una  init  diesen  letzteren 
zwolf  Punkten  c  zu  beginnen,  so  besitzen,  wie  man  leicht  findet;  drei 

.^  -.  .        .  ,  -       CD,  -4-  co«      2  co1  +  2  o>t>        -VT     i     i 

unter  innen  die  Argunaente  u  =  0;  -^  —  -  ,  —  l—  ^  —  •  Nacli  be- 
kannten  Satzen  haben  wir  also  in  ihnen  Wendepunkte  der  Cs  (1),  und 
zwar  sind  dies  die  drei  reellen  Wendepunkte  derselben,  fiir  welcho 
die  Wendetangenten  durch  die  beiden  Linien  y  +  1  «=*  0  und  die  un- 
endlich  feme  Gerade  der  #2/-Ebene  geliefert  werden. 

Von  einem  Wendepunkte  aus  kann  man  noch  drei  von  der 
Wendetangente  verschiedene  Tangenten  an  *die  Cs  legen.  Piiliren  wir 
das  von  tinseren  drei  reellen  Wendepunktcn  aus,  so  entspringon  noun 
fernere  Punkte  in  den  Beriilirangspunkten  dieser  Tangonten;  c$  sind 
damit  die  neun  noch  fehlcnden  Punltte  c  auf  unserer  0{}  marlsierk. 

Von  jedem  der  eben  gewonnenen  neun  Punkte  lussen  sioli  vior 
Tangenten  an  die  0&  legen,  die  Tangonte  in  dem  betreffendon  Punkto 
selbst  nicht  onitgezahlt.  In  den  80  dabei  entsprinyenden  Jjcriflirungs- 
purikten  besiteen  wir  die  M6  Purilcte  a  der  C9* 

Endlich  besiteen  wir  in  den  sechs  inmginarcti  Wendepunktcn  0 
unter  don  24  Punkten  b  der  G>.  Die  JieriihnmfftynwiJtle  der  tt  -  6  wn 
ihncn  aus  noch  moglwhcn  Tangenten  lie/ern  den  Jlest,  der  Pmkle  b. 


§  11.    Die  Moduln  '/;A(Z  —  1),  ]/|»'™.     Bio  ausgossoiohnoto  ro, 

Der  Vollstandigkeit  halbor  fOgen  wir  hier  noch  oixiigo  ktirxo  Mat* 
wicklungon  an,  welcho  crstlich  die  Darstollung  dor  Moduln  weclistor 
Stufo  I/A  (A  —  1),  Y%?  —  1  im  vollon  Modulsystom  a?;  y  besswockon, 
fiirs  zweito  abcr  eine  bislang  noch  nicht  explicito  gaimuuto  auHgosscich- 
nete  Oongruenzgruppe  vom  Index  0  berlicksichtigon  nollen. 

Wir  knOpfen  an  den  Umatand,  dasa  die  zum  Modul  %(&)  go- 
horendo  T00  Untergruppo  dor  HauptcoiJgruon/.gruppes  rl2  driltor  Stufe 
ist;  woraus  wir  umgekehrt  ontnohmen,  dasn  |  eino  yationalo  Ftmction 
dritten  Grados  von  &  ist:  |  ««  lt(%)*  Abor  boi  co«w»ic3o  wordeu  S 
uud  x  in  gleichem  Grade  unendlich,  so  dass  oflenbar  die  im  SHilhler 
von  H  stohendo  ganzc  Function  von  %  auf  den  dritten,  die  im  Nonticr 
stoheude  aber  bis  auf  den  awoiten  Grad  stoigeu  wird*  Wonach  ist  auch 
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noch  —  vom  dritten  Grade  in  x,  und   da   dleser  Quotient  sicli  gegen- 

(iber  der  Substitution  S  invariant  verhalt,  so  niuss  er  linear  in  x*  sein. 
So  haben  wir  den  Ansatz 

t         assB  +  Z> 

§  --  tf  -- 

Hier  tragen  wir  die  Specialwerte  CD  =  0  ;  ^  em  and  finden  anf  solche 

Weise  zwei  Gleichungen  fur  a  und  6,  die  zur  Bestinimung  dieser 
Coefficienten  ausreichen.  Eine  ganz  ahnlicke  Behandlung  gestattet  A; 
und  wir  finden  solcherart  fur  h  und  g: 

n  —  (3  -  y)»  (1  +  y)       *  _  *3~4 

"  ' 


Von  Her  aus  schliessen  wir  nun  in  folgender  Weise  welter:  Der 
Modnl  I/A  (A  —  1)  bleibt  bei  der  zu  ^  geliorenden  r3G  invariant,  ]/|^^I 
desgleiehen  bei  der  zu  y  geliorenden  P2d.  Indem  wir  also  aus  (1)  den 
rationalen  Ausdruck  fur  A  (I  —  1)  bereehnen  und  an  Stelle  von  y  den 
Modul  x  einfuhren,  muss  die  dritte  Potenz  einer  rationalen  Function 
von  x  ^ntspringen.  In  gleicher  Weise  wird  sicli  ftir  (|3  —  1)  das 
Quadrat  einer  rationalen  Function  von  y  zeigen.  Die  Rechnuug  bc- 
stiitigt  das  wirklich,  indem  sie  namlicli  auf  die  nachfolgendeu  Dar- 
stellungen  dor  beiden  in  Rede  stehonden  Functionen  Mirt: 


Die  nocli  zu  besprecliende  fa  gewinncn  wir  selir  leicht  von 
aus.  Wir  salien  scliou  frttlier,  dass  diese  Modulform  (—  2)tor  Dimension 
zu  einer  ausgezeichneten  homogenen  Dntergruppe  secheter  Stufo  vom 
Index  6  gehftrt.  Aber*infolge  der  geraden  Dimension  von  f/A  in  a>i}  cj3 
wird  in  diesor  Untergruppe  sielier  aucli  die  Operation  Ta  enthalten 
sein,  so  da$$  ihr  beim  Jforfyang  &&  den  nicht-homogenen  Substitutionen 
cine  ausge#ewhnete  nioMJiomogene  fc  der  secfisten  Sfafe  entspricht.  Dieses 
1st  die  Gruppo,  welche  wir  Her  nock  erwabnon  mussten.  Auf  Grund  von 
(14)  und  (17)  p.  627  werden  ibre  Substitutioneri  durcla  die  Oongruenzen 
ct@  +  y&^3  0,  (mod.  3),  ccp  +  fiy  +  y&  ™  0,  (mod.  2)  cliaraktori- 
siort  sein,  die  sich  Ubrigens  mod.  6  gonommert  in  die  eine  zusarnrnon* 
yioheri  lasscn: 
(3)  «j3  +  &Pr  +  y^^O,  (mod.  6). 

Nebonher  bemerken  wir,  daes  sich  die  T0  ,  modulo  6  genornmon,  auf  oinc 
ausgezeiclmote  t?^  redaciert^  wolche  den  in  der  Note  p.  476  erwakatcn 
Typus  %oigt.  Die  zu  Anfang  in  §"8,  p.  670  aufgestollteu  g^  und  g$ 
wind  Untergruppon  der  liier  in  Eede  stohojtidou  6f12. 

Kloiu*VrlokO|  ModulfUnoilotiotu  44 
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Bin  Galois'sches  Modulsystein   fiir  unsere  TG  verschaffen   wir  uns 
aufs  leichteste.   Mit)/  A  werden  zur  rc  offenbar  aucli  die  beiden  Grossen: 

(4)  yj=ri 

^  J  v 


,? 

v  I/A      ?        v  |/  A 

gehoren,  deren  erste  auf  deni  Polygon  FG  der  f~0  dreiwertig,  clercn 
andere  zweiwertig  1st.  Zusammengenotnmen  lilden  sie  also  geradc  das 
gesucMe  Modulsystem  und  ersclieinen  an  einander  gebundcn  durc/i  die  He- 
lation  dcs  Gesclilechtes  p  ==  1  : 

(6)  (l^=-l)a  =  (f/7)3-l. 

Von  hier  aus  gewinnen  wir  eine  sehr  elegante  Darstclhmg  fiir  das 
Integral  erster  Gattung  seclister  Stufe.  Wir  schreiben  dassolbo  taitcr 
Aufnahmo  eines  nuinerischen  Factors  %  iin  Anschluss  an  (5): 


*  dV?  _*i  C      dJ 
Tf^~~*J    jSyriI 


Nun  aber  entspringt  durcli  Ausziehen  der  Gton  Wurxol  aua  dor  dridtnu 
Relation  (5)  p.  118  nacli  leichtcr  Umgestaltung: 

a>ida>d  —  ^  yg-  -'  -rj:  - 
Setason  wir  also  «  =  —  xiyH},  so  gclangen  wir  fiir  u  $ur  J)ar$tcUnn(/ 


(G)  u  **=*j  t/A  (oo^  rfojgj  —  ' 


womit  sich  uingekehrt  f^A  als    cincleutige   Mbdulform   soclintor  Htulb 
direct  in  der  Gestalt: 


darstellt.    Auf  Formol  (6)  werden  wir  noch  golegentlich  ssurUckkonunou 
miissen. 

Dass  wir  ttbrigone  ftlr  die  ausgOKoiclmcton  Untorgruppon  ft8>  ru, 
T7a  als  Kiigehorige  Tntegrale  erster  Gattung  bin  auf  nuiuerisclui  fc'ac- 
toren  gerade  wieder  dio  in  (0)  gogebetie  Function  u  gowinnou  (wan 
wir  schon  gelegentlich  bemcrktcii),  liinHt  sicli  nun  liiulorluir  loiclil 
auch  direct  bostatigen.  Erstlich  niimlich  koxumt  untor  Gobraiudi  <lor 
Formoln  (5)  p.  15  und  (1)  p.  104  vermoge  cinor  olemoutaron  Z 
rechnung  die  Identitat: 


r*v*  «  -»  /*  ^     o  /* 

J   yj-i      ymj  y»(i^iymm  J  | 


wo  wir  nun  reclits  thatBilchlicli  die  zur  f     b«55,  P       ^btkaudiui  Into- 
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grale   haben.     Endlich    stellt   man    unter  Gebrauch   der  Forineln   (1) 
und  (2)  von  hier  aus  mfihelos  die  Gleichung  her: 

*&Yj 


fi 


wo  nun   recliter  Hand  wirklich   das   zur  T72  gehorende  Integral  erster 
Gattung  steht. 

Zuoi  Schluss  inoge  noch  bemerkt  sein,  dass  die  hier  gegebene 
Behandlung  der  Hanptcongruenzgruppe  sechster  Stufe  T72  auch  fiir  die 
tibrigen  in  der  Modulgruppe  enthaltenen  ausgezeiclineten  Untergruppen 
des  Geschlechts  ^7=1  Anwendung  gestatten.  Inzwischeu  wiirde  es 
zu  weit  fiihren,  wenn  wir  auf  dieselben  hier  noch.  ausfuhrlich  eingehen 
wollton*). 

*)    Man  vevgl.   in  diesena  Bclracht    die  Arbeit  des  Hcrausgebersi 
die  ausyeseiclmctcn  1  Inter gruppen  vom   Gesclileclite  y>  ==  1 ,    wclclie  in  der 
der  lincarcM  u-Substttutionen  enlhalten  sind,  Math.  Ann.  Bd.  30  (1887). 


Sechstes  Kapitel. 

Die  Modulsysteme  *a  imd  Ay  der  sielbcnten  Stufe*)* 

Urn  unseren  p.  609  aufgestellten  Plan  dor  Untersueluing  vollig 
zu  erscliopfen,  bleibt  uns  jetzt  noch  ubrig,  die  zur  Hauptcongruenz- 
gruppe  siebenter  Stufe  rl(58  gehorenden  Modulfunctionen  ausfulirlicli  ssu 
betrachten.  Diese  T168  1st  vom  Gesclileclite  jp  —  3,  und  zwar  geliort 
sie,  wie  wir  wissen,  zum  allgemeincn  (niclit  hyperelliptischen)  Falle, 
so  dass  wir  von  drei  linear-unabhangigen  Functioncn.  <p  axis  cin  zur 
f1C8  gehorendes  voiles  Modulsystem  gewinnon.  Wir  werdcn  dieso 
Ftmctioiien  90  soglcich  in  zweckmassigcr  Wciso  ssu  drci  Modulfonnen 
siebenter  Stufe  &a  ausgestallcn  und  gewinucn  iu  ihnen  ein  GrJxssen- 
systom,  dessen  naliere  Untersuchung  zu  den  interessantesten  Ent- 
wicklungen  gehort,  denen  wir  hier  tiberhanpt  bcgegnen.  Von  dioaen 
Modulformen  &u  aus  definioren  wir  alsdann  cin  neucH  Byatoni  von 
Moduln  siebenter  Stufe  Ax,  dessen  naliere  Bctraclitung  das  gogonwurtig(^ 
Kapitel  abschliesst,  Wie  siclx  das  Galois'sche  Problem  l(>8tou  Grades 
auf  Grund  dieser  verschiedenen  Modulformen  darstellt,  und  welchoGcHlalt 
die  niederen  Resolventen  dieses  Problems  bcsitzen,  wird  (icgonntand 
der  Untersucliung  fur  das  nacliste  Kapitol  sein. 

§  1.     Einfuhrung  der  Modulformon  #,  -and  dor  Curve  64* 

Sind  jt,  j"a?  //4  drei  zur  ri(lfi  golioronde  liuear-unabluingi^o  Tnt(»^rale 
erster  Gattung**),  so  wollon  wir  dio  J)iilorcntiale  djlf  dorselbon  durcli 
das  gegenilber  alien  liomogoncn  ModulHubHtitutioiion  invuriuuto  Dilfo- 
rential  (co^da>^  —  ca$da)^  ««  —  c&.^<i(x>  dividioren,  um  UUH  auf 
Wego  die  drei  Modulformen  niebcnter  f3lu/e  (—  2-tor) 


*)  Tnhaltlicli  isfc  dieses  und  <UH  folgoudo  Kapitel  ssummnt  oino 
dor  oft  genannten,  Abliaitdlung  von  Kloinj  flbw  Trumfmrntion 
der  cUiptiscJicn  Wuwkioncnt  Math.  Ann.  Bd,  U  (1B78),  J)i«  abor  dies  Curvi) 
Ordnunpr  dor  AX  gogobonon  Kntwlckhmgcn  wurdon  von  Urn.  Kl«in  in  dor  Arboifc 
,tftbcr  Auflitountf  ffewitwcr  Gkwhwigen  vom  7Um  und  8loli  (Jwtdtf*,  Math*  A«n,  ltd  1ft 
(1879)  hinaugofdgt.  Dio  formcntheorotiHcho  Durchbildung  int  (Iborall  c»r«t  vom 
Horauagobor  gomacht  wordcn. 

**)  K«  iwt  Kwockmteig,  als  untevo   Indicon  dor  j  I!H>  ft  qnadraiiMCilum 
von  7  KM  gobrauclion. 
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(1)  *«0»i,  &?)  =  —  3  -  -  —  3  — 

v  J  «v    i;      ^/          co^dat^  —  co^do^ 

zu  verscliaffen.  Statt  derselben  konnten  wir  natiirlicli  aueh  jedes  linear  - 
unabhtingige  System  dreier  linearer  honiogener  Verbindungen  der  8a 
zu  Grunde  legen,  und  es-  wird  bald  unsere  Aufgabe  sein;  aus  der 
Gesamtbeit  dieser  Systeme  ein  besonderes  auszuwahlen. 

Eine  ganze  Eeihe  von  Satzen  betreffs  unserer  Forinen  (1)  gelien 
aus  den  beziigliclien  allgeineinen  Erorterungen  des  dritten  Kapitels 
(p.  604  u.  £.)  olme  weiteres  liervor.  Vor  allena  werden  wir  sagen: 
Der  Quotient 


irgcnd  swcier  lincaren  Verbindungen  unserer  Moduln  ist,  tvofern  er  niclit 
i'iberliaupt  constant  ist,  cnt^veder  eine  vierwertige  oder  eine  dreiwertige  Function 
attf  der  l^ldche  JPifl8,  letzteres  in  dern  Falle?  dass  unter  den  vier  bc- 
wegliclien  Nullpunkten  des  Zahlers  von  (2)  ein  einzelner  mit  eincm 
dor  vier  bewegliclien  Nullpunkte  des  Nenners  coincidierl  Wir  werden 
uns  aber  Her  sogleich  auf  einon  nocb.  allgememeren  Standpunkt  stellen 
und  nacli  den  Null-  und  Unstetigkeitspunkten  der  Formen  #a  im 
Polygon  JP168  fragcu*).  Wir  schreiben  zu  dem  Ende  Form  el  (1)  in 
die  Gestalt  um 


woraus   nnter    Bcautzung   von  (3)  p.  118   fiir   unsere   Formcn  0«  die 
Darstollung: 


ontwpringt.  Nun  wircl  auf  der  Jy71C8  in  einem  Punkte  a  der  erste  Factor 
roclitor  Hand  einfacli  unondlicb,  aber  in  domselben  Grade  verscliwmclet 
tlortMolbst  ffu  boi  cndliolion  g%  und  A  (of.  p.  128)  ;  so  dass  0a  solbs't 
oudlich  blcibi  In  gloicher  Weise  zeigt  sich;  dass  aucb  in  den  Punk  ten  & 
dio  Formen  ^  endlich.  und  von  Null  verschieden  sind.  In  einem 

dj 
Punkto  c  ist  ^y-  im  Grade  8  Null**),  wahrend  auf  der  JJf1C8  gemessen 

*)  Wir  lialton  hiorboi,  wie  ilborhaapt  stets  beim  Q'Obrauoh  dor  Modulformon, 
an  <lor  Yorstollung  dor  »!  ,  00%  als  durchaus  stotigor,  und  also  tlbera]!  endliohor, 
uiomalB  ssugleick  versohwmdender  Variabelon  fost,  doren  Quotient  ot>  auf  dio  Halb- 
obono  bcz,  auf  das  Polygon  .Fm  oingCBchrlinkt  ist;  don  Eechntmgon  des  Textes 
liogon  im  tlbrigen  die  allgemoiaen  BrOrtetxingen  p.  686  u.  f,  «u  Orundo. 

«.i 
**)  IHor  i«t  in  erster  Ann^erung  (j—  /^  —  c/   Tf  woraus  man  dio  im  Text 

gomachto  Angabo  wofort  boBtatigt, 
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A  im  Grade  sieben  verschwindet  und  r/a?  #3  eridlicli  bleiben.  Passen 
wir  also  zusaminen:  Aiisser  den  vlcr  leiveyliclwn  Niillpunlden  ties 
cinzelnen  #a  verschwindet  dasselle  in  jedem  PunJcte  c.dcr  F1GS  cinfach 
und  ist  iibrigens  auf  der  JF168  endlich  und  von  Null  verschicden**). 

Bei  der  Ausiibung  homogener  Modulsubstitutionen  erfalircn  unsere 
8a  notwendig  iusgesamt  168  versclrieclene  ternare  Substitulioiieu  : 

#1  =  au^ 
(4)  <  —  «21^i 

^d    =  a<tl^l 

welche  eine  mit  der  nicht-homogenen  C?JC8  holocdrisch  isomorplie  ieruaro 
Gruppe  ergeben.  Hierbei  zeigt  sieh  ein  wichtiger  Ujiterschiecl  xwiweheu 
dem  System  019  0%,  0±  und  z.  B.  dem  Modulsystem  funftor  Sluto  ?t,  £,5 
es  bildete  namlich  das  letztere  eine  homogene  (jM,  welclie  y.ur  mclit- 
liomogenen  Ikosaedergruppe  nur  erst  hemfatrisd*  isomorph  war,  — 
Nun  sogleich  die  ferneren  Kosultate:  Die  ternare  #1C8  lasst  sic'h  aiiu 
den  beidcn  besonderen  Operatiouen  erzeugen,  die  den  Moclulaubslilu- 
tionon  B  nnd  T  entspreclien.  Diese  beiden  ternaren  Oporaiionon  niiiBKeii 
offenbar  die  Perioden  sieben  boz.  zwei  habea^  uncl  clcHbalb  wcrden  ilire 
Substitutionsdeterminanten  |  aik  \  eino  siebento  resp.  awoito 


Einheitswurzel  sein.    Seien  diese  Binbeitswurzelu  e   7    und  ^^,  BO  isl 


die  Determinanto  dor  ternareu   Substitution   ST  offonbar    c 

Aber   BE  ist  von    der   Periode    drei   und    also    die 

Einheitswurzel  cine  dritte.    Die  beiden  Zablou  cc,  ft  geniigcn  demnaeh 

der  CoDgruenz 

Goj  +  21  ft     .0,     (mod.  14), 

woraus  man  olmo  wciteres  «s07  (mod.  7),  ft     «0,  (mod  a) 
Dalior  der  Sat/,:   Die  'Jttti  farnHrcH  Sulntitulivwin  (4)  xind 
solchc  von  der  Delmninantc  1. 

*)  Dioso  Angabon  goltcn,  strengo  gonotniuon,  niolit  von  ssit  ,  Houdotn  nur  or»i 
von  dor  oindoutigan  Function  o)s*^  von  «  alloiii.  Man  wollu  ».  B.  bomorkon, 
dasH  man  gemass  tinsoror  Vorsclirift  zum  Tunkto  «»  *<w  too  nur  duduruli  golangon 
kazm,  claiss  man  <oa  au  Null  warden  Itot  Abor  von  dioscm  Vorwchwmdon  <lt*H  <w, 
i«t  bci  don  Angaben  dee  Teacteu  nicht  vroitoi'  Notiss  gonommou,  und  KWIW  cltmluvUi, 
woil  OB  glcichmassig  file  allo  Modulformon  dorsolbon  Dimonniou  in  dor  iiamllehen 
Woiso  ointritt  —  Nooh  direoter  las»t  aich  dor  in  Eedo  Btehondo  Einvuvf  duroh 
cine  ontsprcohend  modilioierto  Fostsctzttng  tJbor  die  Verandorlichkeit  dor  «t)  wf 
a;ur  Krlodigung  bringon.  Ualten  wir  nilinlioh  iin  Clbngon  an  unnoron  bosstttflichon 
obcn  goacbohonon  Angaben  fo»t,  nur  daa*  (in  Anlehtmng  an  i>.  56)  der  futikt 
Co  mm  ioo  dadiiroh  orroioht  wird,  dass  wir  *»t  iu  *'  log  17iJ8/,  <x»*  ftb^r  in  *n  Ubor- 
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Alle  Modulfunetionen  siebenter  Stufe  sind  honiogene  rationale 
Functioiicn  nullter  Dimension  der  drei  Grossen  #1;  #2>  g&  Diese  drei 
Grossen  aber  sind  an  einander  gekntipft  durch  einc  liomogene  biquadm- 
tisclie  Relation,  die  wir  durcli 

(5)  ffa,  &2,  *<)  =  0 

gegeben  denken.  Es  ist  die  wichtigste  Eigenscliaft  dieser  Relation, 
doss  Hire  Unite  Seite  durcli  die  168  verschiedenen  terndren  Siibstitutionen  (4) 
in  sick  transforniiert  ^vird.  Indem  wir  die  #a  als  honiogene  Coordinator* 
ciuer  Ebeue  deuten?  stellt  uns  Gleichung  (5)  eine  Curve  vierter  Ordnung 
C^  dar,  welclie  wechsclweise  eindeutig  auf  das  Fundamentalpolygon  F1QB 
bczogen  ist.  Diese  ebene  (74  gestattet  eine  Grujppe  von  168  Collineationen 
in  sich,  ivclclie  in  (4)  ihren  Ausdruck  fmden*  Die  darait  gefundene 
Thataaclie  eroffnet  uns  die  Moglichkeit?  Htilfsmittel  der  teruaren 
Juvariantentheorie  auf  unsere  0.L  in  Anwendung  zu  bringen,  was 
uns  alsbald  zur  Aufstellung  der  wichtigsten  Folgerungen  Anlass 
bietet.  Merken  wir  uns  vorab  noch;  dass  die  Auswahl  eines  spe- 
ciellen  Modulsystems  $«  jotzt  auf  die  Fixierung  eines  besonderen 
Coorclinatendreiccks  fur  unsere  £/d  hinauskonimt;  unter  diesein  Gesichls- 
punkt  werden  wir  ein  System  #1;  ^2?  ^  denn  aucli  baldigst  cinzu- 
ftihren  Laben. 


§  #.     Goomotrischo  Bedoutung  der  Punkte  a,  I,  c  auf  der  G±. 

Um  eine  orsto  Aawendung  ijtvariautenthooretisclier  C"berleguugeu 
aul1  unsore  Curve  CAi  durchzuffihren^  erinnern  wir  daran,  dass  J  solbst 
auf  der  C/d  oiuo  ,l(>8-wertige  Function  ist.  Den  Einzelwert  niramt 
diosolbe  in  108  im  allgemeinen  getrennt  liegonden  Punkton.  an;  nur 
f(lr  e7«w  1  fallen  diese  108  Punkte  zu  je  zweien  an  84  Stellen  zu- 
Hamtucn,  welc"he  wir  nun  auch  auf  der  C&  als  die  84  Punkte  a  be- 
ssoioliuou;  woitor  fallen  fur  /«=  0  die  zugehorigen  108  Punkte  clor  64 
zu  jo  droiou  in  dio  5(>  Punkte  'b>  und  ewdlicli  coincidieren  fiir  J"«=  oo 
dio  108  Punkto  zu  jo  sioben  in^den  24  Punkten  c  der  Q±,  Da  wolle  man 
nun  bomorkon,  dass  allgemoin  168  Punkto  der  6V  mit  gleiclicm  J 
Hich  boi  den  Oollineationon  dor  C74  in  sich  als  goschlossonos  Systom 
pormutioren.  Insbosondoro  abor  folgern  wir:  Dio  84  Punlcte  a  per* 
nmticren  sich  bci  dm  168  Collineationen  nur  tmter  einander,  und  an 

frthron.  (was  cltinn  ft'lr  die  rationalen  reellcn  Punkto  DO  eine  entsprechendo  Fost- 
ackuDpr  nach  gich  ziolit),  BO  worderx  orsichtlich  die  Angaben  dcs  Toxics  olmo 
weitorcn  ZuBtttz  goiieii, 
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G-leiclics  gilt  vom  System  der  SO  Punlite  b,  sowie  endlieli  aucU  von  den 
24  Punkten  e. 

Einer  sogleieh  durchzufuhrenden  Anwendung  lialber  stellen  wir 
ims  auf  Grund  dieser  Uberlegungen  das  allgerneinste  Punktsystem  der 
C74  auf,  das  die  Eigenschaft  hat,  sich  gegentiber  den  1G8  Collinea- 
tionen  geschlossen  zu  permutieren.  Indem  wir  gar  nicht  ausschliessen, 
dass  die  Punkte  dieses  Systems  in  irgond  welclien  Multiplicitaten  coin- 
ciclieren,  benierke  man  liier  nur  soviel,  dass  die  Punktansdlil  eincs  der- 
artigen  Systems  notwendig  in  der  Gestalt 

(1)  168a  +  84)3  +  5Qy  +  24<J 

MMSS  gescJirieben  werden  Jconnen,  ivobei  a,  p,  y,  8  goaisc,  niclit  negative 
Zalilcn  sind.  In  der  That  inuss  sicli  ja  cin  System  fraglichor  Art  aus 
den  vorliin  besonders  charaktorisierten  Systemen  zusam mouse tzeu;  mid 
da  bemcrkt  man  sofort,  dass  wir  auf  die  Anzahl  (1)  gefuhrt  worden, 
wofern,  im  einzelnen  Punkte  a  je  /3;  ini  einzelncn  Punkte  I  je  y  etc. 
Piinkte  des  Systems  vereint  liegen. 

Nun  ist  es  besonders  interessant,  dass  man  aus  der  Thooric  der 
Curven  auf  einer  ebenen  C&  verschiedene  derartige  Punktsystemo  be- 
reits  kennt,  welche  sich  ganz  allgemein  gegeniiber  Oolliiioalionou  der 
GI  in  sich  geschlossen  permutieren  milssen.  Man  bemerko  z.  13.,  dans 
bei  Ausffihrung  linearer  Transformation  ein  Wendepunkt  einer  CA  aul* 
der  transformierten  Curve  notwendig  wieder  ein  Wendepunkt  wird* 
Nun  giebt  es  auf  jeder  Curve  vierter  Ordnung  24  Wendepunkte;  die 
entweder  getrennt  liegen,  oder  auch  irgendwio  teilweiae  coincidioren 
niogen.  Immer  haben  wir  auf  unserer  C^  in  dercn  Wendepunktoii  ein 
System  von  24  Punkten,  wio  wir  wolclie  Systcme  untor  (1)  allgemein 
betrachteten.  Indem  wir  aber  die  Auzahl  (1)  mit  2J  idcntiiicujron, 
folgt  «==/3«=y  =  0;  (J«=3l,  womit  denn  solbrt  dor  Satx  bewioHcn 
ist:  Die  M  Puriltie  e  sind  die  Wendepimkle  ttnserer  (htrve  C*1;  die  c'ben 
dieserhall  auf  der  64,  durchgchends  getrennt  liegen, 

Man  kennt  ferner  in  don  BerCihrimgHpunkten  oiuer  Doppottangonto 
der  0^  ein  Punktepaar,  das  boi  linearor  Transformation  Bteis  wiodor 
in  daa  Paar  von  Beriihrungspunkten  einer  Doppeltawgontc^  tier  tranH- 
formiorton  C±  tlbergeht  Bino  Curve  vierter  Ordnung  aber  hat  SJH  Doppol- 
tangenten,  imd  alao  besitzen  wir  in  don  bes&tlglichen  5(5  UorUhrunga- 
punkten  ein  zweites  Punktsystem  uuBeror  Art  auf  dor  Cf4  der  ^«, 
ludem  wir  aber  die  Anzahl  (1)  mit  5(5  gleichaetsaen ,  int  dio  oinssigo 
Losung  der  MO  entspringenden  diophantischen  Gleichung  in  nicht  nega- 
tives gauzon  Zahlen  cc,  ft,  -  -  *  durch  aw«/S««a$«w«0>  yw^t  gegobcuu 
Dumit  habcn  wir  den  Satss  bowiesen:  Die  SO  PmMe  &  dar  C  sind  dw 
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Hirer  28  Doppeltangenten;  diese  BeruhrungspunJcte  liegen 
also  (als  Punlite  I)  wiederum  durcligangig  von  einander  getrennt. 

Etwas  weniger  bekannt  diirfte  ein  drittes  System  von  Punkten 
unserer  Art  sein,  die  wir  nach  Cay  ley  als  die  sextactischen  Punkte 
der  C4  bezeichnen.  Ilir  Charakter  ist  der,  dass  in  einem  einzelnen 
solchen  Punkte  ein  Kegelschnitt  niit  der  <74  sechs  consecutive  Schmtt- 
punkte  geinein  haben  kann,  womit  von  selbst  gesagt  ist?  dass  die 
sextactischen  Punkte  ihren  Cliarakter  gegentiber  linearer  Transformation 
bewahren.  Man  kann  zeigen,  dass  auf  einer  (74  im  ganzen  84  Punkte 
dieser  Art  existieren*),  und  die  84  Punkte  miissen  also  auf  unserer 
6yd  wieder  ein  System  von  Punkten  darstellen,  die  sich  bei  den 
168  Collineationen  unter  sich  permutieren.  Setzen  wir  aber  die 
Anzahl  (1)  mit  84  identisch,  so  ist  die  einzige  Losung  /3=1? 
a  »  y  =  $  =  0  9  und  daniit  haben  wir  den  Satz  erhartet:  Die  84  Punlde  a 
unserer  Curve  vierter  Ordnwig  sind  die  sextactischen  PunJcte  dersclben; 
Ictelcre  liegen  also  durcfigdngig  von  einander,  sotvic  auch  von  den  Wende- 
flunhten  und  BeruJmmgsjpurilcten  der  Doppeltangmten  getrennt 

Nach  diesen  ersten  Resultaten  gehen  wir  auf  die  Structur  der 
£rlns  zurtick;  wie  sie  oben  p.  374  u.  f.  entwickelt  wurde.  Allen  dort 
aufjgestellten  Gruppen  worden  wir  jetzt  die  entsprechenden  Collineations- 
gruppcn  der  6^  in  sich  gegenuber  zu  stellen  haben  und  gewinnen 
durch  ausfiihrlicho  Betrachtung  dcrselben  eine  Ftille  interessantcr  geo- 
mofcrischcr  Satze  liber  die  0^ 

§  3.     Dio  acht  Wendedreiocke  und  die  acht  6r21.     Answahl 

besonderer  #«. 

In  dor  Q-m  fandeu  wir  seinerzeit  acht  gloichberechtigte  6?7,  doren 
eiiixiolne  auf  dor  Flacho  I/T108  jeweils  drei  Punkte  c  ssu  Fixpunkten, 
hatto.  In  diesem  Sinno  gohorten  zu  der  aus  8  entspringenden  (77 
die  drei  Fixpunkte,  wolche  bei  dcr  ursprfiiiglichen  Lage  des  Polygons 

2        4 

,7'r108  iu  dor  cD-Halbebouo  die  Spitzorj  co  «•  ioo,  -   ?  -?-  abgaben(cf.Fig.88; 

p.  373).  Dioso  droi  Fixpuulcto  wurden  cyclisch  pormutierb  bei  dcr- 
joiiigon  (J&9  die  durch  Wiodorholung  dor  fortan  durch  U  zu  bozcichuon- 
deti  Operation 

(i)  zr^g;;),  (»od.7) 

*)  Man  vorgl.  "bottofti  dor  obigen  Angaben  Oayloy,  Philosophical  Traws- 
actionft  155  (1854)  p.  545,  Die  Anzabl  dcr  Beactactiscfcum  Punkto  auf  dor  all* 
gomotoen  Curve  n*or  Ordnung  iafc  n(l%n  -*  27). 
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eutspringi  Als  Ganzes  betraclitet,  wird  demgemass  das  fragliclie 
Tripel  YOU  Punkten  c  durch  diejenige  lialbinetaoyclischo  Cr2i  in  sich 
ubergefuhrt,  welche  aus  8  und  U  zu  erzeugen  ist  uiid  also  die  Ope- 
rationen 

^'^eL?-iJ;     (mod.    7) 

uuifasst.  Die  acht  Tripel  der  Punkte  c  auf  F^*  onisprecheu  solclier- 
gestalt  den  acht  halbinetacycliscben  #sl,  die  wir  in  cler  tf1(W  vorfandea. 

Indeui  wir  nun  cliese  Verhaltnisse  in  geometriseheni  Gewando 
als  Satze  fiber  unsere  <74  verfolgen  wollen,  kniipfen  wir  an  den  CJm- 
stand,  dass  jede  Wendetangente  die  C\  noch  in  einem  weiteren  Punkte 
schneidet.  So  gewinnen  wir  in  diesen  weiteren  Punkten  von  den 
Wendetangenten  aus  insgesamt  wieder  ein  System  von  2-1  Punkten 
auf  der  <7d;  und  man  bemerkt  ohne  weiteres,  dass  auch  dieses  System 
die  im  vorigen  Paragraphen  oft  gonannte  Eigenschaft  bat,  »icli  gegon- 
ilber  cler  6r168  geschlossen  zu  permutiereu.  Inzwischen  sahen  wir  Hchon 
vorhin,  dass  es  nur  ein  System  zu  24  Punkten  dioser  Art  giebl, 
namlich  das  System  der  Punkte  c,  d.  h.  dio  24  Wendopuukto  Helbsfc. 
Wir  folgern  also  aus  dieser  tfberleguwg  den  Satz:  Jcde  tier  XJ  Wentto- 
tangenten  sclmcideb  unwre  C^  in  cinem  weileren  WendepunUe* 

Auf  Grund  dieser  Verhaltnisse  lassen  sich  die  •  Wencletangcuton 
in  eigenttimlicher  Weiso  zu  geschlossenen  Ivetton  anordnen.  Mag  man 
namlich  von  einom  einzelnen  Wendepunkte  aus  die  zugehorige  Wende- 
tangente ziehen;  sie  schneidet  einen  weiteren  Weudepunkt  auf  (hsr  (^ 
aus,  und  wir  ziehen  nun  sogleich  die  ssu  cliesem  Punkte  gehorondo 
Wendetangente,  Da  finden  wir  als  weiteren  Schnittpunkt  dor  lotssltiron 
mit  der  CVeinon  nouen  Wendepunkt,  (lessen  Tangonte  wir  wuu  gloiclilalls 
den  vorhergehendon  beiden  anbaiigeti.  Da  alle  Punkte  c,  d.  h,  allo 
Wendepunkte,  gleiebbereehtigt  sind,  werdon  wir  auf  diesoin  Wogt^  nacli 
oiner  endliehen  Kald  von  Schnittou  lauiu  erslen  Wen<1epunkte  asiirCick- 
gelangon,  wobei  wir  danu  oino  gau/,o  geschlosaono  Kotta  von  Woutlct- 
tangenten  gessogen  liaben.  Wie  gross  wird  vor  alien  Dingon  ilio  An- 
ssahl  der  Taxigeutcu  Hoin,  welclio  diWe  Kette  ssuHannuonHolswnV  JJeinorko 
man,  urn  hiorUber  m  ontschoidou,  dan«  es  in  dor  Gm  Hielxui  Oolli- 
neationon  giobt,  wolcho  dio  64  dcrart  in  sieh  Uberftlhrou,  daus  dtkr 
KUin  Au^gangspunkt©  unscrer  Kottc  gowJthlto  Wendepunkt  dalxu  or- 
halten  bleibt  Damit  wird  auch  die  botrefFendc  Wen<l<»toiigente  M 
den  fraglichon  Oollineationen  orhalten  bloiben,  und  OB  mlltiuen  ulao, 
wio  man  «ofort  Qborbliokt,  auch  allo  (ibrigen  unsere  Kettc  HUHammcm- 

adcn  Tangonten  resp.  Wendepunkte  durch  dio  fraglieho  </7  in 
ttbergohen.  Nun  ubor  hat  cino  <7t  drei  Fixpunkto  e,  und  alno 
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besteht  die  iu  Kede  steliende  Kette  von  Wendetangenten  (da  sie 
iinnioglich  nur  eine  oder  zwei  Wendetangenten  entlialteu  kann)  gerade 
aus  drei  solchen.  Wir  werden  sagen,  dass  diese  Tangenten  ein  Wcnde- 
dreieck  bilden,  und  baben  nun  der  Anordnung  der  24  Punkte  c  in  die 
acht  Tripel  entsprechend  folgenden  wichtigen  Satz  iiber  unsere  C^ 
aufzustellcn:  Die  24  Wendetangenten  ordnen  sich  in  der  gckenngeichneten 
Welse  in  acht  Wendedreieclte  an,  deren  einzelnes,  als  Ganges  betrachtet, 
~bei  den  Collineationen  einer  'bcstimmten  unlcr  den  acht  gleichberechtigten 
Cr21  erhalten  Ueibt. 

Wir  bringen  jetzt  dadurch  ein  neues  Element  in  die  Entwicklung 
limein,  dass  wir  eines  unter  dieseu  acht  Wendedreiecken  zuna  Coordi- 
n atcn dreieck  -in  der  Ebene  der  C4  zu  Grunde  legen.  Mogen  wir  etwa 
zuvordorst  in  demjenigen  Punkte  c,  welclier  cler  Stelle  o  =  ioo  ent- 
spricht,  die  Wendetangente  an  die  C±  legen  nnd  selbige  als  Seite 
^  tas,  ()  des  Coordinatendreiecks  ansetzen.  Die  beiden  andcien  Punkte 
des  55ii  co  «=»  ioo  geliorenden  Tripel s  sind  diejenigen;  welche  den  Spitzen 
(D  =====  %  und  co  =  -|  entsprechen,  und  es  handelt  sicli  hier  um  Ent- 
schcidung  der  Frage,  welcher  von  diescn  boiden  Punkten  yon  ^x  s=»  0 
tiuf  der  C/4  ausgeachnitten  wird.  Wir  sagon,  dass  es  der  der  Spitze 
G)  «==  -$  entsprecheude  ist,  und  wcrden  im  folgendon  Paragraphen  die 
JlicJitigkeit  dieser  Beliauptung  erkonnen.  Zielien  wir  nun  in  dem  so 
crrcichten  Punkte  die  Tangento,  die  wir  $%  ==  0  ueuuen,  xiud  vervoll- 
ytsiudigeai  ondlicli  das  Oooxdijiatendroieck  durcli  die  dritto  Tangoute 
At  -  0. 

Durcli  dioso  Bestiuunungon  sind  die  Modulfornaen  ^  als  solclie 
erst  bis  auf  iiumorische  Factoren  bostimmt;  docli  wollon  wir  bier 
gleicb  solcho  Vorabredaugoii  troffen,  dass  auch  dieso  lotzteren  als  end- 
^(iltig  imcrt  an^usehon  sind*  Bomcrken  wir  zu  diosem  Endo,  class 
die  ??bewcgKcliou"  Nullpmikte  unserer  Moduln  #«  in  den  vier  Schnitt- 
punktou  dor  Qeraden  ^«=»0  und  dor  C4  unmittelbar  yor  Augen  liegen. 
f-So  sclieji  wir  domi,  class  TOIL  don  vier  ;,beweglicheu"  Nullpunkton 
von  ^j,  droi  boi  CD  —  'loo  im  Polygon  vorcmt  liegen>  mid  da  ohnoclios 
oiu  einfaclier  ^pBtor^  Nullpunkt  ftlr  0t  an  der  betrachtoten  Stelle  ge- 
logou  iwt^  HO  wird,  wio  man  aofort  Uborblickt;  <®*%i  bci  CD  =»  ioo  m 


Amitiheruttg  mit  r7  proportional  som*  Wir  fixiarcn  jeM  unsere 
Mvdulfhrm  dadurch  cnttyuttiy,  dass  wir  fwr  sic  an  der  'betradhtetm  Sidle 
die  Annahtrung  vorschreibcn; 


audcrs    vorfahreu  wit   boi  3%  und  #d,    Hior   gebo  wan  davon 
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aus,  dass  bei  Anwendung  der  tinter  (1)  gegebeneu  Substitution  U 
die  Seiteu  unseres  Coordinatendreiecks  in  leicht  ersichtlicher  Folge 
cycliscli  permutiert  werden.  Fur  unsere  Modulformen  haben  wir  dem- 
entsprechend  bei  Ausiibung  von  U  die  Substitution: 


wobei  die  c  drei  der  Bedingung  c^c^  =  1  geniigende  Zahlcn  sind 
(cf.  p.  694),  im  iibrigen  aber  davon  abhlingen,  wie  wir  die  noch  aus- 
stehenden  numerischen  Factoren  fur  #2,  #±  fixieren.  Lefatcrem  Umstande 
zufolge  iverden  0a,  #d  sick  endgilttiy  dadurcli  lestimvicn  lasscn,  dass  wir 
cti  =«  c2  =  1  sctgen,  woranf  wir  als  Definition  der  Modulformen  #a,  ^d 
diese  haben: 

!  +  7oa,  7^  +  25o>a), 


Die  dritte  Constante  c2  ist  damit  von  selbst  glcich  1  ,  utid  wir  liuboii 
also  der  Operation  U  entsprecliend  die  Substitution: 

(3)  V—  *di      */  —  *«;      V  =  ^i- 

Die  naniliche  tJberlegung,  die  uns   soeben  xu  Fortucl  (i2)  iulirt(?7 
ergiebt  ohne  Muhe  allgemein: 


1  a 

7 


X-.N 

(4)        ^_ 

als  Nalierungswerte  bei  co  ==  too,  Welche  Worto  indesseu  die  liior 
aufgenomnaonen  numerischen  Factoren  x  besitzen7  kBnnen  wir  an  gogeu- 
"wtirtiger  Stelle  nock  niclit  entscheiden. 

Die  Operation  S  tranwformiert  jede  unscrer  drei  Weiulctungentwi 
0^  ssss  0  einzeln  111  sicli;  bei  Ausiibung  von  $  wird  wich  also  ff#  bis  auf 
cinen  numerisclien  Factor  roprocluciercn.  Wio  dicnor  lotztero 


Lst  aus  den  Formelu  (4)   olmo  weiteres   evidcni    Tudom  wir  fitr  c  7 
abktirzend  s  schreibeji;  haben  wir  oltcnbar  S5usaniiwouitiHB<in<l: 

^«(Wi  +  <»sj;    ®*)  "*"  «4w^«(c»jL;    G>a)* 

Durch  Combination  diesor  Formel  mit  (^5)  findon  wir  ludholoH  dio 
Gestalt  derjenigen  terniiren  (}^  wolclio  dur  iui  Anfang  don  J'ara- 
graplien  bcsondorB  namliaft  goinaclitou  lialbuiotiicycliHchon  0^  onl* 
spriclit.  In  der  That  ist  die  Operation  /S^*  Uv  alw  tornaro  SubHiiLutioti 
gegebon  durch: 

(5)  SW:    i«  -  a^"^.  ,    **  ""  J  }  '  1'  ''  ?  ; 

V  mm  ()7    1,    2, 

Hiermit  habon  wir  claim  ssugloich  allo  Sub»tifcuttoncn  dot  WWH  auf- 
geaclmoben,  wolcho  dan  Ooordinatentlreicack  in  wich  tratiaformiori»n* 
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§  4.    Aufstellung  der  GKLeiclmng  der  <74.     Der  reelle  Curvenzug, 

Ohne  sogleich  die  geometrische  Bedeutung  aucli  der  ubrigen  Colli- 
neationen  der  GU8  zu  verfolgen,  wollen  wir  vorab  die  Ergebnisse  des 
vorigen  Paragraphen  zur  weiteren  Verwendung  bringen.  Es  gelingt 
vermoge  derselben  zunachst  ausserordentlieli  einfach,  die  Gleiehung 
f(?i*  #s>  ^"O  der  C±  explicite  aufzustellen.  Von  den  Schnittpunkten 
der  <7d  mit  #2  =  0  lagen  drei  auf  ^  =  0,  einer  auf  #4  =  0,  und  also 
wird  f(g±9  #2;  $^)  fur  $%  =  0  in  a%3^4  ubergehen,  unter  a  eine  nicnt 
verscnwindende  Oonstante  verstanden.  In  entsprecnender  Weise  wird 
fur  ^  =r  0  die  ganze  liomogene  Function  vierten  Grades  f  in  S^3^ 
sowie  endlich  fiir  0±  =  0  in  c%3%  tibergelien.  Wir  durfen  also  fur 
f  die  Gestalt  ansetzen: 


Aber  /«=  0  soil  durcli  ?7;  d.  h.  bei  cyclisclier  Permutation  der 
in  sicli  tibergehen,  und  also  ist  des  genaueren 


wobei  wir  den  sicher  von  Niill  verschiedenen  Coefficienten  a  sogleicli 
mit  dor  Einheit  idontisch  setzten.  Jetzt  iibe  man  /J?  aus;  woboi  f  bis 
auf  oinon  factor  in  sich  tibergolien  muss.  Aber  clieser  Factor  ist 
oiufacli  gleich,  1  ,  da  die  drci  orsten  Glieder  von  /  bei  Anwendung 
von  $  durcliaus  uuver'andert  bleiben.  Somit  ist 


mid  wir  erblicken  olme  weiteres,  dass  d  gleich  Null  sein  muss.  Die 
(Ueiclmng  unscrer  Curve  viertar  Qrdnung  mit  168  Gollincationen  in  sick 
ist  hiwnach,  auf  cin  Wendcdrciectc  *be$ogen,  vermoge  der  Verabrcdungen  (3) 
des  voriyvn  Paragrapkcn  explicit?,  ckvrch 

(t) 


Die  HO  gowonneno  Formel  (1)  wollen  wir  jotzt  asuiiachst  benutzoa, 
utu  dio  untcr  (4)  dos  vorigon  Paragraphen  gemacliton  Angaben  um 
oinon  weifcoron  Bchritt  zu  vervollstandigen.  Man  bercclmet  aus  den 
obon  gemointen  Formeln,  dass  f(f^  ^,  ^4)  boi  o  «—  <oo 
durch 


gcgebon  ist   Nun  soil  /'»*»  0  identisch  d,  h*  unBbhangig  von  co  bestohon^ 
und  das  fat,   <la  «n^0  Roia  muso^  nur  mSgiich,  falb  «/  —  ^/«*«0 
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ist.    Tndem    wir  forfcan   kurz   K   statt   #2  schreiben,    ersetzen  wir   also 
die  Formeln  (4)  des  vorigen  Paragraphen  durch  die  anderen: 


Die  linke  Seite  der  Gleichung  (I)  ist  eine  biquadratische  ternare 
Form  der  ##,  welehe,  wie  wir  schon  sagten,  bei  Austibung  der  Ope- 
ration 8  absolut  unverandert  bleibt.  Gegenuber  der  Operation  T 
bleibt  sie  entweder  auch  unverandert,  oder  sie  erleidet  einen  Zeichen- 
wechsel.  Aber  man  hedenke  doch,  dass  im  letzteren  Falle  auch  bei 
8T9  niithin  auch  bei  ($T)3  Zeichenwechsel  von  f  eintritt,  wahrond 
doch  (5T)3  «=a  1  ist.  Somit  wird  auch  T  die  Form  f  direct  in  sich 
transformieren,  und  wir  folgern  den  spafcerhin  zur  Verwendung  kommen- 
den  Satz:  Die  biyuadratische  ternare  Form  f  wird  durch  alle  1GH  tcrnarcn 
0a-Substitutionen  unverandert  in  sick  transformiert. 

Die  weiter  in  diesem  Paragraphen  angehangte  Besprechung  hat 
wesentlich  den  Zweck;  an  unscre  allgcmeinen  Erortcrun^eu  tibcr  Sym- 
nietrie  cler  Flachen  Fft  Anschluss  zu  bekonimen;  sowie  auch  eino 

gelegentlich  im  vorigon  Para- 
graphen aufgestellto  Bohauptung 
zu  bewoisen.  Die  durcli 


dargestellte  ebene  Ourvo  viertcr 
Ordmmg  bcsitzt  einen  recllou 
Curvenzug;  fiir  welchcn.  oiuo 
eloniontare  Untorsuclmng  iiu 
weyeiitlichen  die  liiomobon  iu 
Fig.  108  angedcutcto  GcHtalfc 
giebt*).  Man  bemerkt,  clasn 
dieaor  reello  J5ug  bei  cycliHchor 
Permutation  dor  #„  hi  «ich  Ubor- 
gef'Uhrt  wird.  Aber  (lurch  dio 
outHprecheudo  Operation  //  wurtlo 
diojonige  Symmetrielinie  dor  Fliicho  I^(JH  in  Hich  fiborgoffihrt,  die  in 
Fig.  86,  p.  370  vertical  durch  <lie  Mitto  der  Figur  ssog;  uud  die  wir 

*)  Yorgl.  clon  zwcitcn  Abschnitt  in  dor  "boroits  p,  it74  gonannton,  kflnslioh 
(Juli  1800)  eji-Bchicticnon  Dissertation  yon  Urn,  Has  kail,  iu  woiohciL*  dio  f/tiir  (J4  <lc« 
Toxtofl  ,,im  projcctivon  Sinno  gobOrondo**  xuwlivfaoho  0"hord«okung  dor  Klxmct  untor- 
sucht  wird,  (KH  liaudolt  8ich  daboi  urn  <lio  ^mmo  Art  von  ttioxnanu^chan  I^lHuhou<(t 
wolclio  Hr.  Kloin  in  Bd,  7  dor  Math,  Ann,  (1B74)  oingoftthrt  hat,  Botmchtun^n, 
die  wir  loidor  im  Text  nioW  woiter  yorfolgoa 
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dann  in  Fig.  89,  p.  377  noch  gesondert  darstellten.  So  haben  wir  in 
Ubereinstiinmung  mit  den  allgeineinen  Erorterungen  (p.  598)  den  be- 
nierkenswerten  Satz  gewonnen,  doss  die  in  Eede  stehende  Symmetrielinie 
sick  in  der  Ebene  der  SK  aitf  den  in  Fig.  103  abgebildeten  Curv&nssug 
iibertragt.  Wir  verfolgen  dies  nun  noch  weiter  ins  einzelne. 

Auf  der  fraglichen  Symnaetrielinie  sind  insgesamt  je  sechs  Punkte 
a,  6,  c  gelegen,  die  wir  in  Fig.  89  durch  Numniern  untersehieden  ' 
haben.  Wir  folgern:  TTnsere  Cd  lesitet  an  sextactisclien  PtmJcten,  Be- 
riihrungspurikten  von  Doppeltangenten,  endlicli  WendepunJden  jedesmal 
seclis  reelle,  die  auf  dem  in  Fig.  103  dargestellten  Zuge  gelegen  sind. 
Thatsaclilich  sehen  wir  diese  dreimal  sechs  Punkte  in  Fig.  103  direct 
vor  Augen  uud  haben  sie  dortselbst  in  derselben  Weise  wie  in  Fig.  89 
bezeichnet,  Ausser  deni  Coordinatendreieck,  yon  deni  wir  ausgingon, 
besitzt  die  (74  sonacli  noch  ein  zweites  reelles  Wendedreieck,  das  in 
Fig.  103  punktiert  angedeutet  ist.  Vor  allem  aber  ubersehen  wir  jetzt 
den  Beweis  des  Satzes,  dass  die  Wendetangente  %  =  0  denjenigen 
Wendepunkt  auf  der  C^  ausschneidet,  welcher  der  Spitze  o>  =  \  zu- 
geordnet  ist.  Thatsachlich  ist  ja  nur  unter  dieser  Annahnie  die  Ab- 
folge  der  Punkte  a,  &,  c  auf  dem  reellen  Zug  der  C±  die  namliche, 
wie  anf  der  Symmetriolinie  in  Fig.  89,  p.  377*). 

§  5.     Aufstellung  der  168  ternaren  Substitutionen.     Zusatzlicho 

Bemerkungen. 

Es  ist  nun  auch  cin  Leiclites  alle  168  ternaren  Substitutionen  der 
#«  oxplicitc  aufzustellon,  nachdem  wir  die  $#  einmal  endgiiltig  fixiert 
habcn,  so  wie  bereits  dio  Gestalt  der  Oporationen  8  und  U  als  #a-Sub" 
ntitutionen  kenuen  lernten.  Alles  wird  Kier  darauf  ankommen;  die 
tormire  Substitution  T: 


(0 

t  +  o^  + 

in  Krfahrung  7Ai  briagon,  die  tlbrigens,  wio  wir  uns  dwelt  blosson 
Anblick  dor  Fig.  103  tiberzeugoii,  noun  durchgehends  von  Null  ver- 
Hchiodono  Coefficienten  besitsst*  Bs  sind  drei  Scliritte,  dio  uns  zur 
expliciton  Koxxntnis  der  Substitutionscoefficienten  in  (1)  ftihren. 

Erstlich.  boweisen  wir  durch  einfacae  Eechnung  die  Ilichtigkeit 

*)  Wir  machen  nooh  befiondors  daranf  aufmorksam,  dase  dio  Aufetellung  dor 
Qleiohung  dor  04  utnabbUngig  iwt  von  der  Annahme,  da$fl  dio  WendotaTigonio 
#x  ««  0  ssur  Spitzo  co  MM  \  fflhrt  (no  daes  al»o  in  dor  Scliluaawoiso  des  Textos 
ntoht  efcwa  ein  Zirkel  vorliogt), 
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der  Congruenz  UT=TU2,  (mod.  7).  Indem  wir  aber  nach  einander 
die  Wirkung  der  beiden  Operationen  UT  und  TU*  auf  die  %a  ausfiben, 
erhalten  wir  die  beiden  folgenden  ternaren  Substitutionen;  die  wir  kurz 
durch  das  Schema  ihrer  Coefficienten  angeben: 


Da  haben  wir  nun,  weil  wir  doch  mit  einer  und  derselben  Substitu- 
tion zu  tlaun  liaben,  die  Ooefficienten  des  ersten  Schemas  einzeln  mit 
den  entsprechenden  des  zweiten  identisch  zu  setzen.  Hierdurch  drllcken 
sicli  ohne  weiteres  sechs  unserer  Coefficienten  in  den  drei  tlbrigen  aus; 
womit  denn  fur  T  die  bereits  mehr  specificierte  Gestalt  gowouncn  ihit: 


(2) 


Fiirs  zweite  benutzen  wir  den  Umstand,  dass  sowolil  TS,  wio 
auch  TS-"1-  die  Periode  drei  besitzt,  und  beweisen  vorab  nocli  auf 
vollig  elementarem  Wege,  dass  fur  eine  termire  Substitution  der  Poriodo 
drei  die  Summe  der  Uiagonalgliedor  mit  Null  i<lentiscla  ist.  ludeui 
wir  also  die  Substitution  (2)  eininal  mit  S,  «odaun  mit  £?""'  eom- 
binieren,  entspringen  ftir  die  Mittelglieder  a,  c,  b  die  beiden  Imearmi 
Oleichungen: 

^a  +  fic  +  ^&c-  0, 


tf  +^6  —  0. 
Wir  linden  claraus  ftlr  a,  e'tmd  &  die  Worto: 

(3)  a  =  £(£--<);      0  —  ftCfi11-*1''),      &  —  *(f*    -*»), 
wobei  wir  unter  k  eino  nock  nicht  nalior  bokanute  endliclio  und 
Null  verscluodene  Zahl  voi*stelien. 

Dor  dritto  Schritt  gilt  ondlich  der  BoBtiuimung  vou  i,  5Ju  deiu 
Zwecko  vcrwerten  wir  den  Uiustand;  das$  T  die  Pci'iodo  /wci  bcttilxt. 
Die  Substitution  (2)  muss  also  mit  ihror  Inversen  idonti«ch  Boin,  und 
wir  haben  domentsprechend  55.  B.  die  Gleiehung  a  ****  Ic  -  *  a\  Hotau 
wir  liier  die  Werte  (S)  em,  so  koaimfc  untor  Bonuto&ung  vou 

(4)  «  +  £  +  &*  -  «»  -  «*—««-,  <  1/7 


nach  kuruser  Zlwischonreclmung  Jc  «•  .   J>^  ^rto  (JwttiU  tier  for- 

.-«  ty? 

/Substitution  T  i$t  sonacU  gcgtihw  (lurch: 
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(5)        T:      -  iyi  ^  =  (ei  —  fi»X  +  (a»  _  «*)  ^  +  (£  _ 

(fia  —  5°)  8L  +  (£    £(J)  ^2  +   (flt  — 

drei  Fornieln;  die  wir  aucli  in  die  eine  zusanimenfassen  konnen: 

Jetzt  ist  es  ein  Leichtes,  durch  Combination  von  (6)  mit  (5)  p.  700 
die  gesamten  168  ternaren  Substitutionen  in  tibersiclitliclier  Form  kin- 
zuschreiben.  Wir  finden: 


Wir  benutzen  diese  Gelegonheit,  um  laier  nocli  ein  paar  zusatz- 
liclie  Benierkungen  anzuschlie$sen.    Brstlich  schreiben  wir 


sowio  allgomein: 

yasssdJ> 

untor  j  ein  boliobigeu  Integral  erster  Gattimg  der  J/T1(.8  verstauden. 
int 


'II  =  Ci  2/t 

mit  von  a)  tinabliangigen  Coofticionton  <3.  -Die  y(Jt  reproducieren  sich 
bei  Anwondung  irgend  ciner  Modulsubstitution  linear  mit  der  Deter- 
minauto  1,  und  ein  Gloichos  gilt,  wie  man  sofort  bemerkt,  von  den 

dya  d*yt 

drei  Moduln    .y,  sowie  auch  von  -%-w  u.  s.  w«,  welche  Systeaie  in  der 

That  die  juliiuliche  Substitution  erfahren,  wio  die  y(X  selbst.  Jetiat  bilde 
man  auB  (8)  durclx  Differentiation  die  vier  Gleichungen: 


far  7/  «.»  o,  1,  2,  tt,  und  oliinmiere  aus  denselbon  die  drei  GkrBssen 
Gu  ^a>  ^i  •  W°  entspringendo  viergliedrige  Doterminaute  ordne  man 

nac'"1  ('dJ**  K$9'"  unc^  ft*1^  dabei  solche  Ooefficienten,  die  zufolge 
ihrer  Determinanteuform  leicht  oreichtlich  gegenilber  alien  Modulsub- 
stitutionen  invariant  Bind.  Da  sieh  aber  diese  Coefficienten  aus  algo- 
braisolien  Fuwctionen  voti  J,  nEmlicli  den  Ableitungen,  der  y*  aufbauon, 
so  warden  sio  selbst  rational  in  3  8ein?  wnd  ateo  genttyen  die  y  dner 

K  I  o  1  n  -  F  r  1  o  k  o  7  Mudul  Cun  etlouoiu  45 
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homogenen  linearen  Differeniialgleichm.g  dritter'  Ordnung  mit  rationalm 
Coefficienten: 


Diese  Differentialgleicliung  1st  von  Halphen*)  und  [Hurwitz**) 
betrachtet  worden,  auf  deren  beztigliche  Abhandlungen  wir  demnacli 
behufs  ausfuhrlicherer  Bntwieklung  verweisen.  Mag  es  gemigen;  weun 
wir  die  explicite  Gestalt  der  fraglichen  Gleichung  hier  noch  ohne  Be- 
weis  mitteilen;  sie  ist  gegeben 


Die  Normalintegrale  erster  Gattung  der  Fm  sind  von  Hur  witz  und 
Poincaref)  betreffs  ihrer  Periodeneigenschaften  untersucht  worclon. 
Wir  wollen  auch  in  diesem  Betracht  das  Hauptresultat  kurz  historisch 
mitteilen,  wail  es  nicht  ohne  Interosse  ist,  benutzen  classolbo  jodoch 
weiterhin  in  keiner  Weise.  AIs  Periodenscliema  (cf.  p.  530)  ftlr  dio 
betreffenden  Normalintegrale  findet  sich  bei  gecignetor  Zerschneidung 
der  jsugehorigen  Bieraann'sclien  Flache: 

i,  o,  o,  *,       *^i,  ~r  \ 
o,  1,0,^1,-^   , 

0,  0,  1,  —  r,  v>  v—  u, 
Darin  liegt,  wie  man  sieht,  der  interossante  SatK,  dass  jedoy  diosor 
drei  Normalintegrale,  far  siclx  genomraon^  oin  olliptisoliee  iwt.  Doun 
seine  samtliehen  Perioden  setzen  sich  aus  nur  zwoi  GrosiHen  gaxussfiahlig 
zusammeii. 

§  6.   Die  in  der  Gm  enthaltonen  Colliiaeationott  d©r  Porioden 

drei  nnd  jawei. 

Da,  wir  nunmehr  Uber  ausreichencle  atialytiBoho  llalfumittel  vor- 
fttgfen,  nehmen  wir  die  geoxnotrischeu  tJborlegungon  dor  §§  a  und  tf 
wieder  auf  and  wonden  tins  xunachst  mv  ausfahrliohou  He»prechung 
der  cyclisclaeiL  Q-$  und  G-9  innerhalb  der  ^g." 


*)  6W  ww<?  ^tMtMoii  di/rtmOUU*  du  btitttm*  wctn,  Matli.  Ann*  B<i,  !sS4  (1884), 
**)  Z76«r  einc  bmndm  homo^n^  Unecvre  Diflto&to&glrt&wy  >  ******.  An». 
J9d.  sse  (1886). 

***)  Httrwitss,  1.  c.  p-  1»0  Formol  (8). 
f)  Hurwita,  1.  c,  p.  1213,  Polnoard  in  d©r  |>*  6$S  atufllhvUoh 
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Bei  Gelegenheit  der  BetracLtung  der  28  Symraetrielinien  auf  der 
Flache  JP16S  (p.  377  u.  f.)  fanden  wir  in  der  (?1G8  28  gleichberechtigte 
cyclische  Untergruppen  Grs,  welche  den  Syminetrielinien  wechselweise 
eindeutig  zugeordnet  siad.  Bei  Ausubung  der  'einzelnen  GB  erschien 
die  zugehorige  Synimetrielinie,  gesondert  betrachtet,  in  sich  verschoben, 
was  wir  noch  besonders  durch  Pig.  89,  p.  377  veranschaulichten.  Zu- 
dem  hatte  die  einzelne  CrB  zwei  Fixpunkte  ~b  auf  der  F168,  und  in  diesem 
Sinne  gehorten  z.  B.  die  beiden  in  Fig.  86,  "p.  370  mit  ^  und  &2  be- 
zeichneten  Punkte  zu  der  aus  U  zu  erzeugenden  G-3}  welche  ihrerseits 
derjenigen  Symnaetrielinie  zugeordnet  war,  die  vertical  dureh  die  Mitte 
der  eben  genannten  Figur  hindurchzog. 

Nun  aber  benierke  man  auf  der  anderen  Seite,  dass  eine  Collinea- 
tion  der  <7d  in  sich,  bei  der  ein  Beruhrungspunkt  b  einer  Doppeltangente 
in  sicli  iibergeht,  notwendig  diese  Doppeltangente  selbst  in  sich  iiber- 
fiihrt.  Daher  der  Satz:  Die  28  Doppeltangenten  unserer  0^  sind  den 
28  GQ  in  dem  Sinne  eindeutig  zugeordnet,  dass  die  einzelne  Doppeltangente 
durch  die  Collineationen  der  mgehorigen  G$  in  sich  ubergefuhrt  wird. 
Ordnen  wir  aber  eine  Gerade  collinear  sich  selbst  zu,  so  giebt  es 
wohlbekannter  Weise  etets*  zwei  sich  selbst  entsprechende  Punkte  auf 
der  Geraden.  Auf  den  Doppeltangenten  liefern  dann  o/fenbar  die  so  ent- 
wpringenden  2  •  28  sicfi  selbst  entsprechenden  PunMe  die  66  PimJcte  I 
dor  C*. 

Indem  aber  durcli  diese  Betrachtung  zugleich  eine  eindeutige  Zu- 
ordnung  zwischen  den  #8  Symmetrielinien  der  2T1(]S  und  den  28  Doppel- 
tangenten der  C&  begriindet  ist,  wollen  wir  hier  insbesondere  diejenige 
Doppeltangente  samt  ihren  Berfihrungspunkten  ausrechnen,  die  der  zu 
U  gehorenden  Symmetrielinie  und  also  dem  in  §  4  gefundcnen  reellen 
Ourvenzugo  dor  <74  (Fig.  103,  p.  702)  entspricht.  Die  beiden  frag- 
lichon  Punkte  &  milssen  sich  unter  den  Fixpunkten  der  durcli  ^"643 
dargostellton  Collmeation  finden.  Setzen  wir  aber  diese  #«  den  ^  pro- 
portional 7  so  finclon  sich  als  solche  Fixpunkte  ausser  dem  nicht  auf  der 
C/V  golcgenen  Punkte  &t :  #$ :  »^  ««  1  :  1  :  1  noch  die  beiden: 

(1)  f,:*:*—!:^:?*!, 

welche  Punkte  Term?3ge  der  besonderen  von  uns  in  Fig.  103  festge* 
haltenen  Maassverhaltnisse  keine  anderen  sind,  als  die  #u  unserem  Co- 
ordinatmsystem  gehUrenden  beiden  imaginftren  Kreispwrikte  <mf  der  un~ 
endlich  fernen  Geraden.  Diese  letzteren  Punkte  liegen  denn.  auch  that-* 
sachlich  auf  der  0^  wie  matt  sofort  bestitigt,  uiad  liefem  m  der 
unendlich  fernm  Gwwten  ctes  Cotirdvnatensystems 

(2)  *i  +  ^  +  ^  —  0 

(als  ihrer  Verbinflmgslinie)  die  gmtchte  #u  U  gehfirmfo 
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Von  hieraus  1st  es  nun  ein  Leichtes,  die  Coordinaten  der  tibrigen 
Punkte  6,  sowie  die  Gleichungen  der  iibrigen  Doppeltangenten  her- 
zustellen.  Wir  haben  zu  deni  Ende  offenbar  auf  die  Coordinaten  (1) 
bez.  auf  die  Gleichung  (2)  geeignete  unter  den  Substitutionen  (7)  p.  705 
auszuuben.  Insbesondere  stellen  wir  zuni  Zwecke  spaterer  Verwendung 
die  Gleichungen  fttr  die  drei  in  Fig.  (103)  p.  702  sichtbaren  Doppel- 
tangenten auf  und  finden  als  solche: 
(3)  ^  (,.  _  ^.y  +  ^  (,•«  -  *-*«)2  +  ^  (+«  -  «-<«)»  -  0  , 

wo  a  nacli  einander  die  Werte  1,  2,  4  annehmen  soil.  Wollen  wir 
alsdann  noch  auf  die  Tier  Gleichungen  (2)  und  (3)  nach  einander  die 
sieben  Operationen  8V  anwenden,  so  liaben  wir  allo  28  Doppeltangenten 
gewonnen.  — 

Wir  gehen  weiter  zur  Besprecliung  der  21  gleichberechtigten  #a, 
die  wir  p.  381  in  der  Gm  vorfanden,  und  deren  oineelue  jodesmal  vior 
Punkte  a  zu  Fixpunkten  besass.  Vorab  haben  wir  gauz  allgoxneiii  die 
Eigenart  ternarer  Oollineationen  der  Periodo  zwei  fostenstollon,  zu 
welchem  Ende  wir  die  nacMolgendc  Betrachtung  anstollen. 

Von  einor  Oollineation,  die  jedo  Gerade  dor  Ebeno  flich  sellwt 
zuordnet;  erkennt  man  olmo  weitoree,  dass  sio  auch  jcden  Punkt  dor  Klbouo 
in  sioh  ttberfuhrt;  eino  soicho  muss  also  die  identi»obo  Oolliuoation 
sein.  1st  uns  also  irgend  eino  Oollinoation  V  dor  Periodo  xwoi  vor« 
gelegt,  so  wird  es  stets  moglicli  sein,  zwei  Gcrado  a»-»0,  &,«•<) 
derart  ausfindig  zu  machen,  dass  sio  clurch  V  in  die  nicht  mit  ilmou 
zusammenfallenden  Gcraden  a'M  —  Q  und  K  —  0  tibor^hou;  und  (lass 
iibcrhaiipt  von  den  vior  so  iixierton  Geradon  koine  sswoi  tlbor  cinandor 
fallen.  Da  nun  V  die  Poriodo  aswoi  bositzt,  so  worclon  umgokolirt  bed 
Austibung  von  V  die  Goradon  ai«-  0  und  l'x  «=»  0  wiedorum  in  ag«»  0 
•uud  la  «=  0  iiborgoljtcn,  und  wir  ontnelnueu  daraus  d'an  ItoMultat,  dans 
der  Schnittpunkt  von  ^«0  und  ai««0?  sowio  axieli  dorjordge  von 
lg  „  o  uflfl  %  —  o  durcli  F  in  sich  selbst  tlbergohi 

Auf  diese  Vorliiiltnisso  grdudou  wir  nun  oino  memo  Ooordinaton- 
bestimnaung  in  dor  zu  Grande  liegondou  JHSbouo.  Die  VorbindungHlittio 
dor  boiden  soobon  fttr  V  gewonnenen  Fixpuukte  sei  #t  ««  0,  wuhrond 
a»»»0  und  6j««0  bez.  die  Boiten  ^«»0  und  ^»»0  dos  iieuout  Co- 
ordinatendrciocka  lieforn  mBgon.  l)io  Oollinoation  V  dttrftni  wir  dana 
unter  Aufnahme  oinew  Proportionalitatsfactors  <i  in  dor  Gentalt 


und  wollou  nun  dor  Fordoruug  Aundruok  gebon,  dans  die  so  aufge- 
flohriobeue  Ovllinoaiiun  die  Veriode  sswei  benitssi  Elite  lololito  Itechuung 
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ergiebt,   dass   dies  nur  fur  I  =  cl  ==  1  der  Fall  1st,   womit  sich   V  in 
der  Gestalt  darstellt: 


(4)  <?#/=  —  xl9     0%2 

Jetzt   sclireiben   wir   unter    erneuter  Anderung   des    Coordinates 
systems  : 


imd  transformieren  clamit  die  Fornieln  (4)  in 
(5)  ty[=  —  yi,     ^2/2=2/2;     <tys—  !fe- 

Auf  Grund  dieses  Eesultate  ist  V  eine  solche  Collineation;  die  man 
als  eine  Perspcctivitdt^)  zu  bezeichnen  pflegt.  Pestbleibende  Elemente 
von  V  siad  einerseits  alle  Punkte  der  Geraden  y^^O,  der  ;?Axe  der 
Perspcctivitiit",  tiberdies  aber  noch  der  ausserbalb  der  Axe  gelegene 
Punkt  7/2  =0,  2/jj  =  0,  das  ,,Centrum  der  Perspectivitiit".  Alle  tibrigcn 
Punkte  perruutieren  sich  zu  Paaren?  und  zwar  so;  dass  die  Verbindungs- 
linie  jo  zwcier  durcli  Feinander  zugeordneter  Punkte  durch  das  Centrum 
y^  _  ?/8  «,  0  geht.  1st  luermit  der  allgemeine  Charakter  der  Perspecti- 
vitiiten  gekeixnzeiclmet,  so  komnit  fur  unsere  besondere  Operation  V  auf 
Grund  von  (5)  noch  die  apecielle  Eigenschaft  hinzu;  dass  je  zwei  eiu- 
audor  zugeordneto  Punkte  durch  den  Schnittpunkt  ihrer  Verbindungs- 
liuie  iiiit  der  Axo  einerseits  und  durcb,  das.  Centrum  der  Perspectivitsit 
aiidrcrseita  voa  einandor  harmoniscli  gctrennt  sind.  In  diesom  Siune 
benonnen  wir  V  alw  harmonisohe  Perspectivittit  und  haben  als  Eesultat 
unserer  nun  boendeten  Zwischenbetracbtmig  den  Satz:  Jede  ColUneation 
der  Periode  #wA  ist  cine  Jiarmomsche  Perspwtiwtat. 

Diesor  Satas  klart  uns  zugleich  im  wesentlichen  fiber  die'  nun  zu  be- 
trachtcnde  geoinotrisdic  Bedeutung  der  21  gleichberechtigten  (#a  auf, 
wolcho  wir  p.  881  in  der  Om  fanden.  Wir  habon  in  dieser  Hinsicht 
oftbnbar  den  Sate:  J)cn  6/2  entsprefaend  geht  mscre  G^  durch  21  harmonised 
PoMpectivitatcM  in  wok  iibcr.  Boi  einer  Perspectivitat  der  (£  in  sich 
bloiben  notwondig  die  vier  Sclmittpunkte  der  bezftglichea  Axe  mit 
dor  QI  an  ihror  Stollc.  Alno  woiter  das  Kesultat:  Die  84  sexfaetischen 
l>urikle  dor  C\  wcrdm  von  21  geraden  Iswicn,  ntimlich  von  den  #u  den 
in  JMc  stehmdcn  PersjpeeUvitai&n  ffcfwrwdcto  Axen  ausgcschntitcn.  Da 
aber  di©  einsselne  C?fi  nur  vier  Fiscpnnkte  auf  der  Flache  Fm  hatto, 
so  wcrdm  dw  »1  Per^0cUvimt$centrm  setter  nicht  mf  der  Qurve  viertw 
Ordmng  gelegm  sein* 

*;  Vergt  z.  B,  Olobsch-Lindemann,  VorUsungen  ttber  Ovomctrie  (Leipssig, 
18TO)  t 
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Hiermit  ist  die  geometrische  Bedeutung  der  in  der  Cr168  enthaltenen 
Collineationsgrupperi  G-s  und  6r2  vollstandig  aufgewiesen*). 

§  7.  Die  in  der  6r16S  enthaltenea  Collineationsgrappen,  Cr0,  6r4  tind  Gr24, 

In  besonders  beziehungsreicher  Weise  gestalten  sich  die  geo 
metrischen  Eesultate  '  des  vorigen  Paragraphen  aus,  wenn  wir  nun 
aucb  noebt  die  28  Diedergruppen  Gr&  (cf.  p.  377),  sowie  die  2*7  Yierer- 
gmppen  G^  tind  Oktaedergruppen  G-u  (cf.  p.  382)  in  .die  Betraclitung 
hmeinziehen. 

Die  einzelne  der  28  gleidiberecitigten  (r;i  erwies  sich  friiher  mit 
drei  versehiedenen  Operationen  V%  der  Periode  zwei  vertausclibar;  wa« 
sicli  uns  geometrisch  so  darstellte,  dass  die  beiden  Fixpunkte  der  <73 
durcb.  die  fraglichen  drei  Operationen  F2  untor  oinander  vertaiascKt 
wurden**).  Wir  werden  jetzt  folgern:  Die  einzelne  Doppeltangente  wird 
durch  drei  unter  den  21  Perspectiritilten  in  sicli  transformiert,  wobei 
dann  die  beiden  Beruhrungsptinfete  derselben  perinutiert  werden*  Jffi>» 
liegen  sonack  <mf  der  ein$d$en  X)o$$eltangente  stvts  drti  Pers^GCtimtlits- 
centren,  und  es  wird  dicse  Tangente  insgesamb  geradc  durch  die  OolKnea- 
tionen  einer  in  der  Cr168  cnfhaltencn  G^  in  sicli  uberyefutirb  ,  in  (Jbereiu- 
stirnmung  uiit  den  Verbaltnissen,  die  wir  friiher  far  die  dor  Uoppel- 
tangente  zugewiesene  Symtjnetrielinio  fanden. 

Die  oinzelne  Fa  beteiligto  sich.  aber  imxner  an.  vier  ver^chiedenon 
unter  den  in  Eede  stehenden  28  gleichbercchtigten  Diodcrgruppou  (i(l. 
Durch  die  einzelne  harmonischo  PerspectivitJit  warden  also  humor  KU- 
gleich  vier  Doppeltangonten  dor  C4  in  nich  tibcrgefCilirt,  so  dasn  wir 
jotzt  umgekehrt  don  Salss  aaazufiprochen  haboii:  'Durch  ("las  dmsdnc  dw 
23.  PerspcclivUdtscentycn  laufen  'inw/esami  je  vier  Doppdhinyvnton  hindweh. 

Wollen  wir  beispiolsweiHO  auf  der  asu  U  gahorcmdoii  durch  (2)  p.  707 
gegebonon  Doppoltangenio  die  drei  PorspectivittttHcentren  beroehiion, 
die  alsdann  den  Oolluieationon  I\  T"U,  T  U*  angohoron  wordoai,  «o 
beniorko  man,  dass  dieselben  offenbar  durch  <lio  droi  imtor  (;J)  p*  708 
gegebenen  reollen  Uoppoltangenten  ausgoHchnitton  wcrdoti.  Durch  Auf~ 
losung  der  beidon  Gleichungon; 


*)  In  aueg'iobigor  Woiae  werden  flTbrigeae  analyti»ch  die 
PotspeotiTitatttttxott  etc.  von  Hra.  H*ikall  in  der  p,  70*2  genannton  Abhtaidluwg 
wntorancht* 

**)  Man  vorgl  die  geomofcri»cliett  KrOrtoruaftgeia  p,  #78, 
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finden  wir  demnach  sofort  als  Coordinaten  der  fraglichen  drei  Centren: 


:   aa  —  £«  —  s~a  +  £—  <af  :   s*  —  £or  —  5—  a  +  £~  "  , 

wobei  «  nach  einander  die  drei  Zahlwerte  1,  2,  4  annehmen  soil. 
Unigekehrt  werden  durch  das  unter  (2)  geschriebene  Perspectivitats- 
centrum  ausser  den  beiden  Doppeltangenten  (1)  noch  zwei  weitere 
hindurchgehen.  Wir  finden,  dass  dieselben  conjugiert  imaginar  aus- 
f  alien;  denn  eine  elementare  Rechnung  ergiebt  als  ihre  Gleichungen: 

-£±a£2a—  fi-»«2  —  0. 


Wir  fanden  oben  (p.  378)  fur  die  einzelne  Cr6  ein  System  von 
vier  Symmetrielinien,  die  sich  gegenuber  den  Operationen  der  Cr6  ge- 
rade  so  verlialten,  wie  die  vier  Syninietriekreise  der  Diederteilung 
n  =  3  bei  den  beziiglichen  Verschiebungen'  der  Kugel  in  sich.  Gehen 
wir  von  den  Symmetrielinien  der  F1LGB  zu  den  ihrfen  zugeordneten 
Doppeltangenten  der  <74  iiber,  so  werden  sich  dort  entsprechende  Ver- 
haltnisse  ftir  die  Collineationen  der  6rQ  zeigen.  Pur  dieselbe  haben  wir 
erstlich  eine  ausgezeichnete  Doppeltangente;  diejenige;  welche  wir 
schon  bisher  der  in  der  6r6  enthaltenen  (?s  zugeordnet  fanden,  sodann 
aber  drei  gleichberechtigte  Doppeltangenten,  deren  sechs  Beriihrungs- 
punkte  diejenigcn  Punkte  &  sind;  welche,  auf  der  FIQ8  betrachtet,  auf 
der  ztir  eben  genannten  ausgezeichneten  Doppeltangente  gehorenden 
Symmotrielinio  golegen  sind.  Wir  haben  alsdann  den  Satz:  Bei  den 
Collineationen  der  in  liede  Mienden  (?6  geht  die  au$ge#eiehnete  Doppel- 
tangmtc  durchweg  in  sich  seTbst  uber,  wahrend  sich  die  drei  gleichberechr 
iigten  Doppeltangenten  auf'alle  seeks  Arten  permutieren. 

Um  auch  hier  ein  Beispiel  anssufUhren^  so  gehort  zu  der  aus  T 
und  U  entspringcnden  6-6  als  ausgezeichnete  Doppeltangente  im  Falle 
unserer  Figur  die  unendlich  feme  Gerade  (2)  p.  307,  wahrend  die  drei 
reellen  Doppeltangenten  (3)  p.  708  die  drei  gleichberechtigten  sind. 
Man  sieht  in  dor  That  in  Fig.  103  p,  702  direct,  wie  sich  dieselben 
bci  den  sechs  reellon  Collineationen  der  (74  unter  einander  permutieren. 
Multiplicioron  wir  die  linker  Seiten  der  dret  Gleichungen  (3)  p.  708 
mit  oinander!  so  kommt  uuter  Forthebung  des  Factors  —  7  : 

(4)    (V  +  -  •)  +  5(V*  +  *  •)  +  6(^4  +  -  •)  +  18^  VA-  0*). 
Diese  Gleicfawg  mrd  offmbar  "bei  den  Oollineationm  der  G^m  swhiiher- 

*)  Durch  die  Punkte  soil  angedeutet  warden,  daae  in  der  einzelnen  Klammer 
nebon  jodes  thatsaohlich  aufgofahrto  Q-lied  nock  die  beiden  andercn  zu  setzen  eind, 
die  aus  ihtu  durch  die  Operationen.  U  tmd  f/a  entspringon. 
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gehen,  und  es  ^v^rd  tin  Gleielies  aucfi  nodi  von  der  Gleieliung  gotten,  die 
aus  (4)  durch  Multiplication  mtt  (2)  p.  707  enispringt: 

^ 


An  Vierergruppen  gab  es  iunerlialb  der  6r1(>8  zwei  Systeine  von 
je  sieben  solchen  G^  uncl  es  beteiligte  sich  die  einzclne  Kj  stats  an 
einer  einzelnen  6rd  jedes  Systems.  Insgesamt  1st  also  F2  mit  weitoren 
vier  Operationen  der  Periode  zwei  vertauschbar,  arid  das  lieisst  nun 
offeubar  geometrisch:  Auf  der  cin&elnen  Her  ,21  Perspedivitatsaxen  llcgcn 
jedesmal  vier  PerspeeUvitatscmtraj  so  dass  wngelceM  diirch  jedes  Centrum, 
vier  solche  Axen  gehen  miissen*  Greifen  wir  cine  ginzeluo  Vierergruppe 
auf,  so  werdon  sicli  die  drei  zugehorigen  Axeu  olfcubar  KU  einem 
Dreieck  zxisammenlegen,  in  dein  jecle  Ecko  das  aur  gegonuberliogCTidou 
Seite  gelaorende  Centrum  ist.  Das  Verlialten  der  Beiten  dioBen  Dreiocks 
gegeniiber  den  Operationen  der  (i^  werden  wir  dom  Vcrlialten  <ler  drei 
Syrametriekreise  der  Viorerteilmig  (I^ig.  ^^;  P-  ^0)  an  die  Heite  KU 
stellen  haben.  Utriyens  werden  sieh  die  $1  Axen  twf  swai  \Veiscn  PH 
je  sielen  solclien  Dreleclcen  msammenordncn  lasscn.  Dieye  2  •  7  Dreioclco 
sincl  dann  ihrerseits  den  2*7  Oktaedergruppen  G$.if  wclelio  wich  iuner- 
halb  der  6r1(;8  findcu;  in  clem  Simio  oindeutig  augcordnct,  dastH  <la« 
einzelno  Dreieck,  als  ganssos  betracbtet,  bei  deu  Collineationen  seiner 
6r31  in  sieh  ilbergeht;  die  Seiten  des  Drciecks  worden  «ich  daboi  auf 
alle  soehs  rnoglichen  Woisen  permutioron. 

Vor  alloni  aber  ist  es  wichtig,  betreIVs  der  sswei  fdyHtemcs  von  ju 
sieben  Oktaedergruppen  C/a,t  noch  die  folgendo  IJ<strachlmijjf  <lurcfr/ai- 
fiiliren:  Imierluilb  der  emzeluen  (3^  wind  vivr  gl<MchbereclilJ^(.o  0'., 
enOuilten,  welelio  nich  boi  Tninslbrniation  durcli  dio  Operationen  dor 
Wa,j  auf  alle  %4  Woiwon  porniutioren.  (Sio  oninproclien  ja  don  vier 
Wurfeldiagonulen  in  der  Oktacjderconliguratioii,  und  diencs  wordon  that- 
Hachlich  durch  die  Oktaodordroluuigen  auf  allc  Woiwon  porniuiiiort.) 
Den  6f'.j  aber  sind  dio  Doppeltangonten  tlor  (I4  ssugoordnot;  also  der  Hat/.; 
Jcder  OJda&tergrmQto  G^  innerhalb  der  </-l(W  ist  ein  Qmdrupd  von 
Doppdtangenlm  mtycordnel,  die  mh  bei  den  (Mlinmtioncn  dw  (J^  auf 
(Me  M  Weiscn  tfermutwrcn.  Die  titt  'Jhppdtanymten  abw  lasscn  mh 
auf  &wei  'vcrsvM&dcne  Arhm,  m  je  mien  Quadrupdn  diescr  Art  anordnan, 
so  dass  ilio  ein&elnc  l)o$pdtanytinte  jedcmal  an  eincm  Quoting/Ml  der  tiwn 
und  an  einem  Quadrw$el  der  andcrn  Art  tdlnimmt. 

•frbor  dio  gogenseitigen  LagonmgflvernaitniHKo  dor  Doppoltangewtcm 
einew  oiuzolucn  Holdion  Quadrupels  gowkmen  wir  nun  leicht  in  Iblgwulor 
Woiso  AufscliluiaB:  Wir  greifen  oino  eincolno  DoppoUangeuto  f  auf; 
wolche  im  Siwno  uuaorofl  soeben  orhaltonon  iteultatoB  ssur  (j 
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Die  zu  t  gehorende  G3  wird  sich  dann  in  der  Cr24  finden;  entspringe 
diese  6?3  etwa  aus  F3.  Auf  t  liegen  insgesamt  drei  Perspectivitats- 
centra,  und  man  beinerkt  sofort,  dass  die  drei  zugehorigen  V2  in  6r34 
enthalten  sind*).  Die  einzelne  F"2  1st  aber  infolge  der  Structur  der 
Oktaeclergruppe  noch  mit  einer  zweiten  6r3  innerhalb  der  6r21  vertausch- 
bar;  so  dass  durch  das  fragliche  Centrum  von  "F"2  noch  eine  zweite 
Tangente  des  Quadrupels  hindurchzieht.  Jetzt  erinnern  wir  uns,  dass 
durch  dieses  Centrum  ausser  i  insgesanit  noch  drei  Tangenten  t±)  t%,  £3 
hindurehziehen,  welch'  letztere  durch  Ausubung  von  VB  und  V^  in 
ti,  /2;  t$  bez.  ft,  t%,  t'z  iibergehen  mogen.  Unser  Quadrupel  ist  dann 
offenbar  eines  von  den  dreien: 

(6)  (*,  fc,  fh  %),     »  — 1,  2,  3. 

Aber  eines  von  diesen  Quadrupeln  wird  mit  dem  unter  (5)  gegebeneu 
gleichberechtigt  sein  und  gehort  wie  jenes  einem  System  von  28  gleich- 
bereclitigten  Quadrupeln  an.  Die  beiden  dann  noch  Ucilcnden  Quadrupel 
(G)  sintl  nun  offenbar  ycrade  diejenigen  leiden  yesucMen,  an  dencn  sicfi  i 


i4  +  <  0  -  (i  4-  <J/7)  W*  +  •  •)  +       -  (W  +  •  •) 


Sollcn  wir  auch  bier  ciu  Beispiel  durchrechnen,  so  wsihlen  wir 
etwa  wiecler  fiir  t  die  unondlich  ferne  Doppeltangente  unserer,  Figur 
und  habon  dcrselbcn  dann  eryichtlich  die  beiden  uuter  (3)  p.  711  ge- 
gobeuon  Tripol  ssuztifilgen.  Siud  dicse  bciden  Quadrupel  etwa  durch 
(^osssO  und  (^Jass»0  dargcstcllt,  so  finden  wir  nach  kutzer  Kechnung 
filr  Qt  und  Qrt  die  auafflhtlichon  Goetalten: 


(?) 


lliermit  faidot  die  geometrisclie  Interpretation  der  Untergruppeix 
tier  f/|,,8,  die  sich  also  (lurch  blosse  Beuutzung  der  Doppeltaugenteix 
und  PerBpectlvitatsaxon  formulieron  liisst,  ihron  Abschluss. 

§  8,   Dio  drei  Arten  TOD  Kegelsohnitten  durch.  acht  Punkte  6* 

Die  llosultato  unserer  bishorigen  Untersuchungen  ttber  die  Outve 
viertor  Ordnuiig  dor  *«  bexmteen  wir  jetet  zu  eiaer  Reihe  fernerer 
Btitwicklnngen,  welohe  un»  sp&torhin  uamentlich  fiir  die  Betrachtung 
dor  Itesolveuteu  dea  Gaioia'sehou  Problems  IBS*0*  Grades  ntltzlich  sein 
wcrdeti* 

*)  Di%  die  Oktaodorgruppe  Urxtergruppen  (? 
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Wir  greifen  irgend  vier  Doppeltangenten  unserer  04  auf,  mulfci- 
plicieren  die  linken  Seiten  ihrer  Gleichungen  mit  einander  und  finden 
so  das  fragliche  Quadrupel  durch  eine  Gleichung  vierten  Grades  dar- 
gestellt,  die  wir  abldirzend  durch  Q  —  0  bezeichnen.  Dem  Viereck 
Q  =  0  'ist  alsdaxm  unsere  Curve  vierter  Ordnung  /•(*«)  —  0  in  dein 
Sinne  emgeschrieben,  dass  die  <74  jede  Seite  des  Vierecks  in  zwei  Punkten 
I  beruhrt.  Aber  man  bemerke,  dass  in  deniselben  Sinne  liberhaupt 
jede  C4  des  ganzen  Biischels 
(1)  Q  +  xf—0 

dem  fraglichen  Viereck  eingeschrieben  ist,  indem  sie  gleichzeitig  das 
Viereck,  ^  =  0  wieder  in-  den  namlichen  acht  Punkteii  6  bertthrt. 
Die  Frage,  die  wir  liier  aufwerfen  wollen,  ist  nun  die,  ob  sich  vielleicht 
irn  Buscbel  der  Ourven  vierter  Ordnung  (1)  doppelt  zalilende  Kegel- 
sclmitte  finden.  Einfach.  gejzahlt  wtirde  ein  solcher  Kegelsclmitt  auf 
dem  Viereck  $  =  0  die  acht  inKede  stehendcn  Punkto  I  ausschneidon*). 

Nun  lernten  wir  im  vorigen  Paragraphen  clrei  besondero  Systomo 
von  Quadrupeln  Q  kennen;  deren  erstes  28  gleichberechtigto,  cloron 
letzte  je  sieben  gleichberechtigte  Quadrupel  umfasste.  ALs  Boispiel 
fto  das  erste  System  haben  wir  fUr  Q  =  0  die  unter  (5)  p.  712  ox- 
plicite  gegebene  Grleicliung  einzusetzen.  Dieses  .speciello  Quadrupol 
bestoht  aus  den  drei  in  Kg.  103  p.  702  sichtbaron  reellen  Doppoltan- 
genten  im  Verein  ruit  dor  unondlich  fornen  Geradon  dor  Ebeno  und 
ist  der  <?e  der  reellen  Collineationen  dor  C\  in  sich  zugoorduet.  Da 
haben  wir  nun  in  der  Figur  direct  vor  Augeu,  dasa  im  zu«ohorigon 
Btischel  der  C^  ein  doppelt  zahlondcr  Kegelsclmitt  onthalton  ist.  In 
der  That  liegon  ja  die  sechs  roollon  Punkte  &;  wio  in  dor  Figar  ango- 
deutet,  auf  einom  Kreiso;  dicser  geht  danw  von  yolbwt  durcli  die  boidun 
in  Betracht  konimondou.  imaginiiron  Putikte  6;  welcho  ja  (lurch  (lie 
beidoii  mmgmEmi  Kroispuwkto  gobildut  worden.  Die  lioehnmig  bo« 
sttitigt  diesoa  liosultat  sofori  Die  Gloiclmiiig  deti  Kogclsclmitls  werdon 
wir  in  der  Gostalt: 


(2)  ^  +  V  +  tf  +  *  fa**  +  Wi  +  *i**)  —  ° 

anzusetzon  haben.  Woiter  tragon  wir  in  (1)  far  Q  und  f  ihro  AXIH- 
drlick©  (5)  p.  712  und  (1)  p.  70*1  cm  und  habon  dtitin  K  in  »olchor 
Weiso  zu  bestimmen,  dass  (Q  +  xf}  dan  Quadrat  der  linkon  Seito 

*)  Dio  allgomomore  Thoorio  dor  Curven  4***  Ordnung  bolohrt  tin»» 
Frage  dea  Textea  in  dor  That  far  815  der  au«  don  Doppaltagcmtett 
den  Qufcdrapel  m  bojahen  1st  5  vergL  %*  U.  Olel)«oh-L£ndem«tn)nf 
(homtri*,  p.  86$$  wir  yerfolgea  dio»  indes  im  Toxto  niohfc 
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von  (2)  wird.  Das  ist,  wie  man  leicht  ausrechnet,  nur  in  einer  Weise 
moglieh,  namlich  fur  ^  =  6,  a  —  3  : 

Q  +  6f=  (^  +  s*  +  ^  +  8*^  +  3*A  +  3  Vl)2. 
TFir  erhalten  also  in 

(3)  *'+  V+  tf+  30*^  +  **+  *A)  -  0 

emen  Kegelschnitt  durch  die  fraglichen  acht  Purikte  Z>,  wwdf  <feey  Kegel- 
sclinitt  gehort  naturlich  seTbst  wieder  einem  System  von  28  bezuglich  der 
G?168  gleicliberechtigten  KegelschniUen  an. 

Noch.  selir  viel  folgenreiclier  wird  es?  wenn  wir  jetzt  die  beiden 
Systeme  von  je  sieben  Quadrupeln  heranzielien,  von  denen  die  in  (7) 
p.  713  gegebenen  Qt  und  Q't  Beispiele  sind.  Auch  liier  findet  sich  im 
einzelnen  Biischel  der  (74  jedesmal  ein  doppelt  zahlender  Kegelschnitt, 
indem  wir  z.  B. 


sofort  bestatigen.  Die  sieben  gleichberechtigten  Kegelsclinitte  gehen 
aber  aus  einem  unter  ihnen  durch  wiederholte  Anwendung  der  Opera- 
tion 8  hervor*).  Also  haben  wir  das  nachiblgende  wichtige  Eesultat 
55Xi  formulieren:  Die  50  Punlde  der  0^  lassen  sich  auf  woei  verschiedene 
Arten  $u  je  aM  durch  sieben  yleicliberechligte  Eegelsehnitle  ausschneiden. 
Die  KegclsehniUe  der  einen  Art  sind  gcgeben 

(4)  s***  +  #***  +  «*  V  ' 

der  anderen  Art 


(5)  e^ta  +  «•  V  +  «*  V—  "-  C^8^^  +  «"M*  +  «"*«*t)  -  0  . 


Wie  die  ssulotsst  botrachteten  Doppoltangentenquadrupel,  so  sind  die 
2  •  7  ftegelschnitte  (4)  und  (5)  den  2  •  7  Oktaedergruppen  $a4  eindeutig 
augoordnet;  und  sswar  BO,  doss  der  eintidne  Kegelsehnitt  durch  die  24  Colli- 
neafionen  seiner  (2^  in  sick  ilbergefifftrt  wird.  Wir  stellen  uaas  aber  Ijier 
sogleicli  auf  den  nocli  allgemeineren  Standpunkt,  dass  wir  die  linken 
Soitew  der  Gleiclmngen  (4)  und  (5)  als  Modulformen  si-ebenter  Stwfe 
(—  4)***  Dimension  auffassea  Merken,  wir  uns  sogleich  fttr  die  spStere 
Anwenduug,  dass  die  einssolne  dieser  Formen  im  Polygon  erstlich 
an  bestimmten  aoht  mit  <»  —  g  Squivalenten  Stellen  je  einfach,  ausser- 
dom  aber  in  alien  Spitssen  je  zweifach  versehwindet**),  aonst  indessen 


*)  Man  bemerket  etwa,  da««  die  Operfttiotien  1,  8^  fi^,  .  .»,  S*  em  Roprasen- 

far  dio  zugehOrigre  O^  abgeben. 
Lnfolge  der  boKUgliohen  Kigeasohafij  der  at*. 


716  HI,  6.    Die  Modulsysteme  ^  und  Ay  der  siebenten  Stufe. 

allenthalben  endlich  und  von  Null  verschieden  1st.  Die  einzelne 
unserer  2  •  7  Modulformen  wird  sidb.  gegenfiber  den  Operationen  ihrer 
Gr21  je  bis  auf  einen  -Factor  reproducieren.  Da  indesseu  die  (?2d  aus 
einer  V±  und  einer  V%  zu  erzeugen  ist;  welch  e  in  V^V^  eine  Operation 
V3  liefern,  so  sieht  man  leicht,  dass  sicfa  die  fragliclie  Form  tei  den 
24  Operationen  l)is  auf  das  Vorzeichen  reprod^tciert.  Wir  warden  spater 
leicht  erkennen,  dass  sie  iiberhaupt  unverandert  bleibt. 

§  9.  Die  Beriihrungscurven  dritter  Ordmang  der  (7t.   Ausgezeichnetes 

System  derselben. 

Ein  besonders  interessanter  Teil  der  Theorio  der  Curven  vierter 
Ordnung  handelt  von  den  BeruJwungscurvcn  dritter  Ordwung  derselben*). 
In  der  Absiclit,  eittzelne  derselben  1'tir  unsere  besondere  0.L  dor  &ie 
naher  zu  betrachten;  bringen  wir  vorab  folgencle  allgcmciao  Siitzo  in 
Erinnerung. 

Wird  eiiie  durch  /==0  dargestcllte  0^  von  der  durch  #=()  ^o- 
gebenen  (73  in  sechs  Punkten  eini'acli  bertilirt,  ao  nemien  \vir  tliu  (1$ 
eine  Berfthrungscurvo  der  0^.  Fiir  eiue  niclit  sserfallomle  (l{  konnon 
wir  stets  Bertihrungscurven  C$  angobenj  jedea  boliobig  aufgogriilVnio 
Tripel  von  Doppeltangenten  bildot  oine  solche.  Aber  os  golingt  leichi? 
von  der  einxelnen  durch  g  —  0  dargostelltou  Berilhrung8-6!$  auw  ein 
ganxes  System  von  oo'*  dorartigen  Curven  ftir  die  CA  auissuatollow. 
Es  gelien  nanalicli  durch  die  seclis  Beruhrungspunkte  von  //«=()  inn- 
gesamt  noch  oo8  Ourven  dritter  Ordnung  der  Ebeno,  da  dio  oinssohic 
C/3  erst  durch  noun  ihrer  Punkto  bewtimmt  ist.  Diesos  WyHtcju  von 
oo*  Ourven  dritter  Ordnung  nclmeidct  auisscr  don  nochs  HorUlirun^H" 
punkten  von  ^7  =  0  die  04  noch  in  oo:*  lemeren  PunkiHOxlupeln^  nnd 
jedes  solche  fiewfyipcl  Uefwrb,  wio  wir  behuupten,  das  Sydvm  rfor  Jtwiilt- 
rungspun&lc  ftfr  cine  gmtHssc.  Jion'ihrungft-Cfi  dw  (Jurvc  martcr  Ordnunt/. 

Soi  numlicli  h  •»  0  cine  boliobige  uptcr  don  oo^  (Jurvtw  dritter 
Ordnung  durcli  die  aocliH  BortihrungHpunkte  von  $**<**(),  so  goht  die 
durch  /^a=a  0  dargestcllte  (^  durch  die  HatutHctiou  swolf  Bcluiittpuuktc 
yon  fssaQ  und  g  «»  0.  Dioworhalb  liinst  meh  vcrmogo  cinor  boknnutciti 
Schluysweiso  der  Geometric  die  liuke  Boito  dor  Qlcichung  A*w«0  in 
der  Gent  alt  darstcllen: 

(i)  »—  AW-/:+B(*).^ 

wobei  A  und  B  ganzo  homogene  Fmmtionon  sswoiten  boss*  dritten 


*)  Man  vorgl,  betroflfs  detsolben  otwa  (JlobHoh-Lindomfttin,  Vwl 
(Jcviwtrie  p.  852,  »owio  <li«  Kntwickhmgou  dbeir  Wnrzelftmctiowoa  dritte  OrUwunK  in 
Wobor,  Tluorto&r  Mtfttfu*  W<wtiimtw  wm  QentftttMb  B  (BorUn,  1370)  t»,  U0, 
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der  drei  homogenen  Goordinaten  sind.  Hier  erblickt  man  nun  aufs 
leichteste  in  B  =  0  diejenige  Bertilir«ungs-(73;  welche  im  Sinue  tinserer 
Behauptung  zur  Curve  ~h  =  0  gehort. 

Nebenher  beraerken  wir,  dass  es  fiir  eine  <74  insgesarnt  64  ver- 
schiedene  Systeme  von  je  oo3  derartigen  Bertitirungscurven  (73  giebt, 
36  von  gerader,  28  von  ungerader  Charakteristik,  wie  man  im  An- 
schluss an  die  Theorie  der  zugehorigen  ^-Functionen  sagt*).  Die 
28  Systeme  der  letzteren  Art  stehen  zu  den  28  Doppeltangenten  der 
C^  in  einer  charakteristisclien  Beziehung,  woruber  man  die  angegebenen 
Litteraturnacliweise  vergleicheii  wolle.  Vor  allem  aber  merken  wir 
uns  nocli  den  Satz:  Zwei  durch  B  =  0  und  g  ««  0  dargestellte  Beriih- 
rungs-Cz  gehoren  stets  imd  nur  dann  demselben  Systeme  an,  wenn  B 
und  g  einer  Qleichung 
(2)  Bg  —  lf—^f 

gewilgen  Jwnncn  odcr,  was  auf  dasselbe  Jiinwiiskommt,  wenn  die  $wolf  Be- 
riihrungsgunUe  von  B  ==  0  und  ^,=  0  auf  einer  Curve  drifter  Ordnwig 
h  =  0  liegen. 

Indeia  wir  jotat  zu  tinserer  speciellen  Cy4  der  $a  zurtlokkehren; 
bemerken  wir,  dass  offenbar  auch  deren  aclit  Wendedreiecke  als  Be- 
ruhrurigscurveu  6Y3  aufgefasst  werden  konnen,  wobei  dann  die  sechs 
Berubrungspunkto  jeder  einzelnen  dieser  Ourven  noch  zu  Paaren  an 
drei  Stollen  c  coincidioreri*  Diescn-  besonderen  Bertihrungscurven  soil 
nun  unsero  iernere  Betraehtung  gelten;  nncl  wir  versehen  nns  dem- 
nacli  vor  alien  Diiigeu  nxit  den  Glcichungoxi  dersolben*  Als  erstes 
Woiulodroieck  nehmen  wir  etwa  unser  Ooordinatendreieck  der  0a>  wel- 
ckoH  also  durch  ^^^  «»  0  dargestellt  ist.  Ein  ssweites  entspringt  aus 
ilmx  durch  die  Operation  H\  aus  dem  so  gewoxxnenen  die  iibrigea 
secliH  durch  Aimtlbung  clor  Oporationen  S,  >Sa;.fc,?  S®.  Urn  die  ent- 
stoliendon  Formeln  in  bequcxaer  Qeslalt  zu  Ixaben,  schreiben  wir 

A  *«,  «•  7#xV<i, 

woboi  clor  Factor  A  linker  Hand  sp&terhhi  mit  der  Discriminante 
dor  Modulfunctionen  i<lenti»ch  gesotizt  werden  soil  und  zur  Verein- 
faolumg  weitorliin  auftroUmdor  Formeln  aufgewommon  wurdo.  Wir 
scliroibon  alndann  woitor  9v(f»l9  ^)  T  ^«>( — ^B?  WiHh*74^);  wobei  v 
clie  Zahlon  0, 1, . . .;  0  durchlaufon  soil*  Eino  kurze  Eechnung  ergiebt: 

4 

*)  Dioso  Bystome  sind  asuotst  von  Hesee  untomcfct  worden;  eiehe  deesen 
Abliandlung:  liber  JMerminantcn  und  ihrc  Anwcndung  in  dor  Greomtrie,  Mbeaondere 
auf  Qwwtft  viwter  (Jrdvwtifo  CrelloV  .Tourn.  Bd.  4,9  (1866).  Wogon  det  Be$&ielm:ng 
«u  don  Thetttfanctioncn  vorgl,  CJebsoh;  Ober  4w  Avw&wlwff  far 

***  dw  Ifoometrte,  On  Jotuna,  Bd*  C8  (I804)t  iowie 
uud  Wobor  1*  c. 
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durch  Nullsetzen  dieser  acht  Ausdriicke  sind  dann  unsere  acht  Wende- 
dreiecke  dargestellt. 

Ftigen  wir  gleicla  noch  an,  dass  diese  acht  Dreiecke  ohne  weiteres 
den  acht  gleichberechtigten  halbmetacyclisehen  6rgl  zugeordnet  sind, 
wie  wir  denn  schon  wiederholt  sahen,  dass  Atf^  ?  als  Modnlform 
7ter  Stufe  gedeutet,  bei  alien  Operationen 


tinver'andert  bleibt.  Bei  den  168  Colliaeationen  der  #a  bilden  die  in 
Rede  stehenden  8  Dreiecke  eine  Perinutationsgruppe  I'T168,  als  deren 
Erzeugende  wir  uns  merken: 

CD,),    ^C^  +  msi,^)  — 


wobei  in  den  beiden  rechts  stehonden  Gleichungen  die  Indices  mod.  7 
zu  nehmen  sind. 

Es  drangt  sicb.  nunmehr  die  Frage  auf,  scu  wieviel  verscliiodoneu 
unter  den  64  Systemen  von  Berilhrung«-C3  die  acht  Wondodreiocko 
gehoren.  Sie  sind,  bchaugten  wir,  alle  in  dcm  ntimlichen  Hysteme  cnthalten* 
Wir  zeigen  dies  ohne  weiteres,  indem  wir  bemerken,  dass  tansere  6  die 
folgende  Identitat  befriedigen: 

(5)  —  iA*.  -A*f  —  W(««)-  C^*^4  +  *J^4 
h  dabei  abkiirzend  in  der  Bedentung  gebraucht: 

(6)  /*„(*«)  —  *&*4  +  rf1  V*i  +  fi5*^^ 

Es  giebt  also  flir  tinnoro  bosonderc  04  der  &«  ein  au»gei>?olcla)ctes 
System  von  Bortlhrungscurron  drittor  Ordnung*),  duHjowige,  wolchos 
unsere  acht  Wendedreiocko  in  Bich  enthSli  7tf«iw  Hyste.m  von  Curvcn 
dritfar  Ordnmg  h  -•  0  ,  rfas  tn  .s^nm  fyywGgKchen  tfvhntttyunkfan  mit 
der  64,  £ie  lieruhnmgsjpunJ&t$G%lupd  filr  uns&r  in  Jffccfc 
von  Beruhrmgs~C%  ausschneidct,  wcrden  wir  im  An$chlm$  cm  (5) 


(7)  KO  —  ^ir^^  +  x&i 

In  der  That  bomerkt  man  sofort  durch  directo  Ilechnuug,  da»«  jedo 


")  und  zwar  von  goraclor  Cfauwraktortatik,  well  uonub  oine  der  28  Doppeltaw- 
gonten  vor  don  audoron  auBgozoichnet  eoxa  m«syto,  wan,  mo  wit  ^i«»on,  "boi 
unserer  Curvo  »ieht  dor  Fall  Set* 
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der  durch  (7)  gegebenen  oo3  Curven  dritter  Ordnung  mit  unserer  O4 
in  den  Ecken  des  Coordinatendreiecks  der  #a?  wie  es  sein  muss,  je 
zwei  Schnittpunkte  geniein  hat.  Die  gur  einzelnen  Curve  Ji(#a)  =  0  ge- 
Tiorende  Seruhrungscurve  dritter  Ordnung  ist  dann  durch 

(8)  A^  =  —  V*L  VA  +  OiV  +  •  0  —  2(«i*s*aa*4  +  -  •) 

-[(2^-O*L*a*  +  --]-0 

gegeben,  wobei  wir  die  fiir  die  linke  Seite  dieser  Gleiehung  eingefiilirte 
Abkurzung  A#  in  tlbereinstimrnung  mit  Formel  (5)  wahlten.  Wirk- 
lich  zeigt  man  ja  sofort  durch  directe  Rechnung  das  identische  Be- 
stehen  der  Gleichung: 

(9)  —  i  A^  -  A<7  «  #  —  (x**^  +  Hf^  +  K*,^  .  f. 

Wie  sich  hier  die  Gleichungen  (3)  nnd  (5)  unter  (7)  und  (8)  sub- 
sumieren,  wird  man  sofort  iiberblicken.  —  Fur  Gleichung  (7)  machen 
wir  ondlich  noch  die  zusatzliche  Bemerkung,  dass  wir  natiirlich  an 
Stelle  von  Ad^  =0  jedes  der  sieben  anderen  Wendedreiecke  gerade 
so  gut  zuin  Ausgangspunkte  fur  die  Construction  eines  Netzes  von  (73 
hatten  machen  konnen,  das  dieselben  Punktsextupel  auf  der  (7A  aus- 
schiJteidet  wie  (7). 

§  10.    Emfiihrting  des  Modulsystems  der  Ar. 

Die  Entwicklungen  des  voraufgehenden  Paragraphen  warden  be- 
sonders  folgenreich,  falls  wir  die  $a  nxm  wieder  als  Moduln  der 
siebonten  Stufo  ansehen  pollen,  Dieser  Annahme  gemass  werden  wir 
jf(#^)  mm  0  zu  sotzen  haben,  und  damit  entnehmen  wir  aus  den  Glei- 
chungen (5)  und  (9)  des  vorigen  Paragraphen  durch  Wurzelziehung: 


Bs  zeigt  sich  sonach,  dass  die  Producte  "/doo  •  V$v  9  sowie  gatiz  all- 
gemoin  ]/isoD  •  Vff  Moduln  der  siebenten  Stufe  sind.  Da  knttpfen  wir 
nun  unsero  weitore  Entwicklung  an  die  Frage,  ob  vielleicht  dasselbe 
von  den  Factoren  y$#>  ,  y$v  etc.  einzeln  gilt.  Thatsachlich  werden 
wir  diese  Frage  im  bejahonden  Sinne  zu  beantworten  haben:  J)ie  frog- 
lichen  Wactorcn  sind,  auch  einteln  genommcn,  eindeutige  MoMformm, 
*md  #war  sotche  dor  7tQtt  Stufe^  welches  letztere  wir  tlbrigens  erst  durch 
Aufnahmo  dos  Bestandteils  A  in  die  Formeln  des  vorigen  Paragraphen 
bowirkt  haben. 

Die  geschehono  Behauptung  brauchen  wir  ersichtlich  nur  fiir  eine 
einsselne  unter  den  GrSsson  ]/^;  etwa  fttr  y8&  zu  beweisen;  danait 
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gilt  sie  dann  zugleich  fttr  alle.  Wir  gehen  zu  dem  Ende  auf  die 
erste  Formel  (3)  p.  718  zurttck  und  interpretieren  im  Anschluss  an 
dieselbe  ^^A""1  als  Modulform  siebenter  Stufe  secbster  Dimension, 
um  insbesondere  die  Null-  und  Unstetigkeitspuiikte  derselben  auf  dem 
Polygon  F1QQ  aufzuzahlen.  Aber  es  ist  erstlich  jedes  #<*  im  einzoluexx 
Punkte  c  einfaeh  Null,  wahrend  A  dortselbst  je  siebenfach  verschwindet. 
tTberdies  kommen  noch  diejenigen  zwolf  Nullpunkte  hinzu,  welche  v.on 
den  Schnittpunkten  der  <7d  mit  ^^  ==  0  herrtlhren.  Bei  der  be- 
kannten  Lage  der  letzfceren  ziehen  wir  soglcich  zusammenfassend  den 
Schluss:  0i*t*i  A-1  wird  in  den  24  Puncten  c  je  vierfach  uneudlich,  aus- 
genommen  die  drei  Eckpunkte  des  Wendedreiecks  A<5oo  —  0,  in  welchen 
letzteren  die  in  Rede  stehendc  Grosse  endlich  und  mclit-verschwindend 
bleibt;  das  letztere  gilt  dann  von  ^^^A-1  zugloicli  in  alien  ubrigen 
Punkten  des  Polygons  -F1C8. 

Wenn  wir  nun  im  Anschluss  an  diese  "Dberlegung  von  /s^^A"-1 
durch  Wurzelziehung  zu 
(2)  A0 


iibergehen  (welche  Bezeichnung  wir  an  Btolle  von  "l/tfoo  eiufOliron), 
so  haben  wir  damit  naclx  iokwmton  Satsson  eino  eindeutige  Modulform 
dritier  Dimension  dofiniort*),  wclche  rich  boi  Operationou  dor  Ilaui)l- 
congruenzgruppo  siebenter  'Stufe,  vielleicht  vom  Keichen  abgosohon, 
reproduciert.  Inzwischen  wordeu  wir  spator  noch  sohon,  (lass  die 
Modulform  A0  gegeniiber  don  genaimten  Oporatiouou  direct  unvorruulort 
bleibt?  und  wir  benenwen  sic  in  dienom  HiniKJ  Holiou  jotat  tils  ulnen 
Modul  der  siebent&t  UStuft.  Ujuter  Vorbohali  <lioBOs  loi*tereu  NachwoineH 
hat  sich  sonach  unsere  obigo  Bohauptung  bctreffn  der  "|/f/  bcyttitigt.  — 
Far  die  niichstcn  Entwicklungcu  ist  OH  UbrigenH  lunreidiond,  in  A0 
unddamitinden  ]/ff  Ubcrhaupt  (eindeutigo)ModulilornioiuwkaiHit«iihabett. 
Die  Modulform  A0?  mit  dor  wir  uns  jotet  wtiitor  beHchiiffcigou,  itft, 
wie  aus  der  bishorigen  tfborlogmig  olmo  woiteros  liorvorgofit,  in  fan 
21  von  den  Itickywrikten  dcs  Coordinatmdmcfcks  der  $#  wwJiMhtian 
Pmhfan  cjo  ttmifach  mendlich,  in  alien  tibrigcn  Punktan  der  J<\Mf  die 
drei  wicksttindiyen  1'unMc  c  tinycscMo&wn,  armist  $hh  A0  endlich  und 
nicht-verschwindend*  Pass  A0  cimr  von  acU  yltiMcm'Miykn  Moduln 
istf  welcJie  den  acht  Wmdedmcclwn  und  damit  den  aotti  Wal  c 
tsugeordnet  sind,  wird  man  wogloiclx  ilborblickon, 


•)  Man  bomerlce  %.  BM  <las»  A04  A  rnno  Modnlfunction  7^  Btufo  iw 
nur  in  don  SpitKcni  do«  Polygon*  0  odor  oo  wkdj  damgem&«e  l»t  bokawntllch 
(cf.  p.  059)  "j/AA/  Modulfunotion  uaA  al«o  Aq  Mocluifonw, 
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Welter  wird  man  es  baldigst  als  fundamental  anerkennen,  wenn 
wir  unter  alien  ferneren  Moduln  ]/#  gewisse  drei  naher  in  Betraeht 
ziehen,  die  wir  etwa  durch  Riickgang  auf  (8)  p.  719  einftihren.  Indein 
wir  3c0=l,  ^1=^=^=0  setzen,  gewinnen  wir  in  ]/g  -wiederum 
den  Modul  A0.  Nehmen  wir  jetzt  ein  zweites  Mai  ^  =  1,  sodann  ^  =  1, 
endlich  x±  =  1  und  jeweils  die  drei  anderen  Grossen  verschwindend, 
so  reihen  sich  deinentsprechend  dem  A0  die  drei  weiteren  Moduln  an: 


Was  zunachst  die  gruppentheoretisehe  Stellung  dieser  Moduln  angeht, 
so  sieht  man,  dass  sie  sich  von  einer  Einheitswurzel  abgesehen  gegen- 
iiber  der  Operation  S  reproducieren,  durch  U  aber  permutiert  werden. 
Wir  schliessen  sofort:  Unsere  G-rbssen  gehoren  einem  System  von  24 
gleiclibereehtigten  Moduln  an,  die  sieh  in  acht,  den  6r21  sugeordnete  Tripel 
gerlegen.  So  gehoren  die  drei  Moduln  (3)  rnit  A0  zur  niimlichen  <?21 . 
Die  vier  Grossea  AY  sind  bisher  nur  erst  bis  aufs  Vorzeiehen  be- 
stiramt,  und  um  in  diesem  Betraeht  eine  besondere  Auswahl  zu  treffen, 
werden  wir  vorab  fiir  A0  ini  Anschluss  an  (2)  p.  702  die  bei  o> 
gultige  Annaherujig  festsetzen: 

(4)  A0  = 

wo  K  die  schon  in  den  eben  citierten  Formeln  (2)  p.  702  enthaltene 
numerischo  Constanto  ist.  Eine  analoge  Festsetzung  fiir  die  drei 
anderea  Ay  aber  moge  man  aus  den  Formeln: 

/"r'N  1  **9  2  ^«l  4  ^1 

/\Q  *4  0  *3  0  S 

entnohinen.  Diesolben  entspringen  aus  (2)  und  (3)  unter  Rtlcksicht 
auf  /*(0<0  »«  0  Bohr  leicht  bis  auf  die  Vorzeiehen.  Indena  wir  aber 
die  letfcteren  wio  in  Formel  (5)  wahlcn,  sind  die  Ax  nun  in  der  That 
ondgilltig  bestimrnt, 

Ihrorseits  bojiutsaon  wir  jetiat  die  Formeln  (6)  weiter,  um  bei  dem 
bokauuton  Verhalton  von  A0  und  &<*  die  Null-  und  Unstetigkoitspunkte 
der  droi  anderen  Ax  auf  dom  Polygon  in  Erfahrung  zu  bringen.  Wir 
finden  nach  kur/.er  Betrachtung:  In  den  Pmtcten  c  wird  Ax  je  dojppelt 
unendlich,  ausgonommen  allein  die  drei  ISelcjpurikle  C&  de$  Coordinatm- 
dreiecJcs**);  Ax  wird  namtich  im  Punkte  cv  einfach  oo,  im  PunJcte  c^r 
#wcifach  oo,  wahrend  es  im  Punhtc  c*Y  im  Grade  drei  verschwindet. 
In  allon  ilbrigon  Punkten  des  Polygons  ist  aber  Ay  endlioh  und  von 
Null  verschicden. 

*)  o^  soil  der  Berflhnmgsp'ankt  det  Tangonte  ^  «•»  0  dor  6\  »einw 

,  Modulfunoticmon,  40 
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Eine  noch  gleiehniassigere  Auffassung  dieser  Verhaltnisse  bilden 
wir  uns  dadurch,  dass  wir  die  vier  Moduln  Ax  in  alien  24  Punkten  c 
je  mit  einem  zweifachen  Unstetigkeitspunkte  behaftet  denken.  Man 
beinerkt  sofort,  dass  bei  dieser  Auffassung  jedes  Ay  insgesamt  seeks 
Nullpunkte  auf  dem  Polygon  besitzt:  und  zwar  liegen  dieselben  filr  A0 
gu  Paaren  in  den  drei  Purilcten  cy,  walwend  fur  Ay  (niit  y  =  1,  2,  4) 
ein  jNullpunJct  l>ei  cy,  die  ubrigen  filnf  lei  c2y  vereiwt  liegen.  Abgesehen 
yon  den  clainit  gekennzeiclmeten  Null-  und  Unstetigkeitspunkten  gicbt 
es  aber  auf  dem  Polygon  keine  weiteren  fiir  unsere  Modulformen  Ax. 

Nunniehr  bilde  man  sich  mit  beliebigen  Oonstanten  #  don  Ausdruck 
(6)  ^0A0  +  flfiAj,  +  ^A2  +  %A4 

und  dividiere  selbigen  durch  A0.  Der  Quotient  wird  ciue  algobraisclxc 
Function  der  JP1(!8  darstellen,  und  sswar  eine  sololie  mit  soclis  Unstetig- 
keitspunkton,  sofern  %;  %,  ^  von  Null  verscliiedcti  sind.  ZuglcicK 
bemerkt  man,  dass  die  fragliche  Function  nur  dann  mit  eiucr  Con- 
stanten  (namliclx  0)  icleutisch  sein  kann;  wenn  alle  vier  %  =  0  siiid; 
die  vier  Ay  sand  also;  wie  wir  sagen  wcrden,  linear-uiiabliangig.  In  ((>) 
Jiaben  wir  ctemgcmass  ein  System  wn  oo!J  Moduln  siebenler  fSitt/b  mit 
seeks  leweylichen  NuUpunJ&ten  gewonncn,  und  "letetere  l^unldscxtu^d  bildm 
(urn  die  BeaeicJinuugsweise  von  p.  562  u.  f.  au  brauchon)  cine 
VollscJiaar.  Diese  Schaar  ist  uns  iiusserst  bekannt;  indom  wir 
auf  Grund  von  (5)  in  dom  mit  Null  identiscli  gesetssten  Ausdruck  ((>) 
die  A  durch  die  ^  ersetzen,  gelangen  wir  2iu  dor  unter  (7)  p.  71  H  go- 
gebenen  Gleichuug  7t(^«)  «-  0  zurttck.  Bei  der  Bedoutung  dicker  lotsstoron 
Gleichung  folgt  ohne  woiteres:  Das  Hy&hm  der  Null/purilctft  von  ((>) 
erscheint,  auf  der  Ct{  IdraeJUet,  direct  mit  den  IJcriflwunfftymrikteffilMjpGln 
unseres  ansc/Gzeichnefan  Hystems  dvr  'Ikrilhrungs-O^  wtentitsch.  Man  wird 
os  also  als  Kwook  dor  Euifflhrutig  des  ModubyHtenus  dor  Ax  botseiolaiou 
dilrfen;  dass  wir  vonnogo  diesor  Grossen  die  oft  gonannto  cx>!l-iaclic 
Schaar  von  BorilhrungB])uukti3oxtuj)eln  in  der  einfacliatou  Woisc;  wilni- 
lich  durch  Nullscteen  des  linearcn  Ausdruck»  ((>)  ssur  Dar^tolhrng  briugen 
kGnnen. 

Von  don  mannigfachon,  hierau  knttpfondon  Folgermigon  boliandelti 
wir  /.uvcjrderst  diejemgea,  welcho  tuna  asu  don  Formeln  dos  vorigoa 
Paragraphen 


§  11.    BeziehTmgon  zwisclien  y&  unci  Ax.     Das  Bubstitutioneftystom 


Naolulom  sich  ffoobon  fllr  di^  Dttrntollung  der  oo'-faclioii  Vollrietiatur 
der  oft  genannten  Puuktoottupel  beroitn  (Jie>  vi^r  OrO»§Au  AK  al«  bin- 
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reichend  erwiesen  haben;  ziehen  wir  eine  beliebige  unter  den  Modul- 
foriaen  Yg  heran.  Die  sechs  Beruhrungspunkte  der  durch  g  —  0  ge- 
gebenen  Beruhrungs-C3  (cf.  Forniel  (1)  p.  719)  liefern  die  Nullpunkfce 
der  Form  ]/#,  und  letztere  bilden  also  eines  der  Punktsjsteme  der 
geineinten  Schaar.  Hieraus  entnimmt  man  rnfihelos,  dass  sich  ~\fg 
in  der  Form  (6)  darstellen  lassen  muss,  und  in  der  That  zieht  man  aus 
den  Formeln  des  vorletzten  Paragraphen  nach  kurzer  Rechnung: 

Darin  sind  die  speciellen  Formeln  enthalten 


*       A0  +  £—  A,  +  r-»»Aa  +  *~d"A4, 

die  (ibrigens  direct  aus  (5)  p.  718  hervorgehen.  Ihnen  0ufolge  stdUn 
sich  die  acht  Grossen  Yd  in  den  vier  Ay  vermoge  eincs  Jacobi'schen 
Schemas  dar  (ef.  p.  645).  Wie  tibrigens  beim  "UTbergange  von  d  zu 
YS  die  Vorzeiclien  dieser  Moduln  siebenter  Stufe  gewahlt  siiad;  geht 
aus  den  rechten  Seiten  der  Gleiehungen  (1)  hervor. 

Durch  zweclonassige  Combination  der  Formelu  (1)  gelingt  es, 
umgekehrt  die  Ax  durch  die  Wurgeln  ]/tf  dargustellcn,  und  zwar  in  der 
Iblgcndou  Weise: 


(2) 


7  A, 
7Aj, 
7  A, 


wobei  die  Summenzeichen  sich  auf  v  beziehen  und  tiber  die  Werte 
0,  3  ,  2,  •  •  -,  6  ausHudehnen  sind,  Andrerseits  kommen  die  folgenden 
filr  die  Y^  besteliondon  Identitaten: 


Gege&ttber  den  homogenen  Modulsubstitutionen  bilden  die 
oino  Permutatiowsgruppe,  box  der  jedocb.  auch  Zeichenwechsel  der  ein- 
Kelnen  Gr&ssen  eintreten  werdqn.  Die  Orduung  der  so  entspriugeEden 
Gruppe  wird  ttbrigens  nicht  168,  sonderw  2  •  168  sein.  In  der  That 
habon  wir  ja  nun  wait  Modulformen  ung&rad&r  Dimension  zu  thun?  die 
also  bei  Austlbung  der  homogeaen  Operation  T*  emen  Zeichenwechs^l 
erfahren.  Hiermit  orhalten  wir  auf  Grutid  der  Formeln  (2)  und  (1) 

46* 
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zugleich  fiber  das  Verhalten  der  Ay  bei  homogenen  Modulsubstitutiouen 
Aufschliiss.  Ein  transformiertes  Ay  drucken  wir  Unear  diircli  die  per- 
mutierten  J/tf  ,  i.  e.  durch  die  Tirspriingliehen  ]/d  aus;  letztere  aber 
ersetzen  wir  nach  (1)  durch  lineare  Combinationen  der  ursprttng- 
liclien  Ay.  Also  der  Satz:  Die  vier  Moduln  Ax  r&producieren  sich  gegcn- 
uber  homogenen  Modulsulstitutionen  linear*}.  Ddbei  warden  sie  ober  im 
Gegensate  m  den  0a  als  Modulformen  ungemder  Dimension  einc  quaternare 
Substitutionsgmppc  der  Qrdmng  2  •  168  lilden,  die  mit  der  homogenen 

* 


.  ice 


Urn  das  Substitutionssystem  der  Ay  zu  berechncn,  mtissen  wir 
etwa  die  Wirkung  der  beiden  in  (1)  und  (2)  p.  57  fixierten  homogenen 
Substitutionen  S  und  T  auf  die  Ax  bestimmen.  Hier  bietct  zuiiiiclist  8 
nicht  die  geringste  Scliwierigkeit.  Ba  d^  gegenaber  flf  invariant  ist, 
so  kami  A0  lioclistens  nock  einen  Zeichenweclisel  erfahron;  indessen 
wird;  wie  man  unter  Gebrauch  der  N'uherungaforrnel  (4)  p.  721  leiclxt 
sielit,  aueli  A0  direct  unreriindert  bleiben.  Nun  cntspringfc  weitcr  das 
Verkalten  von  A1?  Aa,  A(1  aus  (5)  p.  721  miter  Benutzong  des  ent- 
spreclienden  Verhaltens  der  ^;  wir  fiudea  ssusammenfassond: 

(4)       S:     V  —  AO,     V  —  r-^i,     A/^^^A,,     A/  —  *-^- 


Umgekehrt  folgt  hieraus  tinier  Gebrauch  von  (1)  fur  dio 


EStwas  umstjindlicher  iat  die  Bestimmung  dor  quatornuron  Sub- 
stitution T.  Wir  schreiben  tins  Huvor<3ei\st  fftr  dio  Wirkung  von  .7' 
auf  I/if  aus  (4)  p.  718  die  naclifolgondon  Annutzo  ab: 


woboi  dio  <?«  die  liedeuturig  von  +  I  odc*r  —  1  haboih  Jlior  inl,  wio 
wir  ssuwuchst  beliauptoi^  <?,  ««  ^  ««  ^,  «*»  <3-  Xum  BOWOIHO  Atilnolimon 
wir  aus  (I)  p.  723  uiul  (5)  p.  721  : 


*)  Die  Jinoato  Eeproduotion  <Jor  Ay  liU^t  »ich  aucli  a.us  un«cr<m 
allgemeinon  Krflrtorangon  p,  564  tu  £  fol^om,   Mun  bomorko,  thw*  di« 
Sofeftajr  dor  Nullpuaktayisteine  von  (0)  p.  738,  als  au»gosioiok««t»  l>d  dcsti  1CW  Oolli* 
neationon  <lor  (74  lu  »ich  \1borgftUt, 

**)  Man  boftobto  bier  aUonlbalbctn  tlio  Analogic  dor  gogcwwftrUgon 
lungon  au  denexi  ttbor  dio  f(inft0  Stuftj  (p.  (MB  ti,  I.).    Wk  wor<l«n  auf 

fm 
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wah.rend  wir  auf  der  anderen  Seite  identisch 


haben.  Jetzt  setze  man  in  der  letzten  Gleichung  o  =====  a'oo,  wobei  von 
den  drei  in  (7)  enthaltenen  ^-Quotienten  der  zweite,  ~,  in  der 
hochsten  Ordnung  oo  wird,  so  dass  der  Wert  des  Ausdrucks  (7)  eia- 
fach  £2  wird.  Andrerseits  gewinnt  man  aus  (5)  p.  705  fur  die  in  (6) 
enthaltenen  0«  die  Proportion.: 

"i  •  <  :  *t  =  («*  -  «")  :  (*'  ~  fi5)  :  («  -  *")  » 
woraus  sich  sofort  berechnet: 


Also  lautet  (8)  lur  CD  «»  ioo  cxplicite 

1  +  <r-i(a  +  a«)  +  «~V  +  «")  +  *~  V  +  «*)  =  -  7 '  «* '  '^7' 

wo  nun  weiter  durclx  Ausrecliniing  der  liuken  Seite  et  -»  e  enispringt. 
In  geimu  analogcr  Woise  iindet  man  %  =  <?  und  ^  =  e.  Den  Wert 
von  e  abor  bestinimt  onan  auf  Orund  einer  schon  ofter  durclige- 
fCLlirfccn  tfbferlegung  durch  die  Fordcrung,  dass  ST  erst  sechsmal 
wiederkolt  die  Identitat  giebt.  Es  findot  sich  so  c  —  +  1  und  damit 
als  Permutation  T  der  ]/*  in  fertiger  Form: 

(9) 

Nun  vorfaliron  wir  nach  der  obon  angegebenen  Yorsehrift.  Wir  drftcken 
A/  vermoge  (2)  und  (9)  in  den  ursprttnglichen  Y~$  aus  und  sodann 
diese  in  don  Ay«  Nach  kuraer  Eechnung  finden  wir  far  It 

o°)  **  ~ i^!A\tt*9. 

t  —  ^A0  +  (« 


lu  (4J  und  (10)  ^usammoja  haben  wir  jetat  die  %rfiw(/(mden  dor 
twndrcn  SubstiMionsgnfppe  &*.*»  dw  Modulforvnen  Ar     W$   wUrde 
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keinerlei   Seliwierigkeit   haben,    von   hieraus    die    gesamte    quaternare 
Gruppe  in  ubersicbtlicher  Form  lierzustellen. 

Hier  besitzen  wir  nun  alle  Mittel,  um  in  den  Ay  thatsachlich 
Moduln  der  siebenten  Stufe  zu  erkennen.  Wir  werden  die  Erzeugenden 
der  homogenen  Hauptcongruenzgruppe  siebenter  Stufe  aus  8  und  T 
aufbauen  und  vermbge  (4)  und  (10)  die  Wirkung  derselben  auf  die 
Ay  berechnen.  Die  Ay  erweisen  sich  direct  als  unvea«andert?  wie  man 
bei  zweckmassigen  Verfahren  ohne  viel  Redlining  sieht.  Immerhin 
wollen  wir  doch  bemerken,  dass  tins  spaterhin  andere  Mittel  zur  Ver- 
fugung  stehen,  in  den  Ay  auf  ganz  directem  Wege  Modulforinen  der 
siebenten  Stufe  zu  erkennen. 

§  12.     Die  Kaumcurve  seofcster  Ordmmg  der  AK. 

Unsere  Untersuchungen.  tiber  das  Modulsystera  der  Ax  orscheinen 
in  einer  besonders  tibersichtlichen  Gestalt,  wcnn  wir  auf  die  Rchlusa- 
satze  des  vorletzten  Paragraphen  clic  allgememon  Erortornngen  tiber 
Normalcurven  p.  565  u.  f.  in  Anwendung  bringou,  lux  Siune  dioser 
Erorterungen  bilden  die  Systeiuo  cler  Nullpunkte  der  Modulu  ((>) 
p.  722?  wie  wir  schon  betonten;  einc  ooMache  Vollschaar  von  Piuikt- 
sextupeln,  und  zwar  sind  die  seclus  Punkto  dieser  Systcmc  oliwo 
Ausnahme  boweglicb.  Setzen  wir  also  die  Ay  als  liomogono  Ooordi- 
naten  des  Raumes  1^,  so  crachelnt  die  Kiemann'sche  Wlachc  J<*m  auf 
einc  eigenllicli  in  diesem  Hmme  gdeg&w  Curve  sechsker  Qrdnung  eindmliy 
lc#ogen,  die  wir  Mnfort  als  die  (Jc>  der  Ax  'besteichnen. 

t)ber  diose  Curve  ziohen  wir  au«  den  voraufgohoudou  Mtttwiok- 
]imgen  ohne  weiteres  die  nachfolgendon  Sitee:  Die  <%  dor  Ay  ist 
durch  Verxaittlung  der  lUcruaun'sohon  Macho  J'J(I8  eindoutig  auf  clio 
64  dor  £(<  bezogeu;  ibro  rationale  Darstollung  orfiihrt  dix^so  Boziohung 
durch  die  schon  miter  (5)  j>.  721,  aufgestollton 


,  M          ^ 

V;  A0        ^     A(>        ^'     A0        * 

Eino  directe  Darstellung  dor  C$  zu  liefom  bohttlton  wir  ims  fUr  <lon 
Biichsten  Paragraplioxi  vor*    Die  6^  dor  Ay  golit  durck  i(J8 
Oollineationon  des  EaumcB  It8  in  sicli  tibor.    Die  Brzeugendon 
CollinoationBgruppe  sind  ia  den  Forinoln  (4)  und  (10)  don  vorigon 
ragraphen  gogobon.    Auf  die  Zahl  von  K>8  Oollineationon  komxuon  wir 
tier  tlbrigcns  doslialb  xurilck,  woil  geometrischo  Bedeutung  bei  unsarom 
Ansatxe  ja  imr  den  Quotienton  dor  Ax  ssukommt,  und  also  out  gleich* 
xoitigor  Zoiehenwoclisol  dor  Ay  jeden  Puiikt  do»  jf^  an   $einor  Sfcelie 
lassi    Bass  endlich  dio  Puttbtse^tupol,  in  welclxon  dio  64  der  **  ron 
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den  Berfthrungs-Cfc  des  ausgezeichneten  Systems  beruhrt  wird,  auf 
der  GQ  diejenigen  Punktsystenie  werden,  welclie  durcli  die  Ebenen 
des  R3  der  Ax  ,ausgesehnitten  werden,  ist  bei  der  Art,  wie  wir  die 
Cg  eingefiihrt  haben,  von  vornherein  selbstverstandlich. 

Vor  alien  Dingen  aber  gestatten  jetzt  unsere  S'atze  liber  das  Ver- 
schwinden  der  Porrnen  Ay  eine  elegante  Deutung.  Die  durcli  A0  =  0 
dargestellte  Ebene  wollen  wir  eine  Hauptebene  im  Raume  JSS  der  Ar 
nennen.  Gegeniiber  den  168  Collineationen  giebt  es  dann  insgesamt 
aclit  gleichberechtigte  Hauptebenen,  als  deren  Gleichungen  wir  aus 
den  Pormeln  (10)  und  (4)  des  vorigen  Paragraphen 
(2)  A0  =  0  ,  A0  +  ar-'Ai  +  6~2vA2  +  a~^'A4  —  0 

entnehmen.  Die  sects  Nullpunkte  von  A0  lagen  zu  Paaren  vereint  an 
den  drei  Stellen  cl9  <?2;  c^  also  der  Satz:  Jede  der  Haujptebenen  le- 
rultrt  die  CG  in  drei  getrennt  Uegenden  Punkten,  und  die  GesamtheU  der 
so  entspringenden  3  •  8  BeruhrungspunJcte  liefert  uns  direct  das  System 
der  24  Jfanltte  c  auf  der  (7(5. 

Die  durcla  AA  «•  0 ;  A2  «=  0 ,  Ad  =  0  dargestellten  Ebenen  des  R3 
sollen  Nebencbenen  genannt  werden.  Bei  den  168  Collineationen  ge- 
winncn  wir  dann  insgesamt  24  Nebenebenen,  die  rait  einander  gleich- 
berechtigt  sind,  und  deren  Gleichungen  wir  miihelos  aus  (10)  p.  725 
absclireibcn  koxmten.  Bei  der  Lage  der  Nullpunkte  der  einzelnen 
.Form  Ay  entspringt  das  Bcsultat:  Die  ein$elne  Nebenelene  hat  an  einer 
lestimmten  Stella  c  ftinf  consecutive  Schnittpwnkke  mit  der  06  gemein,  le- 
rtihrt  Ictetere  dasclbsb  also  vierfacli,  iind  schneidad  alsdann  noch  einen 
weiteren  furikb  c  auf  der  06  aus, 

Im,  Verfolg  dieses  Satzes  kominen  wir  fttr  die  24  Nebenebenen 
25U  oiner  ganzs  analogen  Anordnung,  wie  wir  sie  ftir  die  24  Wende- 
tangenten  der  C^  der  $a  kennen  lernten.  Es  zeigt  sich;  dass  dom 
einaolnoxi  von  einer  Hauptebene  ausgoschnitteuen  Tripel  von  Punkten  c 
der  OQ  je  ein  Tripol  von  Nebenebenen  zugeordnet  ist.  Selbiges  bildet 
mit  der  bealiglichon  Hauptebone  oin  Tetraeder,  wnd  derartiger  Tetraeder 
Mben  wir  offmlar  acM  gMchlwechtiyte,  die  den  acht  IwXbmctacyclischcn 
Un  in  wohlbekanntcr  Weise  zugeordnet  sind.  Einos  uiitor  diesen  Te- 
traodorn  ist  unser  Ooordinatetitotraeder  der  Ay,  und  letzteres  wird  in 
sicli  ttborgeftlhrt  durcb,  die  $S1  der  Operationen 

(8)  «,'=~a-^,  (mod.  7). 

Einer  im  folgenden  Paragraphen  durchzufUhrenden  Anweudung 
wogcu  boiiuuuon  wir  diejenigen  Eckpunkte  der  in  Eedo  stolionden 
Tetraoder,  die  deu  Hauptebonen  gegenttber  liegen?  als  die  acht  Hawpt* 
wahrend  demgegentlber  die  24  anderen  Eekpuiikte  als  die 
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24  Nebenpunlrie  zu  bezeichnen  sein  wiirden.  Die  Coordinaten  des  dem 
Tetraeder  der  Ay  angehorenden  Hauptpunktes  sind 

(4)  A0  :  A,:  A.  lA*-  1:0:0:0, 

die  Coordinaten  der  sieben  (ibrigen  Hauptpunkte  bereclmen  sick  von 
hier  aus  durch  zweckmassigen  Gebrauch  von  (4)  und  (10)  §  11  zu: 

(5)  AO  :  A,  :  V  A*  —  1  :  2*~*  :  2fi~*'  :  2£~*"  ' 

Man  bemerkt  schliesslichi  ohne  weiteres,  dass  die  24  Nebenpunkte  die 
Punkte  G  der  Curve  sechster  Ordnung  sind;  walarend  die  acht  Haupt- 
punkte iiberhaupt  nicht  auf  der  <76  gelegen  Bind. 

§  13.   Directe  Darstellung  der  0«  der  Ax.    Die  6r(.  als  Kegelspitzenourve 
eines  Biindels  von  FlSehen  zweiter  Ordnung, 

War  haben  bislang  die  CJQ  der  A7  nocli  nicht  direct  algebraisch 
dargestellt  und  wollen  jetzt  zuru  SchluBB  die  Ableiwtung  dieser  Aufgabc 
im  Zusammenhang  init  eiuer  selir  interessanten  goometriaclion  Knt- 
wicklung  bringen,  wolcli'  letztere  uns  dio  emdeutige  Beasioliuug  der  C$ 
der  Ay  auf  die  6\  der  ga  in  ganz  nouein  Liclite  orMchoiiuni  l 

Vorab  entwickeln  wir  uns  aus  (1)  p.  72(>  im  Verdi)  mit 
die  folgondon  vier  zwischen  den  Modwlibrmcu  Ax  iclontwoli 
liolationen: 


Die  orsto  unter  ilmen  ontspringi  aus  (1)  p.  7^(5  direct;  aiur 
dor  ajidoni  drei  lloltitionen  dividioro  man  /U«)  ««  0  dor  Ileibo  nacli 
dureh  dio  droi  (Uieder  von  /'  und  oraotsse  die  jcr«-Quotioiiten  auf  Grand 
von  (1)  p.  72(5  (lurch  dio  Ax.  Die  Glciclmiig«n  (1)  wordon  wir  aln 
.Flaehm  ttritter  Ordnnng  im  Itaumo  der  Ay  intorpretioroii  und  bo- 
morkeu,  (to^  rfw  ^«  rfcr  Ar  aw/  >rfer  emwfam  unbar  d*Yaww  Jt'Ufcfton 
vollslmdig  gdeym  ist.  Aber  OH  out»i>ringt  liior  die  Frago,  ob  die  ^/0 
durch  dieso  vier  Flaohon  rein  AUHgonohtiitton  wird  oder  Jiichi  Ohno 
hiortibor  auf  diroctom  Wege  seu  outschoidoti,  briugoii  wir  hior  viol* 
mohr  dio  iu  AusHicht  gonommono  goomotriachc  JKntwicklung;  wolche 
uns  alsdonn  die  JSntwchoidung  ttbor  die  aufgeworfene  Frago  an  die 
Hand  giobt*). 


*)  Bio  allffomoine  Thcorio,  auf  wc*loho  wfr  bier  HMU#  w«hmm»  rtthrfc  von 
her,  cUsr  HI«  in  den  boiticm  AbhaatHungen;   O'iwwr  /^^rmi'wm^tf**  wirf 
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Wir  haben  am  Schlusse  des  yorigen  Paragraphen  die  Coordinaten 
der  acht  Hauptpunkte  im  Raume  der  Ay  angegeben  (Formel  (4)  und 
(5)  §  12)  und  stellen  jetzt  die  Behauptung  auf;  doss  diese  acht  PunJcte 
die  Gnmdpiinhte  ernes  Biindels  von  Fldchen  swelter  Ordnung  sind.  Ohne 
in  diesem  Betracht  allgemeine  Satze  als  bekannt  vorauszusetzen  ,  geben 
wir  vielmehr  direct  in: 


(2)       2A0A,-A22  =  0,     SAo^  —  Aa2  =  0,     2A0A 


2 


drei  offenbar  nicht  demselben  Btischel  angehoren.de  Flaclien  zweiter 
Ordnung,  deren  jede  zufolge  leichter  Rechnung  durch  die  sanitliehen 
acht  Hauptpunkte  hindurchgeht.  Indem  wir  also  in  den  ^  :  #2  :  ^ 
zunachst  nichts  weiter  als  beliebig  variabele  Parameter  sehen;  haben 
wir  in 

(3)      ,4(2  A0Ad  -  A22)  +  *2(2AA  -  Ad2)  +  *4  (2A0A,  -  At2)  -  0 

direct  das  Fllichenbuuclel  hingeschrieben,  dessen  Existenz  wir  be- 
haupteten. 

Was  die  Qestalt  der  clrei  BTachen  (2)  anlangt,  so  erkennt  man 
in  ihnon  leicht  Kegel  2ton  Grades,  welche  bez.  die  drei  unter  den 
Ecken  des  Ooordinateutetraeders  befindlichen  Nebenpunkte  zu  Spitzen 
liaben;  wahrcnd  sio  im  tibrigen  jeweils  die  Hauptebene  A0  =  0  und 
cine  der  Nebenebenen  Ay  «=  0  in  charakteristischer  Wcise  bertihren. 
Im  AtischluHS  hieran  wollon  wir  jeizt  ganz  allgemein  die  unter  den 
fclachon  des  Biindcls  (S)  betindliclion  Kegel  verfolgeu.  Dainit  wer- 
den  wir,  wie  man  gleich  sehon  wird,  lur  0L  :  $%  :  ^4  cine  Bedingung 
orlialteU;  so  dass  es  im  Btiuulel  (3)  im  ganzen  ool  Kegel  giebt 
Was  aber  das  Wichtigste  iat,  die  Spitzen  die$er  Kegel  werdeti  im 
Itaumo  der  Ay  eiue  oinfacb  unendlicho  Mannigfaltigkeit  d.  i.  eine  Cwrve 
bilden.  Wir  bozoiolmoii  dieselbo  als  die  mm  Jiundel  (3)  gehorende 


Urn   die   f^leichxmgen   dor  so   gemeiuten  Curve  0  zu   gewinneu, 
ei'innoni  wir  daran,  dass,  falls  JP(AX)  ««  0  einen  Kegel  darstellt,  fiir 

ft  Jyt 
deasen   Spitsso   die   vier    Ableitungen    ...    «»  0   zu  gleicher  Zeit   ver- 

schwijiden*    Indem  wir  dioso  vier  Ableitungen  fttr  (3)  bilden  und  wit 
Null  identischt  seteen,  entspringt  das  System  der  vier  Gleichungew: 

in  der  Weometrfo,  ffber  I)o$$eUmgenUn  der  elenen  Curve  viertcr  Qrd- 
g,  Cr.  Journal  Bd.  49,  1866  entwiokelt  hat,   Wir  kleiden  -abrigons  die  Hosse'soho 
Theorio  sogleich  in  die  BezeichnungsweiBon  und  Voraussetzungon   ein,   wie  sie 
Texte  rorliegen. 
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(4) 


o. 


Hier   erhalten   wir   nun   durci.  Elimination    der  A  die   Discriminante 
von  (3)  in  der  Gestalt: 

0,        *!,        *a>        ** 

»1,     —**9  °>  ° 


(5) 


o,  -4L,      o 

0,        0,  -* 


=  0. 


Wenn  wir  aber  jetzt  die  #&  als  homogene  Ooordinaten  ehier  Ebene 
deuten,  so  stellt  (5)  eine  Curve  victrtcr  Ordnung  C\  in  clieser  Ebene 
dar,  und  wir  haben  oline  weiteres  den  Satz:  Jedem  PunUe  dmcr  (/t 
entspricM  eindeutig  ein  Kegd  (3)  und  demit  ein  Purikt  der  Kcgelspiteen- 
eurve  0  und  umgehehrt.  Die  Gleiclmngen  dicscr  leteteron  Curve  (J  aber 
entspringen  einfach  duroh  Elimination  der  $«  aus  (4)  in  Gestalt  der 
mit  Null  identisch  gesetzten  Matrix: 


0  , 


A0  , 
0, 


A0 

0 


AO  ;     "^  A£  ; 

die  wir  also,  ausfthrlich  gesclirieben;  in  die  vier  Gleiclmngen  asu  spaltea 
haben: 


(7) 


0, 

A,, 
AO, 


—  Ag  ?         < '  ) 


0 


0 
Aa 
A, 
A0 


,0, 


.0, 


A,, 

o, 


A,, 


•A, 
0 


A,, 


.0, 


0. 


Urn  jetet  zum  Schluss  m  kommen,  rechnen  wir  IUIB  dlo  Determl* 
nanten  (5)  bess.  (7)  explioite  aus.    An  Stolle  von  (5)  orlialton  wir: 

(8)  tfa  +  ^4%  +  V^A  **  °  * 

Also  das  Kesultat;  Die  w/1  rf&  Kq/di%)it#<mcurvc  wficlwdweise  wndeut'if/ 
Iwogem  ebene  64  ist  wscre  mhlbeJtmnle  C^  der  &«•  Boroohncm  wir 
andrerseite  die  vior  Gloichungou  (7)^  woiche  die  Kogelgpitaseneurvo  rein 
dandelion,  ausftihrlich,  so  hommen  wir  geracto  auf  die  vior  Relftticmon  (1  ) 
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zuriick.  Also  das  fernere  Eesultat:  Die  C6  der  Ay  ist  entweder  ein 
Sestandteil  der  Kegelspiteencurve  oder  mit  der  letzteren  gerade&u  identisch, 
je  naclidem  die  vier  G-leichungen  (1)  zur  Darstellung  der  C6  noch  nicht 
liinreichend  sind  oder  diese  Curve  rein  darstellen.  Von  diesen  beiden 
Fallen  ist  jedoeh  nur  der  letztere  moglich,  denn  die  Kegelspitzencurve 
ist  ja  durch  Vermittlung  der  (74  der  #a  auf  die  C6  der  Ay  wechselweise 
eindeutig  bezogen*).  Somit  ist  unsere  Curve  seclister  Ordnung  der  Ay 
die  Kegelspifaencurve  des  Silndels  (3)  von  FlacJien  gweiter  Ordnung,  und 
als  solche  wird  sie  durcJi  die  Relationen  (1)  rein  dargestellt. 

Die  gegenseitige  Beziehung  der  beiderlei  Curven  auf  einander 
kann  man  jetzt  leicht  durch  Auflosung  der  Gleichungen  (4)  darstellen. 
Wir  konnen  offenbar  die  Ay  auf  vier  verschiedene  Arten  rait  ganzen 
rationalen  Punctionen  dritten  Grades  der  2a  proportional  setzen,  wie 
wir  umgekehrt  die  &a  auf  sechsfache  Weise  mit  ganzen  rationalen 
Functionen  zweiten  Grades  der  Ay  proportional  finden.  Aber  alle  diese 
Proportionen  lassen  sich  vermoge  (1)  und  (7)  aus  (1)  p.  726  herleiten, 
briugen  uns  also  nickts  Neues. 


Die  Theorie  der  Modulsysteme  tta  und  Ay  der  siebenten  Stufe 
scliliessen  wir  hiermit  ab;  sie  wird  sich  in  der  vorgelegten  Form  als 
vollig  ausroichend  ftir  die  Behandlung  des  beztiglichen  Galois'schen 
Problems  crweisen. 

*)  Man  kann  fibrigcna  den  nilmlichon  Schluss  auch  dadurch  ziehen,  dass 
man  durch  saweckmUBsige  Untersuohung  der  Qleichungen  (C)  in  der  Kegelspitzen- 
cnrvo  eine  Uaumourve  sechater  Ordnung  erkennt. 


Siebentes  Kapitel. 

Das  Oalois'sche  ProMem  168tcu  Grades  mid  seine  Resolveiiten 
gton  ullfl  7to»  (frames.  —  Sclilussbemerkungen. 

Die  ausfiilarliclae  Begriindimg  der  zur  Stufe  q  —  7  gehorenden 
Modulsysteme  #<*  und  Ax;  die  wir  im  vorigcn  Kapitel  gaben,  gestattefc 
uns  jetzt,  verhaltnisnuissig  mulielos  das  Galois'sche  Problem  108lon 
Grades  anzusetzen,  welches  zur  Hauptcongruenzgruppe  ri(;8  goliorfc. 
Sofern  wir  nur  auf  die  Primzahlstufen  solien,  ist  dieses  Problem  das 
nacliste  in  dor  Reihe  der  Problenie,  die  sich  aix  das  Ikosacderproblem 
(g  ==  5)  anreihen,  Wie  tibrigens  dort  zur  expliciten  Konntnisnalimo 
der  Ikosaedergleicliung  eiue  Ileilie  invariantenkhcorekisclier  SclililHso 
diente  (,,Ikos.^  p.  56),  so  werdon  wir  auf  ganx  aiialogom  Woge  auch 
liier  bei  der  Gleiehung  lG8tm  Grades  verfahren.  Die  Zcrlcgung  <l(ir 
endliclien  ^T,oa;  wie  wir  sio  frliher  Iceimen  lernteu?  giebt  xnis  alndunti 
weiter  den  (yberbliek  Uber  die  Ilesolvvntm  dos  in  Uode  Htcibondeu  <ja- 
lois'sclien  Problems.  Von  diesen  Itesolvjenteu  wordeu  wir  zur  cxplieitxsu 
Untersuclmng  nattirlicli  nur  die  niedersteu  horauzielien.  En  inl  das 
erstens  eino  solche  vom  Grade  aeht;  diojcnigo  tiiimlioh,  weleho  don 
acht  gleiclibcrechtigloa  lialbiaotacycliHchon  (J'2i  ejutHpricht.  Sodanu 
haben  wir  den  jswei  Hywieiuou  YOU  jo  niebeu  gleichb<u*echtigien  (,i^4 
ontsprechend  /AVOI  .Uenolvoufcon  aioboutcn  (jfradcH,  utul  die  JKIxiHlonss 
diener  Itesolvonten  giebt  clom  (jalois'Bchen  Saisso  (p.  400)  /.ulblgo  dor 
Stufe  y  «=  7  das  besoudero  luteroswo,  welclios  dicaolbo  vor  dor  allgo- 
meinen  Prim^alilntufo  q  >  11  vorauslxai 

§  1.   Die  drei  Oovariantou  dor  tornliron  biquadratiaclien  Form  /'(^«)» 
TJnsere  biquadratiaolio  tornaro  Form 

(i)  /K)  —  <^'i  +  V^  +  %'X 

geht;,  wio  wir  oben  (p.  70#)  fanden,  bei  AusUbung  dor  1GH  torniiren 
jef«-Substattitioiion  (7)  p,  705,  weleho  die  Dotonuinanlo  JBJinw  hatton, 
unveriiudert  in  wich  nelbnt  ttber;  dabei  dc»nktm  wir  fortaxi,  wio 
}>etout  scin  mag>  die  droi  ^  al«  unabhltogig  voranderlich 
uixd  warden  cliosolben  ornt  wiedcr  in  §  2,  indom  wit  /*«»  0  *vtoNM\t  mil 
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unseren  Moduln  der  7ten  Stufe  identificieren.  Nach  den  Elementen  der 
Invariantentheorie  wird  notwendig  jede  mit  /(#«)  covariante  Form  gleieh- 
falls  bei  den  168  Substitutionen  der  a*  unverandert  erhalten  bleiben. 
Indem  wir  also  die  bezuglichen  Hulfsmittel  der  Invariantentheorie  zur 
Yerwendung  bringen,  werden  wir  von  /"($«)  aus  neue  Formen  kennen 
lernen,  welche  die  in  Rede  stehende  Eigenschaft  mit  /*(*«)  teilen. 

Eine  Covariante  von  /*(#«)  ist  aber  erstlich  die  Hesse'sche  Deter- 
minants der  Form  f9  fur  welche  wir  die  Bezeichnung  einfiihren  wollen: 

•y  0V  d*f 


(2) 


d*f 

~ 


av 


Der  Factor  54  ist  linker  Hand  aufgenomnien,  damit  X(*«)  in  ausge- 
rechneter  Form  nioglichst  einfach  ausfallt.  Man  findet  namlich  nach 
kuraer  2wischenrechnung: 

Um  sogleich  von  der  geometrischen  Bedeutung  der  durch  X(#ar)  =«  0 
dargestellten  06  zu  handeln,  insoweit  wir  dieselbe  notig  haben,  so 
wolle  man  zuniichst  durch  eine  leichte  Itechnung  zeigen,  dass  diese  <7G 
jedonMls  die  C^  der  sv  nicht  als  einen  Beytandteil  enthalt.  Demgeinass 
wird  die  €Q  auf  der  C?4  eiu  System  von  24  Punkten  ausschneiden,  und 
dieses  Pu&ktsystern  muss  ersichtlich  durch  allo  168  Collineationen  in  sich 
ttbergeftthrt  werden.  J3s  giebt  aber  auf  unserer  (74  nach  der  p.  696  durch- 
gefiihrten  "Oberlegung  nur  ein  einziges  dcrartiges  Punktsysteua;  nam- 
lich  das  der  Puixkto  c*  Also  haben  wir  den  Sat^:  Die  dwrch  Nullset0m 
der  Worm  (3)  gegebme  ebvne  Curve  seehstef  Ordnung  schnei&et  auf  der 
0^  der  $a  die  M  Punldc  e  <ws  (was  tibrigens  auf  cmen  wohlbekannten 
Satss  axis  dor  analytiachcn  Gooinctrie  zurttckkommt). 
Dos  fornereja  bilden  wir  uns  etwa  die  Oovariante: 


(4) 


•tflf 


Wf 


ax 
ax 


Qcstalt*)  die  nachfolgende  ist: 
D£e  atwg^roohnoto  Form  der  Oovaxiaixte  <J>,  aowie  des  sogleiok 
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(5) 


0 


Hier  sieht  man  wieder  direct,  dass  0  jedenfalls  nicht  die  Form  /"(#<*) 
als  Factor  enthalt,  und  dass  demgemass  die  durch  <£>  «  0  dargestellte 
Curve  vierzehnter  Ordnung  die  C4  der  #«  nicht  als  Bestandteil  enthalt. 
Die  (7U  wird  also  die  C±  in  eineni  gegeniiber  der  6r1C8  invariauten 
System  von  56  Puiikten  schneiden,  uncl  dass  dieses  nur  aus  den  Punkteu 
1)  der  (74  bestehen  kann,  ist  von  p.  696  her  bekannt.  Also  der  Satz: 
Die  dunk  0  =  0  dargestellte  (7U  sohneidct  auf  der  (74  die  60  furilvte  6? 
d.  L  die  BertilinmgspmUe  der  28  Doppeltangenten  aus. 

Urn  in  ahnlicher  Weise  endlich  auch  noch  die  84  sextacfcischen 
Punkte  der  04  zu  erledigen,  werden  wir  nach  einer  Oovariante  21stm 
Grades  in  den  $a  suchen.  In  der  That  findet  sick  eine  solcho  in  der 
Fanctionaldeterminante  von  /,  X;  O: 

df       d)0       15  X 


(6) 


ax 
ax 


welche  in  ausgerechneter  Form  so  lantet: 
,'J-'i'WW*-1*iM^^^^ 


v  ; 


(W+  '  0  +  08 

1  v  +  -0  -  «»70^ 

(V*+  •  0  —  10010  V 


+  •  0 


Da  auch  Y  offenbar  jtiicht  den  Factor  /*(#«)  cntlmlt^  HO  Hchliosnou  wir 
in  tlblichor  Woise:  Die  durc'h  ¥  «=»  0  dargwteUte  cbene  C'm  (die  ftbrigons 
nichts  anderes  als  das  Aggrogat  der  2  1  Porspectivilaisaxen  darBtollt) 
schneidet  cwf  der  0^  der  &#  die  84  scxtactischw  l*unktc  a 


den  ¥  ist  von  Hrn.  G  or  dan  verMFontlicht  wordon;  man  Hoho  cloflficm  Arbwtj  ttber 
die  tyjnache  BwMl'wg  der  icmtlrcn  Mguadratiachen  J^brm  /*(*«)  i  Math.  Ann.  IUU  17 
p.  #72  (1880),  In.  don  Formoln,  (5)  u,  H.  w.  clog  Toxtoft  bringtm  wir  Clbrigonw 
echon  von  p,  711  gewohnte  Abkteung-  m  Anwendung* 

*)  Ea  vordiont  bcmorkt  zu  wordon,  da»a  f,  <J)f  Y,  X  dus  zur  Form 
nvolle  Formonsy»temu  bildon,  eof^rn  wir  uu«  nur  ftnf  Punkieoorddnateu  JP^  be- 
etobr&nken;  vergl,  iiberall  dio  grundlogendo  Arbeit  von  K  loin  (Math,  Ann,  lid,  14  f 
luor  Hpocioll  p.  448),  Faiirt  man  auch  Linioncaordinateu  w«  oin,  MO  Wftohitt  der 
Kreia  dor  Formen  niobt  unbeirflolitlioh,  c£  Goirdftiu  l?6^r  fto 
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§  2.    Die  <t>9  V,  X  als  Modulformea  erster  Stufe.    Formulierung  des 
Gtelois'schen  Problems  1688ten  (trades. 

Nunmelir  legen  wir  den  0a  wieder  ihre  Bedeutung  als  Modul- 
forinea  der  siebenten  Stufe  bei.  Alsdann  wird  /(*«)  wit  Null  identisch 
sein,  wahrend  X(*«),  <t»OO,  V(0«}  Modulformen  der  Dimmsionen(—l2\ 
(  —  28)  und  (  —  42)  werden,  die  gegenuber  alien  "homogenen  Modulsubsti- 
tutionen  unverandert  Ueiben  und  demgemdss  der  ersten  Stufe  angehoren. 
Es  gelingt  nun  sofort,  tiber  das  Verschwinden  und  Unendlichwerden 
dieser  Moduln  erster  Stufe  auf  Grund  der  beziiglichen  Satze  iiber  die 
#tt  eine  Keihe  von  Angaben  zu  machen.  Wir  gelangen  so  insbesondere 
zur  Kenntnis  der  Beziehungen,  durch  welche  die  <b,  Y,  X  an  die  Modul- 
formen #2?  #3,  A  gekettet  sind.  , 

Um  mit  X  zu  beginnen^  so  haben  wir  da  erstlich.  diejenigen  Null- 
punk  te  namhaft  zu  machen  ;  welche  wir  in  den  Schnittpunkten  der 
Curve  X  —  0  mit  der  6^  der  #«  vor  Augen  haben.  Es  sind  das  24 
einfaohe  Nullpunkte  von  X?  die  sich  auf  die  24  Punkte  c  der  Flache 
-^108  verteilen.  Dariiber  hinaus  aber  mtissen  wir  beachten,  dass  die  0a 
iibereinstiuimend  in  den  Punkten  c  der  J?"168  je  einfach  Null  sind 
(cf.  p.  094),  und  dass  X  in  den  0  homogen  in  6ter  Dimension  ist.  Wir 
bcmerken,  dass  hiernach  in  jedeni  Punkte  c  fur  X  noch  je  sechs  einfache 
Nullpunkto  hinzukommen7  und  linden  'so  den  Satz:  Die  Modulfora  erster 
Btufe  X  wird  im  einzelnen.  Punkte  c  des  Polygons  FU8  je  siebenfach 
zu  Null  und  ist  «onst  allenthalben  endlich  mid  von  Null  verschieden. 
Auf  dom  Polygon  erster  Stufe  d.  i.  im  Ausgangsdreieck  betrachtet 
wird  also  X  in  der  Ecke  ca=»ioo  einfach  Null  und  ist  sonst  endlich 
mxd  voxi  Null  vorachieden.  Geiiau  dasselbe  haben  wir  seiner  Zeit  von 
A  konnon  golornt  (p.  128  u.  f.)  und  finden  jotast  (da  beide  Grossen  von 
cler  gloichcti  Dimension  in  den  o>1,  coa  sind)  in  X  :  A  eine  Modul- 
function  crater  Btufe,  die  im  Auagangsdreieck  allenthalben  endlich  und 
von  Null  vorachieden  ist*  Nach  bekannten  Satzen  ist  eine  derartige 
Inunction  mit  oiner  Oonstanten  ot  identisch;  womit  wir  den  Ansatz  ge- 
wonnon  haben:  X^o^A* 

Eine  vOllig  analogo  tfberlegung  erweist  sich.  auf  <J>  und  V  an- 


dw  terntfo6n  tiauadratiselim  Form  jf(#«),  Math.  Ann-  Bd.  17  p.  217  (1880).  Als 
ein  -wichtigos  lloeultab  letzterer  AbhandhiDg-  erw&hnen  wit  nocb,  daas  es  Hrn.  Gordan 
gelungen  ist,  den  besonderen  Charakter  der  biciuadratisckeu  Form  f(jSa)  vor  der 
allgomomon  biq.uadratischen  tern&ren  Form  auf  rein  invariantontheorotischom 

Wage  «u  fixierezt,  Jet  y  —  a  OWS  ^-«y/J»  so  let  f$  —-y1^  s°  4ie  not" 
wcmdige  und  hinreiohondo  Bedingung  (cf*  MatK,  Ann.  Bd.  17,  p, 
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wendbar.      Indeni    wir    dieselbe    niclit    nodi    besonders    durchfuhren, 
schreiben  wir  sogleich  zusammenfassend  den  Ansatz  auf: 

(i)  X  =  CIA,   0  =  c2<72A2,   y=^3A3. 

Um  hier  die  Factoren  c  zu  bestinimen,  berechnen  wir  zuvorderst 
die  Annalierungen  der  letzten  Formeln  bei  co  ==  i  oo  ?  indein  wir  uns 
zu  dem  Bnde  fiir  die  #«  von  (2)  p.  702  die  Naherungswerte 

/9v 
(2) 


heranholen.  Unter  dieser  Voraussetzung  bestxrumt  man  leiclit  aus 
den  Forineln  des  vorigen  Paragraplien  einige  Anfangsglieder  der 
Reilienentwicldungen  fur  <1>?  Y,  X: 

»  ?? 

0  — xMra  +  284x«i 

(3) 


i  _  5i  3  x  9' 


Indem  wir   stots  nur  die  ervsten  Glieder  bonutzen   tnul   tlbrigons    fdr 
^;  ^3;  A  die  IPormoln  (51)  p.  CIS)  verwerten,  orhtUt  man  aotort: 


Da  ist  nun  noch  x  selbst  zu  bostimmen,  zu  wolclioiu  Kudo  man  die 
Relation  g^  —  -  27<%8«'  «  A  niit  Uiilfe  dor  isoebon  gowonncuen  Worto 
von  <?1?  ^a,  at  in 

(4)  y«—  0».«  12Bx»  X7 

umreclnioxi   wolle,     Alw   NiihoruugHwort    <ler   linkcn  Heito  iimloi  nick 

Xti) 

veruaoge  (3)  sogleicli   —  \%*H*  r7?  willirojiicl   die  rocbto  Boito  vou  (4) 

isia  7 

—  12n«8  ^7  orgiobt.  Man  siobt,  da«H  «8  »«  j  nein  inuH«?  uiul  lolgmi 
daraus  se  *«  1  ,  da  maxi  iu  dor  That  au«  Button  tloH  vorigon  KapitolH 

ii 

loicht  outiiimmt,  class  die  Factoren  ^,  u*  in  (2)  notwiuidig  recll  tuml. 
Se?  Aate/i  t^ir  an  Btelle  von  (2)  cndyultig: 

«> 


damtt  tugldck  al$  Ittttationen  %wMtm  <t»,  Hr;  X 
und  $%,  g%,  A  tmdr$r$oits: 
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(6)  <D=12<72A2,     Y=216psA3,     X=  —  A, 

walirend  wir  endlich  dls  eine  #wisclien  den  $,  ¥  und  X  besteJiende  Rela- 
tion atts  (4)  die  naclifolgende  entnelmien*}: 

(7)  0s  _  y*  +  1728  X7=  0  . 

Im  Anschluss  an  die  Gleichungen  (6)  kann  man  jetzt  das  Galois- 
sclie  Problem  168sten  Grades  in  formentlieoretisclier  Gestalt  wie  folgt  de- 
fiaieren:  Es  sind  g^  g^  A  ihrer  Relation  gemass  numerisch  gegeben; 
man  verlangt  aus  den  Gleichungen  (6),  denen  wir  aucli  noch  die  Gleiclmng 
/>(-2fa)=  0  Mn8u$ufugen  liahen,  die  gugelwrigen  Losungssysteme  8ly  02,  0^ 
#u  berechnen.  Wir  konneii  diese  Aufgabe  kurz  als  das  FonnenprobUm 
der  0a  bezeichnen.  Urn  aber  unser  Problem  in  functionentlieoretisclier 
Gestalt  auszuspreclien,  setzen  wir  etwa  ^  ==  x,  ^  —  i),  ^«=  1,  wobei 
die  Foriaoln  (6)  und  /*(£«)  =====  0  die  folgenden  Gleicliungen  liefern: 

(8)  J:J~-l:l  =  <*>*(v,y,  1)  :  V2(a?,  y,  1)  :  -  1728  X7(x,y,  1), 

(9)  tf3+a^+*,  =  0. 

Unser  Grleiclmngsproblem  168sten  Grades  ist  nun;  1)ei  gegebenem  J  aus  diesen 
Gicichungen  die  tsugehdrigen  Losungssysteme  x,  y  #u  lerechnen. 

Im  Gegensatz  %u  den,  bei.  ^  =  5,  4  u.  s.  w.  eintretenden  Problemon 
gehort  dan  Formenprobleni  der  ^«  Icoineswegs  dem  doppelten,  sondem 
vielnielir  demselben  Grade  an,  wie  das  Gleichungsproblem  (der  iibrigens 
leicht  aucli  durcli  clirecto  Betraclitung  der  soebon  awgegebenen  Fornieln 
zu  1(>8  boHtimnat  wircl).  Es  ist  dieser  Uuiatand  naturlich  in  der  gwaden 
Dimension  der  Modaln,  #&  begrdndet?  oder  aucli  darin,  dass  die  Zah.1 
der  homogenen  Substituticmen  der  0a  ebenso  gross  (=168)  ist,  wie 
die  Zalil  der  incht-homogenen. 

§  S.    Ba»  Protolom  der  Ay,     Urwahxituag  dor  erweiterten  trobleme* 

llosultate,  wio  wir  sie  in  den  beiden  voraufgehonden  Paragraphen 
ftlr  die  #a  gowonnen  liaben>  lassen  sicli  bis  »u  einem  gewisson  Grade 
aucn  beiui  Modulsystem  der  Ay  aufstellen.  Bs  tritt  da  vorerst  die  Frage 
em,  ob  sich  Ulinlich  wie  in  der  Ebene  der  0a  bei  der  04  Tielleicht  im 


*)  Dieser  Formol  oniepriolat  oine  Idontit&t  ^swisclaen  doa  droi  Formon  /,  *,  ¥,  X 
dor  uimblillngigett  Yariabolen  %,  $%9  f^,  welche  von  Ootdanim  17*  Bande  der 
Math,  Ann,  p.  $71  oxplxcito  boreclinet  wurde  und  so  lautot: 
1728X7—  88iY»X4>1"+  16  *  G$«YX4O+  17  •  ei 


i»t  *  clio  p«  736  (Anm.)  deHwiotto  Invarianto. 
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Raume  der  Ay  Flachen  "angeben  lassen,  welche  auf  der  CG  der  Ay  die 
besonderen  Systeme  der  Punkte  a,  ft,  c  rein  ausschneiden.  Da  ist 
denn  sogleich  zu  sehen:  Fur  die  56  Punlcte  6  ist  dies  sicher  unmog- 
lich,  aus  dem  einfachen  Grunde,  weil  56  nicht  durcli  6  teilbar  ist. 
Dagegen  werden  wir  versuchen  wollen,  die  24  Punkte  c  durch  eine 
Plache  vierter  Ordnung  X'(Ay)  —  0,  sowie  die  84  Punkte  a  durcli  eine 
Flache  viergehnter  Ordnung  Y'(Ay)  =  0  rein  auszuselineiden,  und  es 
wird  uns  das  in  der  That  ohne  Miihe  gelingen. 

Wofern  diese  Flachen  wirklich  existieren  sollten;  knQpfen  wir  an 
ihre  Gleicfrungen  vorab  die  folgende  Entwicklung.  Indem  wir  den  Ax 
ihre  Bedeutung  als  Moduln  siebenter  Stufe  dritter  Dimension  wieder- 
geben?  erTcennen  wir  (gerade  wie  vorhiu  in  <£(#«)  etc.)  nun  in  X'(AX) 
<md  V(Ay)  Modulformen  erster  Stufe  und  12tor  bez.  42lor  Dimension. 
Dabei  konnen  wir  wieder  die  Null-  und  Unstetigkeitspunkte  dieser 
Moduln  ohne  weiteres  angeben,  wie  wir  etwa  ftir  X'(AK)  explicito  durch- 
fiihren.  Zunachst  liaben  wir  von  den  Schnittpunkten  der  6Y(}  mit  der 
Flaehe  X'  =  0  her  24  einfache  Nullpunkte^  die  sich  auf  die  24  Punkte  c 
des  Polygons  verteilen.  tlberdies  aber  werden  allo  Ax  in  den  Punkton  c 
jeweils  doppelt  miendlich  (cf.  p.  722);  und  wir  zielicu  darau«  /.usamiuen- 
fassend  dio  Folgerung;  dass  X'(Ay)  in  den  Punkten  c  jeweils  sioboiifacli 
tinendlich  wird,  wahrend  diese  Grosse  sonst  im  $'m  allonthalbim  eucllich 
und  nicht-verschwindend  ist.  Genau  daaselbo  gilt  von  A~~l,  wonn  wir 
diesen  Modul  auf  der  Flache  J^T108  betruchton.  Da  smdem  X'  *  A  von 
nullter  Dimension  ist,  so  erkenut  man  in  diosein  Producto  ohno  weiiuroa 
eine  Constante*  Eine  almliche  Schlussfolgerung  wird  man  loicht  i'Cir 
V'  -durchfahron  und  gewinnt  damit  die  Ansutzo: 

(1)  X'(Ay)c=|,     r(Ay)-°^». 

Dio  fragliclxen  Fluchon  vicrtcr  und  vierssolniter  Ordnung  wordon 
wir  nun  thatftilchlich  ohne  Mtihe  durcli  Kilckgang  nuf  dio  Mochilform  A0 
gewinnen  konnon*  Wir  bosansen  in  —  7Apa  eino  untor  acJti  glaiclx- 
berochtigten  Modulformen,  dio  insgesamt  gegoben  warun  durch: 

(2)  -7V, 


Gegentiber  den  2*168  quatomarewt  Ay-Subatitutionon  werdcm  nich 
aoht  GrflfiBen  miter  einandor  pormutieron,  und  OH  ittUHu'domnoch  jode 
Hymmetriyche  Function  dor  lebsteren  bei  den  fraglicliou  SubHtituticmen 
unverandert  bloiben.  Man  bilde  m  diaaem  Binuo  die  beidon  nacfli- 
folgenden  aymmotrlHolion  Verbindungan  von  (if),  dio  wir  sogleioh  mit 
dor  obon  bereits  oingoftthrten  fienennung  X^  *K 
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28 X' (Ax) =49 A/  +        (A0  +  a~*Aa  +  e-*"A2  +  a-*'A4)4,  oder 


(3)  . 

X'  f  A  ^  — •     9  A  ^  .J.»  R  A    A    A    A    .J     ASA     -  t     A  3  A 
\     y/  O     T^  0     1      2     4     l~"  *\L   ^4     l"  **4  ^*o  ' 

und  andrerseits: 

(4)  7V 

wobei  wir  die  ausgerechuete  Gestalt  von  V  hier  nicht  angeben,  da 
dieselbe  etwas  umfanglich  ausfallt*).  Diese  aus  den  Modulformen 
siebenter  Stufe  zusammengesetzten  Ausdriicke  'X'  und  T"*'  konnen  nun 
jedenfalls  nicht  mit  Null  identisch  sein.  Indem  wir  nainlieh  fiir  die 
Ay  bei  co  =  ioo  nachtraglich  die  Naherungsformeln  verificieren: 

A!' 


findcn  wir  nach  leicliter  Zwischenrechnung  als  Anfangsglieder  der  bei 
c»  na  ioo  gtiltigen  Reihenentwicklungen  von  X'  und  V: 

00  x-  - 

Auf  Grund  diescr  "Dberlegung  besitssen  wir  in  Xx  und  V'  in  der  That 
zwei  nicht-vorscliwindende  Modulformen  der  ersten  Stufe. 

Nun  wollo  man  andrerseits  wieder  den  Kaum  lt,3  der  Ay  horan- 
ziebou  und  in  diesem  die  Glciclmngen  X'(Ajr)-«0,  V(Ay)  «-»  0  als 
FlUcho  vierier  boz.  vierzehnter  Ordnung  deuten.  Die  <76  der  Ay  kann 
nicht  vollstJindig  auf  diesen  Fliichcn  gelegen  sein  (weil  sonst  X'?  V, 
als  Modulformen  gedeutet,  identisch  vorschwinden  mfissten);  vielmehr 
wird  fcie  von  ersterer  FlUche  in  24,  von  letzterer  in  84  Punkten  ge- 
schnitton,  und  dass  diese  Punktsysteme  unsere  wohlbekaunten  Punkfce 
c  und  a  sind,  folgoru  wir  durch  eine  oft  vollzogene  Schlussweise.  Die 
am  Anfang  dos  Paragraphen  gesuchten  Flilchen  werdon  also  thatsach- 
lioh  durch  Nullsetssen  der  Ausdrtlcke  (3)  und  (4)  geliefert. 

Betrachten,  wir  jetsat  wieder  o>i;  o>2  als  unabhangige  Variabele, 
so  benutee  wian  zur  e^pliciten  Berechnung  der  Formeln  (1)  die  An- 
a&herungoni  (6)  bei  ID«M«OO,  Unfar  Btichsicht  auf(S)  p.  613  flndet 
sick  al$  DarMlungr  von  Y  und  X  iw  j^8  ww<2  A: 


*)  Msin  vergl.  jedocb.  das  H&here  ilber,  die  ausftbrliohe  Gestalt  von  (4)  in 
der  hior  in  Betracht  kommendon  Abhandlung  Brioschi's;   tfber  die  Jacoli'sche 
vom  achtcn  Or<wkf  Math.  Ann.  Bd.  15  (1879). 
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damit  ist  J  als  168-wertige  Function  auf  der  <76  dargestellt  durcli: 

(8)  jr~1--i^ 

em  Flachenbiischel  28stot  Ordnung  rein  mm  Aus- 


scJinitt  gebracht. 

Die  Grossen  Ay  auch  ferner  noch  als  Modulforinen  siebenter 
Stufe  gedacht,  kniipfen  wir  jetzt  an  (8)  den  Ausspruch  des  G-leichungs- 
problems  der  Ay:  Es  ist  uns  J  seinem  ZahUoerte  nach  gcgeben,  wir  ver- 
langen  unter  SerucJcsicJitigung  der  Helationen  (1)  p.  728  ems  (8)  die  Vcr- 
haltnisse  der  Ay  #u  Itestimmen.  Dieses  Problem  168tott  Grades  kommt 
geometrisch  darauf  hinaus;  bei  gegebenem  J"  die  ssugeliorigoa  Punkte 
anf  der  (7C  der  Ay  KU  bestimmen.  Bcim  Formenprollem  der  Ax  habon 
wir  an  die  Formeln  (7)  auzukntipfen.  Die  rechten  Sciton  dorsclbeu 
sind  uns  beliebig  numeriscb.  gegeben:  wir  verlangen  aus  diesen  "bddcn 
Gleickungen  im  Verein  mit  den  gwisdwi  den  Ay  "bestelMnden  Jdentitaten 
diese  G-rossen  sclbst  #u  "berechnen.  Im  Cr#gen$at#  #tim  Iformenproblern 
der  #a  ist  dasjenige  der  Ay  wm  Grade  2-168. 

Es  ist  liier  endlich  der  Ort,  ciner  nahcliegotiden  Erwoitcrung 
unserer  Problerae  zu  godenkcn,  Sobuld  es  sich  darum  liaudolto,  daw 
einzelne  unter  diesen  Problemen  ziu  fornmlioron,  liabori  wir  binlang  die 
Grossen  &<*  bez.  Ay  als  Modulu  der  siebenton  Stufe,  niclit  abor  als 
beliebig  veranderliche  Grossen  betrachtcvt  Mit  and^run  Worton:  wir 
haben  vorausgosetet,  dass  es  sich  uni  Punkto  »  unHoror  Curve  viorker 
Ordnung  odor  A  unserer  Curve  yochsfcer  Ordnung  haudoln  nolle.  Nun 
aber  kounen  wir,  um  vorerwt  alloin  von  den  ^«  «u  hauduln,  folgcndo 
Erweitorung  dcs  Standpunkis  (dutrotou  lasson:  Wir  «(ilion  <lk*  fftt  als 
boliebigo  voriinderliclxo  GroHson  an;  futcllon  ihro  108  tomiiron  Substitu- 
tionon  auf  und  bildcn  un«  die  vior  gogcnClbcr  di<i«on  Hubstitutionon 
absolut  invarianton  Formen  f\  4>"f  Y,  X;  woboi  sich  fibrigouB  ¥a 
als  gan^o  Function  der  droi  andoreu  Formon  darutollt  (cf.  7377  Noto). 
ifetst  yelen  wir  die  Xahlwcrte  wn  f,  0;  %  X  (ti&wr  Jtvlatbn  gwnftss 
und  ubriffcns  beliebig  und  vertanyen,  nun,  dm  mydtirigm  Wertsystcme  dw 
jBfa  m  bereehncn.  Indem  wir  nur  auf  die  VorhliltuiBNo  dor 
kommt  dies*  clarauf  hiuau^  ssugohorigo  Puukto  iu  dor  Kbeiio  dor  #* 
bestimmon,  die  abor  jotet  xuir  dann  auf  dor  6^  der  &*  gcslegen 
fall«  wir  /"«»()  nohnten,  was  ja  nicht  ausgCHclUosHen,  abor  doch  <un 
gam;  speciallor  Fall  ist.  Die  hiormit  auwgo^proelieno  Aufgabo 
wir  to  crweiterte  l>roUem  dw  #*  neonou  und  kommon  aaf 
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bei  Gelegenheit  zuruck.  Einstweilen  verweisen  wir  auf  bezugliche 
Entwicklungen  von  Klein  ira  15ten  Annalenbande*)  und  bemerken  zu- 
gleich  noch,  dass  den  p.  734  genannten  Arbeiten  von  Gordan  durch- 
weg  die  hiermit  bezeichnete  Auffassungsweise  der  0a  zu  Grunde  liegt.  — 
Dass  wir  in  entsprechender  Weise  auch  ein  erweitertes  Problem  der  Ay 
aufstellen  konnten,  ist  ohne  weiteres  ersichtlich.  Inzwischen  mfissten 
wir;  um  dasselbe  explicite  zu  formulieren,  neben  den  Formen  V,  X', 
die  wir  oben  aufstellten;  nocb  eine  ganze  Eeihe  invarianter  Formen 
bilden  (die  alle  selbstverstandlich  fiir  Pankte  unserer  Curve  sechster 
Ordnung  verschwinden);  wir  gelien  daher  hier  auf  die  Einzelheiten 
niclit  ein**). 

§  4.     Punctionentlieoretisclie  Aufstelltmg  der  Besolvente  achten 

Grades***). 

Es  soil  jetzt  die  Besprechung  der  fiir  die  siebente  Stufe  auf- 
gestellten  Galois'schen  Probleme  dadurclx  ausgestaltet  werden,  dass 
wir  deren  niederste  Eesolventen  aufstellen  und  untersucben.  Wir  be- 
ginnen  hier  mit  dem  Gleicliungsproblera  168ton  Grades  und  verfolgen 
diejenige  Resolvente  achten  Grades  desselben,  welche  den  acht  halb- 
inetacyclisclien  Untergruppen  (r21  der  GTIGQ  zugeordnet  ist.  Unter  den 
bezuglichen  Oongruenzgruppen  ziehen  wir  zum  speciellen  Gebrauch 
diojenige  TH  lieran,  welche  die  Operationen: 

(1)  «(«,)?.  ,™+J.,(mod.  7) 

entliult,  um  solchorweise  spater  den  bequemston  Anschluss  an  die 
Entwicklungen  dos  vorigen  Kapitels  zu  besitzen. 

Um  zuvorderst  oia  Fundainentalpolygon  fur  die  gewahlte  r8  in 
dor  co-Halbebenc  abzugrenzen,  bemerken  wir^  dass  unter  den  actt 
Modulsubstitutionen  1,  T,  TS,  TS*,  -  -  -,  2T^(J  koine  zwei  beztiglich 
der  P8  relativ  tiquivalent  emd?  wie  man  durch  Eechnung  bestatigt. 
Diese  aclit  Operation  on  werden  also  ein  Eeprasentantensystem  fiir 
die  r8  bilden;  und  die  ihnon  eutspreclienden  Doppeldreiecke  werden 


*)  In  dor  Arbeit:   ffber  Auflffswng  gewisscr  Gtt&iclwnQen  vom  sielenten 
aehten  Grade  (1B70). 

**)  Vergl  die  bereita  aiaf  p.  789  genannte  Arbeit  von  Briosohij  die  sa/mt» 
lichen  von'Briosolxi  berochnotcn  Coefficienton  der  allgcmeinen  Jaoobi'echen  Gleichung 
iiohton  Grades  smd  Former  dor  im  Text  gesxiohten  Art.  —  tJbngens  ist  das  ont- 
»prochend  bei  ^  »•  6  ointretende  erweiterte  Problem  der  Ay  in  ,,Iko8,"  Kap,  II,  4 
auaftthrlich  behandelt;  alld  ^resontliohen  Gesiclxtspunkte  der  dortigen  Entwickltmg 
Wtlrden  auoh  hier  bei  %  —<*  7  in  Kraft  bleibetu 

VorgL  Math,  Ann,  Bd.  14,  p»  ISO,  07,  141  -  14,3. 
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ein  bezugliches  Fundamentalpolygon  Fs  aufbauen.  Zwecks  besserer 
tfbersicht  wollen  wir  indessen  die  drei  Doppeldreiecke  TS*,  TS*,  TS* 
durch  die  ihnen  relativ  aquivalenten  T$-3,  TS**,  TS-*  ersetzen. 
Die  aeht  Doppeldreiecke  ordnen  sich  alsdann  gegen  die  iniaginare 
ca-Axe  syrnmetrisch  an,  und  in  der  That  wird  ja  das  Polygon  F8  be- 
ziiglich  der  imaginaren  Axe  mit  sich  selbst  synametrisch  seiu  mttssen, 
da  F8  niit  der  Spiegelung  A  vertauschbar  ist. 

Um  jetzt  den  gewonnenen  Dreieckscomplex  zum  Polygon  JP8  aus- 
zugestalten,  haben  wir  die  Kandcurven  desselben  auf  die  in  Fig.  104 
angezeigte  Art  einandcr  zuzuordncn.  Dass  abor  diese  Zuordnung  dio 

richtige  ist;  bcwcisou  wir  zu- 
nlichst  durch  folgende  rein  geo- 
metriscbo    Uberlogungeu     auf 
Grund  dea  VorzweigungSHatzes, 
Jed  onfalls  wordou  dio   boidon 
NV  von  €9  SB«  0  ausatrablendon  Itawl- 
<J  curveu     oinander 
sein;  da  auf  der 
7'T8  der  voa  <*>«=: 0  berrUlirojtido 


101. 


Punkt  c  von  nicbt  mehr  als 
14  Elomentardroiecketi  um- 
lagert  aeiti  kaiuu  Ein  sswoiter 
Punkt  c  der  gCHcbloasoiien  JftH 
wird  von  o?  «**  ioo  berrdhroa, 
und  dicker  kann  datiu  nur  nocb 
von  ttwei 
umgobon 

werdon  dio  beidon  *uioh 
und    Imkw    utiHormi 
complex  abgroussenden  Cioradon  oinaiuler  zu^uwoiBen  noin. 

Betraoliten  wir  fernor  die  Punkte  &  dor  gtiMchlouaonoti 
auch  gleicb  die  Stello  «T««0  der  ICiomaun'schon  Fliiche  j&j^ 
don  acht  BHittern  werden  dort  jodenfallti  acwoi  iwoltort  vorluufun  (/-ti- 
folge  des  VeriaweigungsyatzeH),  und  dioso  intltfHen  vou  Holcluni  nut 
co  •••  Q  iiquivalontea  Elckon  in  dor  i'ig.  104  horrUluw,  die  boi  d«r 
Syinmetrie  der  ganzeii  Figur  selbBt  bexttglicli  dor  imaguiiirem  0-A^o 
symmotriscb  gelegon  sind;  «©hen  wir  uns  also  daraufhin  die  Eck- 
punkte  dos  Polygons  Fig»  104  an*  Jedenfalls  koimen  dio  beirbn  frag- 
liclxon  Punkte  nicbt  der  mit  co  ««  ^  ftquivalotito  Punkt  vou  SFil*  und 
dor  »ymmetri^cho  «oiu.  In  diowom  Fulle  mClaaton  wir  n&uiHeh  dio 
offewo  Kante  des  «rohra(Horten  I)mcck«  T$*  mit  derjenigan  dot?  freioii 


odor 
Von 
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Dreiecks  T8  zusammenordnen;  das  aber  widerstreitet  der  bereits  er- 
kannten  Zusammenordnung  der  beiden  geraden  Grenzen  unseres  Polygons. 
Wie  man  sieht,  bleibt  nichts  ubrig,  als  dass  die  beiden  Ecken  der 
CQ  =  Q  aquivalente  Punkt  von  TSB,  sowie  der  mit  o>  =  —  02  aqui- 
valente  Punkt  von  TS~*  sind.  Die  Zuordnung  der  Randcurven  ist 
demnach  so  zu  vollenden,  wie  es  in  Fig.  104  durch  die  Pfeile  v$  und  v± 
angedeutet  ist. 

Uni  jetzt  hinterher  eine  arithnietische  Bestatigung  dieses  Eesultates 
zu  geben,  bereclmen   wir  uns  explicite  die  vier  erzeugenden  Substitu- 


g.  105, 


tionon  i?^  %  *>«,  v4;  wolcho  die  TH  der  Fig.  104  ssufolge  besitei  Tim 
otwa  mil  ^  HU  boginnen^  BO  erblickt  man  in  v$  diejenige  Operation, 
welcho  dasDoppeUlroiock  Tflf-1  in  T8-*T  transformiori  Wir  haben 
aluo  ohne  woiteros  die  Identitftt  ^IB-*  —  T8~*!F  und  damit 


hi  aimliobor  Woise  aieigt  sieh  tlberhaupt: 


AuafUhrlich  bereettnet  flndot  sioli: 
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\—  7;  I/3        ~V7;-3/;        ~~\~~  7,  — 

Substitutionen;  die  in  der  That  oline  Ausnahine  die  Congruenz  (1)  be- 
friedigen. 

Als  wichtigstes  Resultat  der  bisherigen  Entwicklung  entspringt 
die  Thatsaclie,  dass  die  aclit  gleiclibereclitigten  F8  dem  Gesclileclite  p  =  0 
angelwren*  In  der  That  legt  sich  das  Polygon  F8  zu  der  in  Fig.  105 
gegebenen  einfacli  bedeckten  Bbene  F8  zusammen,  deren  Einteilung  in 
2  *  8  abwechselnd  schraffierte  und  freie  Bereiche  in  wohlbekanuter 
Weise  aus  den  Dreiecken  der  Fig.  104  entspringt.  Als  Vcrzweigung 
der  achtblattrigen  Itiemann'scheu  Flache  J?W  lesen  wir  aus  Fig.  105 
ohne  weiteres  ab:  Uei  J=Q  verlaiifen  #wei  flatter  isolierl,  die  andercn 
seclis  kangcn  &u  jo  dreicn  in  $wei  Verjsweigungspunltfen  mtsamwwn;  "bei 
J  =  1  hangen  die  acht  flatter  m  je  gweien  in  vier  Ver$weigungs$imk,tcn 
lei  J"=  oo  verlmft  ein  JBlatt  isoliert,  die  andcren  sicben  $ind 

einander  in  cincm  Ver$weigung$imnkte  cycliscli  verbundan. 

Dieses  Kesultat  vorsielit  uns  niit  alien  Mitteln,  die  ssu  clou  fs  go- 
Ixoronde  Rosolvente 

J:  J  —  t  :  1  =  *(T)  :  xl;(r)  :  X(r) 

durch  eino  kurzo  Iteclmung  endgtiltig  ausBugobou*);  wir  wordcn  notbrt 
sugeu:    $(?)  besteht   aus    einoui   einssoluen   quaclratiselieu  Factor  utul 
dor  clritten  PotcziK  ciiieB  sswoitou  qtiadratiBchen  Factorn  u.  H.  w.    Duboi 
wollen  wir  don  llauptmodul  t  durcli  die  Bedingungen 
(2)  t  T(*OO)  —  0  ,     ir(0)  «*  oo 

bin  auf  einon  Factor  boKtiminen  imd  fixieren  clieHCU  letzl/oreu  tlathirch, 
dans  wir  don  Aiusat/,  au(Hchrcib<iu: 
J:J~     1  :  ,1  —  (ry  +  ar.  +  4»)(*a-|-Bt+^s:  (V  -  +  rfrft+flTsl+/ir  -{-//y^Atr. 

Man  wollo  iiiimlich  beiucrkcn,  dasn  daB  driit(^  (ilit^l  ita  orntcin  Factor 
vo«  <t>  Hiclior  vou  Null  vorHchiodon  ist,  da  r  «=»  0  nicht  Wuraol  von 
ct»(t)  as-^o  aoin  darll  hulom  wir  abor  dan  (Vagliche  (Jliotl  mit  40  idoutiHcli 
FiotxoU;  ist,  wio  man  leichfc  bmuorkl^  dor  iti  dio  Definition  yon  if  nodi 
aufeiuiohimmde  nunierinclio  Factor  bin  aul'  clan  Vorzoiolum  fant  IMV- 
Htimtnt;  ttbor  dan  lotetoro  wordon  wir  Ho^loiclt  entHcluiidon.  Dann  wir 
ilbrigons  dio  Ooefiiciunteu  der  hftclu*t<!ii  GHodor  in  4>  und  M'  Hoglcuch 
init  I  idcnfcisch  annuhmon,  war  ssufolgo  dor  IdontHat  <l>  —  X  »»  XK 
ntattliafb 


*)  DaHH  die  Jienolvonio  auf  (kimd  Uot  gomachton  Angftbeu  ulch  buroitn  e*w- 

bontimmon  HUml,  koitimt  naiilrlich  auf  dio  TliatHaobo  zurtiok,  daHH  OH  nur 

FlUcho  J^H  mlt  don  boHchritiboww  V«r«w^igungMj>unktott 
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Fur  die  Berechnung  der  noch  unbestimmten  Coefficienten  a,  6,  -  •  • 
bilde  man  sich  vor  allem  die  Functionaldeterminante  von  <t>  und  X.  Da 
benutzten  wir  sclion  ofters  den  Umstand,  dass  dieselbe  den  quadratisehen 
Factor  von  Y  (r)  noch  linear  enthalten  niuss.  Nun  aber  ist  Y  selbst  eiu 
reines  Quadrat,  und  also  muss  die  fraglielie  Functionaldeterminante 
den  Factor 


^  (*)  =  (**  +  W 

enthalten.     Aber   sie  reduciert   sich  naeh  Abstreifung  eines  jedenfalls 
unbrauehbaren  Factors  geradezu  auf  den  Ausdruck  vierten  Grades: 

«*  +  y  (6  a  +  4&X  +  y  (245 


__ 

dieser  Ausdruck  ist  also  direct  mit  V2  identisoh,  wodurch  sich  die 
Zahlen  c?,  e,  f,  g  in  #>  J,  c  ausdrticken.  —  Auf  der  anderen  Seite 
muss  die-  Functionaldeterminante  von  ¥  und  X  den  cubischen  Factor 
von  <£>  noch  quadratisch  enthalten  und  dieser  Umstand  giebt  uns  nach 
kurzer  tJberlegung  die  neue  Identitiit 


Aus  den  hiermit  zur  Verfugung  stetenden  Gleichungeu  zwischen 
don  Coefficienten  berechnet  man  nun  ohne  Mtihe: 

i        fi  i        /       14.         ^      70  „ 

ft—l3«,   tf  —  1,   rf  —  18«,   f*~wa>  y^  —  1* 

84G     .     16     2         U    .     175     o 
0-     7     +M«2-   8   +507a-» 

und  es  folgt  weiter  aus  der  let^ten  Gleichung  a  •-»  +  18.  Das  hier 
noch  fraglielie  Vorzeichen.  haben  wir  willkQrlioh  zu  wahlen  und  werden 
erst  dudurch,  don  Hauptmodul  t  end^Ultig  iixiert  haben.  Wollten  wir 
in  d(^r  That  liobor  —  t  statt  V  als  Hauptmodul  zu.  Q-runde  legen,  so 
wioht  man,  dass  dies  fttr  unsere  Resolvente  auf  omen  einfachen  Zeichen- 
weclusol  der  Ooofficienten,  a,  J,  d,  f,  h  hmauslauft.  Wir  setzen  also 
a  «**  13  tmd  finden  dami  izugleich  aus  der  Identitiit  O  —  X  «=  V,  dass 
'h  «•  1728  soin  muss.  Als  Grostalt  der  in  Aus&eht  genommenm  Resol* 
vente  achtcn  Grades  gewinncn  wir  somiti 
($\  </":  J—  1  :  1  —  (ta  +  18*  +  49)  (^  +  5t  +  I)8 

7a  :  1728*. 


Insofern  die  Wuraeln  derselben  N.odxdfunctionen>  sind,  wollen  wir  sie 
hinfort  als  die  functionentheoretische  liesofaente  achtcn  Grades  bezeichnen. 
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§  5.    Ausdriicke  der  Moduln  V  in  den  &a.     Die  formentheoretischen 
Resolventen  achten  Grades. 

Uni  die  Hauptmoduln  r,  wie  wir  sie  im  vorigen  Paragraphen  fiir 
die  gleichberechtigten  T8  fixierten,  in  den  #„  darzustellen,  greifen  wir 
auf  den  Umstand  zuriick,  dass  das  Product  0^0^  bei  alien  Ope- 
rationen  (5)  p.  700  unverandert  bleibt.  Dasselbe  wird  also  aucb.  von 
8^0^s±  •  A""1  gelten,  und  da  diese  Grosse  fiberdies  in  den  co1?  o>2  von. 
nullter  Dimension  ist;  so  wird  g^0$*0t?  •  A""1  eine  rationale  Function 
des  zum  Polygon  Fig.  104  gehorenden  Hauptmoduls  r  sein.  Aber  wir 
erinnern  uns,  dass  diese  rationale  Function  0*8^0^  •  A~~j  jedonlalls 
nur  in  den  Spitzen  des  Polygons  j?'T8  Null  oder  unendlicli  werden  kann, 
und  derartige  Spitzen  hat  F%  nur  zwei,  die  bei  co  =  ioo  und  &  ==  0 
liegen;  untersuchen  wir  also  die  fragliche  Groyse  an  diesen  beiden 
Stellen.  Bei  o>  •—  ^oo  verscnwindet,  wie  wir  schon  oftcrs  abzablten7 
010*01  im  Polygon  J?T1()8  siebenfacli,  und  sonacli  wird  dortaolbst 
0*0^0±  -  A""*1  im  Polygon  J'T1(J8  Hiebenfacli,  und  also  im  I'oly^on  JyT8  go- 
messen  einfacb.  verschwinden.  Ebenso  leiclit  bemerkt  man,  dass  in 
der  anderen  bei  o  =  0  gelegonen  Spits&o  von  1^  dio  Iragliclio  (IroHso 
einfach.  unendlich  wird  (was  man  auch  a  priori  aus  dom  gorade  er- 
haltenen.  Resultate  scbliossen  kann,  <la  docli  dio  Zabl  der  Unendlicli- 
keitsstellen  im  Polygon  obenso  gross  seiii  muss;  wio  die  %abl  d(^r 
Nullstellen).  Demxufolgo  muss  0*0fai  •  A~"1  bis  auf  einon  numeriHclion 
Factor  mit  %  identiscli  sein: 
(1)  *(„,)»,.  *W. 

"Dm  c  zu  bestimnicn,  bereclmen  wir  den  NahoruugHWort  Itlr  dio 
rechte  mid  linkc  Seito  der  Ictatcn  Gleicluaig  box  cy  •»  ioo.  DaHolbHt 
wird  t  vorscliwinden,  und  also  zielxen  wir  aus  Formol  (S)  p.  745 

7  ^  M  4<i 

J^  1798-  r"  1788".  *>      *  —  ^^ 

Don  Naherungswort  ftlr  dio  rocbte  Soito  von  (1)  borooknc  man  aun  (5) 
p,  786  und  (3)  p.  (515  und  iindot  durcli  Vorgloiclx  <j««»49,     Als 
stdluny  de$  JlauptmotlMts  n  in  (Jen  0U  flndot  sick  $01 


und  man  "bercchnct  wn  hieraus  unter  Gvbrauch  der  J^ormdn  (8)  p.  71H 
entepreohende  Darstellungen  fur  die  mit  if  ylmMerwktiytcn  Moduln  im 

vollm  Moduteyst&n  ^^*), 

* 
*)  Indom  wir  (2)  unier  Gobmuoh  voa  (0)  p.  787  in 
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Aus  Forinel  (2)  ziehen  wir  unter  Benutzung  von  (3)  p.  718   die 
fernere  Gleichung 

(3) 


E$  ist  also  auch  noch  die  Jiier  links  stehende  Qnadratwurgel  eine  Modul- 
form  siebenter  Stufe,  die  insbesondere  %ur  fs  gehorL  Freilich  wolle  man 
bemerken,  dass  ]/t  fur  sich  genommen  eine  Modulfunction  14ter  Stufe 
1st;  aber  sie  1st  eben  eine  solche,  die  durch  Division  mit  "J/A  zur 
siebenten  Stufe  zuriickgebracht  wird. 

Haben  sich  soeben  die  acht  Wurzeln  von  (3)  p.  745  aufs  nachste 
ntit  den  acht  Moduln  8^,  dQ,  dL,  •  •'  verwandt  erwiesen,  so  werden 
wir  jetzt  umgekehrt  die  Gleichung  (3)  p.  745  benntzen  konnen,  uin 
von  ihr  aus  eine  GrleicJmng  achten  Grades  mit  den  acJit  Wur#eln 
^oo?  ^o?  ^i?  *"'  nerzustellen.  Damit  werden  wir  dann  eine  anders 
gestaltete  Resolvente  fiir  die  acht  gleicnberechtigten  T8  gewinnen.  Zu 
solchem  Ende  ziehen  wir  zunachst  aus  der  Proportion  (3)  p.  745  die 
G-leichung 


.  _. 

"A  .....  ~      216*""* 

Hier    Hubstituieren    wir   auf   Grand   von  (3)   fiir  t   das  Product 
koimen  alsdann  auf  der  rechten  und  linken  Seite,  der  letzten  Gleichung 
die  Wurzel  ziehen  und  erhalten 

d^A-1  +  14tf«A8  +  63**  Aa  +  7()*2A  —  7  -»  +  21QS(/^ 
wo  wir  nun  vor  weiteren  Umformungen  das  Vorzeichen  der  rechlen 
Seite  bestimmon  mussen.  Zu  dem  Ende  verstehen  wir  unter  S  im 
speciellon  die  Wurael  $<#  und  berechnen  die  Nahorungsworte  fftr  die 
roclxte  und  linke  Seite  unserer  Gleichung  bei  co«=ioo.  Dabei  zeigt 
sich;  dass  das  obore  Zeichen  das  richtige  ist,  und  wir  haben  nach 
loichter  Umsetzung: 

(4)          «•+  ^.«.+  «,  «.+  .J  *.-.«•£,_.£_  o, 

eino  GleioJtung,  die  wir  hinfort  als  formenfheoretische  Resofo&nte  achten 
Grades  dcs  Problems  268^n  Grades  benennen*). 

Um  derartige  formetttheoretische  Resolventen  aufzustellen,  giebt 
os  tlbrigens  noch  eine  ganz  andere  Methods,  von  der  wir  bier  nebenher 

umsetzen,  kflrmen  mr  sagen:  Die  21-wertigo  F  -auction  t  wird  auf  der  <74  der  za 
duroh  ein  BtLschel  von  Ourren  seoheter  Ordnung  auageschnitten,  Yon  den 
24  Schnittpuakton  sind  also  nut  21  bowegliob,  dio  drei  ttbrigen  feat*  Man  sieht 
loicht,  dass  diese  let^teren  in  don  Ecken  des  Coordinatondreiecks  der  ^  liegen. 
*)  VorgL  die  analogen.  EntwioWungen  bei  q  •«•  6  Seite  689  n,  f, 
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handeln  (cf.  Math.  Ann.  Bd.  14,  p.  452). 
als  Uiibekannte  einer  Gleichung  achten  Grades  an,  so  sind  deren  Coef- 
ficienten, als  symmetrische  Verbindungen  der  acht  gleichberechtigten  y, 
ganze  rationale  Functionen  der  #a  von  leicht  angebbarem  Grade.  Aber 
diese  letzteren  Functionen  andern  sich  bei  den  168  Substitutionen  nicht, 
mussen  also  Moduln  der  ersten  Stufe  darstellen  und  sind  als  solche 
*n  9%i  03  oder  auch  verrnoge  (6)  p.  737  in  O;  Y7  X  rational.  Da 
kann  man  nun  aus  dem  Qmstande,  dass  die  fraglichen  Verbindungen 
der  y  gcwwe  Functionen  der  #a  sind,  den  Schluss  ziehen,  class  ihre 
rationales.  Ausdriicke  in  <t>,  Y,  X  auch  gang  sind.  Auf  Grund  dieses 
Satzes  gehe  man  die  Coefficienten  der  Gleichung  achton  Grades  einizeln 
durch.  Der  Coefficient  von  y1  ist  in  den  $a  von  dritter  Dimension, 
und  nun  giebt  es  keine  ganze  rationale  Function  der  0,  V,  X,  welcho 
diese  Dimension  in  den  #a  aufwiese;  also  ist  der  fragliche  Coefficient  0. 
Des  ferneren:  die  einzige  ganze  Function  dor  <t>,  Y,  X,  welche  in 
den  00  von  sechster  Dimension  ist,  haben  wir  in  X  sclbst  Tor  unsj 
sonach  besitzen  wir  in  #X  (a  als  nunierische  Constante  jjochtchl)  den 
Coefficienten.  von  y*.  So  woiter  schliessend  fmden  wir,  class  die  frag- 
liche Gleichung  achten  Grades  notwendig  die  Gestalt  zcigon  UIUBS: 
#8  +  aXyG  +  &XV1  +  ^X;iya  +  cl^Vy  +  c'X1  » =  ()7 

wobei  die  a,  6,  c,  -  •  •  numorischo  Coeflicionten  sind* 

Zur  Bestimmung  dor  a,  Z>7  c,  .-  •  *  kann  man  jetxt  vorschiodono 
Wege  gehen.  Bntwoder  man  berechnet  ftir  die  symmctrigclum  Func- 
tionen der  y  aus  (5)  p.  78G  das  Anfangsglied  dor  E»twickluii|j;  nach 
r  in  der  Nahe  von  a>  =  fc"oo,  filhrt  dioselbc  Rcclinuiig  ftir  X;  Mf  durch  und 
findct  durch  Vorgloich  die  a}  b,  •  •;  odor  man  wofcsst  ffir  y  etwa  <lon 
Ausdruck  7^^^l;  fur  X  und  Y  aber  $leiehfallN  ihre  Ausdrdcke  in  don 
#lt  oin  und  vorlangt,  dann  sich  nolchcrart  die  lot^lo  (JlUuchun^  iuil<^r  J!u- 
htllfoualuao  von  /'(^)  «*  ()  ulw  oino  idontincho  orwoise,  wan  oino  liin- 
reichcnde  Anzahl  voai  Bedingungon  fflr  die  Zahlon  a,  b9  •  -  •  or- 
giebt*),  Fttr  un«  wird  natflrlicli  dio  oxplicitc  Ueutalt  dor  lotsstun  (Jim* 
chuwg  aua  (4)  (lurch  die  oinfacli(»  Biib«titiition 

8  a=a»  J/A    '*,       X  sasw  A,        M'  «»  ^IfJ^A0 

entspringon,  woboi  wir  dami  orholton: 

(5)  ?/H  —  14  Xj/  +  flKX1//1  -  -  70XY  —  V«/    -  7X'1  «»  0. 


*)  Man  beinorkfc  leicht,  claa*  wich  Unier  Eirihalltin^  dionor  lotztoron  Mothode, 
eowio  tiutor  leiclitor  Modification  don  voraufgohondcn  UodankcnKatigtm  atioh  fth* 
daH  erweiterbo  Problem  dor  sa  cine  Eoeolvoritti  achton  (h-adcn  crpfiobi.  Kin«>  aolc,he 
ist  in  dur  That  von  Klein  lxirochn(;t  wordon;  vorgl,  Math.  Ann,  Bd.  X.V  i>.  MOO 
Formel  (1$),  sowio  dio  Corroctur  bei  Gordun,  Math.  Ann*  Ekl,  XYHt  in  075,  Not«* 
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Wir  wollen  jetzt  in  (4)  auf  Grund  von  (1)  p.  723  die  Substitution 
8  =  —  7  A2  ausfuhren  und  soleherweise  die  Gleichung  lff^°-  Grades 
herstellen: 


Hier  haben  wir  offenbar  erne  Hesolvente  des  Formenproblems  der  Ay 
gewonnen.  Unter  den  16  Wurzeln  von  (6)  unterscheiden  sieh  acht  von 
den  iibrigen  acht  nur  durch  das  Zeichen;  jene  acht  stellen  sich  in  den 
vier  Grossen  A0,  A1;  A2,  A4  durch  das  Jacobi'sche  Schema  (1)  p,  723 
dar  und  ergeben  durch  Umkehrung  dieses  Schemas  unmittelbar  Dar- 
stellungen  der  vier  Moduln  Ay  in  den  Wurzeln  von  (6)*).  Indem 
wir  bei  dieser  Sachlage  die  Gleichung  (6)  wieder  als  eine  Jacobi'sche 
Gleichung  sechzehnten  Grades  bezeichnen,  gelten  im  iibrigen  fur 
unsere  Gleichungen  ganz  analoge  Bemerkungen,  wie  wir  sie  beziig- 
lich  des  Afiectes  u.  s.  w.  an  die  bei  der  ffinften  Stufe  auftretenden 
Resolventen  sechsten  und  zwolften  Grades  zu  kntipfen  hatten,  Nur 
die  ungerade  Dimension  der  jetzigen  Ay  bedingt  (gegentiber  der  geraden 
Dimension  der  Modulforruen  Ay  der  fiinften  Stufe)  immer  eine  ent- 
sprechende  Modification.  So  gehort  Gleichung  (6)  zu  derartigen  homo- 
genen  f1G,  welche  die  Operation  T2  nicht  enthalten,  und  denen  eben 
deshalb  in  der  nicht  -homogenen  Modulgruppe  f  nur  die  F8  des  vorigen 
Paragraphen  zugewiesen  sind,  Dagegen  hatten  wir  an  analoger  Stelle 
bei  der  lunften  Stufe  homogene  T12;  denen  auch  innerhalb  f  nicht- 

homogene  Untergruppen  ties  glcichen  Index  $wolf  zugeordnet  wareu. 

% 

§  6.     Die  beiden  Besolventen   siebenten  G-rades   in  functionentheo- 

retisoher  Q-estalt**)* 

Wir  sehliessen  unsere  Betrachtungen  ttber  die  siebente  Stufe  da- 
durch  ab?  da«s  wir  endlich  die  beiden  zufolge  des  Galois'schen  Theorems 
ftir  g  =  7  existiorenden  Eosolventon  siebenten  Grades  aufstellen  und 
untersuchon.  Die  Aufstellung  in  functionentheoretischer  Gestalt  gelingt 
wieder  vcrmoge  der  wioderholt  und  ssuletzt  im  vorleteten  Paragraphen. 
zur  Vorwondung  gebrachten  functionentheoretisch-geometrischcn  Schluss- 
woise,  die  wir  aber  hicr  zweckmassig  einmal  in  genau  umgekehrter 
Anordnutjg  benutzen. 

*)  Maa  vergl.  dio  Formeln  (2)  p.  7558,  'in  denen  an  Stelle  der  "Wtrczeln  von 
GUeiohung  (6)  des  Textos  immer  die  Grttssen  V5  etohen. 

**)  Die  durchauftlhrende  Entwioklung  1st  von  Klein  zuerst  in  der  Abhand- 
lung:  *Qbw  ^m^vigmg  der  MtduUrglMdwmgm,  Math.  Ann,  Bd*  14,  (1878)  ge- 
geben  wordon. 
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Eine  einzelne  von  den  2  •  7  hier  in  Betraclit  kommenden  Unter- 
gruppen  F7,  die  wir  nach  Willkfir  herausgreifen,  reduciert  sich  be- 
kanntlich,  modulo  7  genommen,  auf  eine  Oktaedergruppe  6rM.  Man 
denke  sich  fur  die  letztere  auf  der  geschlossenen  F1Q8  ein  Fundamental- 
polygon  F7  festgelegt  und  ziehe  betreffs  der  Gestalt  des  letzteren 
folgende  vorlaufige  Schlusse.  Die  Gu  enthalt  im  ganzen  9  Cr2,  und 
jede  derselben  besitzt  vier  Punkte  a  zu  Fixpunkten,  so  dass  insgesaint 
fur  36  Punkte  a  die  beiden  an  den  einzelnen  unter  ihnen  heranragenden 
Doppeldreiecke  beztiglich  der  6r24  aquivalent  sind.  Von  den  2-36  so 
in  Betracht  kommenden  Doppeldreiecken  miissen  nun  offenbar  je  24 
beziiglich  der  Gu  aquivalent  sein,  und  es  entfallen  ebon  deswegen 
drei  auf  das  Polygon  -F7.  Daher  sogleich  fur  die  Itiemann'schc  Flache 
JZ?y>  das  liesultat:  Von  den  sieben  Blattern  der  J?y)  verlaufen  drei  lei 
J  =  i  isoliert,  die  anderen  vier  sind  m  Paaren  verfamden.  Des  feriioren 
hat  G-%4  vier  Untergruppen  (33;  und  da  die  einzelno  jo  zwoi  Fixpunkte  B 
hat;  so  werden  im  ganzen  bei  acht  Punkten  I  jeweils  die  drei  uni- 
gebenden  Doppeldreiecke  relativ  nquivalent  werden.  Da  aber  die  tt  •  8 
so  in  Betraclit  kommenden  Dreiecke  au  je  24  relativ  aquivalent  sein 
miissen,  so  folgt  ohno  weitercs:  jttei  J  «=  0  verltiuft  ein  Jilatt  der 
isoliwlj  wahrend  die  iilriyen  seeks  %n  dreie-n  in  &wui  Vcr#w&igun0#%tt& 
vweint  sind.  Da  endlich  die  G%A  koine  einzige  G7  ciithiitt,  so  sdoht 
man  den  Schluss:  Bei  J  «•  oo  sind  alle  sicb(M  JJ/Mtcr  von  ]MJ)  cydiseh 
mii  einander  ver#weigL 

Nuniuohr  beweise  man  durch  Forni(kl  (2)  p.  494;  daw  tine  ,SY>  «;«>•- 

.  gweiyte  lf\  jedenfalls  das  Geschleeht  p  =  0  besitzt,  wi<5  auch  im  fil)rigcm 

der  Zusarnrnouhaug  dor  Blatter  boHcliaJfloii  wcin  niiifj.    UiiHcsro  T7  boHitsst 

also   einen   llauptiuodul  T;    uud   unter    Gebrauch    doHHulb<ux   wird    die 

zur  T7  gehoroude  Itcsolvonto  die  Gewlalt  annelnucu: 


Man  sehe  nunmohr  sen,  hiwioweifc  durch  die  binlang  gonchelionon  An- 
gaben  dioso  Oloichmig  speciiiciort  worclon  kamu  Urn  vor  alknu  den 
llauptmodul  r,  den  wir  zu  Grurido  legon  wollon,  m  flxiuron^  soil  T---  --oo 
in.  der  F^  mit  dom  oinen  bei  J  »»  oo  golegojion  Punkte  ssuHammeu* 
fallen,  wahrend  tr  *«  0  boi  ?/'  ««  0  in  dent  oincn  dorfc  iH<>lk*rt  vorlaufon* 
don  Blatte  Biattlinden  nmg.  Dadurch  Int  unwer  Jfaupkuodul  bin  auf 
cinen  Factor  bcstianmt,  welcheu  lotetorou  wir  Bogleich  iu  Slinlichor 
Woise  wio  im  vorletssten  Paragrapheii  bestimman  werden.  J)er  Erfolg 
dieser  Auawahl  doH  ir  i«t  jodonfalla,  daaa  X  mit  oinor  oinfaehait  0<m- 
stantcn  identiHcli  wird,  wahrend  4>  don  Factor  t  erluilt,  fru  Hbrigoii 
bringo  man  nun  die  tlbor  dio  Vorssweigung  der  F!f)  gomaohton  An* 
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gaben  in  Anwendung  und  findet  an  Stelle  von  (1)  den  ausfiinrlicheren 
Ansatz: 


Die  Ooefficienten  der  hochsten  Glieder  r7  in  0  und  V,  die  sicher  von 
Null  versehieden  sind?  haben  wir  auf  Grand  der  Identitat  O  —  X  =  Y 
wieder  mit  1  identificieren  durfen,  wahrend  tibrigens  zur  Ktirzung  der 
weiterhin  eintretenden  RecLnung  in  das  dritte  Glied  des  cubischen 
Factors  von  O  der  Bestandteil  7  aufgenommen  wurde. 

Bei  der  besonderen  Gestalt  von  X(r)  wird  die  Functionaldetermi- 
nante  von  O  und  X  einfach  die  Ableitung  von  <t>?  diejenige  von  Y 
und  X  aber  die  Ableitung  von  V.  Indem  wir  auf  diese  Ableitungen  unsere 
oft  gefibte  Scnlussweise  anwenden?  gewinnen  wir  fur  die  Berechnung 
der  unbestimmten  Coefficienten  in  (2)  die  beiden  identisch  bestehenden 
Gleicnungen: 

(3)     ^+^r  +  &  =  r2  +  A  +  ^ 

(4\ 

^  } 

Hier  behaupten  wir  nun  zuv"6rderst;  dass  a^O  ist.  Ware  namlich 
a  «=  0,  so  ware  zufolge  (3)  auch  /'=0  und  nacli  (4)  alsdann  aueh 
noch  c  «=  0  und  e  —  0.  In  diesem  Falle  batten  also  <J>  und  V  den 
Linearfactor  v  gemein,  was  jedenfalls  unmoglick  ist.  Bei  dieser  Sach- 
lage  dtirfen  wir  dou  Hauptmodul  t  dadurch  ondgiiltig  fixieren,  dass 
wir  a  etwa  mit  7  identificieren.  Gleichung  (3)  liefert  alsdann  ins- 
gesamt: 

(5)  a-  7,    f=4,     &-p. 

Unter  Benutzung  von  (5)  liefern  welter  die  Glieder  r*,  r*,  V  von  (4) 

(6)  c  —  18,    5«=27  +  19&;    e=*  —  81  +  108&, 

wahrend  andrerseits  der  Vergleich  dor  Absolutglieder  in  (4),  sowie 
die  Identitat  $(0)  —  *  —  Y(°)  rater  Benutzung  von  (6)  und  (5)  fur  I 
und  h  die  Bedingungen  liefert: 

(7)  461  —  116  +  8  —  0,    ft  —  816*—  1086*. 

Fllr  die  nocb  nicht  bestimmton  Ooefficienten  finden  sicb  sonach  die 
boiden  Wertsysteme: 


186±27*'V'7!       ,  861  ±189*1/7 

e  ------  -—•-       A  ---       -    --     - 
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Diesem  Resultate  zufolge  giebt  es  uberhaupt  nur  wvei  Glei- 
cliungen  (1)  vom  siebenten  Grade,  welche  die  am.  Eingang  des  Para- 
graptien  beschriebene  Verzweigung  besitzen.  Das  miissen  nun  gerade 
unsere  beiden  functionentJieoretischen  Resolventen  siebenten  Grrades  sein, 
und  also  fmdet  sich  als  Gestalt  derselben: 


(9)   J:J^ 


o+  13r+ 


Wie  wir  sehen,  giebt  es  tiberhanpt  nur  zwei  Rieinann'sclie  Flachcn 
)?  welche   die   oben  beschriebene  Verzweigung   uber   der  J"-Ebeno 
aufweisen.     Gelingt  es  uns  also?  eine  einfach  bedeckte  Ebone  in  2  *  7 


100. 


abwechselnd  scliraffierto  und  freie  droieckigo  Boreiche  s«u  toilen,  dio 
sich  urn  ihre  Ecken  a,  6,  c  in  dor  hier  in,  Itodc  Htelxeiidon  Art  gruppieron, 
so  wird  dicBO  Eiixtoilung  von  sick  aua  eiue  uwseror  boiden  KcMolycmteu  (9) 
definioron.  Nun  wollo  man  sich  tlborzougeit,  da»B  eiuo  Aoloko  Kin- 
toilung  in  Fig,  100  thaisSoUioh  vorliegt;  »ie  wird  al«o  dor  oinon 
Gleichmig  (9)  angeliuren.  Insbesondere  betuorko  man  dio  Unsyxumctrie 
der  Einteilung  m  Fig,  106,  Klappt  man  die  dieiaor  Jflmteiluug  »u 
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Grnnde  liegende  Ebene  urn  eine  in  ihr  verlaufende  Gerade  ura  und 
wechselt  zugleieh  die  Schraffierung,  so  werden  wir  offenbar  die  zur 
anderen  Resolvente  (9)  gehorende  Einteilnng  gewinnen*). 

Diese  Satze  konnen  wir  wieder  durch  eine  directe  Betrachtung 
stiitzen,  indeni  wir  nun  zum  Schluss  die  Ebenenteilung  Fig.  106  in  em 
Fimdameutalpolygon  F7  der  co-Halbebeue  zurfiekbiegen.  Wir  denten 
diese  Ebene  dabei  ISngs  des  starker  niartierten  Linienzuges  dureh- 
schnitten  und  identificieren  sodann  das  Doppeldreieck  1  der  Fig.  106  mit 
dem  Doppeldreieck  1  der  Modulteilung.  So  gewinnen  wir  das  in  Fig.  107 
dargestellte  Fundamentalpoljgon,  das  von  sich  aus  eine  bestimmte  T7 
definiert.  Die  Erzeugenden  dieser  T7  benennen  wir  ira  Ansctluss  an 
Fig.  107  durch.  v±,  v2,  -  - -7  VB  und  habeu  durcb.  leichte  Betrachtung 
als  cleren  Bedeutung: 


was  ausgerechuet  die  folgenden  Substitutionen  lief  art: 


10 


Mau  roducfero  jolsst  dio  Opcrationen  (10)  modulo  7,  urn  au  sohen,  auf 


'* 


'X, 


\ 


.J 


..>*" 


»tf 

«.  107, 


welolto   Uniorgruppo  dor  6Y108  siclx  dio  P7  daboi  reduciert.    Es  treten 
abor  folgendc  modulo  7  gdltigcn  Gongruen&eaa  in  Kraft: 


00  cJasR  die  fragliche   Untergruppo  der  <?lflg  bereite  durch  %  und  t?0 

s 

*)  Dioaos  iftt  in  ffberotonthnmting  mit  d©m  Mlier  (p.  478)  etkannton  Satsso, 
dio  2*7  Untergjmppan  r^  in  diet  orweiteteu  Modal&rttpjpa  F  eEaatltola.  jntt 
gloiohbetoohtigt  stntl. 
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erzeugt    werden    kann.     Diese    Operationen    geniigen    nun    den    Be- 
dingungen: 

.  7) 


und  erzeugen  demzufolge  eine  Untergruppe  6?2d  vom  Oktaedertypns 
(cf.  p.  45G).  Daniit  sind  wir  zum  Ausgangspunkt  der  Entwicldung 
wieder  zurtickgelangt. 

§  7.    Barstellung  der  zu  don  T7  geliorenden  Moduln  t  dnrch  die  &«. 

Urn  die  Hauptmoduln  t  der  beidcn  Kesolventen  siebentcn  Grades 
iiu  vollen  Modulsystem  der  #„  rational  darzustellen,  kommen  wir  auf 
die  2  •  7  den  Gru  zugcwiesenon  Kegelschnitte  durch  je  acht  Punkto  I 
zuriick  (cf.  p.  715).  Die  linken  Seiton  ilarer  Gleichungcn: 


^+ 


betrachten  wir  jetet  als  Moduln  siebenter  Stufe  auf  dom  Polygon  J' 
Der  oinzelne  dieser  Moduln  war  der  oinssehion  C/3il  iu  deiu  Hinne 
goordnet;  dass  er  aich  boi  don  Snb«litutionen  <lic«er  (Jruppo 
vom  Vorzeiclten  abgesohon)  rcproduciorto.  Wir  wordon  joiat 
selion,  dass  or  bci  don  gedachten  24  Operationen  uborlianpt  unvcriindort 
bloibt;  und  zwar  bemerken  wir  dies,  indem  wir  die  Itassiohung  dor  Mo- 
duln (1)*  zu  den  ihnen  durch  die  CrM  oindoutig  Jxug«wi«Heii<»i  Moduln 
t  des  vorigen  Paragraphen  aufsuchoii. 

J5ur  8j>cciellou  Oroywe  xv  ^oliorc  ini  Himio  dor  soobon  aitH^o- 
sproclicncn  Siit'/e  dor  Hauptauxhil  tr;  alsdann  nto^o  man  die  Ntill- 
und  Unatoti^koiispunkto  dieser  boidon  GroHHcn  auf  dom  Polygon  J*'m 
in  Vergleicli  Kiel  ion.  FClr  at?  haben  wir  wie  inumtr  zwui  Artc»n  von 
Nullpuukton  KU  imtcrHclioidon,  jo  naclidom  dtoHelben  von  Sclinittpunktcm 
clos  Kogoltfclinitta  &v  *&  ()  mit  dor  6^  odor  abor  von  em  Itlr  alloniiii] 
festliogendoii  gomeinsamon  Nullpunktou  dor  drei  &„  liorrtthrotu  l)io 
lotsttere  Arfc  lielert  uns  jewoilH  einou  Kweifaclion  Nttllpunkfc  in  den 
24  Punkteu  c,  die  orntore  Art  acht  einfaclio  Mullpunkto  in  gowiBwm 
acht  Punkten  &.  Diego  letztoron  acht  Punkte  wordtui  uotwendig  (lurch 
clie  ssugohorigo  G^  untor  sich  perinutiert;  und  man  folgorfc  UUH  dioBem 
Umstando  indholoM;  class  wir  ow  hiar  mit  donjomgen  acht  Punktou  b 
5su  than  habon  xutiSHen,  in  doron  eimielnotu  dor  bo«ngl!oho  HaupUncxlul  t? 
drei&oh  verHchwin<lotf  Da  &  im  Ubrfgon  auf  dor  KUtohft  Jf^^  wettor 
verschwandot  nock  ttnendlioli  wird,  $o  bomorkt  mm  lMhA9  A&m  dor 
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sc  3 
Quotient  -—•  auf  der  Flache  .F1C8  genau  in  derselben  Weise  0  und  oo 

wird,  wie  das  fragliche  T.  Da  uberdies  der  eben  gebildete  Quotient 
in  den  o>1?  ca2  von  nullter  Dimension  ist  und  also  eine  M.odu]fimction 
siebenter  Stufe  darstellt,  so  wird  derselbe  bis  auf  einen  constanten 
Factor  mit  t  iibereinstinimen,  und  wir  liaben  damit  den  Ansatz  ge- 
wonnen: 

wo  v,  eino  reine  Zahl  ist. 

Den  Wert  von  K  werden  wir  wieder  durch  Naherungsrechnungen 
bei  co  =  ioo  bestinimen;  indessen  gestalten  sich  dieselben  liier  deshalb 
otwas  uinst!mdliclier;  weil  wir  dabei  zugleicli  entscheiden  iniissen,  ob 
der  hier  in  Betraclit  kommende  Modul  t  Wurzel  der  ersten  oder 
sswciten  Resolvente  (9)  p.  752  ist.  Aus  dem  gemeinsainen  Ausdruek 
dieser  beiden  Resolventon  verschaffen  wir  uns  zuvorclerst  die  beiden 
Aiifangsglicder  der  Keihenentwicklungen  der  14  Moduln  V  bei  «>  =  &"oo, 
Wir  werden  dieselben  iu  der  Gestalt 


liaben  (cf.  p.  587)  uucl  zielxen  andrerseits  nach  kursser  Zwi- 
sclicnreclmuug  au«  (S))  p,  752: 


Indcm  wir  Mer  links  und  reclits  nur  auf  die  beiden  Glic,dor  mit 
o 

uud  r    7   Etlcksicht  nehmen,  haben  wir  identiscli: 

—  JL 

Als  Anfangsyliedw  der  M  ReilMnmtw-icltlmgcn  fur  die  t  Jcommt  so: 


wo  ft  oin  EeHtwysfcom  modulo  7  zu  durclilaufen  hat, 

Auf  dor  anderon  Boito  flndet  man  f(lr  xv  nahernngeweise  (cf.  (5) 
p.  7»«): 


*)  Man  muHB  hitirlnd  don  Umatand  l)enut%(*n,  das^  %a  •  f  7  ,  al$  eino  gegon- 
(Ibor  fV  invarianto  Function  ,  in  eine  Iteibe  naoh  gan»m  Potenzen  von  r  out- 
wickolbar  int. 
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so  dass  wir  aus  Forruel  (2)  die  Identitat  ableiten: 


Die  Vergleichung  der  zweiten   Glieder  liefert  liier  K  —  -  •  •         ;  die- 

jenige  der  ersten  Glieder  alsdann  wciter  ^  =  —  v  und  die  Gtiltigkeifc 
des  oberen  Zeicliens.  Den  Modiiln  xv  gehoren  demgcmass  die  oberen 
Zeiclien  in  der  Besolvente  (9)  jp.  752  an,  den  yv  dagegen  die  unteren. 
Andrerseits  finden  wir  als  Darsteliimg  der  Hoduln  t  der  erslen  Ilesolvente 
in  den  #a  explicite: 

(pj  -  •  t(GO)  =  —    £       , 

wahrend  man  fiir  die  Darsfcellung  dor  anderext  sieben  Uuuptmoduln  tr 
nur  £1?^  mit  yv  EU  vertausciien  hat  und  dann  gleichzeitig  linker  Hand 
das  Zeicben  von  i  wechseln  muss,  Gleicliung  (5)  kann  man  •ubrigoun 
wieder  dabin  intorpretieren,  dass  tr  alts  24-wertigo  Function  auf  der  Cd 
der  #a  durcb.  day  Biischol  von  Curven  sechstor  Ordnung: 

x  »fc  )  +  1±.L^!  r  .  Xf^'  )  =  0 
dargcstcllt  wird. 

§  8.    Aufstellung  tmd  Untersxiclning  dor  formont!b,eorotiscto,oii 
Kesolventen  siebenten  Grades. 


Formel  (5)  des  vorigen  Paragraplien  iat  orsiohtlich,  dawn  a?». 
bei  den  Operationen  der  y;ugehorigcn  G,^  vollig  uuverundort  blcibt; 
wiirde  dabei  niimlich  noch  ein  Zeielionwcclusel  eiutrutxui^  HO 
clawsolbe  ja  voni  Jlauptmodul  t  gelten;  onigogeii  <ler  Nutur 
lucleui  also  as?  ouie  swhemwrtige  Modullbrm  niebenter  Stufo  isfc,  koiuion, 
wir  dieye  GroHHts  /Air  Wurisel  (liner  formentlworcMsehGn  JtaMtlvwniG  nMmilcn 
Grades  aetxen;  der  danu  inHgo»aiut  die  niobon  glcichberoithtigtcn  Moduln 
xv  goxitlgou. 

Die  obon  geiuointe  ItoHolvotito  wollen  wir  oitntial  auf  fonnon- 
tliooretischoni  Wege  annotsson  uud  bomerkeu  mi  doni  Endo,  dann  di<^ 
HynnuetriBclxen  Functionou  <lor  $v  wiedor  gan/.o  raiionalo  Fuuctiotuni  d<^r 
iu  §  .1  (p.  788)  gegobenon  Fomum  <l>(^)?  ¥(^),  X(^,)  wind.  Abor  dor 
Uoot'ficient  von  a?°  in  der  gemichteti  Gleicliung  wird  in  d<m  ^  die 
DimeiiHion  aswoi  zoigen  uud  mu«s  obou  deawogou  ver»ckwiud«n;  weil 
C8  keino  gauzo  Function  dor  <t>,  y,  X  giebt;  wolcho  die  ^  im  ftswoittn 
(Jrado  eixthielte.  Durch  Fortnoteumg  dicker  Bekachtung  (»rgiobt  Mich 
als  Gostalt  dor  fraglieluui  Gloichimg  wtalmnten  Uracloit: 
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(1)  x1  +  a\  •  x4-  +  &X2  -  x  -f  c<$>  «.  0, 

wo  die  a,  &,  c  drei  noch  nicht  bestimnite  numerisehe  Coefficienten  sind. 
Zur  Bestiinmung  von  a,  6,  c  verstehen  wir  unter  x  insbesondere 
die  Wurzel  %Qy  entwickeln   die  linke  Seite  von  (1)  nach  ansteigenden 

Poteuzen  von  r  ,  gultig  bei  CD  =  ioo,  und  mussen  dann  verlangen, 
class  die  entspringende  Reihe  gliedweise  mit  Null  identisch  ist,  inso- 
fern  ja  die  Gleichung  (1)  unabhangig  von  co  erfullt  sein  soil.  Da  es 
sich  librigens  um  die  Berechnung  von  drei  Grossen  handelt;  so  mussen 
wir  die  drei  ersten  Glieder  der  Reihenentwicklung  haben  und  vervoll- 
stiindigen  dre  fur  xv  in  (4)  p.  755  gegebene  Entwicklung  erst  noch 
durch  das  dritte  Glied;  das  ubrigens  von  stv0^  in  (1)  p.  754  her- 
riihri  Wir  finclen  speciell  fdr  oc0  oder  x: 

x  = 

wa-lirend  wir  fftr  X  und  O  die  betreffenden  Bntwicklungen  aus  (3) 
p.  73(5  heranholen.  So  ergiobt  sich.  nach  kurzcr  Zwischenrcchnung  als 
Reihenentwicklung  ftir  die  linke  Seite  von  (1): 

-/  -i-    • 

r»(l  4.  C)  _  r  ^a  +  1+ |l! 

Tnclem  wir  die  drei  Coofficienten  einzeln  mit  Null  identisch  setzen, 
folgt  Hofort: 


Als  Gcstalt  der  formentheorcUscJicn  Resolwnte  der  xv  findct  $ich  so: 


womit  wir  dawn  ohne  weiteres  als  Xtesolvente  der  y*  Jiwschreibcn: 

/x\  7         7  —  7*]/7  v       4         H5  +  7*y7v5j     nl         ^         AJI,\ 

(fle)  y1  —        g        X  •  y*  —     *    g        A"  •  j/  —  <P  «»  u**), 

Androrseits  wird  man  zu  diestan  Eesolventen  von  (9)  p.  752  aus 
dadurch  geftthrt  werclen,  dass  maB  an  Stelle  von  t  die  x  be&  y 
Hubntituiort.  Wir  schreibexx  K.  B.  die  orste  f  unctionewtlxeoretische  Eesol- 
vimte  (welcho  auf  die  #,  ftlhrt)  in  der  Gestalt: 

*)  Kntaproohonde  Ite»olvente»i  fdr  das  erweiterte  Problem  dor  »#  isind  von 
Urn,  Kioin  in  Bd.  13  der  Matli.  Ann.  p.  266  angegeben  worden. 
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nraltiplicieren  init  (  —  ^-t>*       )    und  fiiliren  statt  t  die  a?  ein.    Indem  wir 
dann  noch  init  A7  niultiplicieren,  komrnt: 

1  W  A"  -  *»   *«  +  it"  ^  A  *  -  3°  -    •'  "'  7 


Beim  Auszielien  der  dritien  Wurzel  brauclit  man,  wie  leiclit  gezeigt 
wird,  eine  complexe  dritte  Einlieitswurzel  uiclit  einzuluhren  uncl  erhiilt 
dexazufolgc  als  Resolventc  der  xv: 


/r\  ?    i  A        4  --A,  ,,,      A,,         n 

(5)         #7  +          t>         A  •  #4  --    -   a     r     A"  •  ,r  —  l^r/a  A"  «*  0. 

Von  liioraus  wird  man  venuoge   der  Relationeu  (G)  p.  707  sofort  ztir 
obigen  Gestalt  (3)  unserer  Eesolvento  zurackgeftihrt*). 

Wir  "bemerkeri  jetzt,  dass  sich  die  guadratischen  VerHndunyen  der  r^ 
in  den  xv  leg.  yv  rational  und  &war  linear  darstdlen  lassen.  In  der  That 
folgt  aus  den  Fornxeln  (1)  des  vorigeu  Paragraplien  ohne  weiterow: 


Ifioraus  eiiispringt   unt<jr  IlUckHichfc   auf  (1)  p.  75<1-  die 

Tliaisaclu^  dass  swh  die  cin&dnc  Wwflel  $  (fer  Jtctiolvenlki  (H)  linear  und 

homoffen  in  den  Wur$eln  von  (4;)  Aarstell&b  liisst,  wahrmd  akh 


*)  Die  Monmfc  bohandolfco  EeRolvento  7*"n  Oradofl,  doron  ExiBton*/  ja 
(Galois  erkannto,  iat  nchou  vor  Itingurer  Xoit  (higoiiHtand  der  UnterHuchuti^  von 
Hormito  RQvrQ&Qn;  vorpfl.  inwbomomloro  <l<»HHt»n  AtifMttt»:  A'wr  Vahabwwnt  dt>  /V//ua- 
^'rm  wocfw7«iV^  eZw  huitifaiw  degrd,  TorioHwi^  Annali  di  Matamattoa,  II,  p,  r»9  (lHOO)t 
wo  Hich  in  dor  That  eiuo  dor  Uleichuutf  (5)  dtiH  fr(>xt»«H  (ingo  vc^rwandto 
dot'  ,Rc»otvtmto  buroohnot  voriludct.  Im  (ibt*igtm  vorwoinou  wir  auf  <lio 
lichea  UtlorariHclH'H  Naohweiso  iw  d«n*  Atbt*it  von  Klohu  ftbw 
MtiMargUkhungGn)  Math,  Aim.  Bel  U  (man  uohe  namtmUich  dio  I<H«l«it«rtg  imd 
die  SchluBabemorkung  dionor  AbhanAltmg)  »  wowio  anilrcjjpseitH  aut*  tli«  Hfoi*  in  Bo- 
tracht  kommondc  Arbeit  von  Go  r  dan:  (fbcr  Olcichungen  nwbcntrn  Gradw  mtt 

On&ft&e  von  J#H  tiuMtMwnw,  Math,  Ann.  IM.  SO,  p.  ^J 
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die  eingelne  Witrgel  yv  in  gleiclier  Gestalt  clurek  die  x  darstellt.  So  linden 
wir  z.  B.  fiir  die  y: 

(7)  (l  +  i  1/7)  yv  =  —  2  (#r+3  +  av+6  +  av+e)  5 

doch  sind  diese  Relationen  nur  insoweit  bestiniint,,  dass  ihre  reehten 
Seiten  nocli  uin  die  mit  einem  beliebigen  Factor  versehene  Summe 
(xQ  +  X-L  +  -  •  -  -j-  #c)  verrnehrt  werden  darf.  In  der  That  ist  ja  diese 
Surame  mit  Null  identiscli  (waitreiad  eine  weitere  lineare  Identitat 
zwischen  den  x  leiclit  erweislich  nicht  existieren  kann).  Als  Darstellung 
der  x  in  den  y  findet  sich  entweder  direct  oder  durch  Inversion  der 
Formeln  (7)  (anter  Benutzung  des  gerade  hervorgeliobenen  Uinstandes): 

(8)  (l  —  i  1/7)  &  —  —  2  (yv+  i  +  y,+t  +  2/v+4)  .  _ 

Wir  gedenken  noch.  der  liierlier  gelaorigen  Entwicklungen  Gor- 
dan's  (in  der  soeben  namhaft  gemachten  Arbeit  in  Bd.  20  der  Math. 
Ann.)?  Entwicklungen ,  die  sicli  iibrigens  gleicliformig  anf  die  Resol- 
venten  7tw  Grades  des  erweiterten  Problems  beziehen.  Als  Haupt- 
ergebnis  derselben  dttrfen  wir  hinstellen;  class  vernioge  der  Relationen 
(7)  uncl  (8)  die  symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln  der  einen 
(JHeicliung  das  voile  System  der  Affectfunclionen  ftir  die  andere  Gleichung 
Hcfern,  die  letsste  Ausdruckyweise  in  dem  Sinne  gebraucirfc,  dass  sich 
in  ihnen  jede  andere  in  den  Wurzoln  der  Gleichung  ganze  Affect- 
lunction  der  fraglichcn  Gleichung  rational  und  ganz  darstellen  lasst. 
yoteon  wir  wieder  /'(^<0  «=  0?  so  tibertragt  sicli  der  ausgesprochene 
Satx  ohne  weitores  uuf  unsorc  Glcichungcn  (3)  und  (4)* 

§  9.  "Vergleich  der  Stufen  gt  »=»  5  und  g  «=»  7 .  •  Plan  der  ferneren 

Entwiokltuag. 

Im  Laufe  unserer  nun  abgeschlossenen  Entwicklungen  iiber  die 
siebonto  Stufe  hatton  wir  beroits  raannigfach  Gel©genheit;  auf  die  Be- 
zichungspunkto  derselbon  />u  den  bei  g  »»  5  rorliegendon  Verhaitnissen 
liiiissudouton.  Wir  kouimon  hier  zuxn  Schluss  auf  dioselben  urn  so 
liobor  noclunalB  xuriick,  als  wir  damit  zugleich  einen  Vorausblick  auf 
die  spiitor  m  gebondo  Verallgeineinerung  der  durclxgeftihrten  Unter- 
suchungen  verbinden  konnen, 

Um  sogleich  an  die  beidcrseits  eingeftlhrten  Modulsy sterna  anzu- 
JmUpfan,  so  -werdcn  wir  oiOfenbar  die  beiden  Moduln  J17  5a  der  fdnften 
ytulb  den  drei  **  der  Stufe  $  «•  7  gegentlberasustellen  haben,  Da$ 
Entsproclien  dieser  beideu  Systemo  grtLndet  feich  in  erster  Lime  auf 
ihr  analogea  Verhalten  gegentiber  der  Auaiibung  von  Modulaubstitu- 
tionon,  woboi  wir  auf  die  ahnliche  Structur  dor  boiderloi  Gruppen 
Om  und  Gm  sBurtlckgreifen  mtlsson.  Die  fc  blieben  bis  auf  eiue 
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nrultiplicativ  zutretende  funfte  Einheitswurzel  unverandert,  wenn  wir 
die  Operation  S  ausiibten,  sie  penimtierten  sicli  dagegen  bei  den  mit 
S  vertauschbaren  F2  (voin  Zeichen  abgesehen).  Diesen  Fa  entsprechen 
in  der  Cr168  die  mit  S  vertauschbaren  V3,  und  wir  wissen,  dass  sich 
die  0a  gegeniiber  diesen  Vs  cyclisch  permutiercn,  wahrend  sie  bei  Aus- 
iibung  von  S  eine  7to  Einlieitswurzel  als  Factor  annehmeii.  tlberhaupt 
aber  wolle  man  bemerken,  dass  die  gesamten  ga-Substitutionen  niit 
Hiilfe  der  fiinften  Einlieitswurzeln  ina  wesentlichen  gerade  so  aufgebaut 
sind,  wie  die  #tt-Substitutionen  aus  siebonten  Einlieitswurzeln.  (cf.  For- 
mel  (7)  p.  620  und  Formeln  (5),  (7)  p.  705).  Nur  ist  hier  immer  dor 
eine  Unterscliied  zu  constatieren,  class  die  fa  vou  ungerader,  die  &a  aber 
von  gerader  Dimension  sind;  was  denn  zur  Folge  hat,  dass  die  £«  in 
bekannter  Weise  eine  6rsj.(jo>  die  ^«  aber  nur  eine  G1G$  erleiden* 

Das  Entsprechen  in  den  Structuren  der  (?60  und  Gm  landen  wir 
seiner  Zeit  darin  begrunclet,  dass  beide  Gruppen  Specialfalle  der  zur 
Primsaahlstufe  g  gehorenden  Q-q^—i)  waren.  In  letzterer  Gruppe  er~ 

SJ 

gab  S  eine  cyclische  ffff,  und  den  cyclischen  6r2  und  G^  der  0\.()  box. 

G-m  entsprachen  allgeniein  die  cyclischen  6'f/«.i.    Da  wcrdon  wir  nun 

a 

//     nrr-^i        1 

spiiter  ganss  allgexuein  ein  System  von    «-t>—  Modulu  <^tcr  Stufc  kotinon 

lernen,  die  sicli  zu  den  sooben  gekenn/,eichneten  Uiitorgruppoti  gorado 
so  stellen,  wie  die  ^  boi  2  «=»  f>  und  die,  ^«  bei  g  «*»  7  */M  dcu  bossttg- 
lichen  Gruppen.,  die  ties  foruorezi  gogentlber  don  Modnl«ubstitulionca 
ein  System  linearer  Substitutionon  erloiden;  (lie  aius  qh™  KiiihoiLHWur»oln 
genau  so  aufgebaut  sind,  wio  die  ^«-Kubsli<iUtiouc»»  aus  71"11,  dm  &r-Hub- 
stitutionon  aius  5t<in  Kijilioitswur/oln.  DioHo  Modulibrnuju  wwrdon  in  d<vn 


coa  cine  Diiuojusion  /xjigoii,  welclio  mod.  Si  mit  f/  t^"     c.ottgruonb 


und  ^  g      i«t  in  der  That  fQr  q  «^  5  ungorade?  fUr  r/  ra  7 

HierUbor  hmaun  wird  man  «oibrt  die  droi  Moduln  AK  bru 
mit  den  vier  Ay  dor  Biolmnien  tiluft*  in  Farallelo  ntollon  tind  in 
Uetracht  die  in  dor  That  gauss  analogon  Fonnoln,  wolclto  dio 
der  Ay  mit  den  £«  bess,  don  ^  v<^rbitulen,  sowio  andrornoifcu  die  boidorloi 
SubstitutiouBsywtenio  der  A/  vurgleichon.  Und  in  dur  That  wordon  wir 
fip&torlim  diobeidan  genanntenModulMyHtcmoalHHpecmlfftllo  oinoH  boi  der 

2tOBt  Btufo  ©xintioronden  Systems  von  ^"J1     OrDHtton  Ay  konnon  l^rnou, 

an  denen  wir  allo  wichtigen,  oben  f(lr  dio  Ay  der  Htufon  <7  w  f>^  7 
aufgostellton  Formeln  vcirallgomoinort  findon  werden*  Diowo  Moduln 
#***  Stuf^  Ax  warden  tlbrigony  in  den  0U  0a  eine  Dimension 
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die  modulo  2  mit  g~  "  congruent  ist,  was   wieder  fur  q  =  5  und   7 

auf  die  wohlbekannten  Verhaltnisse  zuriickkomrnt. 

Indem  wir  unter  Gebrauch  der  eingefuhrten  Modulsysteme  beider- 
seits  ftir  g  =  5?  7  die  bezuglichen  Galois'sclien  Probleme  ausfiihrlich 
formulieren  konnten,  entsprachen  einander  wiederum  ins  einzelne  die 
von  uns  betrachteten  Resolventen  der  beiderlei  Probleme.  Der  Resol- 
vente sechsten  Grades  bei  q  =  5  stellte  sick  bei  q  =  7  die  Resolvente 
achten  Grades  an  die  Seite,  nnd  wir  tiberblicken  sofort,  dass  wir 
ihnen  entsprechend  bei  der  allgemeinen  Prirnzahlstufe  eine  Resolvente 
(#  +  l)ten  Grades  besitzen,  namlich  diejenige,  die  den  (^  +  1)  halbmeta- 
cyclisclien  (?5(2__i)  zugehort. 

2 

Minder  durclischlagend  ist  es?  wenn  wir  der  Resolvente  ftoften 
Grades  bei  ^  =  5  die  beiden  Resolventen  siebenten  Grades  bei  #=7 
gegentiberstellen.  Hier  weiss  man  ja  auch,  dass  das  Herabsinken  des 
Grades  auf  die  StufenzaH  q  selbst  eine  particulare  Eigenscliaft  ist; 
welche  die  Stufen  $  —  5;  7  nur  noch  mit  q  =  11  teilen.  Immer  aber 
werdeu  wir  es  als  eine  unserer  Hauptaufgaben  fiir  spater  ansehen 
mussen7  dass  wir  die  beiden  Resolventen  llto*  Grades  bei  %  «=  11  in 
einfaclister  Weise  wirklich  bilden. 

Urn  die  liiermit  gekennzeicltneten  Verallgemeinerungen  unserer 
bislierigen  Bntwicklungen  zxi  ermoglichen,  werden  wir  uns  indes  zweck- 
inussig  mit  neuon  llUlfimiitteln  versehen  indssen.  Es  wttrde  freilich. 
moglick  sein7  z.  B.  auch  noch  die  llto  Stufe  unter  Anwendung  der 
directen  Riemann'sehen  Schlussweise  vollig  zu  erledigen*);  indessen 
IxtUt  es  ftir  die  einzuftihrenden  Moduln  bei  wachsender  Stufenzahl  immer 
sehwerer,  sich  mit  den  Anfangsgliedern  der  Reihenentwicklungen  zu 
versehen,  and  letzterer  bedarf  man  zu  ausftthrliclien  Rechnungen,  wie 
wir  wiederholt  erfahren  haben,  allenthalben.  Es  erscheint  demnach. 
geboten,  flSr  die  h'6Keren  StufenzaUen  von  analjtischen  Darstellungen 
dor  zu  gebrauclicnden  Moduln  geradezu  unseren  Ausgangspunkt  zu 
nelimen;  und  da  ist  es  nun  wichtig,  dass  uns  dorartige  Darstellungen 
bei  passendoia  Ansatz  durch  die  Transformation  un&  Teilung  der  deceit* 
ffcriodiscfwn  l^unclioncn  geliefert  werden.  Das  Eingehen  auf  diesea 
Gegenstand,  das  bei  der  bezeiclmeten  Sachlage  unsere  nachste  Aufgabe 
scin  inues,  hat  aber  attf  der  anderen  Seite  auch  noch  den  Zweck,  dass 
wir  die  voraufgehend  in  Geltung  geweseaaen  Methoden  und  Gesichts- 
punkte  geradezu  in  ihrer  Anwendbarkeit  auf  die  Theorie  der  Trans- 

*)  Man  seho  in  dieaem  Betracht  die  Abhandlang  von  Klein:  Ifber  Trans- 
formation elfter  Ordwung  der  elliptiscUen  Vunctionen,  Math.  Ann.  Bel.  tn,  p*5S3(tS79>, 

48** 
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formation  und  Teilung  der  doppeltperiodischen  Functionen  prtifen  wollen. 
Wir  werclen  dabei  nicht  nur  diese  ganze  Theorie  in  das  fibersichtliche 
Schema  der  voraufgehenden  Entwicklungen  eingeordnet  finden,  sondern 
wir  werden  eben  in  unseren  frfiheren  Entwicklungen  die  Mittel  haben, 
in  mehrfachem  Betracht  uber  die  Transforniationstheorie  Aufschltisse 
zu  geben,  welch  e  die  ilberlieferte  Gestalt  dieser  Theorie  nur  erst  un- 
vollkoinmen  zu  errnitteln  verniochte.  tJberhaupt  aber  gewinnen  wir 
von  da  aus  vollsttindige  analytisclie  Darstellungen  fur  diejenigen  Moduln, 
die  wir  im  Laufe  der  letglcn  vicr  Kapilel  Jcennen  gelernt  Jicibcn,  in  Hirer 
Abhti'Hgig'kcib  von  a?!,  o>2.  Derartige  Darstellungen  zu  licfeni  ist  ja  cine 
der  Aufgaben,  deren  Ableistung  wir  uns  vorgenommeu  hatten  (cL  p.  589). 
—  Tndera  wir  so  einiger  Hauptaufgaben  gedenken,  welche  in  uuseren 
forueren  Entwicklungen  zu  behandeln  sein  werden,  wollen  wir  nocli 
ausdrllcklich  zufilgen;  dass  wir  daselbst  auch  den  gaUetithcorelischcn  An- 
^vendungcn  der  Transforniationstheorie  und  der  Modulfunetionen  uber- 
haupt  gerecht  zu  werden  hoffen.  Ini  tibrigen  darf  es  ala  selbstveratand- 
licli  angeselien  werden,  dass  wir  bei  diesera  kurzen  "Dberblick  nur  die 
Hauptzweige  unserer  ktinftigen  Entwickluwgen  kennsseiclmcu  koimtoii. 

§  10.    Von  dor  Bedeutung  der  Modulfunotionen  fiir  dio  Thoorio  dor 

allgemeinon  linear-automorphen  Functionon. 
Letxten  Endow  konuen  wir  nicht  uufcerlassen,  eincai  lilick  auf  (JJIHJ 
woitere  seltr  wichtigo  Verwrnidutig  dor  vorausgehenden  tlntorHUchungou 
zu  werlbn,  die  froilich  tiber  don  engeren  GegonHtand  der  Modulfunctioneu 
liinausiwei^t.  Man  darf  tftimlich  *die  Theorie  dor  Moduliunciionon,  tuid 
zwar  gerado  die  hier  vorgofUhrte  BcJiandlunj,;  dorsolbon,  aLs  oiuft  Vor- 
stufe  zu  don  allgemeinen  Entwicklungen  botrachtou,  wclelio  Poincartf 
und  Klein  fiber  eiiidt-nitigcj  Fuuciionon  in  it  linourmi  TrauHibrmatioitcn 
in  sicli  gogebcui  Irnbon*  J)aliiu  ^ohortiii  doim  z*  li  auch  diejcnugon 
"Functionen 9  welche  wir  frfihor  dadurch  orluoltoti^  daHH  wir  di<^  algo~ 
bruiHclion  Fiuiclionon  cdnor  Flacho  Jf*fl  in  Abhtin^i^koit  von  d^r  be- 
znglichon  ^-Function  anffaHHtoii,  odor  ondlich  noch  all^mnoinor,  dann 
wir  die  algobralschon  Ftniotionon  oinor  boliobi^eu  /'»  auf  dift 
q- function  (vcrgl  dio  Note  p.  581)  boasogou*). 

¥)  lir,  Poincaro  hat  fiber  dio  godacliton  Kutictionon  UUHHOV  niner 
Koiho  kloiunrcr  mit  <ltvm  Jalu'O  1BH1  boginiu!nd<»r  Notcn  hi  der  (UunptoM  Uoncltirt 
KUtiJlcfent  IHHt  tunon  Atifnata  iu  don  Mtttht'inatiHchou  Amialon  (Hd.  11):  »Vwr  fatt 
fawtttowi  uniforms  qni  w  rcyrodui$mt  par  tfw  mtbfititutionn 
in  don  Jahrtm  tHHS-  -K4,  f(inf  gHJn«or<>  AbhandlanKim  in  don 
Aofca  ntathomalica  vornfr^ntllcht;  dioMolbim  «it»d:  t)  Thawte  dm 
(1JUL  Ji,  |>.  t)t  %)  Mtlmoire  HUT  IM  fimtifan*  fy&h9i&vn&  (Bd,  i»  p. 
8wr  1m  $rmyp€»  kUiwkw  (Hd,  «*t»  i».  4$)),  4)  Hur  te*  gwmpw  dm 
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Fur  die  Theorie  der  Hermit  gemeinten  Functionen  erweisen  sich 
nun  in  der  That  alle  Hauptgesiclitspunkte  der  allgemeinen  Erorterungen 
uiiserer  obigen  Abschnitte  II  und  III  als  fundamental.  Urn  das  zu 
belegen,  erinnern  wir  hier  zuvorderst  nur  an  die  in  II,  1  entworfene 
Theorie  der  linearen  Substitutionen  und  der  zu  den  Gruppen  linearer 
Substitutionen  gehorenden  Fundamentalbereiche.  Diese  Theorie  weist 
keinerlei  besondere  Bezugnahnie  auf  die  Modulgruppe  auf,  passt  viel- 
mehr  gleichmassig  auf  alle  Gruppen  linearer  Substitutionen.  Wir 
lernten  dabei  den  Unterschied  zwischen  Gruppen  mit  endlichem  Fun- 
danientalbereich  und  Gruppen  ohne  einen  solchen  kennen  (cf.  p.  191 
und  209)  und  bemerkten,  dass  nur  Gruppen  der  ersteren  Art  in  der 
Theorie  der  eindeutigen  Functionen  in  Betracht  kornmen  konnen.  Inso- 
fern  fur  eine  derartige  Gruppe  durch  die  Kantenzuordnung  des  Funda- 
meatalbereichs  ein  System  von  erzeugenden  Substitutionen  gegeben  war, 
konnte  die  Gruppe  durch  das  Fundanientalpolygon  geradezu  als  definiert 
angcschen  werdon?  ein  Satz,  von  welchem  wir  ftir  die  aus  Modulsubsti- 
tutionen  bestehenden  Gruppen  einen  weitgchenden  Gebrauch  machten. 

Bei  der  Bildung  ;,der  zu  einer  Gruppe  geliorenden  Functionen"*) 
sind  Poincaro  und  Klein  verschiedene  Wege  gegangen.  Wahrend  nam- 
lich  dor  erstero  durch  direct  angesetzte  convergente  Reihen  von  cha- 
raktoristisclxer  Bauart**)  zugehorige  Functionen  herstellte,  war  fiir 
Kloin  der  Anschluss  an  dio  Rieniann'sche  Theorie  der  algebraischen 
Functionen  und  dio  zugehorigen  Existenztheoreme  dor  gewiesene  Weg* 
In  dor  That  diirfto  liier  fur  ims  sofort  ^verstandlich  sein;  wie  sich  ganss 
im  Sinne  unseres  dritten  Abschnittes  das  einzelue  Polygon  einer  Gruppe 
auch  iin  allgemoineren  Fallo  durch  Zusammenfaltung  seiner  auf  einander 
boEogcnor  llander  in  cine  im  Raum  gelegene  JEtieznann;sche  Flache 
tamsotzen  lasst;  und  wie  wir  nun  weiter  von  den  auf  dieser  Flache 
oxistioronden  oiudeutigon  Functionen  ohne  wesentlich  singalare  Punkto 
<lio  fur  unsere  Gruppe  gesuchten  Functionen  hernehmen.  Auf  dio 

(Bd.  4,  p,  201),  5)  M^moire  $w  les  fonctions  ssttafuchsiennte  (Bd.  5,  p.  209),  Die 
boKttgliohon  Arboiton  von  Hrn.  Klein  sind  aussei*  don  frfther  immer  wieder  warn- 
haffc  gomaoliton  Abhandlungen  iiber  Modulfunctionen  (cf.  die  Nachweise  p.  14t? 
und  808) :  (tier  eindeulige  Wunctionen  mit  Mncaren  Transformationen  in  sich 
(Math.  Ann.  13d.  19  und  $Q,  1888),  Neue  Btitrtige  #ur  Eiemann'schen  ff<mGti<>mn- 
thewie  (Math.  Ann.  Bd.  £1,  1882),  Hr.  Klein  bozeiohnet  die  hier  in  Betracht 
kommtmden  Functionon  nGuordingH  als  Uncar-automoryhe  Functionen  odor  wohl 
auch  kurajweg  als  attf0m0j%>fa  Functionen. 

*)  Dio  Aimdruokawoiso  1st  genan  BO  7.n  vorstohon,  wie  -wir  sie  aben  bci  don 
au«  Kodulenbstitutionon  beetohondon  Qrux>pen  gobrauchten, 

**)  DioHolbe  bortalit  auf  omer  wichtigen  Vorallgemeinerung  dor 
Eoihon  fitr  die  doppeltporiodischen  Fanctionon. 
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letzteren  ubertragt  sich  also  oline  weiteres  der  ganze  Apparat  der 
Riemann'schen  Theorie  genau  in  der  Weise,  wie  wir  das  oben  im 
speciellen  fur  die  Modulfunctionen  kennen  lernten. 

Es  ist  fibrigens  fiir  uns  von  besonderem  Interesse,  dass  Poincare 
vernioge-  seiner  Reihen  direct  nur  diejenigen  Punctionen  bildet,  welche 
er  als  ^fonctions  thcta"  bezeichnet,  und  aus  denen  erst  dutch  Quotienten- 
bildung  die  bei  den  Substitutionen  der  Gruppe  unveranderlichen  Func- 
tionen  hervorgehen.  Es  muss  uns  d'iese  Sachlage  sofort  versttindlich 
seinj  denn  jene  gemeinten  Funetionen  entsprechen  direct  unseren  Modul- 
formen,  und  die  Analogic  ware  eine  noch  augenfalligere  geworden,  falls 
sich  Hr.  Poincare  der  "homogenen  Schreibweise  bedient  hatte.  Let/tere 
diirfen  wir  aber  fiir  die  vorliegenden  Zwecke  um  so  naehr  als  sach- 
gemass  auerkennen,  als  die  Fornaen  gegentiber  den  honiogenen  Sub- 
stitutionen  direct  invariant  sind,  watrend  sich  Poincare's  ;;fonctions 
th<$ta"  bei  Austibung  einer  zugehorigen  Substitution  immer  noch  um 
oinen  von  der  letzteren  abhiingigen  Factor  andern. 

Wenn  nun  in  der  That  fur  die  so  umgrenzte  Theorie  cler  auto- 
nirorphen  Functionen  die  ellijitischeu  Modulfunctionen  die  erstou  bis 
ins  einzelne  betrachteten  Boispiolo  licforn,  so  mag  man  nacli  deu 
Grtinden  forschen,  warum  die  geschichtlicho  Entwicklung  goraclo  diese 
Beispiele  als  erste  an  die  Hand  gab.  Man  wird  da  orntlich  die  ongc 
Yerwandtschaft  der  Modulfunctionen  mit  den  doppoltperiodischcn  Fuuc- 
tionen;  sodann  aber  den  besonders  zuganglichen  arithinetischon  Oha- 
rakter  der  Modulgruppe  anfUhren.  Man  muss  wohl  ia  lotetemu  Um- 
stande  den  Hauptgesichtspunkt  sehen;  denn  auch  rlt^r  crstoro  ftthrt 
auf  ihn  zurttck,  wie  leicht  wcitckr  juusge/ulu't  wcrclcu  kOunte. 

Hier  finden  wir  also  allgemoiti  eine  Hachlago,  wie  wir  nie  oben 
(p.  1387)  bei  der  Besprcchung  dos  gruppoutlioorctiKclioTi  iVobloma  dor, 
Modulfunctioucu  insbcHondere  koiuion  leruto».  JV^r  (l 
morphen  Functioncn  vormoyen  wir  in  wschopf&ulw  Wcisa  $u 
dercn  #uyehoriyc  (Jruppen  wir  von  arUhmdiscfwr  Hdfa  WwrrHafwn,  xirul 
das  sind  einstwcilon  alloin  die  Congruenzgruppon  innorhulb  der  Mixltil- 
gruppe  und  einigo  wcnigo  Gruppen  vorwandter  Art.  XwiHclien  tier 
Zahlenthoorio  und  der  Manuigfaltigkeit  der  goomotriHolimi  iriguren, 
deren  BildungHgesetss  wir  ttberblickon,  be»teht  eben  ssur  5!oit  noch  oiu 
Miasvorhrdtnis.  Wir  k5nnen  in  clie»em  Betracht  nur  wiodorholon,  wan 
wir  achon  einmal  (p.  418)  betonten,  das®  nftmlioh  dia  Kahlontheorb 
von  der  Fiille  der  sicln  hior  geomotrisch  aufdriingeuclan  I^roblome 
wesentliclie  Weitarcnfcwicklung  erfahrou  dftrfto,  tmd  inflasen  nun 
getzen,  das«  obon  hienron  eino  exaeto  Durchbildim^  der  Thciorie  dor 
automorphen  B^unctionon  abzuluitigan  Hcheint, 
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